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Введение

Актуальность темы исследования. Современные стандарты беспро-

водной связи, такие как LTE, WiMAX и WiFi, предусматривают использование

нескольких приёмных и передающих антенн для увеличения пропускной способ-

ности. Эти стандарты предусматривают использование каскадной конструкции,

внутренними кодами которой являются пространственно-временные коды (то

есть коды для многоантенных систем, построенные над бесконечными полями),

а внешними — известные коды над конечными полями.

Современные сигнально-кодовые конструкции для систем многоанетных

передачи и приёма, также называемые пространственно-временными кодами,

начали своё развитие в 90х годах прошлого века. Первой такой конструкцией

являются коды, предложенные С. Аламоути в 1998 году. Данная конструкция

позволяла эффективно использовать две передающие антенны для уменьшения

вероятности ошибки в канале, и при этом обладала низкой сложностью приёма.

Она была обобщена в 1999 В. Тарох, Х. Джафархани и А. Р. Кальдербанком

для большего числа антенн. Кроме того, было доказано, что предложенные

сигнально-кодовые конструкции являются оптимальными в классе ортогональ-

ных пространственно-временных кодов. Дальнейшее развитие теории кодиро-

вания привело к появлению пространственно-временных кодов, имеющих более

высокую скорость, но декодируемых с полиномиальной по количеству антенн

сложностью. Одним из таких кодов был Golden код, предложенный в 2005 году

J.-C. Belfiore, G. Rekaya и E. Viterbo. Данный код так же предназначен для

систем, имеющий две передающие антенны, но имеет вдвое большую скорость

передачи данных, чем конструкция Аламоути.

На практике пронстравенно-временные коды используют в составе каскад-

ных конструкций. В 1973 году Э. Л. Блохом и В. В. Зябловым были предложены

линейные обобщённые каскадные коды. Использование обобщённых каскадных

конструкций может позволить повысить корректирующую способность всей си-
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стемы. В 2009 году L. Luzzi, G. R.-B. Othman, J.-C. Belfiore и E. Viterbo пред-

ложили обобщённую каскадную конструкцию для многоантенных систем пере-

дачи и приёма. Однако предложенная ими конструкция имела малую длину, и

потому не позволяла достичь малых вероятностей ошибки на блок.

Таким образом актуальной является задача построения обобщённых кас-

кадных конструкций для систем многоантенных передачи и приёма, обладаю-

щей высокой корректирующей способностью при низкой сложности кодирова-

ния и декодирования.

Цели и задачи диссертационной работы: Цель диссертационной рабо-

ты состоит в разработке обобщённых каскадных кодов, внутренними кодами ко-

торых являются пространственно-временные коды, а внешними — произведения

кодов Рида-Соломна и коды с обобщённой локализацией ошибок, а также разра-

ботка улучшенных алгоритмов декодирования полученных сигнально-кодовых

конструкций; исследовании вероятности неправильного приёма для данной кон-

струкции в каналах многоантенной передачи и приёма с независимыми релеев-

скими замираниями.

Для достижения поставленных целей необходимо решить следующие зада-

чи:

1. Адаптировать алгоритмы декодирования пространственно-временных ко-

дов Golden и DAST для декодирования внутренних кодов обобщённых

каскадных конструкций.

2. Предложить обобщённую каскадную конструкцию с внутренними про-

странственно-временными Golden или DAST кодами, внешними кодами

которых являются произведения кодов Рида-Соломона или коды с обоб-

щённой локализацией ошибок, и исследовать её корректирующую способ-

ность.

Научная новизна.
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1. Исследованы вероятностные характеристики обобщённых каскадных ко-

дов с различными внутренними пространственно-временными кодами с

различным количеством приёмных и передающих антенн. Полученные ре-

зультаты позволяют быстро выбирать параметры обобщённых каскадных

конструкций в соответствии для работы в заданном канале.

2. Разработан новый алгоритм декодирования произведений кодов. Его ис-

пользование позволяет увеличить корректирующую способность кодов-

произведений при незначительном увеличении сложности.

3. Предложены и исследованы новые пространственно-временные коды, сво-

бодные от перестановок, построенные на базе матриц Адамара. Разрабо-

таны алгоритмы построения кодов с заданным расстоянием, длиной и чис-

лом передающих антенн.

Теоретическая и практическая значимость. Исследовано примене-

ние произведений кодов Рида-Соломона и кодов с обобщённой локализацией

ошибок в качестве внешних кодов предложенных обобщённых каскадных си-

стем. Предложенная методика выбора параметров кодов с обобщённой локали-

зацией ошибок позволяет не только сократить время подбора параметров кас-

кадной системы, но и за разумной время построить целое семейство сигнально-

кодовых конструкций для целого диапазона различных каналлов. Предложен-

ный новый алгоритм декодирования произведений кодов улучшает их коррек-

тирующую способность при малом увеличении сложности.

Предложеная метрика надёжности для пространственно-временных кодов,

декодируемых при помощи сферического декодера, позволяет использовать их

в каскадных и обобщённых каскадных конструкциях, декодируемых по обоб-

щённому минимальному расстоянию.

Предложена сигнально-кодовая конструкция, достигающая вероятности

неправильного приёма 10−8, при отношении сигнал-шум 13 дБ на бит, при ис-

пользовании двух передающих и двух приёмных антенн.
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Полученные вероятностные характеристики обобщённых каскадных систем

с внутренними пространственно-временными кодами позволяют упростить про-

ектирование и настройку конкретных конструкций под требования заказчи-

ка. Разработаные алгоритмы кодирования и декодирования предложенных сиг-

нально-кодовых конструкций позволяют использовать их в реальных системах.

Положения, выносимые на защиту:

1. Построены верхняя граница мощности предложенных кодов, свободных

от перестановок. Построены коды, лежащие на предложенной верхней

границе. Построена нижняя граница мощности кодов, свободных от пе-

рестановок, основанная на границе Гилберта.

2. Показана эффективность предложенной метрики надёжности принятых

сообщений для внесения стираний.

3. Показано, что использование предложенной обобщённой каскадной кон-

струкции даёт выигрыш в 0.5 дБ по сравнению с каскадной конструкцией

с тем же внутренним и внешним кодом Рида-Соломона в некоторых усло-

виях.

4. Показано, что предложенный декодер произведения кодов имеет вероят-

ность неправльного декодирования на два порядка меньшую, чем извест-

ный ранее итеративный в некоторых условиях. Построена нижняя грани-

ца корректирующей способности итеративного декодера.

Апробация результатов. Основные результаты диссертации докладыва-

лись на следующих конференциях: XIII International Symposium on Problems

of Redundancy in Information and Control Systems (2012); XIV International

Symposium on Problems of Redundancy in Information and Control Systems

(2014); XIV International Workshop on Algebraic and Combinatorial Coding

Theory (2014); The 8th International Symposium on Turbo Codes & Iterative

Information Processing (2014); Конференциях молодых ученых и специалистов
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ИППИ РАН «Информационные технологии и системы» (2010–2015). Кроме то-

го, основные результаты докладывались на семинарах по теории кодирования

в ИППИ РАН.

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 10 печатных ра-

ботах, из них 5 статей в рецензируемых изданиях [1–5] , 5 статей в сборниках

трудов конференций [6–10].

Личный вклад автора. Личное участие автора в получении результа-

тов, изложенных в диссертации. Постановка изложенных в диссертации задач

была сделана научным руководителем аспиранта д.т.н. В.В. Зябловым. Дока-

зательства и обоснования полученных в диссертации результатов, математиче-

ские выкладки, численные расчеты выполнены лично автором. В совместных

публикациях научному руководителю В.В. Зяблову принадлежат постановки

задач и указания основных направлений исследований, а основные результаты,

выкладки и численные расчеты выполнены диссертантом.

В работе [3] соавтору принадлежит постановка задачи, а основной резуль-

тат был получен диссертантом. В работе [10] соавтору Е. Рябинкину принад-

лежит техническая поддержка в проведении компьютерного моделирования на

кластере. В работе [1] соавтору А.А. Давыдову принадлежат результаты, свя-

занные с кодами, свободными от повторений, а также алгоритм А построения

кодов, свободных от перестановок.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 3

глав, заключения, библиографии и 1 приложения. Общий объем диссертации 96

страниц, включая 16 рисунков. Библиография включает 51 наименований на 5

страницах. Приложение изложено на 5 страницах.
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Глава 1

Системы с многими приёмными и передающими

антеннами

1.1. Введение

В данной работе представлена новая сигнально-кодовая конструкция для

систем многоантенной передачи и приёма (МАПП, англ. MIMO – Multiple Input

Multiple Output). Такие системы содержат несколько приёмных и передающих

антенн, а коэффициенты передачи между каждой парой антенн статистически

независимы. Одновременное использование нескольких антенн позволяет уве-

личить скорость передачи и уменьшить вероятность ошибки при приёме. Такие

системы также называют системами с пространственным разнесением, по ана-

логии с системами с временным или частотным разнесением. В [11] системы с

разнесением описаны более подробно. Для эффективной передачи по несколь-

ким антеннам недостаточно использовать только пространственное разнесение.

Сигнально-кодовые конструкции, использующие одновременно пространствен-

ное и временное разделение, называются пространственно-временными кодами.

Термин пространственно-временные коды был предложен в марте 1998 го-

да [12], хотя задача построения сигнально-кодовой конструкции для систем мно-

гоантенной передачи и приёма была известна давно. В октябре того же года бы-

ла предложена [13] оптимальная ортогональная конструкция для случая двух

передающих антенн. В 1999 году была предложен [14] алгоритм построения

ортогональных пространственно-временных кодов для произвольного числа пе-

редающих антенн, который, однако, не позволял получить коды с максимально

возможным разнесением. Также были предложены метрики расстояния, опре-

деляющие вероятность ошибочного приёма. В каналах с большим отношением

сигнал-шум такой метрикой является минимальное детерминантное расстояние.
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Ортогональные коды имеют простой декодер и подходят для систем с одной при-

ёмной антенной, однако неортогональные коды имеют более высокую скорость.

В 2003 году был предложен [15] способ построения неортогональных простран-

ственных кодов, минимальное детерминантное расстояние которых не становит-

ся бесконечно малым при увеличении порядка модуляции. В 2005 году [16] был

предложен Golden код, обдающий лучшим минимальным детерминантным рас-

стоянием. Данный код подходит для систем с двумя передающими и не менее

чем двумя приёмными антеннами. В 2009 году был предложен [17] обобщённый

каскадный код, внутренний код которого является Golden кодом.

Другие пространственно-временные коды и смежные проблемы исследо-

вались в работах [15, 18–29]. В работах [30–32] приводится обзор различных

кодовых конструкция для систем многоантенной передачи и приёма.

Существующие сигнально-кодовые конструкции для систем МАПП имеют

невысокую длину кода. Их удобно использовать в каскадных конструкциях, но

при отсутствии внещнего кода его применение ограничено. Рассматриваемая в

работе конструкция [6] позволяет строить коды, обладающие большим Евклидо-

вым кодовым расстоянием, растущим пропорционально квадратному корню из

длины кода. Квадрат Евклидова расстояние, часто используемый как критерий

“качества” кода, в предложенной сигнально кодовой конструкции пропорциона-

лен длине кода.

Рассматриваемая система многоантенной передачи и приёма содержит один

передатчик с N антеннами, один приёмник с M антеннами и канал с N вхо-

дами и M выходами. Сигналы с разных передающих антенн интерферируют,

поэтому на каждую приёмную антенну приходит линейная комбинация сигна-

лов, отправленных с каждой передающей антенны. При этом шум не зависит

от коэффициентов затухания между каждой парой антенн, и имеет одинаковую

мощность для всех приёмных антенн. Опишем эту модель канала математиче-

ски.
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1.1.1. Модель канала

Передатчик Приёмник

sn rmαn,m

Рис. 1.1. Канал передачи данных.

Рассмотрим канал с многими входами cn ∈ C, n = 1, N и выходами rm ∈
C,m = 1,M определяемый следующим выражением:

rm =
N∑

n=1

αn,mcn + ηm, (1.1)

где αn,m ∈ C — коэффициент передачи канала, а ηm ∈ C — шум. В данной

работе αn,m и ηm — независимые гауссовские случайные величины с нулевым

средним, при чём средняя мощность αn,m равна 1. Данный канал изображён

на рис. 1.1. Физическое обоснование представленной модели канала приведено

в [30].

В данной работе рассматривается случай, когда коэффициенты передачи

канала известны на приёмнике, но не на передатчике.

Так же, как и в случае алгебраических кодов, мы будем использовать сим-

волы, переданные за T временных отсчётов, для передачи одного кодового сло-

ва. При этом мы предполагаем стационарность канала на времени передачи

одного кодового слова. Таким образом мы можем описать канал следующим

выражением:

rt,m =
N∑

n=1

αn,mct,n + ηt,m, m = 1, . . . ,M, t = 1, . . . , T (1.2)

Такой канал называется Релеевским каналом или каналом с Релеевскими

замираниями. Подмножество передаваемых слов называется пространственно-

временным кодом.
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Для описания свойств данного канала, нам необходимо представить (1.2)

в матричной форме. Когда мы описывать критерии проектирования кодов, мы

будем использовать более естественную матричную форму, в которой кодовые

слова являются матрицами размера T × N . Однако, для описания алгебраи-

ческой структуры кода и алгоритма декодирования мы приведём другое пред-

ставление канала, в котором кодовые слова являются столбцами высоты NT .

В простом матричном представлении канала мы вводим следующие мат-

рицы: матрицы кодовых слов C = ‖ct,n‖ размера T ×N , матрица коэффициен-

тов передачи канала H = ‖αn,m‖ размера N ×M , матрица полученного слова

r = ‖rt,m‖ размера T ×M и матрица шума N = ‖ηt,m‖ размера T ×M . Таким

образом, выражение (1.2) можно представить в виде:

r = C ·H+N (1.3)

При декодировании по максимуму правдоподобия необходимо минимизи-

ровать выражение [30, раздел 3.2]:

min
C∈C

Tr[(r−C ·H)H(r−C ·H)], (1.4)

где C — пространственно-временной код, то есть множество всех кодовых слов.

1.2. Коды без перестановок (PRF-коды)

Пусть N = 0. Тогда r1 − r2 = (C1 − C2)H. Таким образом, для различе-

ния двух разных принятых сигналов r, необходимо и достаточно, чтобы правая

часть уравнения не равнялась нулю при любом допустимом количестве приём-

ных антенн. В данном разделе мы рассмотрим коды, работающие при любом

количестве приёмынх антенн, а потому потребуем, чтобы матрицы C1 и C2

различались на приёмнике при одной приёмной антенне. При этом M = 1, r –

столбец длины T , N – столбец длины N . Очевидно, что при N = 0 передача

невозможна. Потребуем, чтобы, когда все коэффициенты передачи канала от-
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личны от нуля, любые две кодовые матрицы различались на приёмнике. Сфор-

мулируем это рассуждения в качестве необходимого критерия выбора кода.

В качестве сигнально-кодовой конструкции используется конечный набор

C комплексных (T ×N)-матриц C, удовлетворяющий условию декодируемости:

∀C1,C2 ∈ C, ∀α ∈ C
N : ∀j, αj 6= 0→ C1α 6= C2α, (1.5)

где αj – элементы столбца N .

Введём понятие скорости кода для систем МАПП. Предложенный код яв-

ляется нелинейным. Скоростью нелинейного кода C длины T называется вели-

чина v = log
2
|C|

T
. Данное определение учитывает равенство sti = ±1.

Рассмотрим только те коды, в словах которых столбцы принадлежат неко-

торому упорядоченному набору ортогональных столбцов. В данной работе в

качестве такого набора используются столбцы (T × T )-матрицы Адамара с

T = 2m ≥ N.

Мы используем ниже конечное поле с 2m элементами. Отметим, что рас-

сматриваемый подход к построению сигнально-кодовой конструкции применим

и в тех случаях, когда T не является степенью двойки.

Определение 1. Назовём код C PRF-кодом (Permutations and Repetitions Free

code), если никакие два различных его кодовых слова не могут быть получе-

ны друг из друга перестановкой столбцов, и ни одно его слово не содержит

повторяющихся столбцов.

Определение 2. Назовём код C PF-кодом (Permutations Free code), если ника-

кие два различных его кодовых слова не могут быть получены друг из друга

перестановкой столбцов.

Слова PF-кода могут иметь повторяющиеся столбцы.

Лемма 1. Пусть столбцы слов C кода C являются столбцами (T×T )- матри-

цы Адамара. Тогда для выполнения условия декодируемости (1.5) необходимо,

чтобы код C был PF-кодом, и достаточно, чтобы код C был PRF-кодом.
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Доказательство леммы дано в разделе 1.3.

Отметим, что не всякий PF-код удовлетворяет условию (1.5). Тем не ме-

нее PF-коды могут использоваться, когда параметры передачи не позволяют

построить PRF-код нужной мощности.

Таким образом, для систем МАПП мы ввели новую сигнально-кодовую кон-

струкцию, задаваемую матричным кодом C, и показали, что для выполнения

условия декодируемости достаточно, чтобы код C был PRF-кодом. С некото-

рой потерей корректирующей способности допустимо также, чтобы код C был

PF-кодом.

Дальнейшая цель работы найти методы построения PRF- и PF-кодов до-

статочно большой мощности и провести численное моделирование построенных

кодов для оценки их эффективности.

Для решения задачи построения кодов мы вводим взаимно-однозначное

отображение матричного кода C в векторный код S и затем используем есте-

ственные для векторного представления методы, оказавшиеся достаточно эф-

фективными.

Пусть q – простое число или степень простого числа. Обозначим через Fq

поле Галуа из q элементов. Пусть F ∗q = Fq\{0}. Обозначим через F n
q простран-

ство векторов длины n над полем Fq.

Пронумеруем столбцы (T × T )-матрицы Адамара H элементами поля FT ,

взятыми в некотором фиксированном порядке. Тогда H = ‖h0h1 . . .hT−1‖, где

hi – столбец матрицы Адамара и {0, 1, . . . , T − 1} = FT . Кодовое слово C,

составленное из N столбцов матрицы Адамара, может быть записано в виде

C = ‖hi1hi2 . . .hiN‖, i1, i2, . . . , iN ∈ FT .

Поставим в соответствие каждому кодовому слову C вектор s ∈ FN
T , ком-

поненты которого соответствуют номерам столбцов кодового слова в матрице

Адамара. Обозначим данное отображение L. Из вышесказанного следует, что

L – взаимно-однозначное отображение, которое может быть представлено сле-
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дующим образом:

L(C) = T (‖hi1hi2 . . .hiN‖) = s = (i1, i2, . . . , iN) ∈ FN
T . (1.6)

Векторы s формируют код S.

Далее в этой работе под PF- и PRF-кодами мы подразумеваем как коды C,
слова которых являются (T ×N)-матрицами, так и соответствующие им коды

S ⊂ FN
T .

Алгоритмы построения кодов разрабатываются для векторного представ-

ления. При этом PF- и PRF-коды строятся и как подмножества слов кода Рида-

Соломона (РС-кодов), и как подмножества векторного пространства FN
T без

привязки к РС-кодам.

В разделе 1.3 рассмотрены отображения L и L−1. Представлена формула,

по которой изменяется расстояние между кодовыми словами при использовании

этих отображений. В разделе 1.4 представлен общий анализ PF- и PRF-кодов

и предложены методы их построения. В разделе 1.5 эффективность предлага-

емых методов проиллюстрирована на примерах построения конкретных PF- и

PRF-кодов. Далее в разделе 1.6 описывается метод декодирования по максиму-

му правдоподобия, а также анализируются различия между декодированием

PF- и PRF-кодов. В разделе 1.8 описано численное моделирование корректи-

рующей способности некоторых кодов из раздела 1.5, и приведены результаты

этого моделирования в форме графиков зависимости корректирующей способ-

ности от соотношения сигнал-шум. Там же приводится анализ этих результатов.

В приложении рассмотрены подмножества поля F2m с фиксированной суммой

элементов, использование которых полезно при построении PF- и PRF-кодов.

1.3. Отображение L и кодовые расстояния кодов C и L(C)

Доказательство леммы 1. Покажем, что всякий PRF-код удовлетворяет

условию (1.5), то есть докажем достаточность. Пусть H – матрица Адамара.
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Домножим уравнение (1.5) на матрицу 1
T
HT , где T – знак транспонирования.

Матрица 1
T
HT

Cu является (0, 1)-матрицей и содержит одну единицу в каждом

столбце. Положение этой единицы определяется индексом соответствующего

столбца матрицы Cu в матрице H. Строка матрицы 1
T
HT

Cu либо содержит

точно одну единицу (поскольку повторяющихся столбцов в Cu нет), либо яв-

ляется нулевой. Нулевые строки соответствуют отсутствующим в Cu столбцам

из H. Так как различные матрицы Cu не могут быть получены друг из друга

перестановкой столбцов, то в C1 имеется столбец, не встречающийся в C2, и

поэтому существует такой номер i, что i-я строка матрицы 1
T
HT

C1ненулевая, а

i-я строка матрицы 1
T
HT

C2 нулевая. Поскольку αj 6= 0, ∀j, то ( 1
T
HT

C1α)i 6= 0

(что обеспечено наличием точно одной единицы в ненулевой строке), тогда как

( 1
T
HT

C2α)i = 0, где (e)i – i-я компонента вектора e. Следовательно, условие

декодируемости (1.5) выполнено.

Из вышесказанного следует также, что для выполнения условия (1.5) код

C необходимо должен быть PF-кодом. Для доказательства достаточно взять

столбец α, все компоненты которого одинаковы. Если матрица C2 получена из

C1 перестановкой столбцов, то, очевидно, условие (1.5) нарушается.

Заметим, что доказательство леммы 1 несложно обобщить на любой орто-

гональный набор столбцов.

Напомним, что один столбец кодового слова C ∈ C передаётся по одной

передающей антенне. Таким образом, каждый элемент кодового слова L(C)

соответствует одной антенне.

Требование декодируемости накладывает некоторые ограничения на код

L(C). PRF-код C не должен содержать кодовых слов с одинаковым набором

столбцов. Для кода L(C) это ограничение означает отсутствие кодовых слов,

содержащий одинаковый набор элементов. Отсутствие повторяющихся столб-

цов в словах кода C приводит к отсутствию повторяющихся символов в словах

кода L(C).
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Рассмотрим, как отображение L влияет на расстояние между кодовыми

словами. В пространстве матриц мы будем использовать Евклидову метрику, а

в пространстве FN
T – Хэммингову.

Заметим, что Евклидово расстояние между двумя различными столбцами

(T ×T )-матрицы Адамара равно
√

T
2 · 22 + T

2 · 02 =
√
2T . Возьмём два кодовых

слова s1, s2 ∈ L(C) с расстоянием Хэмминга, равным d. Тогда квадрат Евкли-

дова расстояния d2E(L−1(s1),L−1(s2)) равен сумме квадратов расстояний между

столбцами, т. е. 2Td. Таким образом, dE(L−1(s1),L−1(s2)) =
√
2dT .

Согласно [18], Евклидово расстояние является хорошей метрикой качества

кода при малом отношении сигнал-шум. На корректирующую способность влия-

ет не только минимальное кодовое расстояние, но и спектр расстояний. Квадрат

Евклидова расстояния является энергетическим расстоянием между кодовыми

словами. Известным выражением для этого расстояния является d2E(C1,C2) =

tr(C1 − C2)
H(C1 − C2), где H - оператор эрмитова сопряжения. В [30] кри-

терий выбора кода по Евклидову расстоянию называется trace criterion (англ.

критерий следа). Мы будем пользоваться именно этим критерием при выборе

сигнально-кодовой конструкции.

Суммируя всё сказанное выше, мы будем строить PF- и PRF-коды длины

N над полем FT с «хорошим» спектром Хэмминговых расстояний.

1.3.1. PRF-код с манипуляцией знака

Введём ещё одну сигнально-кодовую конструкцию, являющуюся модифи-

кацией представленных PRF-кодов. Выберем некоторый PRF-код C, слова ко-

торого составлены из столбцов матрицы Адамара (алгоритмы его построения

описаны в главе 1.4). Пусть передаваемая информация представлена натураль-

ным числом a ≤ |C| и вектором b = (b1, . . . , bN), bi = ±1. Опишем процедуру

кодирования:

Выберем слово Ca ∈ C. Результатом кодирования является матрица Cab =

Cadiag(b1, . . . , bN).
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Назовём полученный код Cab PRF-кодом с манипуляцией знака. Такой код

является PRF-кодом, а значит он удовлетворяет условию (1.5).

Нужно заметить, что при замене условия декодируемости (1.5) на более

строгое, гарантирующее возможность передачи данных, если ∃j : aj 6= 0, коды

со скоростью больше 1 не могут существовать. В этом легко убедиться, пред-

ставив данное состояние канала, как обычный SISO (Single Input Single output

– одна передающая и одна приёмная антенна) канал.

Построение PF-кодов с манипуляцией знака также возможно, но ослож-

няется невозможностью независимого изменения фазы равных между собой

столбцов.

1.4. Некоторые подходы к построению кодов, свободных

от перестановок

1.4.1. Основные понятия и определения.

Линейный код над полем Fq длины n размерности k с минимальным рас-

стоянием d обозначим как [n, k, d]q-код. Нелинейный код над полем Fq длины n

мощности M с минимальным расстоянием d обозначим как (n,M, d)q-код.

Определение 3. 1. Будем называть PF-кодом совокупность слов, каждое

из которых не является перестановкой другого. PF-код (n,M, d)q обозна-

чим через (n,M, d)PF
q -код. Максимально возможную мощность PF-кода

при заданных параметрах n, d, q обозначим через MPF
q (n, d). Максималь-

ным PF-кодом назовем код мощности MPF
q (n, d).

2. PF-код, в словах которого нет совпадающих символов, назовем PRF-кодом.

PRF-код (n,M, d)q обозначим через (n,M, d)PRF
q -код. Максимально воз-

можную мощность PRF-кода при заданных параметрах n, d, q обозначим

через MPRF
q (n, d). Максимальным PRF-кодом назовем код мощности

MPRF
q (n, d).
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3. Рассмотрим подкоды [n, n − d + 1, d]q-РС-кода. Подкод называется PF-

подкодом или PRF-подкодом, если он является, соответственно, PF-кодом

или PRF-кодом.

Обозначим через M
PF

q (n, d) и M
PRF

q (n, d) максимально возможные мощ-

ности, соответственно, PF-подкода и PRF-подкода. Максимальным PF-

подкодом и максимальным PRF-подкодом назовем подкоды мощности

M
PF

q (n, d) и M
PRF

q (n, d), соответственно.

Заметим, что PRF-код является кодом, свободным от повторений (Repeti-

tion Free code). Такие коды рассмотрены в [33],[34]. Но в этих работах переста-

новки символов в кодовом слове не запрещены.

Пусть a = (a1, a2, ..., an) является n-вектором над полем Fq.

Если
n∑

i=1

ai = s ∈ Fq, тогда вектор a называется (n, s)q-вектор.

Если все компоненты (n, s)q-вектора различны, тогда вектор называется

(n, s)RF
q -вектор или просто RF-вектор (Repetition Free vector). Таким образом,

для (n, s)RF
q -вектора a справедливо

n∑

i=1

ai = s ∈ Fq, ai 6= aj при i 6= j.

Пусть u = (u1, u2, ..., un) является n-вектором над полем Fq. В соответ-

ствии с [35, Раздел 5.6] назовем композицией вектора u следующий q-вектор

над алфавитом {0, 1, ..., n}:

comp(u) = comp(u1, u2..., un) = (v0, v1, ..., vq−1) = (v0(u), v1(u), ..., vq−1(u)),

где vi = vi(u) равно числу компонент uj, равных i. Очевидно,
q−1∑

i=0

vi(u) = n.

Композицией 2-го порядка n-вектора u над Fq назовем следующий (n +

1)-вектор над алфавитом {0, 1, ..., q − 1}:

comp(2)(u) = comp(comp(u)) = comp(v0(u), v1(u), ..., vq−1(u)) =

(V0, V1, ..., Vn) = (V0(u), V1(u), ..., Vn(u)),
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где Vi = Vi(u) равно числу компонент vj(u), равных i. Очевидно,
n∑

i=0

Vi(u) = q.

Симметрическая группа n-й степени Sn мощности n! (состоящая из всех

подстановок n-й степени) разбивает пространство векторов F n
q на непересека-

ющиеся орбиты. Далее рассматриваются именно такие орбиты. Значения пара-

метров n и q ясны из контекста.

Длина (мощность) орбиты лежит в диапазоне 1 ... n! Количество и длина

орбит зависят от значений n и q.

Обозначим через Ow(a) = Ow(a1, a2, . . . , an) орбиту, содержащую слово

(word) a = (a1, a2, . . . , an), где ai ∈ Fq. Слово a = (a1, a2, . . . , an) назовем генера-

тором орбиты. Любое слово орбиты может быть ее генератором. Если
n∑

i=1

ai =

s ∈ Fq, тогда орбита Ow(a1, a2, . . . , an) называется также (n, s)q-орбитой, и ее

генератор (a1, a2, . . . , an) является (n, s)q-вектором.

Обозначим через O(v) = O(v0, v1, ..., vq−1) орбиту, генератор которой имеет

композицию v = (v0, v1, ..., vq−1). Все слова орбиты имеют одинаковую компози-

цию, и орбита содержит все слова с этой композицией. Указанную композицию

будем называть композиция орбиты. Длина орбиты O(v0, v1, ..., vq−1) равна ко-

личеству n-векторов над Fq с композицией (v0, v1, ..., vq−1), т. е.

|O(v0, v1, ..., vq−1)| =
(

n

v0, v1, ..., vq−1

)

=
n!

v0!v1!...vq−1!
. (1.7)

Назовем структурой орбиты композицию 2-го порядка ее генератора.

Обозначим через O(2)(V ) = O(2)(V0, V1, ..., Vn) орбиту, генератор которой име-

ет композицию 2-го порядка V = (V0, V1, ..., Vn). Пусть T (V0, V1, ..., Vn) – мно-

жество орбит со структурой (V0, V1, ..., Vn). Количество орбит NO(V0, V1, ..., Vn)

в этом множестве равно количеству q-векторов над алфавитом {0, 1, ..., n} с

композицией (V0, V1, ..., Vn), т. е.

NO(V0, V1, ..., Vn) =
q!

V0!V1!...Vn!
. (1.8)
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Учитывая (1.7), длина любой орбиты из множества T (V0, V1, ..., Vn) равна

|O(2)(V0, V1, ..., Vn)| =
n!

(0!)V0(1!)V1 . . . (n!)Vn
=

n!
n∏

i=0

(i!)Vi

. (1.9)

По существу, соотношение (1.9) является соотношением (1.7), в котором сгруп-

пированы одинаковые сомножители.

Лемма 2. PF-код (n,M, d)PF
q может включать не более одного слова из каж-

дой орбиты группы Sn независимо от структуры орбиты.

1.4.2. RF-орбиты, RF-подмножества и RF-векторы

Далее во всей работе n ≤ q.

Рассмотрим орбиту с генератором (a1, a2, . . . , an). Если все компоненты ai

различны и
n∑

i=1

ai = s ∈ Fq, тогда орбита называется (n, s)RF
q -орбитой или про-

сто RF-орбитой (Repetitions Free orbit). Будем обозначать ее также через ORF .

Из сказанного в 1.4.1 следует, что независимо от s структура (n, s)RF
q -орбиты

имеет вид

V0 = q − n, V1 = n, V2 = V3 = . . . = Vn = 0. (1.10)

Для заданных q и n общее количество RF-орбит и длина RF-орбиты равны,

соответственно,

NORF
=

(
q

n

)

, |ORF | = n!. (1.11)

Лемма 3. Все слова (n,M, d)PRF
q -кода принадлежат RF-орбитам группы Sn.

При этом из каждой RF-орбиты PRF-код может включать не более одного

слова.

Леммы 2 и 3 являются базовыми для построения PF- и PRF-кодов.

Следствие 1. При любом расстоянии d для максимально возможной мощно-

сти (n,M, d)PRF
q -кода справедливо

MPRF
q (n, d) ≤

(
q

n

)

.
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Доказательство. Используется лемма 3 и соотношение (1.11).

Назовем n-подмножество поля Fq, состоящее из различных элементов, RF-подмно-

жеством (Repetitions Free subset). RF-подмножество, сумма элементов которо-

го равна s, будем называть также (n, s)RF
q -подмножеством. Такое подмноже-

ство имеет вид

{a1, a2, ..., an} ⊂ Fq,
n∑

i=1

ai = s, ai 6= aj при i 6= j.

Обозначим через N
(s)
n,q общее число (n, s)RF

q -подмножеств.

Если любым образом упорядочить элементы (n, s)RF
q -подмножества, то по-

лучим (n, s)RF
q -вектор, который можно рассматривать как генератор

(n, s)RF
q - орбиты. Таким образом, между (n, s)RF

q -подмножествами и (n, s)RF
q -

орбитами существует взаимно-однозначное соответствие. Поэтому величины N
(s)
n,q

играют важную роль при построении и исследовании PF- и PRF-кодов. Пусть

Fq = {e0, e1, . . . , eq−1}. Тогда

q−1
∑

i=0

N (ei)
n,q =

(
q

n

)

. (1.12)

1.4.3. Коды (n,M, 2)PF
2m и (n,M, 2)PRF

2m как подкоды

[n, n− 1, 2]2m-РС-кода.

Далее во всей работе рассматриваются (n,M, 2)PF
2m - и (n,M, 2)PRF

2m -коды

над полем F2m с расстоянием d = 2. Элементы поля F2m будем обозначать

числами так, что

F2m = {0, 1, ..., 2m−1}. (1.13)

При этом двоичное m-разрядное представление числа совпадает с векторным

представлением элемента над некоторым базисом. Поскольку здесь мы исполь-

зуем только сложение элементов, базис не имеет значения.
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Полезные соотношения, связанные с величинами N
(s)
n,2m, получены в прило-

жении с использованием спектра весов двоичного кода Хэмминга и его смежных

классов. Введем обозначения:

Aw,2m – число слов веса w в двоичном [2m−1, 2m−1−m, 3]2-коде Хэмминга

с m проверочными символами,

Aw,2m – число слов веса w в смежном классе [2m − 1, 2m − 1 −m, 3]2-кода

Хэмминга.

Все слова [n, n − 1, 2]2m-РС-кода могут быть получены добавлением про-

верки на четность к информационному (n − 1)-вектору. Отсюда вытекает сле-

дующая лемма.

Лемма 4. Рассматривается [n, n− 1, 2]2m-РС-код и его смежные классы.

1. Код содержит все (n, 0)2m-векторы и только эти векторы. Группа Sn

разбивает код на непересекающиеся (n, 0)2m-орбиты.

2. Пусть смежный класс имеет ненулевой синдром s ∈ F2m. Тогда смеж-

ный класс содержит все (n, s)2m-векторы и только эти векторы. Группа

Sn разбивает этот смежный класс на непересекающиеся (n, s)2m- орби-

ты.

Назовем орбиту, вложенную в РС-код, кодовой орбитой. Вложенная в код

RF-орбита называется кодовой RF-орбитой.

Из лемм 2 – 4 вытекает следующая теорема.

Теорема 1. Рассматривается [n, n− 1, 2]2m-РС-код.

1. Максимальный PF-подкод включает одно и только одно слово из каждой

кодовой орбиты независимо от ее структуры. Максимальная мощность

M
PF

2m (n, 2) равна общему числу кодовых орбит.

2. Максимальный PRF-подкод включает одно и только одно слово из каж-

дой кодовой RF-орбиты. Слов из орбит с другой композицией такой под-
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код не содержит. Максимальная мощность M
PRF

2m (n, 2) равна общему

числу кодовых RF-орбит.

Лемма 5. В [n, n − 1, 2]2m-РС-коде с n ≤ 2m, m ≥ 3, существуют кодовые

орбиты, представленные в таблице 1.1, где O1 является RF-орбитой.

Доказательство. Длины всех орбит в таблице 1.1 рассчитаны по формуле (1.9).

Структура RF-орбиты O1 имеет вид (1.10) независимо от того, кодовая

она или нет. Аналогично, для генератора RF-орбиты всегда необходимо усло-

вие ai 6= aj при i 6= j. Наконец, равенство a1 + . . . + an = 0 для генератора

кодовой RF-орбиты должно выполняться по лемме 4(1). Из свойств генератора

и определения величины N
(s)
n,q следует NO1

= N
(0)
n,2m. Далее используется соотно-

шение (1) следствия 3, см. приложение.

Для орбит O2 – O9 и O8+t используется лемма 4(1). С учетом свойств

поля F2m все генераторы орбит O2 – O9 и O8+t имеют нулевую сумму эле-

ментов. Структура орбиты определяется видом генератора. Количество орбит

O2, O3, O4, O8+t вытекает из (1.8) поскольку никаких ограничений на элемен-

ты генератора не указано. Для орбит O5 и O6 элемент a можно выбрать 2m

способами. Затем используем лемму 12(2), см. приложение. Для орбит O7 и

O8 пару элементов a, b можно выбрать
(
2m

2

)
способами. Далее используем лем-

му 12(3). Наконец, для орбиты O9 пару элементов a, b можно выбрать 2m(2m−1)
способами, поскольку элементы a и b неравноправны. Затем снова применяем

лемму 12(3).

Теорема 2. Максимальный PRF-подкод [n, n − 1, 2]2m-РС-кода имеет мощ-

ность

M
PRF

2m (n, 2) = N
(0)
n,2m = An−1,2m + An,2m. (1.14)

При этом все слова максимального PRF-подкода могут быть получены непо-

средственно из слов веса n − 1 и n двоичного [2m − 1, 2m − 1 − m, 3]2-кода

Хэмминга.
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Ор-

бита

Ненулевые компо-

ненты структуры

орбиты

Генератор орбиты Количество орбит

NOj

Длина ор-

биты |Oj|

O1 =

ORF

V0 = 2m−n, V1 = n (a1, a2, . . . , an)

a1 + a2 + . . .+ an = 0

ai 6= aj при i 6= j

N
(0)
n,2m =

An−1,2m + An,2m

n!

O2 V0 = 2m− 1, Vn = 1 (a, ..., a
︸ ︷︷ ︸

n

), n = 2p 2m 1

O3 V0 = 2m− 2, Vp = 2 (a, ..., a
︸ ︷︷ ︸

p

, b, ..., b
︸ ︷︷ ︸

p

)

p – четное

(
2m

2

) (
n

p

)

O4 V0 = 2m− p, V2 = p (a1, a1, a2, a2, ..., ap, ap)
(
2m

p

)
2−pn!

O5 V0 = 2m − 4,

V1 = 3, Vn−3 = 1

(a, ..., a
︸ ︷︷ ︸

n−3

, b, c, d)

a+ b+ c+ d = 0, n = 2p

2m · 1
3

(
2m−1

2

)
n!

(n−3)!

O6 V0 = 2m − 5,

V1 = 4, Vn−4 = 1

(a, ..., a
︸ ︷︷ ︸

n−4

, b, c, d, e)

b+ c+ d+ e = 0

n = 2p ≥ 6

2m · 1
2m−3

(
2m−1

4

)
n!

(n−4)!

O7 V0 = 2m−4, V1 = 2,

Vp−1 = 2

(a, ..., a
︸ ︷︷ ︸

p−1

, b, ..., b
︸ ︷︷ ︸

p−1

, c, d)

p – четное

a+ b+ c+ d = 0

(
2m

2

)
(2m−1 − 1) n!

(p−1)!(p−1)!

O8 V0 = 2m−6, V1 = 4,

Vp−2 = 2

(a, ..., a
︸ ︷︷ ︸

p−2

, b, ..., b
︸ ︷︷ ︸

p−2

, c, d, e, f)

p – четное

c+ d+ e+ f = 0, n ≥ 8

(
2m

2

)
(2m−1 − 1+

1
3

(
2m−1

2

)
(2m−2 − 2)

)

n!
(p−2)!(p−2)!

O9 V0 = 2m−5, V1 = 3,

Vp−1 = 1, Vp−2 = 1

(a, ..., a
︸ ︷︷ ︸

p−1

, b, ..., b
︸ ︷︷ ︸

p−2

, c, d, e)

p – четное

a+ c+ d+ e = 0, n ≥ 8

(
2m

3

)
(2m − 4) n!

(p−1)!(p−2)!

O8+t V0 = 2m− p+ t− 1,

V2 = p− t, V2t = 1

(b, ..., b
︸ ︷︷ ︸

2t

, a1, a1, ..., ap−t, ap−t)

n = 2p, t = 2, 3, . . . , p− 1

(
2m

p−t

)
(2m − p+ t) 1

(2t)!
2t−pn!

Таблица 1.1. Некоторые кодовые орбиты [n, n− 1, 2]2m-РС-кода, n ≤ 2m
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Доказательство. В соответствии с теоремой 1(2), максимальный PRF-подкод

включает точно одно слово из каждой кодовой RF-орбиты. Далее используется

лемма 5 и орбиты O1 таблицы 1.1.

Упорядочим (в произвольном порядке) указанные в лемме 9(1) (n, 0)RF
2m -

подмножества, построенные на основе слов веса n−1 и n двоичного [2m−1, 2m−
1−m, 3]2-кода Хэмминга. В результате получим (n, 0)RF

2m -векторы, которые мо-

гут рассматриваться как слова максимального PRF-кода.

Следствие 2. Для n ∈ {2m− 2, 2m− 1, 2m} максимальный PRF-подкод [n, n−
1, 2]2m-РС-кода имеет мощность

M
PRF

2m (2m, 2) = M
PRF

2m (2m − 1, 2) = 1, M
PRF

2m (2m − 2, 2) = 0.

Доказательство. Используются теорема 2 и лемма 10, см. приложение.

PF- или PRF-код построен, если структуры и генераторы всех орбит, пред-

ставители которых образуют код, определены.

Из леммы 5 и теоремы 2 следует, что задача построения максимального

PRF-подкода [n, n − 1, 2]2m-РС-кода решена и точное значение максимальной

мощности M
PRF

2m (n, 2) получено.

Учитывая лемму 5 и теоремы 1 и 2, максимальный PF-подкод [n, n −
1, 2]2m-РС-кода можно построить следующим образом.

Алгоритм А. Построение максимального PF-подкода [n, n− 1, 2]2m- РС-

кода.

1. В таблице 1.1 выделить орбиты Oj, которые присутствуют в РС-коде при

заданном значении n. Множество номеров таких орбит обозначим как Jn.

(RF-орбиты O1 всегда присутствуют.) Подсчитать суммарное количество

M выделенных кодовых орбит и количество Σ слов в этих орбитах:

M =
∑

j∈Jn
NOj

, Σ =
∑

j∈Jn
NOj
· |Oj|.
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2. Проверить равенство

Σ = 2m(n−1). (1.15)

Если (1.15) выполняется, выйти из алгоритма, полагая, что

M
PF

2m (n, 2) = M.

Если (1.15) не выполняется, перейти к шагу 3.

3. Основываясь на технике построения таблицы 1.1 и доказательстве леммы

5, найти допустимую при заданных параметрах структуру орбиты Onew,

которая не использована на выполненных шагах. Определить длину |Onew|
этой орбиты и количество NOnew

таких орбит. Скорректировать Σ = Σ +

NOnew
· |Onew|, M = M +NOnew

. Перейти к шагу 2.

Заметим,что при выполнении (1.15) выделенные орбиты содержат весь

РС-код. В этом случае максимальный PF-подкод построен, и его мощность

M
PF

2m (n, 2) равна общему числу кодовых орбит M .

Эффективность алгоритма А проиллюстрирована в разделе 1.5.1, где при-

ведены практически интересные примеры построения максимальных PF-подко-

дов [n, n− 1, 2]8-РС-кода. Шаг 3 алгоритма в этих примерах не понадобился.

1.4.4. Коды (n,M, 2)PF
2m и (n,M, 2)PRF

2m как подмножества пространства

F n
2m.

В общем случае, когда мы не ограничены подкодами РС-кода, оказываются

полезными следующие алгоритмы.

Алгоритм B. Построение PRF-кода как объединения PRF-кодов, полу-

ченных из кода Рида-Соломона и его смежных классов.

Пусть n ≥ 4. Обозначим искомый (n,M, 2)PRF
2m -код через C.

1. На основе леммы 11, см. приложение, построить (n,N
(s)
n,2m, 2)

PRF
2m -коды, сумма

элементов каждого слова которых равна s, для всех s = 0, 1, . . . , 2m −
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1. Введём некоторый упорядочивание элементов поля Fq. Пример такого

упорядочивания представлен в начале развела 1.4.3. Переупорядочить все

слова полученных кодов с s 6= 0 по убыванию составляющих элементов,

а слова кода с s = 0 – по возрастанию элементов. Обозначим полученные

PRF-коды как Cs-коды.

2. Сформировать код C = C0 ∪ C1. По построению код имеет расстояние 2.

Положить s′ = 2.

3. Получить код C∗s′, выполнив над словами кода Cs′ некоторые перестановоч-

ные операции, одинаковые для всех слов. В качестве примера таких опера-

ций укажем циклический сдвиг влево или вправо на определенное число

позиций, перестановку некоторых (фиксированных для данного s′) пар

элементов. Методом проб и ошибок найти операции, обеспечивающие рас-

стояние 2 в объединенном коде C∪C∗s′. Положить C = C∪C∗s′. Если операции

найти не удается, код C не меняется.

4. Если s′ = 2m− 1, выйти из алгоритма. Иначе положить s′ = s′+1 и перейти

к шагу 3.

Эффективность алгоритма B проиллюстрирована в 1.5.2, где построен

практически интересный максимальный (4,M, 2)PRF
8 -код мощности M =

(
8
4

)
,

см. пример 1. В этом примере перестановочные операции обеспечивающие рас-

стояние 2 в объединенном коде C ∪ C∗s′, найдены для всех s′.

Полезен также следующий жадный алгоритм.

Алгоритм C. Построение PRF-кода с «хорошим» спектром расстояний.

Обозначим искомый (n,M, 2)PRF
2m -код через V .

1. В пространстве F n
2m построить все RF-орбиты группы Sn. (Это можно сде-

лать, например, перечислив все сочетания из 2m элементов по n.) Обозна-

чим эти орбиты O1, O2, . . . , OM0
,M0 =

(
2m

n

)
. Пусть

Oi = {ci,1, ci,2, . . . , ci,n!}, где ci,j – некоторый n-вектор из орбиты Oi.
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2. В орбите O1 выбрать случайным образом вектор c1,j и положить

V = {v1}, v1 = c1,j, M = 1, i = 2.

3. Вычислить для каждого вектора ci,j орбиты Oi спектр расстояний от постро-

енного на предыдущих шагах кода V = {v1, v2, . . . , vM}:

spec(ci,j,V) = (s1, s2, . . . , sn), su = |{k : vk ∈ V , d(ci,j, vk) = u}|,

где d(c, v) – расстояние Хэмминга между векторами c и v.

4. Если нет ни одного спектра spec(ci,j,V), для которого s1 = 0, положить

i = i+ 1 и перейти к шагу 6. (Представитель орбиты Oi в этом случае не

включается в код V .)

Если спектр с s1 = 0 существует, перейти к шагу 5.

5. Выбрать все векторы ci,j, в спектре которых s1 = 0. Из этих векторов вы-

брать вектор с наименьшим значением s2. Если таких векторов больше

одного, выбрать среди них векторы с минимальным значением s3 и так

далее до sn. Если осталось больше одного вектора, выбрать один из них

произвольно. Обозначим выбранный вектор через ci,t. Положить

M = M + 1, vM = ci,t, V = V ∪ {vM}, i = i+ 1.

Перейти к шагу 6.

6. Если i > M0, выйти из алгоритма. В противном случае перейти к шагу 3.

Эффективность алгоритма C проиллюстрирована в 1.5.2, где в примере 2

построен максимальный (4, 70, 2)PRF
8 -код с лучшим, чем в примере 1, спектром

расстояний. Для всех орбит в этом примере существовал вектор ci,j, в спектре

которого s1 = 0. Поэтому код V получился максимальным.

В принципе, (n,M, 2)PF
2m - код может иметь большую мощность, чем

(n,M, 2)PRF
2m - код, поскольку требования к PF-коду слабее. Для построения PF-

кода как подмножества пространства F n
2m представляется разумным взять в
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качестве стартового набора PRF-код, полученный алгоритмом В или С. Затем

к коду следует приписать ряд представителей орбит, допускающих повторение

элементов. При этом, разумеется, необходимо следить за сохранением кодового

расстояния 2.

Эффективность такого подхода проиллюстрирована в 1.5.2, где построен

(4,M, 2)PF
8 -код мощности 114, тогда как максимальный (4,M, 2)PRF

8 -код имеет

мощность 70.

1.5. Примеры построения (n,M, 2)PF
8 и (n,M, 2)PRF

8 кодов

В данном разделе n = 4, 8 и m = 3.

1.5.1. Коды (n,M, 2)PF
8 и (n,M, 2)PRF

8 как подкоды [n, n− 1, 2]8-РС-кода

В теоремах 3 и 4 используется алгоритм А, см. 1.4.3.

Теорема 3. 1. Пусть орбиты O1, O2, O3 заданы в таблице 1.1. РС-код

[4, 3, 2]8 разбивается на 50 следующих (4, 0)8-орбит симметрической груп-

пы S4: 14 RF-орбит O1, 8 орбит O2 и 28 орбит O3 с p = 2.

2. Максимальный PF-подкод [4, 3, 2]8-РС-кода содержит 50 слов, т. е.

M
PF

8 (4, 2) = 50.

3. Максимальный PRF-подкод [4, 3, 2]8-РС-кода содержит N
(0)
4,8 = 1

4

(
8
4

)
слов,

т. е.

M
PRF

8 (4, 2) = 14.

Доказательство. В пунктах 1 и 2 используется алгоритм А.

1. Длина и количество орбит указаны в таблице 1.1. Мы полагаем J4 =

{1, 2, 3}. Для N
(0)
4,8 используем лемму 12(i). Учитывая длину орбит, запи-

санную в таблице 1.1, получаем, что всего в 50 указанных орбитах содер-

жится Σ =
3∑

j=1

NOj
· |Oj| = 83 кодовых слов, т. е. весь [4, 3, 2]8-РС-код.
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2. В соответствии с теоремой 1(1), максимальный PF-подкод включает точно

одно слово из каждой кодовой орбиты, независимо от ее структуры.

3. Следует из теоремы 2 и леммы 12(i).

Теорема 4. 1. Пусть орбиты O1 − O9 и O8+t заданы в таблице 1.1. РС-

код [8, 7, 2]8 разбивается на 835 следующих (8, 0)8-орбит симметриче-

ской группы S8: одну RF-орбиту O1, 8 орбит O2, 28 орбит O3, 70 орбит

O4, 56 орбит O5, 56 орбит O6, 84 орбиты O7, 84 орбиты O8, 224 орби-

ты O9, 168 орбит O8+2 и 56 орбит O8+3. При этом для всех орбит с

параметром p полагаем p = 4.

2. Максимальный PF-подкод [8, 7, 2]8-РС-кода содержит 835 слов, т. е.

M
PF

8 (8, 2) = 835.

3. Максимальный PRF-подкод [8, 7, 2]8-РС-кода содержит 1 слово и явля-

ется также максимальным (8,M, 2)PRF
8 -кодом, т. е.

M
PRF

8 (8, 2) = MPRF
8 (8, 2) = 1.

Доказательство. В пунктах 1 и 2 используется алгоритм А.

1. Длина и количество орбит указаны в таблице 1.1. Мы полагаем J8 =

{1, 2, . . . , 11}. Для N
(0)
8,8 используем (9). Учитывая длину орбит, записан-

ную в таблице 1.1, получаем, что всего в 835 указанных орбитах содер-

жится Σ =
11∑

j=1

NOj
· |Oj| = 87 кодовых слов, т. е. весь [8, 7, 2]8 код РС.

2. В соответствии с теоремой 1(1), максимальный PF-подкод включает точно

одно слово из каждой кодовой орбиты, независимо от типа орбиты.

3. Используются следствия 1 и 2.
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1.5.2. Коды (n,M, 2)PF
8 и (n,M, 2)PRF

8 как подмножества пространства

F n
8

Максимальный (4, 70, 2)PRF
8 -код

Пример 1. Для построения максимального (4, 70, 2)PRF
8 -кода используется ал-

горитм В, см. 1.4.4.

По лемме 12(1) N
(0)
4,8 = 14. По следствию 3 и лемме 13, см. приложение,

N
(s)
4,8 = 8 для всех s 6= 0.

Коды C0 и C1 имеют вид:

C0 = {0123, 0145, 0167, 0246, 0257, 0347, 0356, 1247,
1256, 1346, 1357, 2345, 2367, 4567},

C1 = {7530, 7521, 7431, 7420, 6531, 6520, 6430, 6421}.
Коды C∗s′ имеют вид:

C∗2 = {7261, 7360, 7342, 7140, 6352, 6150, 5241, 5340},
C∗3 = {7136, 7026, 7235, 7015, 6234, 6014, 5024, 5134},
C∗4 = {6507, 6417, 5427, 2107, 5436, 3106, 3205, 3214},
C∗5 = {1765, 0764, 3754, 0731, 2654, 0621, 1532, 0432},
C∗6 = {5276, 4376, 4075, 2073, 4165, 2163, 1052, 1043},
C∗7 = {6735, 6724, 5714, 3712, 5604, 3602, 3501, 2401}.
Для получения кодов C∗s′ из кодов Cs′ использованы следующие перестано-

вочные операции:

s′ = 2→ перестановка 2-го и 3-го элементов,

s′ = 3→ перестановка 2-го и 4-го элементов,

s′ = 4→ циклический сдвиг влево на одну позицию,

s′ = 5→ циклический сдвиг вправо на одну позицию,

s′ = 6→ циклический сдвиг вправо на две позиции,

s′ = 7→ перестановка 1-го и 2-го и 3-го и 4-го элементов.

Расстояние 2 объединенного кода C ∪ C∗s′ на каждом шаге 3 алгоритма В с

s′ = 2, 3, . . . , 7 проверено на компьютере.
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Искомый (4,M, 2)PRF
8 -код имеет вид C = C0 ∪ C1 ∪

7⋃

s′=2

C∗s′. Его мощность

M = 14 + 7 · 8 = 70.

Пример 2. Еще один вариант (4, 70, 2)PRF
8 -кода, код V , получен на компьютере

с помощью жадного алгоритма C, см 1.4.4.

V = {3210, 4102, 5021, 2601, 1720, 0314, 1053, 0136, 1307, 0541, 6140, 4017,

1065, 7510, 6701, 2430, 5203, 0623, 3072, 0452, 2046, 7204, 0265, 2570, 7026, 4350,

6034, 3407, 5630, 0375, 0763, 4506, 7405, 0647, 5760, 3124, 1532, 6312, 2173, 4251,

1246, 2714, 6125, 2157, 7162, 5413, 3461, 7341, 3615, 5371, 1673, 1564, 4715, 1476,

7651, 4523, 6243, 3742, 5326, 5237, 2367, 5642, 4275, 6427, 2756, 3654, 3547, 4736,

7635, 6574}.

Обозначим через D = {d1, d2, . . . , dn} спектр расстояний (n,M, d)-кода, где

di – число расстояний i между кодовыми словами. Очевидно, di = 0 для i < d.

Теорема 5. Коды (4, 70, 2)PRF
8 примеров 1 и 2 являются максимальными PRF-

кодами, т. е.

MPRF
8 (4, 2) = 70.

Спектр расстояний указанных кодов следующий: D = {0, 234, 712, 1469} для

примера 1 и D = {0, 95, 900, 1420} для примера 2.

Доказательство. По следствию 1 указанные коды C имеют максимально воз-

можную мощность. Спектр расстояний вычислен непосредственно.

Код (4, 114, 2)PF
8

Лемма 6. В пространстве F 4
8 существуют орбиты группы S4, указанные в

таблице 1.2.

Доказательство. Длина орбит следует из (1.9). Элемент a для орбиты O
(s)
aaab

может быть выбран произвольно, что ведет к существованию 8 орбит. Для лю-

бого фиксированного ненулевого δ в поле F8 существует 4 пары различных

элементов a, b таких, что a+ b = δ. Поэтому существуют 4 орбиты O
(δ)
aabb.
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Таблица 1.2. Некоторые орбиты группы S4 в пространстве F 4
8

Ор-

бита

Ненулевые компо-

ненты структуры

орбиты

Генератор орбиты Количество

орбит

Длина

орбиты

O
(s)
aaab V0 = 6, V1 = 1,

V3 = 1

{a, a, a, b}
a+ b = s, s 6= 0

8 4

O
(δ)
aabb V0 = 6, V2 = 1 (a, a, b, b)

a+ b = δ, δ 6= 0

4 6

Лемма 7. Для любого фиксированного ненулевого s ∈ F8 расстояние между

любыми двумя словами множества
7⋃

a=0
O

(s)
aaab не меньше, чем 2.

Доказательство. Множество
7⋃

a=0
O

(s)
aaab вложено в смежный класс [4, 3, 2]8-РС-кода

с образующим (0, 0, 0, s).

Лемма 8. Для любого набора ненулевых элементов δj ∈ F8 расстояние между

любыми двумя словами множества
⋃

j

⋃

i

O
(δj)
aiaibibi

, не меньше, чем 2.

Доказательство. Множество
⋃

j

⋃

i

O
(δj)
aiaibibi

вложено в [4, 3, 2]8-РС-код.

Конструкция D. Запишем ненулевые элементы поля F8 следующим об-

разом

{s1, s2, s3, s4, δ1, δ2, δ3}. Пусть C является 70-множеством, полученным в приме-

ре 1. Построим четыре 8-множества Tj.

T1 =
7⋃

ai=0
b1,iaiaiai, T2 =

7⋃

ai=0
aib2,iaiai, T3 =

7⋃

ai=0
aiaib3,iai,

T4 =
7⋃

ai=0
aiaiaib4,i, bj,i = ai + sj, j = 1, 2, 3, 4, i = 0, 1, . . . , 7.

Для каждого ненулевого элемента δk запишем 4 элемента поля

{ak,1, ak,2, ak,3, ak,4} таких, что ak,u 6= ak,v + δk, если u 6= v. Далее построим три
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4-множества Dk.

Dk =
4⋃

h=1

ak,hak,hbk,hbk,h, bk,h = ak,h + δk, k = 1, 2, 3.

Построим (4, 114, 2)8-код U следующим образом.

U = C ∪
4⋃

j=1

Tj ∪
3⋃

k=1

Dk.

Теорема 6. 1. Код U конструкции D является (4, 114, 2)PF
8 -кодом.

2. Справедлива оценка

MPF (4, 2, 8) ≥ 114. (1.16)

Доказательство. Мощность кода 114 следует непосредственно из конструкции.

Свойство PF основано на лемме 2. Минимальное расстояние 2 внутри следую-

щих подмножеств кода: C, Tj,
3⋃

k=1

Dk следует из теоремы 5 и лемм 7 и 8.

Минимальное расстояние 2 между подмножествами непосредственно сле-

дует из их структуры. В частности, поскольку все слова подмножества C состо-

ят из различных элементов, а в словах из Tj и Dk только два несовпадающих

элемента, расстояние между C и Tj и между C и Dk не менее 2. Расстояние меж-

ду словами различных подмножеств Tj, например, между словами b1,iaiaiai и

aib2,iaiai, также не менее 2, даже если элементы ai совпадают. Наконец, посколь-

ку sj 6= δk, sj, δk 6= 0, b1,i = ai+s1, и bk,h = ak,h+δk, то расстояние между словами

из подмножеств Tj и Dk, например, между словами b1,iaiaiai и ak,hak,hbk,hbk,h, не

менее 2. В самом деле, если bk,h = ai, то ak,h 6= ai и ak,h = bk,h+δk 6= ai+s1 = b1,i.

Оценка (1.16) следует из существования рассмотренного кода.

1.6. Декодирование

Для декодирования будем использовать метод максимального правдоподо-

бия. Сначала вычислим значение функции правдоподобия на всех возможных
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кодовых словах sti. Затем осуществим отображение L и определим значение

функции правдоподобия для всех кодовых слов c. Таким образом мы получаем

декодер с мягким выходом.

Построим функцию правдоподобия:

P (sti|αij, r
t
j) =

P (sti|αij)

P (rtj|αij)
P (rtj|αij, s

t
i) = const · P

(

ηtj = rtj −
N∑

i=0

αijs
t
i

)

.

Плотность этой вероятности

p(sti|αij, r
t
j) = const · exp

(

|rtj −
∑N

i=0 αijs
t
i|2

2σ2

)

= const · exp
(
f(sti|αij, r

t
j)

2σ2

)

.

f(sti|αij, r
t
j) =

NR∑

j=0

T∑

t=0

∣
∣
∣
∣
∣
rtj −

N∑

i=0

αijs
t
i

∣
∣
∣
∣
∣

2

. (1.17)

Как было показано ранее, у PRF-кода все столбцы ортогональны, т. е.
∑T

t=1 s
t
is

t
j = Tδij, где δij - оператор Кронекера. Поэтому можно воспользоваться

подходом, описанным в [14], и переписать выражение (1.17) в виде:

f(sti|αij, r
t
j) =

N∑

i=0

T∑

t=0





∣
∣
∣
∣
∣
sti −

NR∑

j=0

α∗ijr
t
j

∣
∣
∣
∣
∣

2

+

(

−1 +
N∑

j=0

|αij|2
)

∣
∣sti
∣
∣2



+ const.

Так как sti являются элементами матрицы Адамара, то |sti| = 1. Внутренняя

скобка не зависит от sti, и функция правдоподобия принимает вид

f(sti|αij, r
t
j) =

N∑

i=0

T∑

t=0

∣
∣
∣
∣
∣
sti −

NR∑

j=0

α∗ijr
t
j

∣
∣
∣
∣
∣

2

+ const, (1.18)

где x∗ - оператор комплексного сопряжения.

Осуществив отображение L(sti), мы получим значение функции правдопо-

добия f(c) на всех элементах поля FN
T . Кроме того, для PRF-кодов мы можем

получить значение функции правдоподобия для отдельных символов из FT , то

есть для каждого символа кодового слова. Данный факт позволяет использо-

вать эффективные методы декодирования, не учитывающие специфику канала

передачи данных и работающие с q-ичным симметричным каналом. При этом
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можно использовать итеративные алгоритмы исправления ошибок, но в данной

работе они не рассматриваются.

В случае PRF-кодов с манипуляцией знака вышеуказанная процедура из-

меняется минимально. Формула (1.18) принимает вид:

f(sti, bi|αij, r
t
j) =

N∑

i=0

T∑

t=0

∣
∣
∣
∣
∣
stibi −

NR∑

j=0

α∗ijr
t
j

∣
∣
∣
∣
∣

2

+ const. (1.19)

1.7. Нижняя граница на мощность PF-кода

Мы воспользовались методом Гильберта [36] для построения нижней гра-

ницы на мощности PF и PRF кодов. Вначале приведём её для PF кодов. Метод

Гильберта может быть описан следующим алгоритмом.

Algorithm 1 Метод Гильберта

1: Ω← F n
q

2: C ← ∅
3: while Ω 6= ∅ do

4: c ∈ Ω ⊲ Выберем любой c из Ω

5: Ω← Ω\{x ∈ F n
q : distHamm(c, x) < d}

6: Ω← Ω\{x ∈ F n
q : ∃π : c = π(x)}

7: C ← C ∪ c

8: end while

9: return C

Построим верхнюю границу на число элементов, исключённых из Ω на

шаге 5:

D1 ≤
d−1∑

i=1

(
n

i

)

(q − 1)i =
d−1∑

i=1

ni

ni−1
ni

=
i

(n− i+ 1)(q − 1)
≤ d− 1

(n− d+ 2)(q − 1)
< 1

D1 ≤
d−1∑

i=1

ni ≤
(

n

d− 1

)

(q − 1)d−1
1

1− d−1
(n−d+2)(q−1)

(1.20)
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Число элементов исключённых на шаге 6 составляет D2 ≤
∑n

k=d

(
n
k

)
!k, где

!k обозначает число беспорядков [37]. Для каждой перестановки ũ вектора u,

имеющей не более q неподвижных точек, dH(u, ũ) ≤ d.

D2 ≤
n∑

k=d

⌊
n!

(n− k)!k!

(
k!

e
+

1

2

)⌋

=
n∑

k=d

⌊
1

e
Ak

n +
1

2
Ck

n

⌋

(1.21)

Теорема 7. Существует PF-код, минимальное расстояние которого не мень-

ше d, а мощность равна

MPF
q ≥ qn

D1 +D2
(1.22)

Для d = 2, D2 = n!− 1

Для построения аналогичной границы для PRF кодов мы должны сделать

замену q0 = q−1− (n−d) в (1.20). Действительно, новое кодовое слово должно

быть словом без повторений, поэтому заменённый символ не может быть равен

никакому другому символу кодового слова, кроме тех, которые также будут

изменены. Поэтому,

Теорема 8. Существует PRF-код, минимальное расстояние которого не мень-

ше d, а мощность равна

MPRF
q ≥ An

q

DPRF
1 +D2

, (1.23)

где

DPRF
1 ≤

(
n

d− 1

)

qd−10

1

1− d−1
(n−d+2)q0

(1.24)

Мы вычислили значение нижней границы по формуле (1.22) и сравнили ре-

зультат с кодами, полученными в предыдущих разделах. Результаты сравнения

приведены в таблице. Для вычисления верхней границы мы воспользовались

следующими формулами.

MPF
q (n, d) ≤

(
q + n− 1

n

)

− q(q − n) (1.25)

MPRF
q (n, d) ≤

(
q

n

)

(1.26)
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тип q D1 (1.22), (1.23) (1.25), (1.26) получены скорость

PF 8 29 78 298 281 1.02

PF 12 45 304 1269 1102 0.84

PF 16 61 780 3684 2936 0.72

PRF 8 17 42 70 70 0.77

PRF 12 33 212 495 495 0.75

PRF 16 49 606 1820 1812 0.68

Для всех приведённых кодов n = 4 и d = 2. Из таблицы видно, что мощ-

ность полученных численными методами кодов лежит вблизи верхней границы

и заметно превышает нижнюю границу.

1.8. Моделирование

Для экспериментальной оценки корректирующей способности предложен-

ной кодовой конструкции была построена модель для пакета Simulink. Данный

выбор сделан в силу наличия визуальных средств проектирования и набора

библиотечных функций и блоков для эмуляции канала. Кроме того, с помощью

Simulink можно разрабатывать программный код для ПЛИС.

Для увеличения скорости моделирования использовался режим rapid ac-

celerator. При этом Simulink преобразует проект в программный код на языке

C, который впоследствии компилируется. Важным параметром оптимизации яв-

ляется разделение параметров моделирования на изменяемые во время запуска

и неизменные. Первые позволяют уменьшить число пересборок исполняемого

файла, последние позволяют компилятору ввести дополнительную оптимиза-

цию. В качестве компромисса был выбран один изменяемый параметр: отноше-

ние сигнал-шум. Все остальные параметры фиксируются при сборке модели.

Для ускорения моделирования так же применялись распределённые вычис-

ления. Была написана вспомогательная программа на языке MATLAB, которая

осуществляла следующие операции:
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• Вносила в модель значения всех неизменяемых параметров.

• Получала из базы данных параметры используемого кода по его иденти-

фикатору.

• Осуществляла сборку модели.

• Отправляла полученный файл и набор изменяемых параметров на цен-

тральный сервер, который затем распределял работу на несколько ком-

пьютеров.

• Собирала полученные результаты и сохраняла их в базе данных ORACLE

MySQL.

Данная вспомогательная программа может быть использована с любыми

моделями после минимальных модификаций. На основе полученных с её помо-

щью данных были построены все графики, приведённые в данной работе.

Использование распределённых вычислений и компиляции модели Simulink

позволило экспериментально измерить корректирующую способность кода с вы-

сокой точностью. При некоторых отношениях сигнал-шум количество инфор-

мационных бит достигало 108. Если во время моделирования возникал сбой в

работе компьютера, терялись лишь промежуточные результаты для текущего

набора параметров, а после перезагрузки расчёт продолжался автоматически.

Параметры моделирования были заданы в следующих диапазонах:

• Отношение сигнал-шум изменялось от 0 до 30 дБ с шагом от 0.25 до 1 дБ.

• Количество передающих антенн N всегда равнялось 4.

• Использовались следующие сигнально кодовые конструкции

– приведённая в разделе 1.5.2,

– построенные алгоритму C из раздела 1.4.4 над полями F8 и F16,
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– построенная с помощью алгоритма A, приведённого в разделе 1.4.3,

подкод кода РС [4, 3, 2]8.

• Количество приёмных антенн M 1, 2 или 4.

• Моделирование велось до достижения 103 или 104 ошибок или 106, 107 или

108 переданных битов.

Кроме того было проведено моделирование кода со скоростью 5/4, который

был получен увеличением длины информационного слова на N битов, отвеча-

ющие за знак сигналов, отправленных с каждой передающей антенны. То есть

исходное кодовое слово C домножалось на матрицу diag(i1, . . . , iN), ik = ±1.
Приём происходил по максимуму правдоподобия.

1.8.1. Результаты моделирования

Теоретические кривые строились с помощью стандартных функций паке-

та MATLAB, соответствующих формулам, описанным, например, в книге [11].

На графиках они представлены сплошными линиями. Порядок разнесения для

этих кривых равен 1,2,4,8,16 сверху вниз.

Важным параметром для сравнения корректирующей способности различ-

ных кодов является порядок пространственного разнесения. Он определяется

как Cd = − limγ→∞
log(Pe)
log(γ) , где Pe - вероятность битовой ошибки при отношении

сигнал-шум γ. Подробнее про порядок пространственного разнесения (в англ.

diversity) можно прочитать в [30]. Максимальным значением этого параметра

является произведение NM . Назовём этот порядок разнесения и коды, ему со-

ответствующие, оптимальными. Такими кодами являются STBC коды [14].

На всех графиках результаты моделирования для каждого кода представ-

лены в виде трёх кривых. Им соответствуют значения M = 1, 2, 4, при чём

результат моделирования при меньшем M располагается на графике выше.

Оценим эффективный порядок разнесения для PRF-кодов по графику 1.2:

при M = 1, 2 эффективный порядок разнесения PRF-кода соответствует поло-
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Рис. 1.2. Сравнение результатов моделирования корректирующей способности PRF-кодов и

теоретической оценки для кодов, таких как [14]
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Рис. 1.3. Сравнение результатов моделирования PF- и PRF-кодов
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Рис. 1.4. Сравнение корректирующих способностей PF-кодов, построенных по алгоритмам A

и C
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Рис. 1.5. Сравнение результатов моделирования корректирующей способности PF-кодов и

теоретической оценки для оптимальных кодов
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Рис. 1.6. Сравнение результатов моделирования PRF-кодов, полученных по алгоритмам B и

C

вине от оптимального. Но при M = 4 PRF-код становится оптимальным. Таким

образом можно сделать вывод, что корректирующая способность PRF-кодов

существенно зависит от количества приёмных антенн и при некоторых пара-

метрах становится оптимальной. При этом скорость PRF-кода ниже единицы.

Положительным свойством PRF-кода является наличие алгоритма построения

для любого заданного T и N .

На рис. 1.3 представлено сравнение PRF-кода, приведённого в разделе

1.5.2, и PF-кода, построенного по алгоритму C. Сверху вниз M = 1, 2, 4. Из

графика видно, что корректирующая способность PRF-кода соответствует кор-

ректирующей способности PF-кода при вдвое большем числе приёмных антенн.

Таким образом порядок разнесения для PRF-кода в два раза больше.

На рис. 1.4 представлено сравнение PF-кодов, полученных по алгоритмам

A и C. Первый PF-код получен как подкод кода Рида-Соломона. Данный метод

хорош своей простотой, однако мощность полученного кода составляет лишь

50. Кроме того, возможна адаптация алгоритма декодирования РС кода для

данного случая. Код, построенный по алгоритму C, имеет большую мощность
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Рис. 1.7. Сравнение результатов моделирования PRF-кодов, полученных для T = 8 и 16

– 120. Этот код имеет более высокую скорость, чем максимальный PRF-код,

но меньшую корректирующую способность. К недостаткам PF-кода относится

невозможность независимой “демодуляции” отдельных столбцов кода, а также

изменения фазы отдельных столбцов для увеличения скорости кода.

Обозначения на рис. 1.5 такие же, как на предыдущих рисунках. Эффек-

тивный порядок разнесения PF-кода соответствует четверти от оптимального.

Таким образом PF-код обладает невысокой корректирующей способностью, од-

нако он имеет простые алгоритмы построения и может иметь достаточно высо-

кую скорость.

На рис. 1.6 сравниваются корректирующие способности PRF-кодов, полу-

ченных по алгоритмам B и C. Различие в корректирующей способности объ-

ясняется разницей в спектре расстояний кодов. Несмотря на то, что оба кода

имеют одинаковое минимальное Хэммингово расстояние, равное 2, у кода, по-

строенного по алгоритму C меньше пар слов, находящихся на расстоянии 2

(95 против 206). По этой причине его корректирующая способность стабильно

выше, хотя и ненамного.
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Рис. 1.8. Корректирующая способность кода, изменяющего знаки сигналов, передающихся с

каждой антенны

Зависимость корректирующей способности PRF-кодов от параметра T (раз-

мер матрицы Адамара) представлена на рис. 1.7. Этот параметр также назы-

вается длиной PRF-кода. При увеличении длины корректирующая способность

улучшается лишь асимптотически и при большом количестве приёмных антенн

M . При малых отношениях сигнал-шум более короткий PRF-код показывает

лучшую корректирующую способность. Но для M = 4 код с T = 16 становится

лучше для отношения сигнал-шум выше 5 дБ.

На рис. 1.8 представлено изменение корректирующей способности PRF-

кода при использовании манипуляции знака в случае T = 8,M = 4. Теорети-

ческая кривая соответствует порядку разнесения 16. Исходный PRF-код был

построен по алгоритму C и имел скорость 3/4. Добавление возможности изме-

нять фазу отдельных столбцов кода позволило увеличить скорость до 5/4. Су-
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ществование кодов со скоростью больше 1 возможно вследствие использования

нескольких передающих антенн и условия (1.5). Корректирующая способность

при увеличении скорости ухудшается, но в показанном случае различие состав-

ляет 1 дБ. При других параметрах канала различие получалось выше, от 2 до

4 дБ.

1.9. Линейные пространственно-временные коды

Раннее описанные PF и PRF-коды не позволяют построить хорошие линей-

ные коды. Поэтому в этом разделе мы опишем известные линейные простран-

ственно-временные коды.

1.9.1. Решётки и их свойства

В данном разделе используются обозначения, пересекающиеся с обозна-

чениями из предыдущего раздела. Однако эти обозначения относятся к раз-

ным объектам, хотя и изоморфным между собой. Для того, чтобы показать

удобство описания и исследования пространственно-временных кодов в виде

решёток, запишем (1.2) в матричной форме, отличной от (1.3). Для этого пред-

ставим ct,n в виде столбца c2tN+2n = Re ct,n, c2tN+2n+1 = Im ct,n, а rt,m в виде

r2tM+2m = Re rt,m, r2tM+2m+1 = Im rt,m. Тогда соотношение между этими двумя

столбцами, определяемое (1.2) записывается в виде:

r = HC+N , (1.27)

так соотношение между r и C должно быть аффинным. H — некая матрица

размера 2NT×2MT , аN — вектор шума, полученный из ηt,m также, как вектор

r — из rt,m.

Отображение αm,n → H описывается следующими двумя предложениями.

Доказываются они простой подстановкой.
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Предложение 1. Пусть x1, . . . , xn и b1, . . . , bn — некоторые строки одинако-

вой длины, а H — некоторая матрица. Тогда выражения
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Предложение 2. Для любых aij, xi, bj, равенство
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∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

x1

x2
...

xn

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

=

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

b1

b2
...

bm

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

равносильно равенству

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

a
(Re)
11 −a(Im)

11 a
(Re)
12 −a(Im)

12 · · · a
(Re)
1n −a(Im)

1n

a
(Im)
11 a

(Re)
11 a

(Im)
12 a

(Re)
12 · · · −a(Im)

1n a
(Re)
1n

a
(Re)
21 −a(Im)

21 a
(Re)
22 −a(Im)

22 · · · a
(Re)
2n −a(Im)

2n

a
(Im)
21 a

(Re)
21 a

(Im)
22 a

(Re)
22 · · · −a(Im)

2n a
(Re)
2n

· · · · · ·
a
(Re)
m1 −a(Im)

m1 a
(Re)
m2 −a(Im)

m2 · · · a
(Re)
mn −a(Im)

mn

a
(Im)
m1 a

(Re)
m1 a

(Im)
m2 a

(Re)
m2 · · · −a(Im)

mn a
(Re)
mn

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

x
(Re)
1

x
(Im)
1

x
(Re)
2

x
(Im)
2

...

x
(Re)
n

x
(Im)
n

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

=

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

b
(Re)
1

b
(Im)
1

b
(Re)
2

b
(Im)
2

...

b
(Re)
m

b
(Im)
m

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

где x(Re) и x(Im) — дейстивтельная и мнимая части числа x.
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Чаще всего пространственно-временные коды проектирует в следующем

виде:

C = Ms̃, (1.28)

где s — вектор длины 2K, s̃2i+ is̃2i+1 ∈M, аM — множество точек некоторой

модуляции. В данной работе будет использоваться только M 2 квадратурная

амплитудная модуляция (КАМ), поэтому s̃k ∈MR — точки амплитудной моду-

ляции (АМ) порядка M .

Для M 2-КАМ справедливо равенство s̃k =
√

6
M2−1

(
sk − M−1

2

)
, где sk =

0,M − 1. Подставив это выражение в (1.28) и (1.27) получим

r = HM

√

6

M 2 − 1

(

s− M − 1

2

)

+N = H0(s− c0) +N (1.29)

Таким образом не только сам пространственно-временной код является

частью многомерной решётки, но и принятое из канала слово также лежит на

некоторой решётке, определяемой текущим состоянием канала. Задачей деко-

дера становится поиск ближайшей точки решётки. Кроме того, задача постро-

ения пространственно-временного кода сводится к задаче выбора многомерной

решётки, обладающей некоторыми свойствами. Прежде, чем обсуждать требу-

емые свойства, мы опишем основные понятия и свойства решёток.

Определение 4. Пусть v1, . . . ,vm — линейно-независимые вектора в простран-

стве R
n (m ≤ n). Тогда набор точек

Λ = {x =
m∑

i=1

λivi, λi ∈ Z}

будем называть решёткой размерности m, а v1, . . . ,vm — базисом этой решёт-

ки.

Нужно заметить, что разные базисы могут определять одну и ту же ре-

шётку.
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Определение 5. Матрицу

M =











v11 v12 · · · v1n

v21 v22 · · · v2n

· · · · · ·
vm1 vm2 · · · vmn











назовём порождающей матрицей решётки. Матрицу G = MMT назовём мат-

рицей Грамма решётки.

Таким образом, мы можем определить решётку через её порождающую

матрицу:

Λ = {x = λM |λ ∈ Z
m}

Определение 6. Детерминантом решётки Λ называется детерминант мат-

рицы Грамма G:

det(Λ) = det(G)

Детерминант является инвариантом решётки, он не зависит от выбора ба-

зиса. Именно детерминант является главным критерием корректирующей спо-

собности кода [18].

1.9.2. Пространственно-временной Golden код

Существует великое множество пространственно временных кодов, имею-

щих различные характеристики и ограничения. Многие из них описаны в [30].

Здесь мы приведём лишь некоторые известные конструкции.

Кодовые слова «бесконечного» Golden кода задаются в форме (1.3):

G∞ =






X =

1√
5

∥
∥
∥
∥
∥
∥

α(a+ bθ) α(c+ dθ)

γα(c+ dθ) α(a+ bθ)

∥
∥
∥
∥
∥
∥

: a, b, c, d ∈ Z[i]






, (1.30)

где θ = 1+
√
5

2 , θ = 1−
√
5

2 , α = 1+i−iθ, α = 1+i−iθ, γ = i. При использовании на

практике, a, b, c, d ∈M выбираются в соответствии с некоторой модуляцией. Но



51

для исследования свойств Golden кода удобнее использовать его бесконечный

вариант.

Важным свойством Golden кода является его неисчезающий детерминант [16]:

δmin(G∞) = min
X∈G∞

det(X) =
1

5
(1.31)

Данное свойство означает, что в первом приближении вероятность неправильно-

го приёма зависит только от минимального Евклидова расстояния модуляции,

но не от её порядка. То есть, вероятность неправильного приёма при повышении

порядка модуляции растёт медленно.

Важно заметить, что минимальный детерминант конечного Golden кода

больше или равен минимальному детерминанту бесконечного. Для 4-КАМ и

16-КАМ он равен δmin(G4) = δmin(G16) = 16/5 [16].

Порождающая матрица комплексной решётки, соответствующей Golden

коду, равна

MC =
1√
5

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

α αθ 0 0

0 0 α αθ

0 0 γα γαθ

α αθ 0 0

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

. (1.32)

Для получения действительной порождающей матрицы можно воспользоваться

предложением 2.

1.9.3. Вложенные коды

Для построения вложенных Golden кодов мы воспользуемся следующим

разложением:

G∞ = [G∞/2G∞] + 2G∞,

где 2G∞ — подкод G∞, полученный из него умножением всех его слов на 2,

G∞/2G∞ — соответствующая ему фактор группа, а [G∞/2G∞] — множество пред-

ставителей смежных классов подкода. В [17] показано, что данный подкод имеет
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большее детерминантное расстояние, а потому должен иметь лучшую коррек-

тирующую способность. Так же там показано, что фактор-группа G∞/2G∞ изо-

морфна кольцу квадратных матриц размера 2 × 2 над полем F2[i], M2(F2[i]).

Данный изоморфизм очень важен для описания каскадной конструкции, в даль-

нейшем он будет использован при построении биекции между G4 и GF (28).

Для конечного кода можно записать

G16 = [G∞/2G∞] + 2G4, (1.33)

при этом описанные ранее свойства фактор-группы и подкода сохраняются, а

2G4 очевидно является подкодом кода G16. При этом мы можем рассматривать

G4 ↔ [G∞/2G∞].
Алгоритм кодирования кода в таком разложении может быть описан так:

1 На вход кодера поступают 16 информационных бит.

2 Первые 8 бит используются для выбора смежного класса. Обозначим его

представителя s(1).

3 Вторые 8 бит кодируются кодом G4. Полученное кодовое слово обозначим

s(2).

4 Результатом кодирования будет слово s(1) + 2s(2).

При декодировании мы будем сначала декодировать слово кодом G16, опре-

деляя лишь смежный класс и его представителя и отбрасывая слово кода G4.
Ошибки в выборе смежного класса будут исправлены внешним кодом, после че-

го мы вычтем его представителя из полученного из канала слова и декодируем

результат подкодом 2G4. Подробнее декодирование обобщённой каскадной кон-

струкции будет описан в разделе 3.2. А декодирование отдельных кодов описано

в следующем разделе.
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1.10. Декодирование

Для декодирования конкретного Golden кода используется сферический

декодер [32]. Мы не будем приводить полное описание данного алгоритма здесь,

а лишь опишем его структуру. Пусть получен вектор r = Hs + η, где r ∈
R

N ,H ∈ R
N×K и c известны, а s ∈ M ⊂ Z

K — искомое. η — шум. Задачей

данного алгоритма является поиск argmins∈M (Hs− r)T (Hs− r). Данная зада-

ча является NP-полной при отсутствии ограничений на структуру матрицы H,

но в практических случаях многоантенных систем сложность можно считать

полиномиальной [32].

1 Построим проекцию вектора r на пространство решений:

s̃ = (HH
T )
−1
r = (HH

T )
−1
Hs+ (HH

T )
−1
η,

где s — неизвестное решение.

2 Теперь задачу можно переформулировать как поиск

argmin
s∈M

{(s− s̃)THT
H(s− s̃)} = argmin

s∈M
‖H(s− s̃)‖ = argmin

s∈M̃
‖Hs‖,

где M̃ =M− s̃. Это задача поиска точки минимальной нормы, заданной

матрицей H.

3 Воспользуемся разложением Холецкого и получим H
T
H = U

T
U, где U

— верхне-треугольная матрица.

4 Поставим вспомогательную задачу поиска одного из s ∈ M̃, такого что

‖Us‖ < C, где C — некий радиус, то есть задачу поиска точки внутри

сферы.

5 Благодаря верхнетреугольной структуре, мы можем последовательно пе-

ребирать значения отдельных координат, пока не найдём все точки, лежа-

щие внутри сферы радиуса C.
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6 Выберем из этих точек ближайшую к центру сферы. Она и будет решени-

ем задачи.

7 Если таких точек не было найдено, декодирование завершается отказом.

В литературе описано множество вариантов данного алгоритма, требую-

щих меньшего количества операций [19]. Однако общая схема алгоритма сохра-

няется, а также его итеративная структура. Последнее означает, что сфериче-

ский декодер получает некоторую последовательность точек, которая сходит-

ся к правильному решению. Данное свойство мы используем, чтобы получить

некую метрику «надёжности» решения.

При декодировании внешних кодов в обобщённой каскадной конструкции

нам понадобятся различные варианты расстановки стираний, а значит нам необ-

ходимо определить некоторую метрику «надёжности» решений внутренних ко-

дов. В [38] показано, что хорошим кандидатом для такой метрики является

разность расстояний между от ближайшего решения до принятой точки и от

второго по удалённости решения до принятой точки. Но для вычисления данной

метрики необходимо проводить декодирование внутреннего кода дважды.

В данной работе предлагается более простая метрика. На шаге 5 мы полу-

чали сходящуюся последовательность точек, сходящуюся к принятой. Разность

удалённости последней и предпоследней точки в данной последовательности мы

и будем считать метрикой надёжности. Если эта последовательность содержит

менее двух членов, принятый символ считается надёжным. Вычисление такой

метрики не увеличивает сложность декодирования.

Этим мы заканчиваем описание внутренних кодов и их декодирования и

переходим к внешним кодам.

1.10.1. Моделирование распределения метрики

Хорошая метрика надёжности символов должна быть большой для непра-

вильно декодированных символов и малой — для правильно декодированных.
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Чтобы отобразить «качество» выбранной метрики, на рис. 1.9 представлены

функции распределения значения метрики, то есть количество символов, мет-

рика надёжности которых меньше указанной. Стирания вводятся для наименее

надёжных символов. Можно либо стирать все символы, надёжности которых

меньше критической надёжности, либо n самых ненадёжных символов. Поэто-

му в каждой точке данные функции показывают, сколько символов будет стёр-

то, если выбрать эту точку в качестве критической.
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Рис. 1.9. Распределение значения предложенной метрики для отношения сигнал-шум 11 дБ

на бит

При моделировании использовался Golden код с модуляцией 16-КАМ и

двумя приёмными антеннами. Напомним, что Golden используется с двумя пе-

редающими антеннами, имеет длину 2 и передаёт 2 символа за 1 временной

интервал. Таким образом, скорость кода составляет 8 бит за временной интер-

вал. При моделировании использовался Рэлеевский канал.

Моделирование проводилось при отношении сигнал-шум 11 дБ на бит. Все-

го было промоделировано 14689 кодовых слов, из которых 12209 было декодиро-
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вано правильно, а 2480 — ошибочно. Так как предложенная метрика может быть

вычислена не для всех кодовых слов, важно, чтобы она была вычислена для

большинства ошибочно декодированных кодовых слов. И действительно, лишь

для 522 из 2480 ошибочно декодированных кодовых слов не удалось вычислить

значение надёжности. В то же время, из 12209 правильно декодированных ко-

довых слов метрика была неизвестна для 8309.

Из рис. 1.9 видно, что для диапазона критических значений надёжности

0–0.1 неправильно декодированных символов будет стёрто больше, чем правиль-

но декодированных. Из этого можно заключить, что использование предложен-

ной метрики надёжности может повысить корректирующую способность внеш-

них кодов.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

·10−2
0

200

400

600

800

1,000

1,200

1,400

1,600

1,800

2,000

Значение метрики

Ф
у
н
к
ц
и
я

р
ас

п
р
ед

ел
ен

и
я

зн
ач

ен
и
я

м
ет

р
и
к
и

Правильно декодированные символы
Неправильно декодированные символы

Рис. 1.10. Распределение значения предложенной метрики для отношения сигнал-шум 14 дБ

на бит

Для сравнения эффективности использования предложенной метрики при

разных отношения сигнал-шум мы повторили предыдущее моделирование для

отношения сигнал-шум 14 дБ на бит. Результаты представлены на рис. 1.10. Из
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рисунка можно заключить, что метрика остаётся эффективной в таких услови-

ях. Однако, диапазон эффективных критических значений надёжности сузился.

Поэтому в следующих главах мы будем не будем выбирать критическое значе-

ние надёжности, а вместо этого стирать несколько самых ненадёжных симво-

лов. В данных условиях метрика не была вычислена лишь для 366 из 2213

неправильно декодированных слов.

1.11. Пространственно-временные коды для систем с 4

передающими антеннами

Существует обобщение Golden кодов для систем с большим числом антенн

под названием Perfect STBC[21] (совершенные пространственно-временные ко-

ды). Слово «совершенные» в их названии никак не связано с понятием совер-

шенных алгебраических кодов (коды, лежащие на границе Хэмминга). Данные

коды имеют очень большую мощность, что осложняет их использование в обоб-

щённых каскадных конструкциях. Поэтому в данной работе мы используем дру-

гие пространственно-временные коды.

Коды DAST (Diagonal Algebraic Space-Time — диагональные алгебраиче-

ские пространственно-временные коды) [28] при использовании в системах с

четырьмя передающими антеннами имеют ту же мощность, что и Golden коды.

Поэтому их можно использовать в каскадных системах с теми же внешними

кодами. Их кодирование можно описать следующим образом:

s = diag(x1, . . . , xN)H, (x1, . . . , xN)
T = MN(i1, . . . , iN)

T , (1.34)

где H — N × N матрица Адамара, i1, . . . , iN — информационные символы, а

MN — выбранная матрица поворота. В [28] описано несколько способов выбора

матрицы MN , но для просты в данной работе мы будем использовать матрицу

поворота совершенных пространственно-временных кодов (в [21] она обозначена

R).
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1.12. Выводы к главе

• Предложена новая сигнально-кодовая конструкция для МАПП. Сформу-

лировано условие декодируемости кодов для МАПП. Введено определе-

ние PF- и PRF-кодов. Предложена конструкция этих кодов, основанная

на последовательностях столбцов матрицы Адамара, и её удобное пред-

ставление в поле FT . Даны верхняя и нижняя границы мощности PF-

и PRF-кодов. Предложены и исследованы алгоритмы построения PF- и

PRF-кодов. С их помощью построены коды, достигающие верхнюю грани-

цу мощности PF- и PRF-кодов.

• Предложена метрика надёжности для пространственно-временных кодов,

декодируемых сферическим декодером. Эффективность использования дан-

ной метрики для внесения стираний продемонстрирована для Golden кода

при нескольких значений отношения сигнал-шум.
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Глава 2

Каскадные коды

2.1. Обобщённые каскадные коды

Обобщённые каскадные коды являются кодовой комбинацией из двух си-

стем кодов компонентов. Одна из этих систем называется системой внутренних

кодов, другая — системой внешних кодов. Требуется, чтобы система внутрен-

них кодов была вложенной, и чтобы указанные системы содержали одинаковое

число кодов. В данной работе мы предлагаем обобщённую каскадную систему

содержащую два внутренних кода и два внешних кода. При этом внешние коды

имеют длину n = 1024 и построены над полем GF (28).

Система внутренних кодов является вложенной, то есть каждый следящий

код является подкодом предыдущего. В предложенной конструкции внутренних

кодов всего два: некий код и его подкод. Воспользуемся следующим описанием:

часть информационных символов первого кода задают смежный класс второ-

го кода, а остальные задают кодовое слово второго кода. Первые мы будем

называть информационными символами первого слоя, а вторые — информаци-

онными символами второго слоя.

Таким образом при декодировании внутреннего кода сначала декодируется

слово первого кода. Затем с помощью полученного кодового слова мы вычисля-

ем представителя смежного класса и вычитаем его из полученного слова. После

этого мы можем декодировать слово второго внутреннего кода.

Опишем «способ объединения» внутренних и внешних кодов. В случае, ко-

гда внутренние и внешние коды имеют один алфавит, информационный символ

i-го слоя j-го внутреннего кода равны j-у кодовому символу i-го внешнего кода.

Мы ослабим данное ограничение, потребовав лишь, чтобы алфавит информаци-
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онных символов внутреннего кода и алфавит внешнего кода были равномощны.

Тогда мы сможем использовать взаимно-однозначное отображение между ними.

Для понимания требований к внутренним и внешним кодам необходимо

описать общую структуру алгоритма декодирования. Полностью этот алгоритм

будет описан далее, в разделе 3.2. При декодировании мы сначала определим

кодовые символы внешнего кода с помощью декодирования внутреннего кода.

После этого мы исправим все ошибки в слове внешнего кода и используем по-

лученные символы для вычисления «поправки» к принятому слову внутренних

кодов. Затем мы перейдём к декодированию следующего слоя. Если декодиро-

вание внешнего кода закончится отказом или ошибкой, дальнейшее декодиро-

вание не сможет привести к правильному кодовому слову. Другими словами

для правильного декодирования обобщённой каскадной конструкции необходи-

мо правильное декодирование всех внешних кодов.

Как известно, кодовое расстояние кода не превышает кодового расстояния

любого его подкода. В предлагаемой конструкции кодовое расстояние второ-

го внутреннего кода (подкода первого внутреннего кода) значительно больше

кодового расстояния первого внутреннего кода.

Важным этапом построения хорошей обобщённой каскадной системы яв-

ляется «распределение» избыточности между внешними кодами, то есть выбор

скоростей внешних кодов при фиксированной скорости обобщённой каскадной

конструкции. Точное решение данной задачи очень трудно построить, поэтому

в данной работе мы будем пользоваться простым эмпирическим критерием: ве-

роятность правильного декодирования i-го внешнего кода при условии правиль-

ного декодирования всех предыдущих внешних кодов должна быть ограничена

константой ǫ не зависящей от i.
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2.2. Произведение кодов

В качестве внешних кодов в данной работе предлагается использовать про-

изведения кодов Рида-Соломона.

Коды-произведения, также известные как итеративные коды, являются

частным случаем каскадных кодов. Они были впервые предложены в работе [39]

в качестве метода построения хороших кодов. Позже они были исследованы в

качестве операции над алгеброй кодов в [40]. Длина произведения кодов равна

произведению длин кодов, количество информационных символов — произведе-

нию количества информационных символов, а кодовое расстояние — произведе-

нию кодовых расстояний. Для исправления всех комбинаций ошибок кратности

не больше половины расстояния можно использовать алгоритм декодирования

каскадных кодов [41]. О некоторых других алгоритмах декодирования можно

прочитать в [42, 43]. В данной работе мы рассмотрим более распространённый

алгоритм декодирования — итеративный декодер.

Кодовые слова кода произведения обычно представляют в виде матрицы

над полей Fq. Столбцы этой матрицы являются кодовыми словами первого

кода-компонента, также называемого столбцовым кодом. Строки этой матри-

цы являются кодовыми словами второго кода-компонента, также называемого

строчным кодом. Информационные символы расположены в левом верхнем уг-

лу данной матрицы.

В данной работе мы будем рассматривать только коды-произведения кодов

Рида-Соломона [nc, kc, dc] и [nr, kr, dr] над полем Fq. Расстояние такого кода

равно drdc.

Кодер такого кода размещает информационные символы в левом верхнем

углу (размера kc×kr) матрицы кодового слова. После этого он кодирует первые

kc строк строчным кодом, размещая проверочные символы в правой части этих

строк. Затем он кодирует все столбцы столбцовым кодом, размещая провероч-

ные символы в нижней части этих столбцов.
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2.2.1. Итеративный декодер

Опишем итеративный алгоритм декодирования кода-произведения:

1 Декодируем все столбцы принятого слова столбцовым кодом. Если деко-

дирование завершилось отказом, результат декодирования игнорируется.

Иначе полученное кодовое слово записывается на место исходного столб-

ца.

2 Аналогично декодируем все строки строковым кодом.

3 Если полученная матрица отличается от входной для шага 1, повторить

данную процедуру с шага 1.

Для такого алгоритма декодирования существует очевидная неисправимая

комбинация ошибок, образованная подматрицей размера
⌈
dc
2

⌉
×
⌈
dr
2

⌉
не содержа-

щей нулевых элементов и нулевыми элементами за её пределами. Вероятность

появления такой комбинации ошибок и будет нижней оценкой на вероятность

неправильного декодирования кода произведения.

2.2.2. Нижняя граница вероятности неправильного декодирования

Предложение 3. Вероятность неправильного декодирования для итератив-

ного декодера кода произведения больше или равна

Pf ≥
(
nr

er

)(
nc

ec

)

perec(1− p)nrnc−erec, (2.1)

где er =
⌈
dr
2

⌉
, ec =

⌈
dc
2

⌉
, а nr и nc длины строчного и столбцового кодов соот-

ветственно.

Правая часть выражения (2.1) равна вероятности появления неисправимой

комбинации ошибок, описанной выше.
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Предложение 4. Вероятность неправильного декодирования для итератив-

ного декодера кода произведения больше или равна

Pf ≥
(
nr

er

)(
nc

ec

)

perec(1− p)nrnc−erec(nrnc − erec)
p

1− p
(2.2)

Доказательство. Данная нижняя граница определяет вероятность появления

подматрицы без нулевых элементов и одной ошибки вне её. Никакая одна ошиб-

ка не может помочь исправить плотную подматрицу ошибок. Докажем этот

факт.

Если ошибка располагается в столбце без других ошибок, она будет деко-

дирована на первом шаге алгоритма соответствующим столбцовым кодом. В

этом случае задача свелась к предыдущим.

Рассмотрим случай, когда она располагается в столбце, в котором есть ec

других ошибок. Если столбцовый код не сможет декодировать данной столбец,

на следующем шаге алгоритма декодирования эту ошибку исправит строчный

код, что сведёт комбинацию ошибок к предыдущей.

Пусть столбцовый код произвёл ошибочное декодирование столбца с ec+1

ошибками. При этом он изменяет не более ec−1 символов. Пусть он исправил a

ошибок и внёс b. Тогда вес разности полученного и переданного кодового слова

одного столбца будет ec + 1 − a + b ≥ d в силу кодового расстояния. Данное

неравенство выполняется лишь при a = 0, b ≥ d − ec − 1 = ⌊d2⌋ − 1 ≥ ec − 2.

Таким образом столбцовый декодер не может исправить ни одной ошибки, а

все ошибки вне плотной подматрицы будут исправлены строчным кодом.

Появление двух ошибок в столбце может привести к исправимой комбина-

ции ошибок, поэтому при формулировке следующего утверждения мы вынуж-

дены исключить такой случай.
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Теорема 9. Пусть ec < er. Тогда вероятность неправильного декодирования

для итеративного декодера кода произведения больше или равна

Pf ≥
(
nr

er

)(
nc

ec

)

perec(1− p)nrnc−erec×

×
(

ec∑

t=0

t∑

w=0

(
nrnc − ernc

t− w

)(
er
w

)

(nc − ec)
w

(
p

1− p

)t

− (nr − er)

(
p

1− p

)ec
)

(2.3)

Доказательство. Данная нижняя граница определяет вероятность появления

подматрицы без нулевых элементов и t ошибок вне её. При t < ec такая добавка

не может привести к появлению подматрицы большего размера, а потому ни

одна комбинация ошибок не будет учтена дважды.

Как было показано в доказательстве предыдущего предложения, добав-

ление двух ошибок в один столбец неисправимой комбинации ошибок может

сделать её исправимой. Поэтому мы разделяем ошибки в столбцах подматри-

цы (их количество обозначено w) и ошибки в других столбцах (их количество

равно t−w). Количество способов их расстановки первых равно
(
er
w

)
(nc − ec)

w,

а вторых —
(
nrnc−ernc

t−w
)
. Добавив суммирование по t и w и поправку, описанную

ниже, получим (2.3).

При t = ec и w = 0 существуют nr − er «плохих» комбинаций дополни-

тельных ошибок, приводящих к образованию подматрицы большего размера.

Действительно, если все ec ошибок расположены в одном столбце, в строках

исходной плотной подматрицы ошибок, полученная комбинация ошибок будет

представлена плотной подматрицей размера (ec+1)×er. Если мы не «запретим»

такие комбинации ошибок, они будут учтены er раз.

2.2.3. Итеративный декодер с внесением стираний

Нижняя граница, описанная в предыдущем разделе, обусловлена не свой-

ствами самого кода, а выбранным алгоритмом декодирования. В этом разделе

предлагается новая модификация итеративного алгоритма декодирования, поз-
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воляющий «обойти» данную нижнюю границу. Новый декодер использует вы-

сокую обнаруживающую способность укороченных кодов Рида-Соломона, что-

бы определить положение неисправимой комбинации ошибок. Приведём его по-

дробное описание.

1 Проведём декодирование принятого слова итеративным декодером.

2 Если на предыдущем шаге мы получили кодовое слово, завершим декоди-

рование, выдав это слово.

3 Иначе, назовём все столбцы, декодирование которых на последней итера-

ции закончилось либо отказом, либо исправлением ошибок, «плохими».

«Хорошими» будут являться лишь те столбцы, которые были исправлены

на более ранних итерациях.

4 Аналогично разделим строки на «хорошие» и «плохие».

5 Внесём стирания на пересечении «плохих» строк и столбов.

6 Повторим декодирование итеративным декодером слова, полученного на

шаге 1, со стираниями, определёнными на прошлом шаге.

7 Результат этого декодирования и будет результатом работы данного алго-

ритма.

К сожалению, данный алгоритм обладает тем же эффективным кодовым

расстоянием, что и итеративный. Действительно, существует комбинация оши-

бок, которая за первую итерацию итеративного декодера перейдёт в неправиль-

ное кодовое слово. Однако, предложенный алгоритм может правильно испра-

вить большинство комбинаций ошибок минимального веса.

2.2.4. Моделирование

Для моделирования были выбраны следующие параметры:
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• Произведение [32, 30, 3]256 и [32, 28, 5]256 кодов Рида-Соломона.

• Скорость данного кода составляет 0.82.

• Данный код имеет 840 информационных символов, длина его равна 1024,

а расстояние — 15.

• Использовался 256-ричный симметричный канал.
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Рис. 2.1. Сравнение итеративного декодера и итеративного декодера с внесением стираний

для кода-произведения

На рис. 2.1 представлены результаты моделирования. Как можно заме-

тить, предложенный декодер имеет лучшую корректирующую способность при

низких вероятностях ошибки в канале. И, что более важно, вероятность ошибоч-

ного декодирования у него спадает быстрее, чем у итеративного декодера. Из

этого можно сделать вывод, что поведение каскадной сигнально-кодовой кон-

струкции при больших отношениях сигнал-шум будет значительно улучшено.
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2.3. ОЛО коды

В качестве альтернативы произвдению кодов Рида-Соломона для исполь-

зования в качестве внешних кодов можно использовать коды с обобщённой ло-

кализацией ошибок (ОЛО коды). Они имеют более сложную конструкцию и

намного большее число параметров. Поэтому выбор правильных параметров

ОЛО кода представляет из себя отдельную задачу, приближённое решение ко-

торое приводиться в 2.3.2.

Коды с локализацией ошибок были предложены в 1963 году Вульфом и

Элспасом [44]. Эти коды являются промежуточным звеном между кодами, об-

наруживающими ошибки, и кодами, исправляющими ошибки, так как они поз-

воляют определить подблок, в котором произошли ошибки, но не позволяют их

исправить. В 1965 году [45] Вульф обобщил понятие ЛО-кодов на случай про-

извольных внутренних и внешних кодов. В 1972 году Зяблов показал [46], что

ЛО-коды можно использовать и для исправления ошибок, приведя новый ал-

горитм декодирования. Такие коды называются обобщёнными ЛО-кодами или

ОЛО-кодами. В 2000 году [47] была доказана эквивалентность классов ОЛО-

кодов и обобщённых каскадных кодов. ОЛО-коды также рассматривались в

работах [41, 48–51].

Конструкция ОЛО-кодов основана на конструкции обобщённых каскадных

кодов. С целью облегчения восприятия в данной работе будет описан несисте-

матический метод кодирования. В рассматриваемом ОЛО коде внутренние и

внешние коды принадлежат вложенным системам кодов Рида-Соломона, име-

ющих длину nA = 8 и nB = 128 над полем GL(28), соответственно. Здесь и

далее мы обозначаем величины, соответствующие внешним кодам, индексом

B, а величины, соответствующие внутренним кодам, индексом A.

При описании ОЛО-кода будут использоваться две кодовые матрицы: «внут-

ренняя» матрица C = (cij) и «внешняя» матрица S = (sij). Столбцы cj матри-
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цы C связаны со столбцами sj матрицы S следующим соотношением:

sij =

nA∑

k=1

ckjα
k(nA−i+1) =

nA−1∑

k=0

ckjHki, (2.4)

где i, j = 0, n− 1, H = ‖Hki‖ = αk(nA−i+1). Для эффективного вычисления зна-

чений символов «внешней» матрицы мы использовали быстрое преобразование

Фурье. К сожалению, так как преобразование Фурье в данной формуле явля-

ется укороченным, обратное преобразование нужно проводить умножением на

обратную матрицу. Однако в силу малой длины nA = 8 сложность данного

преобразования остаётся невысокой. Таким образом,

cij =
1

nA

nA∑

k=1

skj(H
−1)ki (2.5)

Обозначим размерность i-го внешнего кода ki. Размерность ОЛО-кода при

этом равна K =
nA∑

i=1

ki. Словами внешнего кода являются строки матрицы S.

Информационными символами i-й строки являются первые ki её элементов.

Здесь (k1, . . . , knA
) = (68, 98, 120, 121, 125, 125, 127, 127), a K = 911. Алгоритм

выбора параметров ОЛО кода будет описан в 2.3.2.

Рис. 2.2. Распределение избыточности ОЛО кода

При кодировании мы записываем информационные символы в K элемен-

тов матрицы S, как показано на рис. 2.2. Каждый внешний код кодирует соот-

ветствующую ему часть информации и записывает полученное кодовое слово в

строку матрицы. Затем по формуле (2.5) мы находим матрицу C. Матрица C

является кодовым словом ОЛО кода. В предложенной конструкции её символы

кодируются PRF кодом.

Так как ОЛО-код является по построению обобщённым каскадным кодом,

мы можем воспользоваться формулой для расстояния обобщённого каскадного
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кода [41] (учтя расстояние внутреннего кода Рида-Соломона):

d = min
i

dAi d
B
i = min

i
i · dBi (2.6)

i-й внешний код соответствует i-ой строке матрицы S. В предложенной кон-

струкции d = 14, оно достигается при i = 7. Таким образов внешние коды

«упорядочены» по возрастанию скорости, а соответствующие им наборы внут-

ренних кодов — по её убыванию. Декодирование внешних кодов будет проходить

«сверху вниз».

2.3.1. Классический декодер

Для декодирования внутреннего кода используется модификация алгорит-

ма Берлекэмпа-Месси [52], далее называемая «условным» декодированием. При

этом декодирование одного вектора происходит многократно с разными уров-

нями избыточности. На вход данного декодера поступают принятое слово v,

поправка к синдрому ∆SA и количество проверочных символов r. Опишем этот

алгоритм подробно:

1 Вычисляем r компонент синдрома SA
i принятого слова v.

2 S̃A
i = SA

i +∆SA
i

3 Вычисляем многочлен локаторов искажений Λ(x).

4 Вычислить рекуррентное продолжение S̃A
i .

5 Определим вектор ошибки ei и вычислим ṽi = vi + ei.

Для описания алгоритма введём некоторые обозначения:

Si подматрица матрицы S, составленная из i верхних её строк.

Si i-ая строка матрицы матрицы S.
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Данные декодер является итеративным. Опишем m-ю его итерацию (m =

1, n).

1 В начале итерации известны: принятая «внутренняя» матрица C, передан-

ные («правильные») Sm−1 и строка Sm, возможно содержащая ошибки.

2 Декодируем m-ую строку матрицы m-ым внешним кодом.

3 Для j = 1, nB декодируем j-й столбцы «условным» декодером с избыточ-

ностью r = m символов и поправкой к синдрому ∆SA
i = sij, i = 1,m.

Результат декодирования обозначим ṽij.

4 Вычислим sm+1,j по формуле (2.4) для j = 1, nB, положив cij = ṽij.

Если хотя бы один внешний код не смог исправить все ошибки, декодирование

закончится с ошибкой.

2.3.2. Выбор параметров ОЛО кода

Известны два основных критерия выбора параметров ОЛО кода: макси-

мизация кодового расстояния и минимизация вероятности ошибки для выбран-

ного канала. В первом случае мы выбираем избыточности внешних кодов так,

чтобы dBi i ≥ d̂ для заданного d̂. При этом расстояние ОЛО кода d ≥ d̂ в со-

ответствии с (2.6). Например, для d̂ = 43, nA = 8, nB = 128 будет выбран

код с (k1, . . . , knA
) = (86, 107, 114, 118, 120, 121, 122, 123), K = 911. Однако та-

кой код будет обладать низкой корректирующей способностью для «реальных»

вероятностей ошибки в канале (при которых вероятность неправильного деко-

дирования превышает 10−8).

В данной работе мы будем пользоваться другим критерием выбора пара-

метров ОЛО кода: минимизация вероятности ошибки для выбранного канала.

Ограничимся рассмотрением недвоичного симметричного канала и зафиксиру-

ем вероятность ошибки в нём p = 0.01. Тогда сформулируем задачу следующим
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образом: определить параметры k1, . . . , knA
, такие чтобы вероятность непра-

вильного декодирования ОЛО кода не превышала P̂G, а K =
nA∑

i=1

ki → min.

К сожалению, поиск решения данной задачи возможен лишь с помощью

моделирования, так как формул для вычисления вероятности неправильного де-

кодирования ОЛО кода неизвестно. Поэтому сформулируем более простую зада-

чу, решение которой мы представим далее. определить параметры k1, . . . , knA
,

такие чтобы вероятность неправильного декодирования каждого внешнего

кода при условии, что кодовые слова предыдущих внешних кодов известны, не

превышала P̂B = 10−8, a ki → min, для всех i = 1, nA.

Обозначим вероятность ошибочного декодирования кода Рида-Соломона

Pe(q, n, d, pe, pt), а вероятность отказа от декодирования Pt(q, n, d, pe, pt), где

q — мощность поля, n — длина кода, d — его расстояние и pe, pt — вероят-

ности ошибки и стирания на входе декодера. Обозначим Pe+t(q, n, d, pe, pt) =

Pe(q, n, d, pe, pt) + Pt(q, n, d, pe, pt) вероятность неправильного декодирования.

Тогда вероятность неправильного декодирования i-го внешнего кода равна:

PB
i = Pe+t(q, nB, d

B
i , Pe(q, nA, i, p, 0), Pt(q, nA, i, p, 0)) (2.7)

В [52, Глава 14] приведены выражения для вероятностей неправильного и

ошибочного декодирования кода Рида-Соломона:

Pe+t(q, n, d, pe, pt) =
n∑

e=0

n−e∑

t=d−2e

(
n

e

)(
n− e

t

)

peep
t
t(1− pe − pt)

n−e−t

Pe(q, n, d, pe, 0) =
n∑

h=0

(
pe

1− q

)h

(1− pe)
n−h

⌊d−1

2
⌋

∑

s=0

n∑

l=1

Al(q, n, d)N(q, n, l, h, s)

Al(q, n, d) =

(
n

l

) l−d∑

j=0

(−1)j
(
l

j

)

(ql−d+1−j − 1)

N(q, n, l, h, s) =
∑

0≤i,j≤n
i+2j+h=s+l

(
n− l

j + h− l

)(
l

i

)(
l − i

j

)

(q − 1)j+h−l(q − 2)i
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Теперь мы можем найти наименьшие dBi , такие что PB
i ≤ P̂B. Коды Рида-

Соломона с такими расстояниями будут внешними в выбранном нами ОЛО

коде. Например, при nA = 8, nB = 128, q = 28, p = 0.01, P̂B = 10−8 мы получим

расстояния внешних кодов (dB1 , . . . , d
B
8 ) = (61, 31, 9, 8, 4, 4, 2, 2), а (kB1 , . . . , k

B
8 ) =

(68, 98, 120, 121, 125, 125, 127, 127), K =
∑

kBi = 911. Кодовое расстояние ОЛО

кода при этом равно 14.

Теорема 10. Вероятность неправильного декодирования ОЛО кода ограниче-

на сверху величиной

PG ≤
nA∑

i=1

PB
i (2.8)

Доказательство. ОЛО код декодируется правильно тогда и только тогда, ко-

гда все его внешнии коды декодуются правильно. Поэтому событие неправиль-

ного декодирования ОЛО кода можно представить в виде суммы несовместных

событий следующего вида: первые i− 1 внешних кодов декодированы правиль-

но, а i-ый декодирован неправильно (i = 1, nA). Обозначим вероятности этих

событий PG,i. Но PG,i ≤ PB
i . А значит

PG =

nA∑

i=1

PG,i ≤
nA∑

i=1

PB
i

Для ОЛО кода, параметры которого описаны в предыдущем абзаце, P1 =

3 · 10−8, а для кода, описанного в первом абзаце этого раздела (кода, максими-

зирующего своё кодовое расстояние), P1 = 7 · 10−4.

2.3.3. Моделирование

Для моделирования был выбран код

(kB1 , . . . , k
B
8 ) = (68, 98, 120, 121, 125, 125, 127, 127)

скорости 0.89, описанный в предыдущем параграфе. Его параметры выбраны

так, чтобы вероятность неправильного декодирования не превышала 8·10−8 при
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Рис. 2.3. Сравнение корректирующих способностей ОЛО кода и произведения кодов

вероятности ошибки в канале 0.01. Для сравнения взято код-произведение ско-

рости 0.82, описанный в параграфе 2.2.4 и имеющий близкую корректирующую

способность при вероятности ошибки в канале 0.01.

Результаты моделирования представлены на рис. 2.3. Несмотря на более

высокую скорость и меньшее кодовое расстояние, ОЛО код имеет более крутой

спад кривой вероятности неправильного декодирования. Из этого можно пред-

положить, что при меньших вероятностях ошибки в канале ОЛО код будет

иметь лучшую корректирующую способность, чем произведение кодов.

Теоретическая кривая на рис. 2.3 построена по формуле 2.8 для вышеука-

занного ОЛО кода. Из рисунка видно, что данная достаточно точна, чтобы

использовать её для выбора параметров ОЛО кода.
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2.4. Выводы к главе

• Предложена нижняя оценка для неправильного декодирования произве-

дения кодов.

• Предложен новый алгоритм декодирования произведения кодов, особенно

эффективный для высокоскоростных кодов.

• Предложена методика выбора параметров кода с обобщённой локализа-

цией ошибок, обладающего заданной корректирующей способностью при

указанной вероятности ошибки в канале. Моделирование показало, что

полученные данным методом коды имеют корректирующую способность,

близкую к заданной при построении.
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Глава 3

Каскадные коды с внутренним

пространственно-временным кодом

3.1. Описание и кодирование

В данной работе предлагается новая двухслойная каскадная сигнально-

кодовая конструкция. Системой внутренних кодов является вложенная систе-

ма Golden кодов, а в качестве внешних кодов выступают произведения кодов

Рида-Соломона. Выпишем параметры данной системы.

• Внутренние коды представлены кодами G16 и 2G4, то есть Golden кодом с

модуляцией КАМ-16 и его подкодом. Длина данных кодов составляет два

временных отсчёта. Они используют две передающие антенны.

• Внешний код первого слоя — произведение [32, 24, 9]28 укороченных ко-

дов Рида-Соломона. Данный код имеет 576 информационных символов и

скорость 0,56.

• Внешний код второго слоя — произведение [32, 30, 3]28 и [32, 28, 5]28 уко-

роченных кодов Рида-Соломона. Данный код имеет 840 информационных

символов и скорость 0,82.

• Таким образом внешние коды имеют длину 1024, а внутренние коды име-

ют 28 смежных классов мощности 28.

• Общая скорость предложенной кодовой конструкции составляет 5,5 би-

та (0.68 символа) за один временной интервал. Общая длина равна 2048

временных интервала.

Выбор параметров внешних кодов можно рассматривать последователь-

но, так как общая вероятность ошибочного приёма представлена формулой
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P{B1} + P{B2|B1}P{B1}, где B1 и B2 — события ошибочного декодирования

первого и второго слоя, соответственно, а B1 — событие успешного декодиро-

вания первого слоя. Моделирование показало, что параметры внешнего кода

первого слоя определяет положение и крутизну спада кривой вероятности оши-

бочного декодирования, а параметры внешнего кода второго слоя определяют

наличие и положение «полки» той же кривой, то есть резкого уменьшения ско-

рости спада. Таким образом мы сначала подбирали параметры внешнего кода

первого слоя при фиксированном «хорошем» втором коде так, чтобы спад был

достаточно крутым. После этого данный код фиксировался, а у внешнего кода

второго слоя избыточность понижалась до тех пор, пока не появлялась «пол-

ка». Приведённые параметры внешних кодов позволяют достигнуть вероятно-

сти ошибки на блок порядка 10−8 с минимальной избыточностью при использо-

вании итеративного декодера с введением стираний.

Алгоритм кодирования уже был кратко описан в разделе 2.1, но мы приве-

дём его ещё раз, с учётом выбранных кодов-компонент. Для описания «взаимо-

действия» внутренних и внешних кодов нам потребуется ввести взаимно-одно-

значное отображение (биекция) из GF (28) в [G/2G]. Очевидно, данное отоб-

ражение существует не одно, но выбор какого-либо из них имеет значения в

предложенной конструкции. Обозначим данное отображение L.

Информационные символы представляются в виде двух векторов i
(1), i(2)

длины 576 и 840 полем GF (28). Эти вектора кодируются внешними кода первого

и второго слоя, соответственно. Полученные векторы обозначим v
(1),v(2).

Для кодирования внутренних кодов мы воспользуемся формулой

C[k] = M

√

6

M 2 − 1

(

L(v(1)
k ) + 2L(v(2)

k )− M − 1

2

)

.

Здесь мы сначала переводим кодовые символы внешних кодов в бесконечное

поле, затем модулируем их и кодируем их Golden кодом.

Предыдущий шаг можно интерпретировать и по-другому. Сначала зако-

дируем L(v(1)
k ) кодом G/2G, то есть выберем смежный класс. После этого с по-
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мощью кода G4 и информационного символа L(v(2)
k ) выберем элемент данного

смежного класса. В таком описании проще рассуждать о кодовых расстояниях

внутренних кодов.

Кодовое слово обобщённой каскадной конструкции задаётся формулой

C =

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

C[1]

C[2]
...

C[1024]

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

3.2. Декодер

G/2G

G4

r

r

Код скорости 0,56L−1s
(1)

v
(1)

Код скорости 0,82L−1
s
(2)

v
(2)

L v̂
(1)

ŝ
(1)

i
(1)

i
(2)

Рис. 3.1. Блок схема декодера обобщённого каскадного кода.

Блок-схема декодера представлена на рис. 3.1. Дополним её текстовым

описанием:

1 Полученное с антенн слово разбивается на 1024 части, и каждая из них

отправляется на декодер первого внутреннего кода.

2 Сферический декодер декодирует отдельное слово внутреннего кода (со-

держащее 8 символов над полем R) и получает смежный класс, соответ-

ствующий полученному слову (s(1)).

3 Данный смежный класс отображается в символ поля GF (28),

v
(1)
k = L−1(s(1)[k]).
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4 Полученные символы v
(1)
1 . . . v

(1)
1024 декодируются внешним кодом первого

слоя. Полученный вектор обозначим v̂
(1).

5 Каждый символ вектора v̂
(1) отображается в вектор ŝ

(1)[k] = L(v̂(1)k ) ∈ R
8.

6 Сферический декодер декодирует исходное полученное слово в смежном

классе, определяемом ŝ. Полученный вектор обозначим s
(2).

7 Эти вектора отображаются в поле GF (28) и декодируются внешним кодом

второго слоя.

8 Информационный вектор получается объединением информационных век-

торов, полученных на шагах 4 и 7.

Основной идей данного алгоритма является декодирование внутреннего ко-

да второго слоя в известном смежном классе. В этом заключается основное от-

личие обобщённой каскадной конструкции от кодов с неравномерной защитой.

Данная особенность позволяет внутреннему коду второго слоя иметь большее

расстояние, а значит и лучшую корректирующую способность. Именно поэтому

внешний код второго слоя может иметь большую скорость, чем внешний код

первого слоя.

Кроме того, в разделе 1.10 описана метрика надёжности решений деко-

дера внутреннего кода. Однако декодер внешних кодов исправляет ошибки и

стирания, но не может учитывать надёжности отдельных символов. Поэтому

мы предлагаем декодер предложенной конструкции по обобщённому минималь-

ному расстоянию. Опишем его как расширение предыдущего алгоритма.

1 На шаге 2 выходом декодера будут не только символы s
(1)[k], но и их

надёжности.

2 На шаге 4 мы будем проводить несколько попыток декодирования, первая

из которых совпадает с описанной в предыдущем алгоритме.
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3 Если данная попытка завершается отказом от декодирования, мы повто-

рим попытку, внеся дополнительные стирания. Для этого в матричном

представлении кодового слова внешнего кода (произведения кодов Рида-

Соломона) в каждом столбце мы внесём стирания в два самых ненадёж-

ных символа. Если надёжности нестёртых символов одного их столбцов

неизвестны, в данный столбец стирания вноситься не будут. В силу осо-

бенностей декодера кодов Рида-Соломона, внесение нечётного числа сти-

раний не имеет смысла.

4 Если декодирование опять завершается отказом, мы увеличим число сти-

раний до 4 на столбец и снова повторим попытку. Мы будем продолжать

вносить дополнительные стирания до тех пор, пока их число не превысит

расстояние столбцового кода.

5 Таким образом декодирование внешнего кода завершится отказом только

в том случае, если отказом завершатся попытки со всеми указанными

комбинациями стираний.

6 Декодирование второго слоя происходит аналогично.

В данном алгоритме декодирование повторяется до первого успешного де-

кодирования. Теоретически, декодирование при всех комбинациях стираний и

создание списка результатов должно давать лучшую корректирующую способ-

ность. Однако при моделировании ни разу не наблюдалось ошибочное декодиро-

вание внешних кодов, то есть оно заканчивалось отказом, либо давало на выхо-

де правильное кодовое слово. Это свойство произведения кодов Рида-Соломона

хорошо известно и являлось одной из причин их выбора в качестве внешних

кодов. В то же среднее время декодирования до первого успеха в несколько раз

меньше времени декодирования в список. Поэтому для предложенной кодовой

конструкции указан именно такой алгоритм декодирования.



80

3.3. Моделирование

Параметры предложенной конструкции уже были приведены в разделе 3.1,

но мы повторим их здесь.

• Внутренние коды представлены кодами G16 и 2G4, то есть Golden кодом с

модуляцией КАМ-16 и его подкодом. Длина данных кодов составляет два

временных интервала. Они используют две передающие антенны.

• Внешний код первого слоя — произведение [32, 24, 9]28 укороченных ко-

дов Рида-Соломона. Данный код имеет 576 информационных символов и

скорость 0,56.

• Внешний код второго слоя — произведение [32, 30, 3]28 и [32, 28, 5]28 уко-

роченных кодов Рида-Соломона. Данный код имеет 840 информационных

символов и скорость 0,82.

• Таким образом внешние коды имеют длину 1024, а внутренние коды име-

ют 28 смежных классов мощности 28.

• Общая скорость предложенной кодовой конструкции составляет 5,5 би-

та (0.68 символа) за один временной интервал. Общая длина равна 2048

временных интервала.

Всё моделирование проводилось с двумя приёмными антеннами. Исследо-

вались различные комбинации алгоритмов декодирования. Для начала приве-

дём общий результат моделирования предложенной конструкции. На рис. 3.2

изображены кривые вероятностей ошибок на блок и на бит для предложенной

конструкции. При декодировании внешних кодов использовался итеративный

декодер с внесением стираний, при декодировании обобщённой каскадной кон-

струкции — декодер по обобщённому минимальному расстоянию. Для сравне-

ния на рисунке также изображены кривые вероятностей ошибки внутренних
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Рис. 3.2. Корректирующая способность предложенной конструкции

кодов. Из рисунка видно, что спад вероятности ошибки начинается примерно с

12–12.2 дБ, и за каждый 0.1 дБ вероятность ошибки убывает примерно в 10 раз.

Заданная вероятность ошибки 10−8 на блок достигается на отношении сигнал

шум 13 дБ на бит. Golden код без внешнего кода достигает такой вероятности

ошибки на блок (при более коротком блоке) лишь при отношении сигнал-шум

35 дБ. Сравнение этих параметров с параметрами некоторых других сигнально-

кодовых конструкций будет приведено на следующих графиках.

В качестве сигнально-кодовой конструкции для сравнения результатов пред-

лагается каскадная система, с внутренним Golden кодом и внешним кодом Рида-

Соломона [1024, 708, 317]216. Данная конструкция имеет тот же внутренний код

и ту же скорость. Кроме того, код Рида-Соломона имеет лучшее расстояние.

Однако данная конструкция не использует разбиение Golden кода на смежные
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классы, а потому, как видно из рис. 3.3, имеет более поздний спад. Большее

кодовое расстояние должно привести более резкому спаду, однако при вероят-

ностях неправильного декодирования более 10−8 данный эффект не заметен.

Таким образом, обобщённые каскадные конструкции имеют серьёзный энерге-

тический выигрыш по сравнению с обычными каскадными конструкциями с

жёстким декодированием. Сравнение с кодами, имеющими декодеры с мягким

входом, в данной работе не проводилось.
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Рис. 3.3. Корректирующая способность предложенной конструкции

Для описания эффективности предложенных алгоритмов декодирования,

было проведено сравнительное моделирование с ранее известными декодерами.
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Были исследованы различия в корректирующей способности, во-первых, итера-

тивного декодера и итеративного декодера с внесением стираний, и, во-вторых,

классического декодера обобщённых каскадных кодов и декодера по обобщён-

ному минимальному расстоянию (GMD-декодер). Результаты этого моделиро-

вания можно увидеть на рис. 3.4.

Сравнивая сплошную и штриховую кривые, соответствующие итеративно-

му декодеру с внесением стираний (см. раздел 2.2.3) и классическому итератив-

ному декодеру (см. раздел 2.2.1), можно увидеть главное преимущество предло-

женного алгоритма: кривая вероятности ошибки не становится пологой на всём

диапазоне моделирования. В обоих случаях использовался декодер обобщённого

каскадного кода по минимальному обобщённому расстоянию. Так как рассто-

яние внешнего кода второго слоя составляет лишь 3 ∗ 5 = 15 при длине 1024,

разумно предположить, что кривая вероятности ошибки должна стать пологой

при больших отношениях сигнал-шум. Проверить этот факт моделированием

достаточно сложно в силу низких вероятностей ошибки.

Штриховая и штрих-пунктирная кривые на рис. 3.4 (они также обозна-

чены символами «о» и «+» соответственно) изображают вероятности ошибки

при декодировании классическим алгоритмом для обобщённых каскадных ко-

дов и алгоритмом декодирования по обобщённому минимальному расстоянию.

Использование последнего даёт выигрыш в 0.2 дБ, однако не помогает бороть-

ся с пологостью кривой вероятности ошибки при больших отношениях сигнал-

шум. В обоих моделирования для декодирования внешних кодов применялся

итеративный декодер. Основной вывод, который можно сделать из этого срав-

нения: алгоритм декодирования обобщённого каскадного кода по обобщённому

минимальному расстоянию имеет небольшой энергетический выигрыш по срав-

нению с классическим декодером.

Кроме того, на рис. 3.4 изображена нижняя граница (2.3), описанная в

предложении 9, вычисленная для внешнего кода второго слоя. Можно заметить,

что она с точностью до двух порядков описывает положение пологой части кри-
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вой вероятности ошибки. Это означает, что данную оценку можно использовать

для предсказания появления пологой части для кодов-произведений. Кроме то-

го, может заметить, что на итеративный алгоритм с внесением стираний данная

нижняя граница не распространяется.
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Рис. 3.4. Сравнение алгоритмов декодирования

3.4. Выводы к главе

• Описан алгоритм декодирования обобщённого каскадного кода.
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• Предложен алгоритм декодирования обобщённого каскадного кода по обоб-

щённому минимальному расстоянию (GMD-декодер).

• Методом имитационного моделирования показано, что предложенная обоб-

щённая каскадная конструкция имеет лучшую корректирующую способ-

ность, чем простая каскадная конструкция.
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Заключение

Основные результаты:

1 Исследована конструкция PF- и PRF-кодов, основанная на столбцах мат-

рицы Адамара.

2 Построены верхняя и нижняя границы мощности PF- и PRF-кодов.

3 Разработана метрика надёжности для пространственно-временных кодов,

декодируемых сферическим декодером.

4 Построена нетривиальная нижняя граница для вероятности неправильно-

го декодирования произведения кодов.

5 Разработан новый алгоритм декодирования произведения кодов.

6 Предложена обобщённая каскадная конструкция для систем многоантен-

ных передачи и приёма.
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Приложение

Подмножества поля F2m с фиксированной суммой элементов

Используются обозначения из 1.4.1 и 1.4.2. Поле F2m представляется в ви-

де (1.13).

Лемма 9. Рассматривается [2m − 1, 2m − 1−m, 3]2-код Хэмминга.

1 Каждому кодовому слову веса w соответствуют два RF-подмножества

поля F2m: (w, 0)RF
2m -подмножество из ненулевых элементов и (w+1, 0)RF

2m -подмно-

жество, включающее нулевой элемент. Между совокупностями всех ко-

довых слов веса w и w − 1 и всех (w, 0)RF
2m -подмножеств существует

взаимно-однозначное соответствие.

2 Рассмотрим смежный класс кода с синдромом s 6= 0. Каждому слову ве-

са w смежного класса соответствуют два RF-подмножества поля F2m:

(w, s)RF
2m -подмножество из ненулевых элементов и (w+ 1, s)RF

2m - подмно-

жество, включающее нулевой элемент. Между совокупностями всех

слов смежного класса веса w и w − 1 и всех (w, s)RF
2m - подмножеств су-

ществует взаимно-однозначное соответствие.

Доказательство. Проверочная матрица кода состоит из всех различных нену-

левых двоичных m-разрядных столбцов, которые можно трактовать как эле-

менты поля F2m в соответствии с (1.13). Нулевой столбец (не входящий в мат-

рицу) соответствует нулевому элементу поля F2m.

1 Каждому кодовому слову веса w соответствует набор из w различных

ненулевых столбцов, сумма которых равна нулевому столбцу. Можно до-

бавить к такому w-набору нулевой столбец и получить набор из w + 1

различных столбцов с нулевой суммой.

2 Рассмотрим смежный класс кода с ненулевым m-разрядным синдромом-

столбцом, который можно трактовать как ненулевой элемент s поля F2m.
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Каждому слову смежного класса веса w соответствует набор из w раз-

личных ненулевых столбцов, сумма которых равна s. Можно добавить к

такому w-набору нулевой столбец и получить набор из w + 1 различных

столбцов с суммой s.

По построению, указанное в пунктах 1 и 2 соответствие между словами и

наборами столбцов является взаимно-однозначным.

Следствие 3. Пусть 3 ≤ w ≤ 2m − 1. Тогда

N
(0)
w,2m = Aw−1,2m + Aw,2m (1)

и для s 6= 0 величина N
(s)
w,2m не зависит от s. Справедливо следующее:

N
(s)
w,2m = Aw−1,2m + Aw,2m, s 6= 0. (2)

Доказательство. Соотношения (1) и (2) следуют из леммы 9. Заметим также,

что все смежные классы двоичного кода Хэмминга имеют одинаковый спектр

весов [35, раздел 6.6].

Для вычисления величин N
(s)
w,2m по формулам (1), (2) полезны следующие

известные соотношения для спектра весов двоичного [2m−1, 2m−1−m, 3]2-кода

Хэмминга и его смежного класса [35].

A0,2m = A2m−1,2m = 1, A1,2m = A2,2m = A2m−3,2m = A2m−2,2m = 0, (3)

A3,2m =
1

3

(
2m − 1

2

)

, A4,2m =
2m − 4

3 · 4

(
2m − 1

2

)

=
1

2m − 3

(
2m − 1

4

)

, (4)

wAw,2m + Aw−1,2m + (2m − w + 1)Aw−2,2m =

(
2m − 1

w − 1

)

. (5)

Aw,2m =
1

2m − 1

((
2m − 1

w

)

− Aw,2m

)

. (6)

Из (3) – (6) следует, что

A0,2m = A2m−1,2m = 0, A1,2m = A2m−2,2m = 1, A2,2m = A2m−3,2m = 2m−1 − 1,

(7)

A3,2m =
(2m − 4)(2m−1 − 1)

3
, A4,2m =

(2m−1 − 1)(2m − 4)2

3 · 4 . (8)
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Лемма 10. Справедливо следующее:

N
(0)
1,2m = N

(0)
2m,2m = N

(0)
2m−1,2m = N

(s)
1,2m = N

(s)
2m−1,2m = 1, s 6= 0,

N
(0)
2,2m = N

(0)
2m−2,2m = N

(s)
2m,2m = 0, s 6= 0, (9)

N
(s)
2,2m = N

(s)
2m−2,2m = 2m−1, s 6= 0.

Доказательство. Используются соотношения (3),(7) и следующие факты: сум-

ма всех элементов поля равна нулю; сумма двух различных элементов поля F2m

не равна нулю.

Лемма 11. Пусть n ≤ 2m и для всех s = 0, 1, . . . , 2m − 1 методами лем-

мы 9 построены все возможные (n, s)RF
2m -подмножества поля F2m. Упорядо-

чим каждое (n, s)RF
2m -подмножество произвольным образом, превратив его в

(n, s)RF
2m -вектор из F n

2m. Тогда для фиксированного s все полученные векто-

ры (n, s)RF
2m -векторы образуют (n,N

(s)
n,2m, 2)

PRF
2m -код, вложенный либо в [n, n −

1, 2]2m-РС-код (если s = 0), либо в смежный класс этого кода с синдромом

s 6= 0.

Доказательство. Используется лемма 4. Заметим также, что минимальное рас-

стояние любого смежного класса [n, n− 1, 2]2m-РС-кода равно 2.

Лемма 12. Рассматривается поле F2m и четверки {a, b, c, d} различных эле-

ментов поля с нулевой суммой a+ b+ c+ d = 0. Справедливо следующее.

1 Всего существует N
(0)
4,2m четверок, где

N
(0)
4,2m =

1

4

(
2m

3

)

.

2 Каждый элемент поля входит в 1
3

(
2m−1

2

)
четверок и не входит

в 1
2m−3

(
2m−1

4

)
четверок.

3 Каждая пара a, b элементов поля полностью входит в 2m−1−1 четверок

и не имеет пересечений с 1
3

(
2m−1

2

)
(2m−2− 2) + 2m−1− 1 четверками. При
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этом существует 1
6(2

m − 2)(2m − 4) четверок, включающих элемент a

и не содержащих элемент b.

Доказательство. 1 Утверждение вытекает из (1) и (4).

2 Зафиксируем элемент a. Чтобы получить четверку с нулевой суммой,

только два из трех элементов b, c, d можно выбрать произвольно. Число

способов выбора равно
(
2m−1

2

)
. При этом одна и та же четверка задается

тремя выборами. Таким образом, точно 1
3

(
2m−1

2

)
четверок с нулевой сум-

мой включают элемент a. Остальные N
(0)
4,2m− 1

3

(
2m−1

2

)
четверок не содержат

этот элемент.

3 Зафиксируем элементы a и b.

Чтобы получить четверку с нулевой суммой, только один из двух элемен-

тов c, d можно выбрать произвольно. Число способов выбора равно 2m−2.
При этом одна и та же четверка задается двумя выборами. Таким образом,

точно 2m−1− 1 четверок с нулевой суммой включают пару элементов a, b.

Из сказанного следует, что элемент a входит в 1
3

(
2m−1

2

)
четверок, 2m−1− 1

из которых содержат также элемент b. Следовательно, имеется 1
3

(
2m−1

2

)
−

(2m−1 − 1) четверок,включающих элемент a и не содержащих элемент b.

Оставшаяся ситуация – отсутствие пересечений – выполняется для

N
(0)
4,2m − 2

(
1
3

(
2m−1

2

)
− (2m−1 − 1)

)
− (2m−1 − 1) четверок.

Лемма 13. Рассматривается поле F2m и четверки {a, b, c, d} различных эле-

ментов поля с ненулевой суммой a + b + c + d = s. Всего существует N
(s)
4,2m

таких четверок, где

N
(s)
4,2m =

2m(2m−2 − 1)(2m−1 − 1)

3
, s 6= 0.

Доказательство. Утверждение вытекает из (2) и (8).


