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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ.

Çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ, èäåÿ êîòîðîé ïðèøëà èçíà÷àëüíî èç ôèçèêè, ÿâëÿåòñÿ â íà-

ñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøèì è èíòåðåñíûì ðàçäåëîì ìàòåìàòèêè. Îïðåäåëÿåìàÿ èçíà÷àëü-

íî êàê ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îáúåêòàìè îäíîãî è òîãî æå òèïà, íàïðèìåð, ìåæäó äâóìÿ

ìíîãîîáðàçèÿìè Êàëàáè�ßó (ñì. [15, 4]), â íàñòîÿùåå âðåìÿ çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ

îáîáùåííî ôîðìóëèðóåòñÿ êàê íåêîòîðàÿ ñâÿçü ìåæäó îáúåêòàìè, èìåþùèìè, âîîáùå

ãîâîðÿ, ðàçëè÷íîå ïðîèñõîæäåíèå, è ïîðîé îïðåäåëåííûìè ðàçëè÷íî (ñì. [23, 10, 21]).

Âíå çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ôîðìóëèðîâêè çåðêàëüíîé ñèììåòðèè âàæíàÿ ðîëü â íåé

îòâåäåíà òåîðèè îñîáåííîñòåé. Èäåîëîãè÷åñêè, çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîîò-

âåòñòâèåì ìåæäó À�ìîäåëüþ è Á�ìîäåëüþ íåêîòîðîé ñóïåðñèììåòðè÷åñêîé êâàíòîâîé

òåîðèè ïîëÿ. Ñîãëàñíî ïîäõîäó ôèçèêîâ (ñì. [4, 24]), Á�ìîäåëü äîëæíà ðàññìàòðèâàòü-

ñÿ êàê íåêîòîðîå ñåìåéñòâî íàä áàçîé S, òàêîå, ÷òî çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ èìååò ìåñòî
òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ �ñïåöèàëüíûõ òî÷åê� s ∈ S. Êàæäàÿ ñïåöèàëüíàÿ òî÷êà çàäàåò

ñâîþ �ôàçó� N = 2 ñóïåðñèììåòðè÷åñêîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Á�ìîäåëü â òàêîé

òî÷êå äîëæíà áûòü çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íîé íåêîòîðîé À�ìîäåëè, ïðè÷åì ðàçëè÷íûì

ñïåöèàëüíûì òî÷êàì îäíîé è òîé æå �ãëîáàëüíîé� Á�ìîäåëè ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü

ðàçëè÷íûå À�ìîäåëè. Ìû áóäåì ñëåäîâàòü ïîäõîäó Êèîäî�Ðóàíà [5], ïðåäëîæèâøèõ

ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãóþ ïðîãðàììó ãëîáàëüíîé çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ñ Á�ìîäåëüþ,

ïîñòðîåííîé ïî íåêîòîðîé îñîáåííîñòè. Â òàêîì ñëó÷àÿ ãëîáàëüíàÿ Á�ìîäåëü íàçû-

âàåòñÿ Á�ìîäåëüþ Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà (ñì. [22]). Â ôèçèêå ìîãóò èìåòü ïðèëîæåíèÿ â

ïåðâóþ î÷åðåäü òå ïðèìåðû çåðêàëüíîé ñèììåòðèè, â êîòîðûõ À�ìîäåëü çàäàåòñÿ òåî-

ðèåé Ãðîìîâà�Âèòòåíà íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè�ßó. Çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ

òàêîãî òèïà íàçûâàåòñÿ êðàòêî çåðêàëüíîé ñèììåòðèé òèïà CY�LG.

Ïîñëåäíèå èññëåäîâàíèÿ â ôèçèêå ïðåäïîëàãàþò áîëåå îáùåå ïîíèìàíèå Á�ìîäåëåé

Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà, ó÷èòûâàþùåå òàêæå èõ ãðóïïó ñèììåòðèé (ñì. [8]). Òàêèå Á�ìîäåëè

íàçûâàþòñÿ �îðáèôîëäîâûìè�. Îäíàêî (ìàòåìàòè÷åñêîå) îïðåäåëåíèå îðáèôîëäîâûõ

Á�ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ.

Â ñëó÷àå ïðîñòûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ òèïà CY�LG

áûëà ïðåäúÿâëåíà â [20, 16, 17, 13]. Äðóãèì òèïîì çåðêàëüíîé ñèììåòðèè, èçó÷åííûì â

òåõ æå ñòàòüÿõ, ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ òèïà Ëàíäàó�Ãèíçáóðã

� Ëàíäàó�Ãèíçáóðã. Äëÿ ïàðû (W,G), ñîñòîÿùåé èç ìíîãî÷ëåíà W , çàäàþùåãî èçîëè-

ðîâàííóþ îñîáåííîñòü, è ãðóïïû G åãî ñèììåòðèé, À�ìîäåëü Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà áûëà

ïîñòðîåíà â [7]. À�ìîäåëè òàêîãî òèïà èçâåñòíû â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîä èìåíåì òåîðèé

Ôàíà�Äæàðâèñà�Ðóàíà�Âèòòåíà (ñîêðàùåííî FJRW). Â îòëè÷èå îò Á�ìîäåëåé, êîòî-

ðûå ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðèè îñîáåííîñòåé, òåîðèè FJRW íå ÿâëÿþòñÿ ãëîáàëüíûìè

è äàæå èõ ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ èíà÷å.
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Ðàáîòà ïî ïîñòðîåíèþ �îðáèôîëäîâûõ� Á�ìîäåëåé âåëàñü Ð. Êàóôìàíîì ([11]) ñ ôè-

çè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ è Ì.Êðàâèòöîì ([12]) ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Îäíàêî

æå â ýòèõ ðàáîòàõ ñäåëàíû ëèøü ïåðâûå øàãè ïî íàïðàâëåíèþ ê çåðêàëüíîé ñèììåò-

ðèè. Ñîâåðøåííî èíîé ïîäõîä, ïðèâåäøèé, âïðî÷åì, ê òåì æå çåðêàëüíûì ãèïîòåçàì,

÷òî áûëè ñôîðìóëèðîâàíû Êàóôìàíîì ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, áûë ïðåäëîæåí Â.

Ýáåëèíãîì è À. Òàêàõàøè â [6].

Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ãëîáàëüíîé çåðêàëüíîé ñèììåò-

ðèè äëÿ îðáèôîëäîâûõ ìîäåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ýòî

(1) Àêñèîìàòèçàöèÿ ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ îðáèôîëäîâûõ À� è Á�ìîäåëåé

Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà

(2) Òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî àê-

ñèîìàì îðáèôîëäîâîé Á�ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà ïàðû (Ẽ8,Z3)

(3) Òåîðåìà î çåðêàëüíîé ñèììåòðèè òèïà CY�LG äëÿ ïàðû (Ẽ8,Z3),

(4) Òåîðåìà î çåðêàëüíîé ñèììåòðèè òèïà LG�LG äëÿ ïàðû (Ẽ8,Z3).

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.

Ïðåäëîæåííàÿ â äàííîé äèññåðòàöèè àêñèîìàòèçàöèÿ îðáèôîëäîâûõ À� è Á�

ìîäåëåé, ïîäêðåïëåííàÿ äîêàçàííûìè ïðèìåðàìè çåðêàëüíîé ñèììåòðèè äëÿ ïàðû

(Ẽ8,Z3), ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû çåðêàëüíîé ñèììåòðèè

â åå ïîëíîé ôîðìóëèðîâêå. Òàêæå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â

ïîñòðîåíèè ýêâèâàðèàíòíîé òåîðèè ïëîñêèõ ñòðóêòóð Ñàèòî, íå ñóùåñòâóþùåé â íà-

ñòîÿùåå âðåìÿ.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü �ñîîòâåòñòâèå� çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ìàòåìàòè÷åñêè ñòðî-

ãèì, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü À�ìîäåëè è Á�ìîäåëè â îáùåì êëàññå ôðîáåíèóñîâûõ

ìíîãîîáðàçèé, ââåäåííûõ è äåòàëüíî èçó÷åííûõ Á.À. Äóáðîâèíûì. Ìû èñïîëüçóåì òåî-

ðèè ìîäóëÿðíûõ ôîðì è ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, òåîðèþ ÷èñåë è ðàçëè÷íûå àñïåêòû

àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè, à òàêæå êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ îñîáåííîñòåé.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ è

ñåìèíàðàõ:

• �4th Workshop on Combinatorics of moduli spaces, cluster algebras and topological

recursion�, ã. Ìîñêâà, 26�31 Ìàÿ 2014 ã.,

• �Symposium on singularities and their topology�, Ãàííîâåð, Ãåðìàíèÿ, 14�17 Èþëÿ

2014 ã.,
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• Íàó÷íî�èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð �Geometry and Mathematical Physics�, óíè-

âåðñèòåò Àìñòåðäàìà, Íèäåðëàíäû, 9 Äåêàáðÿ 2014 ã.,

• Oberwolfach Workshop �Mirror Symmetry, Hodge Theory and Di�erential

Equations�, Îáåðâîëüôàõ, Ãåðìàíèÿ, 19�25 Àïðåëÿ 2015 ã.,

• Íàó÷íî�èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð �Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû è òåîðèÿ ïå-

ðåñå÷åíèé�, ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ, 2014�2015 ãã..

Ïóáëèêàöèè.

Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 2 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ, èç íèõ 2 ñòàòüè â

ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ñïèñîê ÂÀÊ.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè è îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó, îòðàæàþò

ïåðñîíàëüíûé âêëàä àâòîðà â îïóáëèêîâàííûå ðàáîòû. Ïîäãîòîâêà ê ïóáëèêàöèè ïî-

ëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðîâîäèëàñü ñîâìåñòíî ñ ñîàâòîðàìè, ïðè÷åì âêëàä äèññåðòàíòà

áûë îïðåäåëÿþùèì. Â ÷àñòíîñòè ðàçäåë 2 ãëàâû 8 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñîâìåñòíîé

ðàáîòû ñ ïðîô. À. Òàêàõàøè. Âñå ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

ïîëó÷åíû ëè÷íî àâòîðîì.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, îáçîðà ëèòåðàòóðû, 8 ãëàâ è áèáëèîãðàôèè. Îáùèé

îáúåì äèññåðòàöèè P ñòðàíèö, èç íèõ p1 ñòðàíèöû òåêñòà. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 50

íàèìåíîâàíèé íà 2 ñòðàíèöàõ.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 1.

Â ïåðâîé ãëàâå ôîðìóëèðóþòñÿ ãèïîòåçû çåðêàëüíîé ñèììåòðèè, äîêàçàòåëüñòâó

÷àñòíîãî ñëó÷àÿ êîòîðûõ ïîñâÿùåíà äàííàÿ äèññåðòàöèÿ. Â íåé ââîäÿòñÿ îñíîâíûå

ïîíÿòèÿ è îïðåäåëÿþòñÿ îáúåêòû äèññåðòàöèè. Â ÷àñòíîñòè, äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ Ôðî-

áåíèóñîâîé ñòðóêòóðû, ïëîñêîé ñòðóêòóðû Ñàèòî îñîáåííîñòè è òåîðèè Ãðîìîâà�

Âèòòåíà. Òàêæå, ñëåäóÿ [3], äëÿ âñÿêîãî ìíîãî÷ëåíà W (x1, . . . , xN ) ∈ C[x1, . . . , xN ] ìû

îïðåäåëÿåì äâîéñòâåííûé ìíîãî÷ëåí WT ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îïðåäåëèì ìàòðèöó

R = {rij} ðàâåíñòâîì

W (x1, . . . , xN ) =

M∑
i=1

ai

N∏
j=1

x
rij
j .

Ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû R îïðåäåëèì äâîéñòâåííûé ìíîãî÷ëåí WT ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Îïðåäåëåíèå. Êâàçèîäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí W çàäàåò îáðàòèìóþ îñîáåííîñòü, åñëè

ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ìàòðèöà R ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé è îáðàòèìîé íàä Q. Êâàçèîäíî-
ðîäíûé ìíîãî÷ëåí WT (x1, . . . , xN ), îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì

WT (x1, . . . , xN ) :=

N∑
i=1

ai

N∏
j=1

x
rji
j ,

íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì ê W ïî Áåðãëþíäó�Õóáøó.

Ìû òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáà ìíîãî÷ëåíà W è WT çàäàþò èçîëèðîâàííûå

îñîáåííîñòè â íà÷àëå êîîðäèíàò 0 ∈ C. Äëÿ âñÿêîãî ìíîãî÷ëåíà W (x) ðàññìîòðèì

ñëåäóþùèå ãðóïïû åãî ñèììåòðèé.

Îïðåäåëåíèå.

• Ìàêñèìàëüíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ãðóïïà ñèììåòðèé ìíîãî÷ëåíà W � ýòî ãðóïïà

GW :=
{

(α1, . . . , αN ) ∈ (C∗)N | W (α1x1, . . . , αNxN ) = W (x)
}
.

Åå ïîäãðóïïó SLW ⊆ GW îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì SLW = GW ∩ SLN .

• Ïóñòü W (x) êâàçèîäíîðîäåí ñ âåñàìè q1, . . . , qN ∈ Q. Îïðåäåëèì îïåðàòîð

JW := (e2πiq1 , . . . , e2πiqN ). Ïîðîæäåííàÿ èì öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà áóäåò îáîçíà-

÷àòüñÿ ÷åðåç G0:

G0 := 〈JW 〉.

• Äëÿ âñÿêîé ïîäãðóïïû G ⊆ GW îïðåäåëèì äâîéñòâåííóþ ê íåé ãðóïïó :

GT := Hom(GW /G,C∗).

Ïóñòü ìíîãî÷ëåí W çàäàåò îáðàòèìóþ îñîáåííîñòü ñ íåêîòîðîé ãðóïïîé ñèììåòðèé

G, ò.÷. G0 ⊆ G. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ìíîãî÷ëåíW óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êàëàáè�

ßó:
∑
qi = 1. Ðàññìîòðèì òåîðèþ Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà XW,G:

XW,G :=
{
x ∈ CN | W (x) = 0

}/
(G/G0) .

Ãèïîòåçà 0.1 (çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ òèïà CY�LG). Äëÿ âñÿêîãî îáðàòèìîãî ìíîãî-

÷ëåíà W ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé G ⊆ SLW ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ñòðóêòóð ôðîáåíè-

óñîâûõ ìíîãîîáðàçèé äëÿ ïàðû (W,G), ôèêñèðóåìîå ïðèìèòèâíîé ôîðìîé ζG. Ñóùå-

ñòâóåò òàêæå âûáîð ïðèìèòèâíîé ôîðìû ζ∞ â �ñïåöèàëüíîé òî÷êå�, òàêîé, ÷òî ïî-

òåíöèàë ñîîòâåòñòâóþùåé Ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðû ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî ëè-

íåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ ñ ôðîáåíèóñîâûì ïîòåíöèàëîì òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà

îðáèôîëäà XWT ,GT .

Âûáîð ïðèìèòèâíîé ôîðìû, óñòàíàâëèâàþùèé ïðèâåäåííóþ âûøå çåðêàëüíóþ ñèì-

ìåòðèþ, íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé ôîðìîé â LCSL.
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Ãèïîòåçà 0.2 (çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ òèïà LG�LG). Äëÿ âñÿêîãî îáðàòèìîãî ìíîãî-

÷ëåíà W ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé G ⊆ SLW ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ñòðóêòóð ôðîáåíè-

óñîâûõ ìíîãîîáðàçèé äëÿ ïàðû (W,G), ôèêñèðóåìîå ïðèìèòèâíîé ôîðìîé ζG. Ñóùå-

ñòâóåò òàêæå ôðîáåíèóñîâà ñòðóêòóðà äëÿ ïàðû (WT , GT ) è âûáîð ïðèìèòèâíîé

ôîðìû ζ∞ â �ñïåöèàëüíîé òî÷êå�, òàêîé, ÷òî ïîòåíöèàë ñîîòâåòñòâóþùåé ôðîáå-

íèóñîâîé ñòðóêòóðû ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ ñ ôðî-

áåíèóñîâûì ïîòåíöèàëîì ïàðû (WT , GT ).

Ãèïîòåçà 0.3 (ñîîòâåòñòâèå CY/LG). Ñóùåñòâóåò äåéñòâèå ãðóïïû íà ïðîñòðàíñòâå

âñåõ ôðîáåíèóñîâûõ ñòðóêòóð, òàêîå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ýòîé ãðóïïû R

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

R̂ · FAWT ,GT = FGWXWT ,GT
,

ãäå R̂ îáîçíà÷àåò äåéñòâèå ýëåìåíòà R íà ïîòåíöèàëå ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðû.

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 2.

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ôðîáåíèóñîâûì ìíîãîîáðàçèÿì è çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ñ

òðèâèàëüíîé ãðóïïîé G = {id} äëÿ ïðîñòûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé. Â ÷àñòíîñòè

ìû ðàññìàòðèâàåì îñîáåííîñòè Ẽ6, Ẽ7, Ẽ8, çàäàííûå ìíîãî÷ëåíàìè

(1)

Ẽ6 : Wσ(x) = x31 + x32 + x33 + σx1x2x3,

Ẽ7 : Wσ(x) = x41 + x42 + x23 + σx21x
2
2,

Ẽ8 : Wσ(x) = x61 + x32 + x23 + σx41x2.

ãäå σ ∈ C � êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð. Ïðèìèòèâíàÿ ôîðìà ζ òàêèõ îñîáåííîñòåé èìååò

ñëåäóþùèé ïðîñòîé âèä ([19]):

ζ = ζ(σ) =
d3x

πA(σ)
,

ãäå πA(σ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïèêàðà�Ôóêñà, çàäàâàåìîãî ñåìåéñòâîì ýëëèïòè÷åñêèõ

êðèâûõ {Wσ(x) = 0}. Òàêîå ðåøåíèå íå åäèíñòâåííî è, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçíûé âûáîð

ðåøåíèÿ πA äàåò ðàçíûå ïðèìèòèâíûå ôîðìû, çàäàþùèå àïðèîðè ðàçíûå ôðîáåíèó-

ñîâû ñòðóêòóðû äëÿ îäíîé ôèêñèðîâàííîé îñîáåííîñòè Wσ(x).

Íåñêîëüêî ðàçäåëîâ âòîðîé ãëàâû ïîñâÿùåíû èìåííî âîïðîñó âûáîðà ïðèìèòèâíîé

ôîðìû ïðîñòîé ýëëèïòè÷åñêîé îñîáåííîñòè è ôðîáåíèóñîâûì ñòðóêòóðàì, êîòîðûå ïî

íèì ñòðîÿòñÿ.

Äëÿ òàêèõ ïàð (Wσ, {id}) ãèïîòåçû çåðêàëüíîé ñèììåòðèè áûëè äîêàçàíû â ðàáîòàõ

Ñàòàêå�Òàêàõàøè, Òàêàõàøè�Øèðàèøè, Ìèëàíîâ�Ðóàí è Ìèëàíîâ�Øåíü ([20, 20, 16,

17]).

Òåîðåìà 0.1 (Òåîðåìà 3.6 â [20], Òåîðåìà 6.6 â [16] è Òåîðåìà 1.5 â [17]). Äëÿ ïðîñòîé

ýëëèïòè÷åñêîé îñîáåííîñòè ẼN èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå èçîìîðôèçìû:

MẼ6

∼= MGW
P1
3,3,3

, MẼ7

∼= MGW
P1
4,4,2

, MẼ8

∼= MGW
P1
6,3,2

,
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êîòîðûå äîêàçûâàþò çåðêàëüíóþ ñèììåòðèþ CY�LG. Çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ LG�LG

óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùèì èçîìîðôèçìîì:

MẼN
∼= MFJRW

ẼN ,Gmax
N = 6, 7, 8,

ãäå FJRW îáîçíà÷àåò òåîðèþ Ôàíà�Äæàðâèñà�Ðóàíà�Âèòòåíà.

Äàííàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò òàêæå ñóùåñòâîâàíèå ïîäõîäÿùåé ïðèìèòèâíîé ôîðìû

äëÿ âñåõ ïðèâåäåííûõ âûøå èçîìîðôèçìîâ. Â ÷àñòíîñòè äëÿ îñîáåííîñòè Ẽ8 òàêàÿ

ïðèìèòèâíàÿ ôîðìà èìååò âèä

ζLCSL =
d3x

π∞(σ)
, ãäå π∞ = 2F1

(
1

12
,

7

12
; 1; 1 +

4

27
σ3

)
.

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 3.

Îòäåëüíàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà òàê íàçûâàåìûõ ýëëèïòè÷å-

ñêèõ îðáèôîëäîâ. Ýòî ÷åòûðå îðáèôîëäà P1
2,2,2,2, P1

3,3,3, P1
4,4,2, P1

6,3,2, ïîëó÷àåìûå ôàê-

òîðèçàöèåé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ïî äåéñòâèþ êîíå÷íûõ ãðóïï ïîðÿäêîâ 2,3,4,6 ñîîò-

âåòñòâåííî. Ñàòàêå è Òàêàõàøè îáíàðóæèëè â [20], ÷òî ôðîáåíèóñîâ ïîòåíöèàë îðáè-

ôîëäà P1
2,2,2,2 èìååò ñëåäóþùèé ÿâíûé âèä (ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðå áàçèñà â êîëüöå

êîãîìîëîãèé):

FP1
2,2,2,2

0 (t−1, t0, t1, t2, t3, t4) =
t20t−1

2
+
t0
4

4∑
i=1

(ti)
2 − (t21t

2
3 + t22t

2
4)

1

16
X∞3 (t−1)

− (t21t
2
4 + t22t

2
3)

1

16
X∞4 (t−1)− (t23t

2
4 + t21t

2
2)

1

16
X∞2 (t−1)− 1

64

4∑
i=1

(ti)
4γ∞(t−1),

ãäåX∞k (τ) � ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå òåòà�êîíñòàíò ßêîáè:X∞k (τ) := 2 ∂
∂τ log ϑk,

äëÿ 2 ≤ k ≤ 4. Âàæíûì ñâîéñòâîì ýòèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøå-

íèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé Àëüôàíà:

d

dτ
(X∞2 (τ) +X∞3 (τ)) = 2X∞2 (τ)X∞3 (τ),

d

dτ
(X∞3 (τ) +X∞4 (τ)) = 2X∞3 (τ)X∞4 (τ),

d

dτ
(X∞4 (τ) +X∞2 (τ)) = 2X∞4 (τ)X∞2 (τ).

Ñàòàêå è Òàêàõàøè çàìåòèëè, ÷òî äëÿ âñÿêîé äðóãîé òðîéêè ôóíêöèé

{X2(τ), X3(τ), X4(τ)}, òàêæå ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû Àëüôàíà, ïîäñòàâ-

ëÿÿ Xk(τ) âìåñòî X∞k (τ) â âûðàæåíèè äëÿ ïîòåíöèàëà FP1
2,2,2,2

0 , ìû ïîëó÷àåì íîâûå

ôðîáåíèóñîâû ñòðóêòóðû. Ìû èñïîëüçóåì â äàëüíåéøåì ýòîò ôàêò äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ñåìåéñòâà ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé ïàðû (Ẽ8,Z3).
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Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò âàæåí ôðîáåíèóñîâ ïîòåíöèàë òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà

P1
6,3,2. Îäíàêî ýòîò ôðîáåíèóñîâ ïîòåíöèàë åùå íå âû÷èñëåí ÿâíî. Ñ ïîìîùüþ íåêî-

òîðûõ óòâåðæäåíèé î êâàçèìîäóëÿðíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî ôðîáåíèóñîâà ïîòåí-

öèàëà (îáíàðóæåííûõ â [18]) è íåêîòîðîé òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ([9]) â ãëàâå 3 ïðè-

âîäÿòñÿ ïåðâûå ÷ëåíû ðÿäà Ôóðüå ôðîáåíèóñîâà ïîòåíöèàëà òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà

P1
6,3,2.

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 4.

Íàïîìíèì, ÷òî ÷àñòüþ ãèïîòåç î çåðêàëüíîé ñèììåòðèè áûëè òàêæå ïðåäïîëîæåíèÿ

î ñóùåñòâîâàíèè îïðåäåëåííûõ ôðîáåíèóñîâûõ ñòðóêòóð, àññîöèèðîâàííûõ ñ ïàðîé

(W,G) è (WT , GT ). Â äàííîé ãëàâå ìû ïðåäëàãàåì àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ýòèõ

ôðîáåíèóñîâûõ ñòðóêòóð. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí W çàäàåò îáðàòèìóþ

îñîáåííîñòü. Äëÿ âñÿêîãî g ∈ G ⊆ GW îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Fix(g) := {x ∈ CN | g ·
x = x} è íàòóðàëüíîå ÷èñëî Ng ðàâåíñòâîì Ng := dim Fix(g). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wg

îãðàíè÷åíèå ìíîãî÷ëåíà W íà ïîäïðîñòðàíñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ýëåìåíòà g ∈ G:

Wg := W |Fix(g), Wg : CNg → C.

Òàêæå äëÿ âñÿêîãî g ∈ G îáîçíà÷èì ÷åðåç LWg ëîêàëüíóþ àëãåáðó îñîáåííîñòè Wg,

à ÷åðåç ηg ðåçèäóàëüíîå ñïàðèâàíèå îñîáåííîñòè Wg, îãðàíè÷åííîå íà (LWg )G. Ïóñòü

òàêæå ζ � íåêîòîðàÿ ïðèìèòèâíàÿ ôîðìà Ñàèòî îñîáåííîñòè W è G ⊆ SLW . Â ãëàâå 4

ìû îïðåäåëÿåì ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå M(W,G),ζ àêñèîìàòè÷åñêè.

Îïðåäåëåíèå. Ôðîáåíèóñîâûì ìíîãîîáðàçèåì Á�ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà (W,G),

ñîãëàñîâàííûì ñ ïðèìèòèâíîé ôîðìîé ζ, íàçûâàåòñÿ ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå, óäî-

âëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì àêñèîìàì.

• Äëÿ G = {id} âûïîëíåíî:

M(W,G),ζ = M(W,{id}),ζ ∼= MW,ζ .

• Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé:

TM(W,G),ζ |t=0
∼= H :=

⊕
g∈G

(LWg )G.

• Ñïàðèâàíèå ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðûM(W,G),ζ ñîâïàäàåò â ïëîñêèõ êîîðäèíà-

òàõ ñî ñïàðèâàíèåì ηH íà H.

u, v ∈ H ⇒ ηH(u, v) =

 ηg(u, v), äëÿ u ∈ (LWg )G, v ∈ (LWg−1 )G,

0 âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

• Îãðàíè÷åíèå M(W,G),ζ íà (LW )G èçîìîðôíî G�èíâàðèàíòíîé ÷àñòè ôðîáåíèó-

ñîâîé ñòðóêòóðû Ñàèòî îñîáåííîñòè W :

M(W,G),ζ |LGW
∼= (MW,ζ)

G
.
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• Ñóùåñòâóåò ïîíÿòèå çàìåíû ïðèìèòèâíîé ôîðìû äëÿ M(W,G),ζ , êîòîðîå ñîãëà-

ñîâàíî ñ çàìåíîé ïðèìèòèâíîé ôîðìû Ñàèòî â îãðàíè÷åíèè íà (LW )G .

• Ñóùåñòâóåò ïîíÿòèå �ñïåöèàëüíîé òî÷êè� â ïðîñòðàíñòâå ïðèìèòèâíûõ ôîðì.

• Ïóñòü F(t) � ïîòåíöèàë ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðû. Ïóñòü e � åäèíèöà ãðóïïû

G è ýëåìåíòû gi ∈ G äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ k òàêîâû, ÷òî g1 · · · · · gk 6= e ∈ G. Òîãäà
âûïîëíåíî:

∂kF
∂tg1,i1 . . . ∂tgk,ik

|t=0= 0 ∀i1, . . . , ik.

Ââèäó òîãî, ÷òî â ïðèâåäåííóþ âûøå ñèñòåìó àêñèîì âõîäèò òàêæå ïðèìèòèâíàÿ

ôîðìà ñàìîé îñîáåííîñòè W , ìû èìååì ñåìåéñòâî ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé äëÿ

âñÿêîé ïàðû (W,G). Îäíàêî èç äàííîé àêñèîìàòèçàöèè íå ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñÿêîé ôèê-

ñèðîâàííîé ïðèìèòèâíîé ôîðìå ζ ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå M(W,G),ζ åäèíñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ãðóïïà G òàêîâà, ÷òî G0 ⊆ G ⊆ GW . Ôðîáåíèóñîâûì ìíîãîîáðà-

çèåì îðáèôîëäîâîé À�ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà ïàðû (W,G) íàçûâàåòñÿ ôðîáåíèóñîâî

ìíîãîîáðàçèå MA
W,G, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

• Äëÿ âñÿêîãî h ∈ G ïîëîæèì Hh := ΩNh(CNh)/(dWh ∧ ΩNh−1), òîãäà

TMA
W,G |t=0

∼= HW,G :=

(⊕
h∈G

Hh

)G
.

• Ïîòåíöèàë F(t) ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðû MA
W,G èìååò ðàçëîæåíèå â ðÿä ñ

ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

• Ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå MA
W,G ñâÿçàíî ñ ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðîé òåîðèè

Ãðîìîâà�Âèòòåíà XW íåêîòîðûì äåéñòâèåì íà ïðîñòðàíñòâå âñåõ ôðîáåíèóñî-

âûõ ìíîãîîáðàçèé, ñîîòâåòñòâóþùèì çàìåíå ïðèìèòèâíîé ôîðìû äëÿ G = GW .

Â äàëüíåéøèõ ãëàâàõ ìû äåìîíñòðèðóåì ñîñòîÿòåëüíîñòü äàííîé àêñèîìàòèêè, äî-

êàçûâàÿ ñ åå ïîìîùüþ âñå ãèïîòåçû î çåðêàëüíîé ñèììåòðèè äëÿ ïàðû (Ẽ8,Z3).

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 5.

Ãëàâà 5 ïîëíîñòüþ ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ãèïîòåçû çåðêàëüíîé ñèììåòðèè òèïà

CY�LG äëÿ ïàðû (Ẽ8,Z3). Â ÷àñòíîñòè ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîãî÷ëåíWσ(x) = x6+y3+

z2 + σx4y ñ äåéñòâèåì öèêëè÷åñêîé ãðóïïû G = 〈h〉, ãäå äëÿ ξ3 = 1, ξ 6= 1, ìû ïîëàãàåì

h : (x, y, z)→ (ξx, ξ2y, z).

Ïåðâàÿ òåîðåìà äàííîé äèññåðòàöèè î çåðêàëüíîé ñèììåòðèè óòâåðæäàåò:

Òåîðåìà. Ïóñòü ζLCSL � ïðèìèòèâíàÿ ôîðìà îñîáåííîñòè Ẽ8 â LCSL (ñì. òåîðåìó

î çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ñ G = {id}). Òîãäà ïîòåíöèàë ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ îð-
áèôîëäîâîé Á�ìîäåëè (Ẽ8,Z3) ñ ïðèìèòèâíîé ôîðìîé, ñîãëàñîâàííîé ñ ζLCSL, èìååò
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âèä:

FZ3 =
1

2
t2
1,0t1,3 + t1,0

(
t2
1,1

12
+
t2
1,2

4

)
+ t1,0thth2 +

1

36
t4
1,1f1(t1,3)

+
1

18
t2
1,1t

2
1,2f2(t1,3) +

1

9
t1,1t

3
1,2f0(t1,3) + t4

1,2

(
1

12
f1(t1,3) +

1

18
f2(t1,3)

)
+ thth2

(
2

9
t2
1,1f2(t1,3) + 2t2

1,2f1(t1,3)− 2

3
t1,1t1,2f0(t1,3)

)
+ t2ht

2
h2

(
2

3
f2(t1,3) + 2f1(t1,3)

)
+ (t3h + t3h2) (t1,1f0(t1,3) + t1,2(3f1(t1,3)− f2(t1,3))) ,

ãäå ôóíêöèè f0,f1,f2 çàäàíû ÿâíî:
f0(τ) := 1

8X
∞
3 (τ)− 1

8X
∞
4 (τ),

f1(τ) := − 1
12X

∞
2 (τ)− 1

48X
∞
3 (τ)− 1

48X
∞
4 (τ),

f2(τ) := − 3
16X

∞
3 (τ)− 3

16X
∞
4 (τ).

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò òåîðåìà î çåðêàëüíîé ñèììåòðèè òèïà CY�LG.

Òåîðåìà. Ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå Á�ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà ïàðû (Ẽ8,Z3) èçî-

ìîðôíî ôðîáåíèóñîâó ìíîãîîáðàçèþ òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà P1
2,2,2,2.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà àêñèîìàõ Á�ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà ïàðû (Ẽ8,Z3),

ïðåäëîæåííûõ â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ÿâíûõ âû÷èñëåíèÿõ ÷àñòè ôðîáåíèóñîâà ïîòåíöèà-

ëà òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà P1
6,3,2 è àíàëèçå íåêîòîðûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé.

Íàïîìíèì, ÷òî ãèïîòåçû çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ïðåäïîëàãàþò íàëè÷èå ñåìåéñòâà

ôðîáåíèóñîâûõ ñòðóêòóð äëÿ ïàðû (Ẽ8,Z3). Ïðèâåäåííàÿ âûøå òåîðåìà èäåíòèôèöè-

ðóåò âñåãî ëèøü îäíó ôðîáåíèóñîâó ñòðóêòóðó (êîòîðóþ ìû îáîçíà÷àåì àááðåâèàòóðîé

LCSL) èç ýòîãî ñåìåéñòâà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü âñå ñåìåéñòâî, ìû èñïîëüçóåì

íåêîòîðîå òåõíè÷åñêîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå àíàëèçèðóåòñÿ â ñëåäóþùåé ãëàâå.

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 6.

Á.À. Äóáðîâèí îïðåäåëèë ñòðóêòóðó ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ íà ïðîñòðàíñòâå

ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé ñôåðû. Òàêèå ôðîáåíèóñîâû ìíîãîîáðàçèÿ íîñÿò â íàñòîÿùåå

âðåìÿ íàçâàíèå ãóðâèö-ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Â äàííîé ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, îïóáëèêîâàííàÿ àâòîðîì â [1].

Ïóñòü z � êîîðäèíàòà íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E2ω1,2ω2 , èìåþùåé ïåðèîäû 2ω1, 2ω2.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé H1,(2,2,2,2) := {λ : E2ω1,2ω2 → P1}, èìåþùèõ ñëåäó-

þùèé îáùèé âèä.

λ(z) :=

4∑
i=1

(
℘(z − ai; 2ω1, 2ω2)ui +

1

2

℘′(z − ai; 2ω1, 2ω2)

℘(z − ai; 2ω1, 2ω2)
si

)
+ c,
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ãäå ω1, ω2, ai, ui, si, c � ïàðàìåòðû îòîáðàæåíèÿ λ. Ðàññìîòðèì òàêæå ïîäïðîñòðàíñòâî

HR1,(2,2,2,2) ⊂ H1,(2,2,2,2) ñîñòîÿùåå èç òàêèõ λ, ÷òî:

a1 = 0, a2 = ω1 + ω2, a3 = ω1, a4 = ω2,

s1 = s2 = s3 = s4 = 0.

Òåîðåìà (Òåîðåìà 1 â [1]). Ïðîñòðàíñòâî HR1,(2,2,2,2) èìååò ñòðóêòóðó ôðîáåíèóñîâà

ìíîãîîáðàçèÿ, èçîìîðôíóþ ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðå òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà îð-

áèôîëäà P1
2,2,2,2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû òåõíè÷åñêîå.

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 7.

Â ýòîé ãëàâå ìû âîçâðàùàåìñÿ ê âîïðîñó ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà ôðîáåíèóñîâûõ

ñòðóêòóð äëÿ ïàðû (Ẽ8,Z3). Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî èñïîëüçîâàííûå ìåòîäû ìîãóò áûòü

òàêæå ïðèìåíåíû äëÿ áîëåå îáùèõ ñëó÷àåâ (Wσ, G), ãäå Wσ çàäàåò ïðîñòóþ ýëëèïòè-

÷åñêóþ îñîáåííîñòü.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè G = {id} ñåìåéñòâî ôðîáåíèóñîâûõ ñòðóêòóð áûëî ïîñòðîåíî

Ê.Ñàèòî â ïîìîùüþ ò.í. ïðèìèòèâíûõ ôîðì. Ïî íàñòîÿùèé ìîìåíò òåîðèÿ ïðèìè-

òèâíûõ ôîðì äëÿ îðáèôîëäîâûõ ìîäåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà åùå íå ïîñòðîåíà. Ââèäó

ýòîãî â ãëàâå 7 ìû ïðåäëàãàåì ðàññìîòðåòü ýôôåêò îò èçìåíåíèÿ ïðèìèòèâíîé ôîðìû

òîëüêî â êëàññå ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ñ ïîìîùüþ çåðêàëüíîé ñèììåòðèè òèïà

CY�LG, äîêàçàííîé â òåîðåìå , ìû èìååì â ÿâíîì âèäå ôðîáåíèóñîâ ïîòåíöèàë îäíî-

ãî ïðåäñòàâèòåëÿ âñåãî ñåìåéñòâà ïàðû (Ẽ8,Z3). Â ãëàâå 7 ìû ïðåäëàãàåì íåêîòîðîå

äåéñòâèå A(τ0,ω0) (ãäå τ0 ∈ H, ω0 ∈ C∗ � ïàðàìåòðû) íà ïðîñòðàíñòâå ôðîáåíèóñîâûõ

ñòðóêòóðû, ýêâèâàëåíòíîå çàìåíå ïðèìèòèâíîé ôîðìû ïðè G = {id}.
Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ôðîáåíèóñîâà ñòðóêòóðà ïàðû (Ẽ8,Z3), çàäàþùàÿ çåðêàëüíóþ

ñèììåòðèþ òèïà LG�LG, â ñîîòâåòñòâèè ñ ãèïîòåçîé çåðêàëüíîé ñèììåòðèè, äîëæíà

áûòü ñîãëàñîâàíà ñ ïðèìèòèâíîé ôîðìîé â ñïåöèàëüíîé òî÷êå. Òàêîå ïîíÿòèå òàêæå

íå îïðåäåëåíî äëÿ îðáèôîëäîâûõ ìîäåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà. Àíàëîãè÷íî çåðêàëüíîé

ñèììåòðèè ñ òðèâèàëüíîé ãðóïïîé ñèììåòðèè ìû ïðåäëàãàåì íàçûâàòü ñïåöèàëüíûìè

òå òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ τ0 ∈ Q
√
−D äëÿ íåêîòîðîãî D ∈ N+.

(W, {id}) ↔ (W,G)

çàìåíà ïðèìèòèâíîé ôîðìû ↔ äåéñòâèå A(τ0,ω0)

ñïåöèàëüíàÿ òî÷êà ↔ τ0 ∈ Q
√
−D, D ∈ Z+.

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû ìîòèâèðóåì èñïîëüçîâàíèå äåéñòâèÿ A(τ0,ω0) äëÿ çàìåíû

ïðèìèòèâíîé ôîðìû.

Äëÿ ïðîñòîé ýëëèïòè÷åñêîé îñîáåííîñòè Wσ ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ýëëèïòè÷åñêèõ

êðèâûõ Eσ := {x ∈ C3 | Wσ(x) = 0}. Ïîñêîëüêó ïðèìèòèâíàÿ ôîðìà ζ ïðîñòîé ýëëèï-

òè÷åñêîé îñîáåííîñòè ôèêñèðóåòñÿ âûáîðîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïèêàðà�Ôóêñà êðèâîé
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Eσ äëÿ âñÿêîãî σ, äëÿ êëàññèôèêàöèè âñåõ ïðèìèòèâíûõ ôîðì íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî êëàññèôèöèðîâàòü âñå ðåøåíèÿ πA ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ Ïèêàðà�Ôóêñà.

Çàìåòèì, ÷òî âñå ðåøåíèÿ πA ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

πA(σ) :=

∫
Aσ

resEσ
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

dWσ

äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî êëàññà Aσ ∈ H1(Eσ). Ôèêñèðóåì îäíî òàêîå ðåøåíèå

π∞, òîãäà âñå îñòàëüíûå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äåéñòâèåì ãðóïïû GL(2,C) íà

ïðîñòðàíñòâå ãîìîëîãèé êðèâîé Eσ. Â ãëàâå 7 ìû ïðîäîëæàåì ýòî äåéñòâèå äî äåé-

ñòâèÿ íà ôðîáåíèóñîâûõ ñòðóêòóðàõ H1;(2,2,2,2) è òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà

P1
2,2,2,2. Â ïåðâîì ñëó÷àå äåéñòâèå âîçíèêàåò êàíîíè÷åñêè èç îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàí-

ñòâà Ðèìàíà�Ãóðâèöà. Òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå ôðîáåíèóñîâûõ ñòðóêòóð èç ãëàâû 6

ïðîäîëæàåò ýòî äåéñòâèå íà òåîðèþ Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà P1
2,2,2,2. Èäåÿ òàêîãî

äåéñòâèÿ áûëà ðàçðàáîòàíà àâòîðîì â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ À.Òàêàõàøè [2]. Ïîëó÷àå-

ìîå äåéñòâèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó äåéñòâèþ íà ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé ñèñòåìû

Àëüôàíà:

XA
k (t) :=

det(A)

(ct+ d)2
Xk

(
at+ b

ct+ d

)
− c

ct+ d
, A =

(
a b

c d

)
∈ GL(2,C).

Îäíàêî äëÿ äåéñòâèÿ íà ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ïèêàðà�Ôóêñà äîñòàòî÷íî

îãðàíè÷èòüñÿ ìàòðèöàìè âèäà

A(τ0,ω0) :=


τ̄0

4πω0Im(τ0)
ω0τ0

1

4πω0Im(τ0)
ω0

 τ0 ∈ H, ω0 ∈ C∗.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî øåñòèìåðíûõ ôðîáåíèóñîâûõ ñòðóêòóð M
(τ0,ω0)
6

äåéñòâèåì A(τ0,ω0) íà ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðå òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà

P1
6,3,2. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç X

(τ0,ω0)
k ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè, ïîëó÷åííûå äåé-

ñòâèåì A(τ0,ω0) íà òðîéêå X∞k .

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 8.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçûâàåò ãèïîòåçó çåðêàëüíîé ñèììåòðèè òèïà LG�LG è ãè-

ïîòåçó î ñîîòâåòñòâèè CY/LG äëÿ ïàðû (ẼT8 ,ZT3 ).

Òåîðåìà 0.2. Ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå îðáèôîëäîâîé À�ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà

ïàðû (ẼT8 ,ZT3 ) èçîìîðôíî ôðîáåíèóñîâó ìíîãîîáðàçèþ M
(
√
−1,ω0)

6 , ãäå

ω0 :=
Γ
(
1
4

)2
4π

3
2

.

Ãëàâà 8 ïîñâÿùåíà åå äîêàçàòåëüñòâó. Çàìåòèì, ÷òî ââèäó ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 7 äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà äàííîé òåîðåìû íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü îðáèòó ôðîáåíèóñîâà ìíî-

ãîîáðàçèÿ òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà P1
6,3,2 ïîä äåéñòâèåì A(τ0,ω0) äëÿ âñåõ
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τ0 ∈ H, ω0 ∈ C∗. Ïîñêîëüêó îäíîé èç àêñèîì îðáèôîëäîâîé À�ìîäåëè Ëàíäàó�

Ãèíçáóðãà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèè îïðåäåëåííîñòè ôðîáåíèóñîâà ïîòåíöèàëà íàä Q, â äàííîé
ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ íà τ0,ω0, ãàðàíòèðóþùèå, ÷òî ïîòåíöèàëM

(τ0,ω0)
6 îïðå-

äåëåí íàä Q.
Èç ÿâíîãî âèäà ñèñòåìû Àëüôàíà ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàë M

(τ0,ω0)
6 îïðåäåëåí íàä

Q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X
(τ0,ω0)
k (τ) ∈ Q[[τ ]] äëÿ âñåõ 2 ≤ k ≤ 4, ÷òî, â ñâîþ

î÷åðåäü, èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çíà÷åíèÿ â íóëå X
(τ0,ω0)
k (0) ∈ Q äëÿ

âñåõ 2 ≤ k ≤ 4.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîé òðîéêè {X(τ0,ω0)
2 (τ), X

(τ0,ω0)
3 (τ), X

(τ0,ω0)
4 (τ)}, ÿâëÿþùåéñÿ

ðåøåíèåì ñèñòåìû Àëüôàíà, ôóíêöèÿ γ(τ0,ω0)(τ) := 2
3

∑4
k=2X

(τ0,ω0)
k (τ) ÿâëÿåòñÿ ðåøå-

íèåì óðàâíåíèÿ Øàçè:

γ′′′ = 6γγ′′ − 9(γ′)2.

Êëàññèôèêàöèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øàçè âèäà γ(τ0,ω0), èìåþùèõ ðàçëîæåíèå íàä

Q, áûëà ïîëó÷åíà àâòîðîì âìåñòå ñ À. Òàêàõàøè â [2]. Çàìåòèì, ÷òî π
√
−1E2(τ) =

2
∑4
k=2X

∞
k (τ). Ñ ïîìîùüþ äàííîãî ðàâåíñòâà ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè òàêèõ γ(τ0,ω0)

èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

Òåîðåìà 0.3. Ôèêñèðóåì τ0 ∈ H è ω0 ∈ C\{0}. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

ýêâèâàëåíòíû:

(i) Ôóíêöèÿ γ(τ0,ω0)(t) èìååò ðàçëîæåíèå â ðÿä íàä Q;
(ii) Âûïîëíåíî: E∗2 (τ0) ∈ Qω2

0, E4(τ0) ∈ Qω4
0, E6(τ0) ∈ Qω6

0;

(iii) Âûïîëíåíî: E∗2 (τ0) ∈ Qω2
0 è ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ Eτ0 îïðåäåëåíà íàä Q;

çäåñü E2,E4,E6 � ðÿäû Ýéçåíøòåéíà, à E∗2 (τ) := E2(τ)− 3/(πIm(τ)).

Äàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü òåõíèêó è ìåòîäû òåîðèè ÷èñåë äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà ãèïîòåçû çåðêàëüíîé ñèììåòðèè. Â ÷àñòíîñòè, âîïðîñ îïèñàíèÿ âñåõ τ0 ∈ H,
òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (ii) ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìû, ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé ïðî-

áëåìîé. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ãëàâå 7 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çåðêàëüíîé ñèììåòðèè

òèïà LG�LG äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ τ0 ∈
√
−DQ äëÿ D ∈ N+. Ýòî óñëîâèå ýêâèâà-

ëåíòíî òîìó, ÷òî íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé Eτ0 èìååòñÿ òàê íàçûâàåìîå êîìïëåêñíîå

óìíîæåíèå. Ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ñóùåñòâóåò ðîâíî 13 ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ,

èìåþùèõ êîìïëåêñíîå óìíîæåíèå è îïðåäåëåííûõ íàä Q (ñì. [14]).

Òàêèì îáðàçîì äëÿ êëàññèôèêàöèè øåñòèìåðíûõ ôðîáåíèóñîâûõ ñòðóêòóðM
(τ0,ω0)
6 ,

îïðåäåëåííûõ íàä Q, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü 13 çíà÷åíèé τ0. Â ãëàâå 8 äîêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî òîëüêî äëÿ τ0 ∈ SL(2,Z)
√
−1 ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå ÷èñëî ω0 ∈ C∗, òàêîå,

÷òî âñå òðè ÷èñëà X
(τ0,ω0)
2 , X

(τ0,ω0)
3 , X

(τ0,ω0)
4 ðàöèîíàëüíû.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå ÷èñëî ω0 ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ñ ìî-

äóëåì
√
−1. Òàêîé ïåðèîä îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, îäíàêî â òåîðåìå î

çåðêàëüíîé ñèììåòðèè òèïà LG�LG äàííîå ÷èñëî ñòðîãî ôèêñèðîâàíî.

13



Ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïî òåìå äèññåðòàöèè èç ñïèñêà ÂÀÊ

1. A. Basalaev. �Orbifold GW theory as the Hurwitz�Frobenius submanifold�. J. Geom.

Phys., 77, (2014), pp. 30�42; 1,5 ï.ë..

2. A. Basalaev, A. Takahashi. �On rational Frobenius Manifolds of rank three with

symmetries�. J. Geom. Phys., 84, (2014), pp. 73�86; 1,5 ï.ë. (âêëàä àâòîðà � 1,3

ï.ë.).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] A. Basalaev. Orbifold GW theory as the Hurwitz�Frobenius submanifold. J. Geom. Phys., 77, 2014,

pp. 30�42.

[2] A. Basalaev, A. Takahashi. On rational Frobenius Manifolds of rank three with symmetries. J. Geom.

Phys., 84, 2014, pp. 73�86.

[3] P. Berglund, M. Henningson. Landau�Ginzburg orbifolds, mirror symmetry and the elliptic genus. Nucl.

Phys. B, 433, 1995, pp. 311�332.

[4] P. Candelas, X. De La Ossa, P. Green, L. Parkes. A pair of Calabi-Yau manifolds as an exactly soluble

superconformal theory. Nucl. Phys. B, 359, 1991, pp. 21�74.

[5] A. Chiodo, Y. Ruan. A global mirror symmetry framework for the Landau-Ginzburg/Calabi-Yau

correspondence. preprint arXiv: 1307.0939, 2013.

[6] W. Ebeling, A. Takahashi. Mirror Symmetry between Orbifold Curves and Cusp Singularities with

Group Action. Int. Math. Res. Not., 2013(10), 2013, pp. 2240�2270.

[7] H. Fan, T. Jarvis, Y. Ruan. The Witten equation, mirror symmetry, and quantum singularity theory.

Ann. Math., 178(1), 2013, pp. 1�106.

[8] K. Intriligator, C. Vafa. Landau�Ginzburg orbifolds. Nucl. Phys. B, 339(1), 1990, pp. 95�120.

[9] Y. Ishibashi, Y. Shiraishi, A. Takahashi. A Uniqueness Theorem for Frobenius Manifolds and Gromov�

Witten Theory for Orbifold Projective Lines. preprint arXiv:1209.4870, 2012.

[10] L. Katzarkov, M. Kontsevich, T. Pantev. Hodge theoretic aspects of mirror symmetry. Proc. Symp.

Pure Math., 78, 2008, pp. 87�174.

[11] R. Kaufmann. Singularities with Symmetries, orbifold Frobenius algebras and Mirror Symmetry.

Contemp. Math., 403, 2006, pp. 1�46.

[12] M. Krawitz. FJRW rings and Landau-Ginzburg Mirror Symmetry. preprint arXiv:0906.0796, 2009.

[13] M. Krawitz, Y. Shen. Landau�Ginzburg/Calabi�Yau Correspondence of all Genera for Elliptic Orbifold

P1. preprint arXiv:1106.6270, 2011.

[14] D. Lawden. Elliptic Functions and Applications. Appl. Math. Sci., Springer, 1989.

[15] W. Lerche, C. Vafa, N. P. Warner. Chiral rings in N = 2 superconformal theories. Nucl. Phys. B, 324(2),

1989, pp. 427�474.

[16] T. Milanov, Y. Ruan. Gromov�Witten theory of elliptic orbifold P1 and quasi-modular forms. preprint

arXiv:1106.2321, 2011.

[17] T. Milanov, Y. Shen. Global mirror symmetry for invertible simple elliptic singularities. preprint

arXiv:1210.6862, 2012.

[18] T. Milanov, Y. Shen. The modular group for the total ancestor potential of Fermat simple elliptic

singularities. preprint arXiv:1401.2725, 2014.

[19] K. Saito. Period mapping associated to a primitive form. Publ. Res. Inst. Math. Sci., 19, 1983, pp.

1231�1264.

[20] Ikuo Satake, A. Takahashi. Gromov�Witten invariants for mirror orbifolds of simple elliptic singularities.

Ann. Inst. Fourier, 61, 2011, pp. 2885�2907.

14



[21] A. Strominger. Mirror symmetry is T�duality. Nucl. Phys. B, 479(1-2), 1996, pp. 243�259.

[22] A. Varchenko, B. Blok. Topological Conformal Field Theories and the Flat Coordinates. Mod. Phys.

Lett. A, 7(07), 1992, pp. 1467�1490.

[23] E. Witten. Mirror Manifolds And Topological Field Theory. preprint arXiv:hep-th/9112056, 1991.

[24] E. Witten. Phases of N = 2 theories in two dimensions. Nucl. Phys. B, 403(1-2), 1993, pp. 159�222.

15


	  
	  
	   
	    
	 
	   
	   
	    
	
	  
	   .

	  
	  1
	  2
	  3
	  4
	  5
	  6
	  7
	  8

	       
	 

