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ÃËÀÂÀ 1

Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ.

Çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ, èäåÿ êîòîðîé ïðèøëà èçíà÷àëüíî èç ôèçèêè, ÿâëÿåòñÿ â

íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøèì è èíòåðåñíûì ðàçäåëîì ìàòåìàòèêè. Îïðåäåëÿåìàÿ èçíà÷àëüíî

êàê ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îáúåêòàìè îäíîãî è òîãî æå òèïà, êàê íàïðèìåð äâóìÿ

ìíîãîîáðàçèÿìè Êàëàáè�ßó (ñì. [30, 8]), â íàñòîÿùåå âðåìÿ çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ

îáîáùåííî ôîðìóëèðóåòñÿ êàê íåêîòîðàÿ ñâÿçü ìåæäó îáúåêòàìè, èìåþùèìè ðàçëè÷íîå

ïðîèñõîæäåíèå, è ïîðîé îïðåäåëåííûìè ðàçëè÷íî (ñì. [48, 23, 46]).

Îäíàêî æå â ëþáîé èç ôîðìóëèðîâîê çåðêàëüíîé ñèììåòðèè âàæíàÿ ðîëü îòâåäåíà

òåîðèè îñîáåííîñòåé. Èäåîëîãè÷åñêè, çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì

ìåæäó À�ìîäåëüþ è Á�ìîäåëüþ íåêîòîðîé ñóïåðñèììåòðè÷åñêîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.

Ñîãëàñíî ïîäõîäó ôèçèêîâ (ñì. [8, 49]), Á�ìîäåëü äîëæíà ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåêîòîðîå

ñåìåéñòâî íàä áàçîé S, ò.÷. çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ

�ñïåöèàëüíûõ òî÷åê� s ∈ S. Êàæäàÿ ñïåöèàëüíàÿ òî÷êà çàäàåò ñâîþ �ôàçó� N = 2

ñóïåðñèììåòðè÷åñêîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Á�ìîäåëü â òàêîé òî÷êå äîëæíà áûòü

çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íîé íåêîòîðîé À�ìîäåëè, ïðè÷åì îäíîé è òîé æå �ãëîáàëüíîé� Á�

ìîäåëè ìîãó ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçëè÷íûå À�ìîäåëè. Ìû áóäåì ñëåäîâàòü ïîäõîäó Êèîäî�

Ðóàíà [10], êîòîðûå ïðåäëîæèëè ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãóþ ïðîãðàììó ãëîáàëüíîé çåðêàëüíîé

ñèììåòðèè ñ Á�ìîäåëüþ, ïîñòðîåííîé ïî íåêîòîðîé îñîáåííîñòè. Â òàêîì ñëó÷àÿ ãëîáàëüíàÿ

Á�ìîäåëü íàçûâàåòñÿ Á�ìîäåëüþ Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà (ñì. [47]). Â ôèçèêå ìîãóò èìåòü

ïðèëîæåíèÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü òå ïðèìåðû çåðêàëüíîé ñèììåòðèè, â êîòîðûõ À�ìîäåëü

çàäàåòñÿ òåîðèåé Ãðîìîâà�Âèòòåíà íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè�ßó. Çåðêàëüíàÿ

ñèììåòðèÿ òàêîãî òèïà íàçûâàåòñÿ êðàòêî çåðêàëüíîé ñèììåòðèé òèïà CY�LG.

Ïîñëåäíèå èññëåäîâàíèÿ â ôèçèêå ïðåäïîëàãàþò áîëåå îáùåå ïîíèìàíèå Á�ìîäåëåé

Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà, ó÷èòûâàþùåå òàêæå èõ ãðóïïó ñèììåòðèé (ñì. [20]). Òàêèå Á�ìîäåëè

íàçûâàþòñÿ �îðáèôîëäîâûìè�. Îäíàêî æå (ìàòåìàòè÷åñêîå) îïðåäåëåíèå îðáèôîëäîâûõ Á�

ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ.

Â ñëó÷àå ïðîñòûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ òèïà CY�LG áûëà

ïðåäúÿâëåíà â [43, 34, 35, 27]. Äðóãèì òèïîì çåðêàëüíîé ñèììåòðèè, óñòàíîâëåííûì â
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òåõ æå ñòàòüÿõ, ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ òèïà Ëàíäàó�Ãèíçáóðã �

Ëàíäàó�Ãèíçáóðã. Äëÿ ïàðû (W,G), ãäå ìíîãî÷ëåí W çàäàåò èçîëèðîâàííóþ îñîáåííîñòü,

è G � åãî ãðóïïà ñèììåòðèé, À�ìîäåëü Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà áûëà ïîñòðîåíà â [16]. À�

ìîäåëè òàêîãî òèïà èçâåñòíû â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîä èìåíåì òåîðèé Ôàí-Äæàðâèñ-Ðóàí-

Âèòòåí (ñîêðàùåííî FJRW). Â îòëè÷èå îò Á�ìîäåëåé, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðèè

îñîáåííîñòåé, òåîðèè FJRW íå ÿâëÿþòñÿ ãëîáàëüíûìè è äàæå èõ ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé

îïðåäåëÿåòñÿ îòëè÷íûì îáðàçîì.

Ðàáîòà ïî ïîñòðîåíèþ �îðáèôîëäîâûõ� Á�ìîäåëåé âåëàñü Ð.Êàóôìàíîì â [24] ñ

ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ è Ì. Êðàâèòöîì â [26] ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Îäíàêî æå

ëèøü ïåðâûå øàãè ïî íàïðàâëåíèþ ê çåðêàëüíîé ñèììåòðèè áûëè ñäåëàíû â ýòèõ ðàáîòàõ.

Ñîâåðøåííî èíîé ïîäõîä, ïðèâåäøèé, âïðî÷åì, ê òåì æå çåðêàëüíûì ãèïîòåçàì, ÷òî áûëè

ñôîðìóëèðîâàíû Êàóôìàíîì ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, áûë ïðåäëîæåí Â. Ýáåëèíãîì è

À. Òàêàõàøè â [15].

Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ãëîáàëüíîé çåðêàëüíîé ñèììåòðèè äëÿ

îðáèôîëäîâûõ ìîäåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè âêëþ÷àþò

ñëåäóþùèå:

(1) Àêñèîìàòèçàöèÿ ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ îðáèôîëäîâûõ À� è Á�ìîäåëåé

Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà,

(2) Òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìàì

îðáèôîëäîâîé Á�ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà ïàðû (Ẽ8,Z3)

(3) Òåîðåìà î çåðêàëüíîé ñèììåòðèè òèïà CY�LG äëÿ ïàðû (Ẽ8,Z3),

(4) Òåîðåìà î çåðêàëüíîé ñèììåòðèè òèïà LG�LG äëÿ ïàðû (Ẽ8,Z3).

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.

Ïðåäëîæåííàÿ â äàííîé äèññåðòàöèè àêñèîìàòèçàöèÿ îðáèôîëäîâûõ À� è Á�ìîäåëåé,

ïîäêðåïëåííàÿ äîêàçàííûìè ïðèìåðàìè çåðêàëüíîé ñèììåòðèè äëÿ ïàðû (Ẽ8,Z3), ìîæåò

áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû çåðêàëüíîé ñèììåòðèè â åå ïîëíîé

ôîðìóëèðîâêå. Òàêæå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èìåþò áîëüøóþ öåííîñòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ýêâèâàðèàíòíîé òåîðèè ïëîñêèõ ñòðóêòóð Ñàèòî, íå ñóùåñòâóþùåé ïî íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü �ñîîòâåòñòâèå� çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãèì,

ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü À�ìîäåëè è Á�ìîäåëè â îáùåì êëàññå ôðîáåíèóñîâûõ

ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå áûëè ïðåäëîæåíû è äåòàëüíî èçó÷åííû Á.À. Äóáðîâèíûì. Â ðàçíûõ
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ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ àâòîðîì èñïîëüçóþòñÿ òåîðèÿ ìîäóëÿðíûõ ôîðì è ýëëèïòè÷åñêèõ

êðèâûõ, òåîðèÿ ÷èñåë è àñïåêòû àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè, à òàêæå êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ

îñîáåííîñòåé.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ è

ñåìèíàðàõ:

• �4th Workshop on Combinatorics of moduli spaces, cluster algebras and topological re-

cursion�, ã. Ìîñêâà, 26�31 Ìàÿ 2014 ã.,

• �Symposium on singularities and their topology�, ã. Ãàííîâåð, 14�17 Èþëÿ 2014 ã.,

• Íàó÷íî�èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð �Geometry and Mathematical Physics�,

óíèâåðñèòåò ã. Àìñòåðäàì, 9 Äåêàáðÿ 2014 ã.,

• �Oberwolfach Workshop Mirror Symmetry, Hodge Theory and Di�erential Equations�,

Îáåðâîëüôàõ, 19�25 Àïðåëÿ 2015 ã.,

• Íàó÷íî�èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð �Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû è òåîðèÿ

ïåðåñå÷åíèé�, ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè ÂØÝ, 2015�2014 ãã..
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ÃËÀÂÀ 2

Ãèïîòåçû çåðêàëüíîé ñèììåòðèè

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü �ñîîòâåòñòâèå� çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãèì,

ìû äîëæíû ðàññìàòðèâàòü À�ìîäåëè è Á�ìîäåëè êàê ýëåìåíòû íåêîòîðîãî îáùåãî êëàññà.

Òàêèì êëàññîì ÿâëÿþòñÿ ôðîáåíèóñîâû ìíîãîîáðàçèÿ, ïðåäëîæåííûå è äåòàëüíî èçó÷åííûå

Á.À. Äóáðîâèíûì. Â ïîëíîé îáú¼ìå òåîðèÿ ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé èçëîæåíà â

êëàññè÷åñêèõ êíèãàõ [11, 12, 19, 32], ñòàòüå Ê.Ñàèòî [40], ñì. òàêæå å¼ ñîâðåìåííîå

ïåðåîñìûñëåíèå â [41].

Ôðîáåíèóñîâû ìíîãîîáðàçèÿ. Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ îòêðûòàÿ îáëàñòü â Cn. Ïóñòü

äëÿ âñåõ òî÷åê p ∈ M íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TpM ê M â òî÷êå p îïðåäåëåíà

íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà ηp,

ηp : TpM × TpM → C.

Ïóñòü t1, . . . , tn � íåêîòîðûå êîîðäèíàòû íà M . Âåêòîðà ∂/∂ti îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà

TpM â êàæäîé òî÷êå p ∈ M ; îáîçíà÷èì ÷åðåç ηij êîìïîíåíòû áèëèíåéíîé ôîðìû η â ýòîì

áàçèñå.

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ F = F(t1, . . . , tn) íà M . Â äàëüíåéøåì áóäåì

ïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ F ïðåäñòàâëåíà ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì ïî t1, . . . , tn. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

ôóíêöèÿ F(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ WDVV åñëè äëÿ êàæäûõ 4 ôèêñèðîâàííûõ èíäåêñîâ

i, j, k, l, 1 ≤ i, j, k, l ≤ n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(2.1)
∑
p,q

∂3F
∂ti∂tj∂tp

ηpq
∂3F

∂tq∂tk∂tl
=
∑
p,q

∂3F
∂ti∂tk∂tp

ηpq
∂3F

∂tq∂tj∂tl
,

ãäå ηij :=
∑

p,q ηpqδ
piδqj.

Ïóñòü E � íåêîòîðîå âåêòîðíîå ïîëå íàM , çàäàííîå â êîîðäèíàòàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E :=
n∑
k=1

(
dktk

∂

∂tk
+ rk

∂

∂tk

)
, dk, rk ∈ Q;

çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî rk 6= 0 òîëüêî åñëè dk = 0. Ýòî âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ

ýéëåðîâûì ïîëåì. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ F èìååò êîíôîðìíóþ ðàçìåðíîñòü d ∈ Q

ïî îòíîøåíèþ ê âåêòîðíîìó ïîëþ E, åñëè âåðíî ñëåäóþùåå:

(2.2) E · F = (3− d)F + êâàäðàòè÷íûå ÷ëåíû.
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Ïóñòü òàêæå äëÿ âñÿêèõ äâóõ èíäåêñîâ i, j âåðíî:

ηij =
∂3F

∂t1∂ti∂tj
.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ F , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðèâåäåííûì âûøå óñëîâèÿì, íàçûâàåòñÿ

ôðîáåíèóñîâûì ïîòåíöèàëîì êîíôîðìíîé ðàçìåðíîñòè d.

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè F îïðåäåëèì íà êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ TpM ñòðóêòóðó

àëãåáðû. Ïóñòü ckij(t) � ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû óìíîæåíèÿ ◦ : TpM × TpM → TpM , ò.÷.

ckij(t) :=
∑

p cijp(t)η
pk, ãäå

cijk(t) :=
∂3F

∂ti∂tj∂tk
, 1 ≤ i, j, k ≤ n.

Ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû ckij(t) îïðåäåëÿþò êîììóòàòèâíîå óìíîæåíèå ïî ïîñòðîåíèþ, â òî

âðåìÿ êàê àññîöèàòèâíîñòü àëãåáðû ñ òàêèì óìíîæåíèåì ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî ôóíêöèÿ

F(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ WDVV.

Áèëèíåéíàÿ ôîðìà η âìåñòå ñ óìíîæåíèåì ◦ çàäàþò ñòðóêòóðó ôðîáåíèóñîâîé àëãåáðû

íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê M â êàæäîé òî÷êå p ∈M :

η

(
∂

∂ti
◦ ∂

∂tj
,
∂

∂tk

)
= η

(
∂

∂ti
,
∂

∂tj
◦ ∂

∂tk

)
.

Îïðåäåëåíèå. Íàáîð η, ◦, ïîñòðîåííûé ïî ôðîáåíèóñîâó ïîòåíöèàëó F çàäàåò

ñòðóêòóðó n�ìåðíîãî ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ íà M . ×èñëî d íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíîé

ðàçìåðíîñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ, à êîîðäèíàòû t íà M � ïëîñêèìè êîîðäèíàòàìè.

Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî êM â íà÷àëå êîîðäèíàò t íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé

ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ.

Èíîãäà ìû èìååì òîëüêî ëèøü ôóíêöèþ F , çàäàþùóþ ïëîñêóþ ìåòðèêó,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ WDVV è óñëîâèþ êâàçèîäíîðîäíîñòè ïî îòíîøåíèþ ê

íåêîòîðîìó ýéëåðîâó ïîëþ E, íî áåç ñâîéñòâà àíàëèòè÷íîñòè è áåç ÿâíîãî ïðîñòðàíñòâà

M . Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ F ìîæåò âñå ðàâíî îïðåäåëÿòü ñòðóêòóðó ôðîáåíèóñîâà

ìíîãîîáðàçèÿ (èëè æå ðîñòîê), êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü ôîðìàëüíîé. Ïðèìåðû òàêèõ

ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé âîçíèêàþò, íàïðèìåð, èç òåîðèé Ãðîìîâà�Âèòòåíà, äëÿ

êîòîðûõ àíàëèòè÷íîñòü ïîòåíöèàëà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñîì.

Îáîçíà÷åíèå 2.1. Ñòðóêòóðà àëãåáðû íà TpM , çàäàííàÿ ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè

ckij |t=0, íàçûâàåòñÿ ôðîáåíèóñîâîé àëãåáðîé â íóëå è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç TM |t=0 (ãäå

óêàçàíèå íà òî÷êó p ∈ M ìîæåò áûòü îïóùåíî, åñëè ìû ïîëàãàåì, ÷òî t ÿâëÿþòñÿ

êîîðäèíàòàìè â îêðåñòíîñòè òî÷êè p).
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Ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ WDVV. Ïóñòü ôóíêöèÿ F(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

WDVV. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ C ∈ GL(n,C) è çàìåíû ïåðåìåííûõ t̃ = Ct, ôóíêöèÿ F(t̃)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ WDVV. Òàêèå çàìåíû ïåðåìåííûõ ìû áóäåì íàçûâàòü

ñèììåòðèÿìè óðàâíåíèÿ WDVV.

Ðàññìîòðèì äâà ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèÿ, ïîòåíöèàëû êîòîðûõ ñâÿçàíû ñèììåòðèåé

óðàâíåíèÿ WDVV. Äëÿ C 6∈ O(n,C) ñïàðèâàíèå, îïðåäåëåííîå ôóíêöèåé F(t̃), íå

ñîâïàäàåò ñî ñïàðèâàíèåì, îïðåäåëåííûì ïîòåíöèàëîì F(t), è äâå ôðîáåíèóñîâû ñòðóêòóðû

ðàçëè÷àþòñÿ! Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå èçîìîðôèçìà ôðîáåíèóñîâûõ

ìíîãîîáðàçèé ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ WDVV.

Îïðåäåëåíèå. Äâà ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèÿ M è M ′ íàçîâåì èçîìîðôíûìè, åñëè

èõ ïîòåíöèàëû F(t) è F ′(t̃) ñâÿçàíû ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ t̃ = Ct ñ C ∈ O(n,C):

F(t) = F ′(Ct).

Çàìåòèì, ÷òî ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ WDVV íå ñâîäÿòñÿ ê òåì, êîòîðûå çàäàþòñÿ

ëèíåéíûìè çàìåíàìè ïåðåìåííûõ (ñì. Ïðèëîæåíèå Á â [11]).

Ïëîñêèå ñòðóêòóðû Ñàèòî. Ïóñòü W : CN → C � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ,

îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò 0 ∈ CN . Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî

W îòîáðàæàåò íà÷àëî êîîðäèíàò CN â íóëü 0 ∈ C è èìååò èçîëèðîâàííóþ îñîáåííîñòü â

òî÷êå 0 ∈ C. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðîñòîê ãèïåðïîâåðõíîñòè X0 := {W = 0} ⊂ (CN , 0) â íà÷àëå

êîîðäèíàò èìååò èçîëèðîâàííóþ îñîáóþ òî÷êó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x = (x1, . . . , xN) íåêîòîðûå

êîîðäèíàòû â CN è ÷åðåç C{x} êîëüöî ñõîäÿùèõñÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn.

Ðàññìîòðèì ëîêàëüíóþ àëãåáðó îñîáåííîñòè W

LW := C{x1, . . . , xN}/(∂x1W, . . . , ∂xNW ).

Ïóñòü µ := dimLW � ÷èñëî Ìèëíîðà îñîáåííîñòè W . Òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ W (x)

îïðåäåëÿåò èçîëèðîâàííóþ îñîáåííîñòü, ýêâèâàëåíòåí êîíå÷íîñòè ÷èñëà µ. Óíèâåðñàëüíîé

ðàçâåðòêîé îñîáåííîñòè W íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ F : CN ×Cµ → C îïðåäåëåííàÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

F (x, s) := W (x) +

µ∑
k=1

skφk(x),

ãäå φi(x) îáðàçóþò áàçèñ ëîêàëüíîé àëãåáðû LW . Ìû òàêæå ïîëàãàåì, ÷òî φ1(x) ÿâëÿåòñÿ

åäèíèöåé ëîêàëüíîé àëãåáðû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ W (x) êâàçèîäíîðîäíà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò

ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà q1, . . . , qN ∈ Q>0, òàêèå, ÷òî:

W (λq1x1, . . . , λ
qNxN) = λW (x), ∀λ ∈ C\{0}.
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Ïðèïèøåì ïåðåìåííîé xi âåñ qi, à âñÿêîìó ìîíîìó φ(x) = xa11 . . . xaNN (ðàöèîíàëüíóþ) ñòåïåíü

deg(φ) :=
∑
aiqi. Â ëîêàëüíîì êîëüöå êâàçèîäíîðîäíîé ôóíêöèè ìîæíî âûáðàòü áàçèñ,

ñîñòîÿùèé èç ìîíîìîâ, è ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü íèæå, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ ðàçâåðòêà F (x, s)

ïîñòðîåíà ïî òàêîìó áàçèñó. Ïðèïèøåì âåñà ïåðåìåííûì sk ïî ïðàâèëó

deg sk := 1− deg φk(x).

Ïóñòü S ⊂ Cµ è B ⊂ CN íåêîòîðûå ïîëíîðàçìåðíûå øàðû äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà ñ

öåíòðàìè â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ìû âûáèðàåì ðàäèóñ øàðà B òàê, ÷òî F (x, 0) èìååò òîëüêî

îäíó êðèòè÷åñêóþ òî÷êó x = 0 è ðàäèóñ øàðà S òàê, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ôèêñèðîâàííîãî s ∈ S

ðîñòîê ãèïåðïîâåðõíîñòè Xs := {F (x, s) = 0} ∈ (CN , 0) èìååò òîëüêî èçîëèðîâàííûå îñîáûå

òî÷êè, ïîëó÷åííûå äåôîðìàöèåé îñîáåííîñòè X0. Áóäåì íàçûâàòü øàð S áàçîé ðàçâåðòêè

îñîáåííîñòè. Ïîëîæèì X := B × S. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçâåðòêó F

êàê ðîñòîê ôóíêöèè â (X, 0). Îïðåäåëèì ïðîåêöèþ:

p : X → S, (x, s)→ (s).

Ïóñòü C � êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ðàçâåðòêè F , ò.å. C := {(x, s) ∈ B × S | ∂x1F (x, s) =

· · · = ∂xNF (x, s) = 0}. Òîãäà ìíîæåñòâî C ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì ïó÷êà

OC := OX,0/(∂x1F, . . . , ∂xNF ).

Ïó÷îê p∗OC íàäåëåí åñòåñòâåííûì ïîñëîéíûì óìíîæåíèåì. Äëÿ âñÿêèõ äâóõ ýëåìåíòîâ

φ(x, s), ψ(x, s) ∈ OC îáîçíà÷èì ÷åðåç φ, ψ ∈ p∗OC ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ

(∂x1F, . . . , ∂xNF ). Òîãäà óìíîæåíèå íà p∗OC èìååò âèä:

φ ◦s ψ := φ(x, s)ψ(x, s) mod (∂x1F, . . . , ∂xNF ).

Ââèäó óíèâåðñàëüíîñòè ðàçâåðòêè èìååòñÿ ñëåäóþùèé èçîìîðôèçì:

(2.3) TS,0 ∼= p∗OC, X → X̃ · F,

ãäå X̃ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì, êàñàòåëüíûì ê B × S, òàêèì, ÷òî p(X̃) = X ∈ TS,0. Ñ ïîìîùüþ

ýòîãî èçîìîðôèçìà òàêæå è êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà TsS ïîëó÷àþò óìíîæåíèå, çàâèñÿùåå

îò òî÷êè s ∈ S. Ýòî óìíîæåíèå ìû òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ◦s.

Çàôèêñèðóåì ôîðìó îáúåìà ω = g(s,x)dx1 . . . dxN ; ýòà ôîðìà çàäàåò ñïàðèâàíèå η íà TS
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ηkl(s) :=
1

(2π
√
−1)N

∫
Γε

∂skF∂slF

∂x1F . . . ∂xNF
ω,

ãäå Γε ýòî ïîäìíîæåñòâî òî÷åê â X, çàäàííîå óðàâíåíèÿìè |∂x1F | = · · · = |∂xNF | = ε äëÿ

äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε. Òàêîå ñïàðèâàíèå íàçûâàåòñÿ ðåçèäóàëüíûì ñïàðèâàíèåì è íå çàâèñèò
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îò âûáîðà ïàðàìåòðà ε. Îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì ñïàðèâàíèå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì,

îäíàêî åãî ñâîéñòâà ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò âûáîðà ôîðìû îáúåìà.

Òåîðåìà 2.1 (Ê. Ñàèòî). Äëÿ âñÿêîé ãèïåðïîâåðõíîñòíîé êâàçèîäíîðîäíîé îñîáåííîñòè

ñóùåñòâóåò ôîðìà îáúåìà ζ(s, x)dx, òàêàÿ, ÷òî ðåçèäóàëüíîå ñïàðèâàíèå ïëîñêî.

Ôîðìà îáúåìà, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé ãàðàíòèðóåòñÿ òåîðåìîé, íàçûâàåòñÿ

ïðèìèòèâíîé ôîðìîé.

Ñóùåñòâîâàíèå ïðèìèòèâíîé ôîðìû äëÿ âñÿêîé èçîëèðîâàííîé îñîáåííîñòè (íå

îáÿçàòåëüíî êâàçèîäíîðîäíîé) áûëî äîêàçàíî Ì. Ñàèòî â [42] (ñì. òàêæå áîëåå ïîäðîáíîå

èçëîæåíèå â [19]), îäíàêî êîíñòðóêöèÿ ïðèìèòèâíîé ôîðìû, ïðåäëîæåííàÿ Ê.Ñàèòî â

[39, 40], ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ëèøü â êâàçèîäíîðîäíîì ñëó÷àå. Òåîðèÿ ïðèìèòèâíûõ

ôîðì Ñàèòî ïîçâîëÿåò ââåñòè íà áàçå ðàçâåðòêè S ñòðóêòóðó ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ.

Òåîðåìà 2.2 (Òåîðåìà 7.5 â [41]). Äëÿ âñÿêîé èçîëèðîâàííîé êâàçèîäíîðîäíîé

îñîáåííîñòè, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé W : CN → C, è å¼ ïðèìèòèâíîé ôîðìû Ñàèòî ζ,

óìíîæåíèå ◦t è ðåçèäóàëüíîå ñïàðèâàíèå η çàäàþò ñòðóêòóðó ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ

íà áàçîâîì ïðîñòðàíñòâå S óíèâåðñàëüíîé ðàçâåðòêè (ðàçìåðíîñòè µ = dimS).

Ýéëåðîâî âåêòîðíîå ïîëå E ýòîé ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

ðàâåíñòâîì:

(E(F )) |C = F |C .

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ôðîáåíèóñîâûìè ñòðóêòóðàìè, ïîñòðîåííûìè ïî òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà,

áîëüøèì ïðåèìóùåñòâîì ñòðóêòóðû ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ, ïîñòðîåííîãî íà áàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå ðàçâåðòêè îñîáåííîñòè, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà îïðåäåëåíà äëÿ âñÿêîãî s ∈ S

âûáîðîì ïîäõîäÿùåé ïðèìèòèâíîé ôîðìû �â òî÷êå s�. Ïîýòîìó ôðîáåíèóñîâû ñòðóêòóðû

Ñàèòî íàçûâàþòñÿ ãëîáàëüíûì (ìû ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ñâîéñòâî íà ïðèìåðå ïðîñòûõ

ýëëèïòè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé â äàëüíåéøåì). Òàêîå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ óíèêàëüíûì äëÿ

äàííûõ ôðîáåíèóñîâûõ ñòðóêòóð è íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ äðóãèõ ñòàíäàðòíûõ ïðèìåðîâ

ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê òåîðèÿ Ãðîìîâà�Âèòòåíà.

Òåîðèÿ Ãðîìîâà�Âèòòåíà äëÿ îðáèôîëäîâ. Â ðàáîòå [1, 9] àâòîðû îïðåäåëèëè

òåîðèþ Ãðîìîâà�Âèòòåíà äëÿ îðáèôîëäà X . Â äàííîé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ îðáèôîëäàìè

âèäà X = Y/G, ãäå Y � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ

íà Y ýôôåêòèâíî. Ôèêñèðóåì íåêîòîðûé êëàññ β ∈ H2(X ,Z). Â [1, 9] àâòîðû îïðåäåëÿþò

ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåéMg,n(X , β), ñîñòîÿùåå èç ñòàáèëüíûõ îòîáðàæåíèé êðèâûõ ðîäà g ñ n

îòìå÷åííûìè òî÷êàìè â X , èìåþùèõ ñòåïåíü β.
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Îñíîâíûì îáúåêòîì â îðáèôîëäîâîé òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà ÿâëÿåòñÿ ñòåê èíåðöèè

îðáèôîëäà X . Ðàññìîòðèì äèàãîíàëüíîå îòîáðàæåíèå X → X × X . Ñòåê èíåðöèè IX

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñëåäóþùåå ïîñëîéíîå ïðîèçâåäåíèåì:

IX := X ×X×X X .

Äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷êàìè ìíîæåñòâà IX ÿâëÿþòñÿ ïàðû (x, σ), ãäå x ∈ X è σ ∈ Aut(x). Â

ñëó÷àå îðáèôîëäîâ X = Y/G, ñòåê èíåðöèè èìååò ïðîñòóþ ôîðìó:

IX =
∐

(g)∈G∗

Y g/C(g),

ãäå G∗ � ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè ãðóïïû G è C(g) � ïîäãðóïïà â G,

ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ýëåìåíòîâ, êîììóòèðóþùèõ ñ g. Äåéñòâèå ïîäãðóïïû C(g) êîììóòèðóåò

ñ äåéñòâèåì 〈g〉, òàê êàê ïîñëåäíåå äåéñòâóåò òðèâèàëüíî íà Y g. Ðàññìîòðèì:

C(g) := C(g)/〈g〉, è IX :=
∐
(g)

Y g/C(g).

Ìû áóäåì íàçûâàòü IX ñòðîãèì ñòåêîì èíåðöèè îðáèôîëäà X .

Îïðåäåëåíèå. Êîëüöîì êîãîìîëîãèé ×åíà�Ðóàíà îðáèôîëäà X íàçûâàåòñÿ êîëüöî

H∗orb(X ) := H∗(IX ,Q).

Äëÿ êàæäîãî i âåäåì îòîáðàæåíèå evi :Mg,n(X , β)→ IX , ñîïîñòàâëÿþùåå ñòàáèëüíîìó

îòîáðàæåíèþ êðèâîé ñ n îòìå÷åííûìè òî÷êàìè â X , åãî çíà÷åíèå â i�îé îòìå÷åííîé òî÷êå,

i = 1, . . . , n.

Ïóñòü γi1 , . . . , γik ∈ H∗orb(X ) � ýëåìåíòû êîëüöà êîãîìîëîãèé ×åíà�Ðóàíà. Îïðåäåëèì k�

òî÷å÷íûå êîððåëÿòîðû ðîäà g òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà X ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈γi1 , . . . , γik〉Xg,k,β :=

∫
[Mg,k(X ,β)]

vir
ev∗1γi1 ∧ · · · ∧ ev∗kγik .

Çäåñü [Mg,k(X , β)]vir � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ñïåöèàëüíûé êëàññ ãîìîëîãèé

ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ îòîáðàæåíèé, íàçûâàåìûé âèðòóàëüíûì

ôóíäàìåíòàëüíûì êëàññîì.

Ñãðóïïèðóåì îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì ÷èñëà â ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ, íàçûâàåìóþ

ïîòåíöèàëîì ðîäà g òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî {γi}µi=1 ÿâëÿåòñÿ

áàçèñîì êîëüöà H∗orb(X ,Q). Ïîëîæèì t :=
∑µ

i=1 γiti, ãäå ti ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëüíûìè

ïàðàìåòðàìè. Ïîòåíöèàë ðîäà g ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé:

FXg (t1, . . . , tµ) :=
∑
n,β

1

n!
〈t, . . . , t〉Xg,n,β.
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Íàèáîëåå âàæíûì äëÿ íàñ áóäåò ïîòåíöèàë ðîäà íîëü. Ñëåäñòâèåì òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ

ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå âàæíîå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.3 ([1, 32]). Ïîòåíöèàë ðîäà íîëü FX0 îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó

ôîðìàëüíîãî ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ êîíôîðìíîé ðàçìåðíîñòè dim(X ) ñ àëãåáðîé â íóëå,

èçîìîðôíîé H∗orb(X ).

Îáîçíà÷åíèå 2.2. Ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà X

áóäåì îáîçíà÷àòü MGW
X èëè ïðîñòî MX .

Äâîéñòâåííîñòü Áåðãëþíäà�Õóáøà. Äëÿ âñÿêîãî êâàçèîäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà W ,

çàâèñÿùåãî îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xN , îïðåäåëèì ìàòðèöó R = {rij} ðàâåíñòâîì:

W (x1, . . . , xN) =
M∑
i=1

ai

N∏
j=1

x
rij
j .

Ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû R îïðåäåëèì äâîéñòâåííûé ìíîãî÷ëåí W T , ñëåäóÿ Áåðãëþíäó�Õóáøó.

Îïðåäåëåíèå. Êâàçèîäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí W çàäàåò îáðàòèìóþ îñîáåííîñòü åñëè

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà R ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé è îáðàòèìîé íàä Q. Êâàçèîäíîðîäíûé

ìíîãî÷ëåí W T (x1, . . . , xN), îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì

W T (x1, . . . , xM) :=
N∑
i=1

ai

N∏
j=1

x
rji
j ,

íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì ê W ïî Áåðãëþíäó�Õóáøó. Ìû òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

îáà ìíîãî÷ëåíà W è W T çàäàþò èçîëèðîâàííûå îñîáåííîñòè â íà÷àëå êîîðäèíàò 0 ∈ C.

Êîíñòðóêöèÿ Áåðãëþíäà�Õóáøà íå ãàðàíòèðóåò êàêèõ áû òî íè áûëî õîðîøèõ ñâîéñòâ

äâîéñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà W T , äàæå åñëè èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí W îáëàäàåò ýòèìè

ñâîéñòâàìè.

Ñèììåòðèè îáðàòèìûõ îñîáåííîñòåé. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

òîëüêî êâàçèîäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû W , çàäàþùèå îáðàòèìûå îñîáåííîñòè.

Îïðåäåëåíèå.

• Ìàêñèìàëüíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ãðóïïà ñèììåòðèé ìíîãî÷ëåíà W � ýòî ãðóïïà

GW :=
{

(α1, . . . , αN) ∈ (C∗)N | W (α1x1, . . . , αNxN) = W (x)
}
.

• Îïðåäåëèì îïåðàòîð

JW := (e2πiq1 , . . . , e2πiqN ).

Ïîðîæäåííàÿ èì öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç G0:

G0 := 〈JW 〉.
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Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî G0 ⊆ GW . Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îñîáåííîñòè

ìíîãî÷ëåíîâ W è W T ÿâëÿþòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íûìè. Îäíàêî

äâå òàêèå îñîáåííîñòè ìîãóò èìåòü ðàçíûå ÷èñëà Ìèëíîðà, ÷òî äåëàåò íåâîçìîæíûì â îáùåì

ñëó÷àå äàæå èçîìîðôèçì ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîêàëüíûõ àëãåáð. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çåðêàëüíîé

ñèììåòðèè ïàðû äâîéñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ W è W T ðàññìîòðèì ïàðû (W,G) è (W T , GT ),

ãäå G è GT � ãðóïïû ñèììåòðèé îñîáåííîñòåé, è GT ÿâëÿåòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå

äâîéñòâåííîé ê G ãðóïïîé.

Â çàâèñèìîñòè îò ñòîðîíû çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ äâóìÿ ðàçíûìè

òèïàìè ãðóïï ñèììåòðèé.

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ À�äîïóñòèìîé ãðóïïîé ñèììåòðèé ìíîãî÷ëåíàW ,

åñëè:

G0 ⊆ G ⊆ GW .

Ãðóïïà H íàçûâàåòñÿ Á�äîïóñòèìîé ãðóïïîé ñèììåòðèé ìíîãî÷ëåíà W , åñëè:

H ⊆ SLW := GW ∩ SL(CN).

Äëÿ À�äîïóñòèìîé ãðóïïû G ïîëîæèì:

(2.4) G̃ := G/G0.

Îïðåäåëåíèå äâîéñòâåííîé ãðóïïû, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ïðåäïîëîæåíèÿì çåðêàëüíîé

ñèììåòðèè ìåæäó (W,G) è (W T , GT ), áûëî âïåðâûå ïðåäëîæåíî Áåðãëþíäîì è

Õåííèíãñîíîì â [7].

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ âñÿêîé ïîäãðóïïû G ⊆ GW ïîëîæèì:

GT := Hom(GW/G,C∗).

Ïðèìåð 2.4. Äëÿ âñÿêîé îáðàòèìîé îñîáåííîñòè W âåðíî: (GW )T = {id}.

Â ðàáîòå [26] Ì. Êðàâèòö äàë êîìáèíàòîðíîå ïîñòðîåíèå äâîéñòâåííîé ãðóïïû GT ÷åðåç

îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî äîêàçàë ñëåäóþùåå âàæíîå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 2.5 (Ëåììà 3.3 â [26]). Ïóñòü W çàäàåò îáðàòèìóþ îñîáåííîñòü ñ

íåêîòîðîé À�äîïóñòèìîé ãðóïïîé ñèììåòðèé G . Òîãäà âåðíî:

(GT )T = G and GT ⊆ GWT ∩ SL(CN).

Òàêèì îáðàçîì, äâîéñòâåííàÿ ãðóïïà À�äîïóñòèìîé ãðóïïû ñèììåòðèé ÿâëÿåòñÿ Á�

äîïóñòèìîé äëÿ äâîéñòâåííîé îñîáåííîñòè.
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Ïàðà (W T , GT ) íîñèò â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìÿ �Áåðãëþíä�Õóáø�Êðàâèòö äâîéñòâåííîé�

ïàðå (W,G).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ìíîãî÷ëåíû W è W ′ çàäàþò îáðàòèìûå îñîáåííîñòè, à G è H

ÿâëÿþòñÿ èõ À� è Á�äîïóñòèìûìè ãðóïïàìè ñèììåòðèé ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïàðû (W,G)

è (W ′, H) íàçûâàþòñÿ îðáèôîëäîâûìè À� è Á� ìîäåëÿìè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà ñîîòâåòñòâåííî.

Çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ ñ òðèâèàëüíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí

W çàäàåò êâàçèîäíîðîäíóþ îáðàòèìóþ îñîáåííîñòü ñ âåñàìè q1, . . . , qN . Ïðåäïîëîæèì

òàêæå, ÷òî W óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êàëàáè�ßó
∑
qi = 1. Â òàêîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî

íóëåé ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Êàëàáè�ßó â íåêîòîðîì âçâåøåííîì ïðîåêòèâíîì

ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü G̃W , êàê è âûøå (ñì. ôîðìóëó (2.4)), � ôàêòîðãðóïïà ìàêñèìàëüíîé

ãðóïïû ñèììåòðèé ïî ïîäðãóïïå G0. Ðàññìîòðèì òåîðèþ Ãðîìîâà�Âèòòåíà ñëåäóþùåãî

îðáèôîëäà XW,GW :

XW,GW := {W = 0}/G̃W .

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ íàçûâàþòñÿ ãèïîòåçàìè çåðêàëüíîé ñèììåòðèè (ñì. [10]).

Ãèïîòåçà 2.1 (çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ òèïà CY�LG). Ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé çàìåíû

ïåðåìåííûõ ïîòåíöèàë ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà

XWT ,G
WT

ñîâïàäàåò ñ ïîòåíöèàëîì ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ îñîáåííîñòè W ñ âûáîðîì

ïðèìèòèâíîé ôîðìû ζ â ñïåöèàëüíîé òî÷êå áàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçâåðòêè.

Çàìåòèì, ÷òî òàêîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïîòåíöèàëàìè âëå÷åò èçîìîðôèçì

ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Âûáîð ïðèìèòèâíîé ôîðìû ζ, èñïîëüçîâàííûé â

èçîìîðôèçìå çåðêàëüíîé ñèììåòðèè òèïà CY�LG, íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé ôîðìîé

LCSL.

Ãèïîòåçà 2.2 (çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ òèïà LG�LG). Ñóùåñòâóåò ñòðóêòóðà

ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ äëÿ ïàðû (W T , GWT ), ò.÷. ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé

çàìåíû ïåðåìåííûõ åå ïîòåíöèàë FAWT ,G
WT

(t) ñîâïàäàåò ñ ïîòåíöèàëîì ôðîáåíèóñîâà

ìíîãîîáðàçèÿ îñîáåííîñòè W ñ âûáîðîì ïðèìèòèâíîé ôîðìû ζ â ñïåöèàëüíîé òî÷êå

áàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçâåðòêè.

Âûáîð ïðèìèòèâíîé ôîðìû ζ, çàäàþùèé èçîìîðôèçì çåðêàëüíîé ñèììåòðèè òèïà LG�

LG, íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé ôîðìîé â òî÷êå Ãåïïíåðà.

Â îáåèõ ãèïîòåçàõ ïëîñêèå ñòðóêòóðû Ñàèòî âîçíèêàþò â êà÷åñòâå Á�ìîäåëåé, òîãäà êàê

À�ìîäåëè ðàçíÿòñÿ, ïîýòîìó òàêàÿ Á�ìîäåëü íîñèò íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíîé. Ñëåäóþùàÿ

ãèïîòåçà ïðåäïîëàãàåò, ÷òî äâå (àïðèîðè ðàçëè÷íûå) À�ìîäåëè îäíîé ãëîáàëüíîé Á�ìîäåëè

îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñâÿçàíû.
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Ãèïîòåçà 2.3 (ñîîòâåòñòâèå CY/LG). Ñóùåñòâóåò äåéñòâèå ãðóïïû íà ïðîñòðàíñòâå

âñåõ ôðîáåíèóñîâûõ ñòðóêòóð, òàêîå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ýòîé ãðóïïû R èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî:

R̂ · FAWT ,G
WT

= FGWX
WT ,G

WT

,

ãäå R̂ îáîçíà÷àåò äåéñòâèå ýëåìåíòà R íà ïîòåíöèàëå ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðû.

Äåéñòâèå (íåêîòîðîé ãðóïïû) íà ïðîñòðàíñòâå âñåõ ôðîáåíèóñîâûõ ñòðóêòóð (à áîëåå

îáùî � íà ïðîñòðàíñòâå êîãîìîëîãè÷åñêèõ òåîðèé ïîëÿ) áûëî ïîñòðîåíî À.Ãèâåíòàëåì

â [18]. Â äåéñòâèòåëüíîñòè èìåííî äåéñòâèå Ãèâåíòàëÿ R̂ è ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðèìåíèòü

â ñîîòâåòñòâèè CY/LG. Îäíàêî ïîñòðîåííîå Ãèâåíòàëåì äåéñòâèå ñëîæíî äëÿ ÿâíûõ

âû÷èñëåíèé è òðåáóåò çíàíèÿ êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ öåëèêîì, à íå òîëüêî åå

ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ìû ïîñòðîèì äðóãîå äåéñòâèå ãðóïïû íà

ïðîñòðàíñòâå ôðîáåíèóñîâûõ ñòðóêòóð îïðåäåëåííîãî êëàññà. Ïðåäëîæåííîå íàìè äåéñòâèå

âîçíèêàåò åñòåñòâåííî èç àíàëèçà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îäíàêî îíî íå ìîæåò áûòü

íåòðèâèàëüíî ïðîäîëæåíî íà ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôðîáåíèóñîâûõ ñòðóêòóð.

Çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ ñ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí

W çàäàåò îáðàòèìóþ îñîáåííîñòü ñ íåêîòîðîé À�äîïóñòèìîé ãðóïïîé ñèììåòðèé G.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ìíîãî÷ëåí W óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êàëàáè�ßó
∑
qi = 1.

Ðàññìîòðèì òåîðèþ Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà XW,G:

XW,G := {W = 0} /G̃.

Ãèïîòåçà 2.4 (çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ òèïà CY�LG). Äëÿ âñÿêîãî îáðàòèìîãî

ìíîãî÷ëåíà W ñ Á�äîïóñòèìîé ãðóïïîé ñèììåòðèé G ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ñòðóêòóð

ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé äëÿ ïàðû (W,G), ôèêñèðóåìîå ïðèìèòèâíîé ôîðìîé ζG.

Ñóùåñòâóåò òàêæå âûáîð ïðèìèòèâíîé ôîðìû ζ∞ â �ñïåöèàëüíîé òî÷êå�, òàêîé, ÷òî

ïîòåíöèàë ñîîòâåòñòâóþùåé Ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðû ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî

ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ ñ ôðîáåíèóñîâûì ïîòåíöèàëîì òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà

îðáèôîëäà XWT ,GT .

Êàê è ïðåæäå, âûáîð ïðèìèòèâíîé ôîðìû, óñòàíàâëèâàþùèé ïðèâåäåííóþ âûøå

çåðêàëüíóþ ñèììåòðèþ, íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé ôîðìîé â LCSL.

Ãèïîòåçà 2.5 (çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ òèïà LG�LG). Äëÿ âñÿêîãî îáðàòèìîãî

ìíîãî÷ëåíà W ñ Á�äîïóñòèìîé ãðóïïîé ñèììåòðèé G ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ñòðóêòóð

ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé äëÿ ïàðû (W,G), ôèêñèðóåìîå ïðèìèòèâíîé ôîðìîé ζG.

Ñóùåñòâóåò òàêæå ôðîáåíèóñîâà ñòðóêòóðà äëÿ ïàðû (W T , GT ) è âûáîð ïðèìèòèâíîé
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ôîðìû ζ∞ â �ñïåöèàëüíîé òî÷êå�, òàêîé, ÷òî ïîòåíöèàë ñîîòâåòñòâóþùåé ôðîáåíèóñîâîé

ñòðóêòóðû ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ ñ ôðîáåíèóñîâûì

ïîòåíöèàëîì ïàðû (W T , GT ).

Ãèïîòåçà 2.6 (ñîîòâåòñòâèå CY/LG). Ñóùåñòâóåò äåéñòâèå ãðóïïû íà ïðîñòðàíñòâå

âñåõ ôðîáåíèóñîâûõ ñòðóêòóð, òàêîå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ýòîé ãðóïïû R èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî:

R̂ · FAWT ,GT = FGWX
WT ,GT

,

ãäå R̂ îáîçíà÷àåò äåéñòâèå ýëåìåíòà R íà ïîòåíöèàëå ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðû.

Åñòåñòâåííûì êàíäèäàòîì íà ðîëü À�ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ FJRW.

Îäíàêî ýòà òåîðèÿ íå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà äàííûé ìîìåíò êàê íåêîòîðûé êàíîíè÷åñêèé âûáîð

À�ìîäåëè è èìååò íåêîòîðûå ñóùåñòâåííûå íåäîñòàòêè.

Èçîáðàçèì èäåþ ãëîáàëüíîé çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ñëåäóþùåé äèàãðàììîé.

ñòîðîíà À:

ñòîðîíà Á:

ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå (W,G)

?òåîðèÿ FJRW
(W T , GT )

s0
òåîðèÿ Ãðîìîâà�Âèòòåíà
XWT ,GT := {W T = 0}/G̃T

s∞spk
?

Íåðàçðåøåííûå ïðîáëåìû. Îñíîâíîé ïðîáëåìîé ãëîáàëüíîé çåðêàëüíîé ñèììåòðèè

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïàðû (W,G) òîëüêî ëèøü À�ìîäåëü òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà

îðáèôîëäà XW,G ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî çàäàííîé.

• Ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå Á�ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà (W,G) íå îïðåäåëåíî.

• Íå ñóùåñòâóåò ïîíÿòèÿ çàìåíû ïðèìèòèâíîé ôîðìû äëÿ Á�ìîäåëè Ëàíäàó�

Ãèíçáóðãà â ñëó÷àå íåòðèâèàëüíîé ãðóïïû ñèììåòðèé G.

• Òåîðèÿ FJRW ñëîæíà äëÿ âû÷èñëåíèé.

15





ÃËÀÂÀ 3

Ãëîáàëüíàÿ çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ äëÿ ïðîñòûõ ýëëèïòè÷åñêèõ

îñîáåííîñòåé

Ðàññìîòðèì ïðîñòûå ýëëèïòè÷åñêèå îñîáåííîñòè Ẽ6, Ẽ7, Ẽ8, çàäàííûå ñëåäóþùèìè

ïîëèíîìàìè:

(3.1)

Ẽ6 : Wσ(x) = x3
1 + x3

2 + x3
3 + σx1x2x3,

Ẽ7 : Wσ(x) = x4
1 + x4

2 + x2
3 + σx2

1x
2
2,

Ẽ8 : Wσ(x) = x6
1 + x3

2 + x2
3 + σx4

1x2.

Âñå îíè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Wσ(x) = W (x1, x2, x3) + σφ−1

ãäå

• W (x1, x2, x3) = xa11 + xa22 + xa33 êâàçèîäíîðîäíûé ïîëèíîì ñ âåñàìè qi := 1/ai,

óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ q1 + q2 + q3 = 1,

• φ−1 ∈ LW � ýëåìåíò àëãåáðû ñòåïåíè 1,

• σ ∈ C � êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð.

Ïðîñòàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ îñîáåííîñòü Wσ(x) íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé, åñëè ïîëèíîì

W (x1, x2, x3) îáðàòèì (ñì. îïðåäåëåíèå âî ââåäåíèè íà ñòð. 11). Êàæäàÿ

ïðîñòàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ îñîáåííîñòü îïðåäåëÿåò ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ Eσ, íàçûâàåìóþ

ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé â áåñêîíå÷íîñòè, çàäàâàåìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Eσ := {x ∈ P2(c1, c2, c3) | Wσ(x) = 0},

ãäå ci = d/ai, à d ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì îáùèì ÷àñòíûì âåñîâ a1,a2,a3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Σ ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ σ ⊂ C, ÷òî Eσ íå îñîáà. Òàêèì îáðàçîì ìû èìååì ñåìåéñòâî

ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä Σ. K. Ñàèòî ïðèâîäèò â ðàáîòå [39, Ðàçäåë 1.11] ÿâíûå ôîðìóëû

äëÿ j-èíâàðèàíòà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé Eσ:

(3.2)

Ẽ6 : j(σ) = − 16σ6

σ3 + 27
,

Ẽ7 : j(σ) =
16(σ2 + 12)3

(σ2 − 4)2
,

Ẽ8 : j(σ) = 1728
4σ3

4σ3 + 27
.
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Èñïîëüçóÿ ýòè ôîðìóëû, ðàññìîòðèì ÷èñëî τ = τ(σ) ∈ H/SL(2,Z) êàê ìîäóëü

ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé Eσ, òàêîå ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

j(τ) = j(σ).

Ðàññìîòðèì òàêæå ñåìåéñòâî ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, ïàðàìåòðèçîâàííîå H:

(3.3) E := {P2(c1, c2, c3)×H | Wσ(x1, x2, x3) = 0} → H.

1. Ïðèìèòèâíàÿ ôîðìà ïðîñòîé ýëëèïòè÷åñêîé îñîáåííîñòè

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S áàçîâîå ïðîñòðàíñòâî óíèâåðñàëüíîé ðàçâåðòêè F (x, s) ïðîñòîé

ýëëèïòè÷åñêîé îñîáåííîñòè Wσ. Ïîñêîëüêó φ−1 ∈ LWσ , ïàðàìåòð ðàçâåðòêè s−1 ìîæåò

áûòü èäåíòèôèöèðîâàí ñ σ. Òàêèì îáðàçîì, áàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ðàçâåðòêè èìååò âèä:

S = Σ× Cµ−1.

Ê. Ñàèòî áûëî çàìå÷åíî â ðàáîòå [40], ÷òî âñÿêàÿ ïðèìèòèâíàÿ ôîðìà ïðîñòîé

ýëëèïòè÷åñêîé îñîáåííîñòè çàäàåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ äàííûõ

ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé Eσ (äåòàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ìîæåò áûòü íàéäåíî

â [34]). Â îáùåì ñëó÷àå (íå îáÿçàòåëüíî ýëëèïòè÷åñêîé îñîáåííîñòè) ïðèìèòèâíàÿ ôîðìà

ζ = ζ(s) çàâèñèò îò òî÷êè s ∈ S. Â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîé îñîáåííîñòè Wσ ïðÿìûì

ñëåäñòâèåì àêñèîìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ïðèìèòèâíîé ôîðìû è âûñøåãî ñïàðèâàíèÿ Ê.

Ñàèòî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èç âñåõ êîîðäèíàò s, ïðèìèòèâíàÿ ôîðìà çàâèñèò òîëüêî îò s−1:

ζ = ζ(s−1) . Äðóãèì ïðÿìûì ñëåäñòâèåì âûøåóïîìÿíóòîé àêñèîìàòèêè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî

ïðèìèòèâíàÿ ôîðìà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïèêàðà�Ôóêñà ñåìåéñòâà Eσ. Äàëåå ìû

áóäåì îáîçíà÷àòü ïðèìèòèâíóþ ôîðìó Wσ ñ ïîìîùüþ ω = ω(σ).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå:

ϕ : C3 × S → C× S, ϕ(x, s) := (F (x, s), s).

Äëÿ êàæäûõ λ ∈ C è s ∈ S ïîëîæèì Xλ,s := ϕ−1(λ, s). Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ⊂ C × S

äèñêðèìèíàíò îòîáðàæåíèÿ F : D = {(λ, s) | Xλ,s îñîáî}. Òîãäà îáúåäèíåíèå X ′ âñåõ

ìíîæåñòâ Xλ,s äëÿ âñåõ (λ, s) ∈ (C × S)\D çàäàåò ãëàäêîå ñëîåíèå, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ

ñëîåíèåì Ìèëíîðà.

Ñëîè Xλ,s ìîãóò áûòü êîìïàêòèôèöèðîâàíû ïðèêëåèâàíèåì ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé Eσ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ 2�ôîðìó:

Ω :=
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

dWσ

.

Òàêàÿ 2�ôîðìà ãîëîìîðôíà íà Xλ,s, íî èìååò ïðîñòûå ïîëþñà âäîëü Eσ ⊂ Xλ,s. Òîãäà 1�

ôîðìà resEσΩ ÿâëÿåòñÿ ôîðìîé Êàëàáè�ßó ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé Eσ. Áîëåå òîãî, îíà èìååò

18



ñòåïåíü íîëü ïî s è, òàêèì îáðàçîì, çàâèñèò òîëüêî îò s−1 = σ (ñì. [31]). Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ ñåìåéñòâà öèêëîâ Aσ ∈ H1(Eσ,Z) ôóíêöèÿ:

πA(σ) :=

∫
Aσ

resEσΩ

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ïèêàðà�Ôóêñà. ßâíûé âèä óðàâíåíèÿ Ïèêàðà�Ôóêñà çàâèñèò

îò ïîëèíîìà Wσ. Íàïðèìåð, äëÿ îñîáåííîñòè Ẽ8 ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

(ñì. [35]):

3σ(1− σ)
d2πA
dσ2

+ (2− 5σ)
dπA
dσ
− 7

48
πA = 0.

Òåîðåìà 3.1 (Ãëàâà 3, Ïðèìåð 1 â [40]). Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ ýëëèïòè÷åñêóþ

îñîáåííîñòü, çàäàâàåìóþ ïîëèíîìîì Wσ(x). Äëÿ âñÿêîãî öèêëà Aσ ∈ H1(Eσ,C) ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâîé êîìïëåêñíûé ìíîæèòåëü

ïðèìèòèâíàÿ ôîðìà ζ îñîáåííîñòèWσ(x). Ïðèìèòèâíàÿ ôîðìà ζ èìååò ñëåäóþùèé ÿâíûé

âèä:

ζ = ζ(σ) =
d3
x

πA(σ)
.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæåò áûòü íàéäåíî â [34, Ïðèëîæåíèå A].

1.1. Ñïåöèàëüíûå òî÷êè. Êàê ìû çàìåòèëè ðàíåå, çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ äîëæíà

âîçíèêàòü â �ñïåöèàëüíûõ òî÷êàõ� áàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçâåðòêè. Äëÿ îñîáåííîñòåé ẼN

ýòî ìíîæåñòâî {0,∞} t {pk}, ãäå:

Ẽ6 : pk = −3 exp(
2π
√
−1

3
k), 1 ≤ k ≤ 3,

Ẽ7 : pk = 2 exp(π
√
−1k), 1 ≤ k ≤ 2,

Ẽ8 : pk = − 3
3
√

4
exp(

2π
√
−1

3
k), 1 ≤ k ≤ 3.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî â òî÷êàõ pk ìû èìååì j(pk) =∞.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. j�èíâàðèàíò ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé Eσ ïðèíèìàåò â ñïåöèàëüíûõ

òî÷êàõ çíà÷åíèÿ 0,1728,∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî. �

Äëÿ îñîáåííîñòåé Ẽ6 è Ẽ7 òàêæå âûïîëíåíî j(∞) =∞. Îäíàêî èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî

äëÿ îñîáåííîñòè Ẽ8 ìû èìååì: limσ→∞ j(σ) = 1728.

Áåçóñëîâíî, ðàññìîòðåíèå ïðèìèòèâíîé ôîðìû, ðåçèäóàëüíîãî ñïàðèâàíèÿ ηij(s) è

ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò ckij(s) â ñïåöèàëüíûõ òî÷êàõ òðåáóåò îñîáîãî àíàëèçà. Ìû íå

ðàññìàòðèâàåì ýòîò âîïðîñ â äàííîé ðàáîòå, èñïîëüçóÿ ÿâíî íàéäåííûå â ðàáîòàõ Ìèëàíîâ�

Øåíü è Íîóìè�ßìàäà [35, 37] ïëîñêèå êîîðäèíàòû.
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2. Ïëîñêèå êîîðäèíàòû, çàäàâàåìûå ïðèìèòèâíîé ôîðìîé

Ñâÿçü ìåæäó òåîðèåé ïðèìèòèâíûõ ôîðì è ôðîáåíèóñîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè

óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ îñöèëëèðóþùèõ èíòåãðàëîâ ñ îäíîé ñòîðîíû è

äåôîðìèðîâàííûõ ïëîñêèõ êîîðäèíàò ñ äðóãîé.

2.1. Äåôîðìèðîâàííûå ïëîñêèå êîîðäèíàòû ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïóñòü F(t1, . . . , tn) � ïîòåíöèàë íåêîòîðîãî ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ M ñ ìåòðèêîé η

è ýéëåðîâûì ïîëåì E. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∇ ñâÿçíîñòü Ëåâè�×èâèòû ìåòðèêè η. Ðàññìîòðèì

äåôîðìàöèþ ýòîé ñâÿçíîñòè:

∇̃uv := ∇uv + z−1 u ◦ v, ∀u, v ∈ TM,

ãäå z � ôîðìàëüíûé ïàðàìåòð. Òàêàÿ äåôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî ñâÿçíîñòè íà

M × C ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì:

∇̃u
d

dz
:= 0,

∇̃ d
dz

d

dz
:= 0,

∇̃ d
dz
v := z∂zv + E ◦ v −Θ(v),

äëÿ Θ(∂/∂ti) = (1 − di − d/2)∂/∂ti. Âàæíîñòü ýòîé ñâÿçíîñòè ïîäêðåïëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

óòâåðæäåíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 3.3 (Ïðåäëîæåíèå 2.1 â [12]). Êðèâèçíà ñâÿçíîñòè ∇̃ íà ôðîáåíèóñîâîì

ìíîãîîáðàçèè M ðàâíà íóëþ. Ïóñòü íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TpM ìíîãîîáðàçèÿ M

çàäàíà ñòðóêòóðà ôðîáåíèóñîâîé àëãåáðû, ãëàäêî çàâèñÿùàÿ îò òî÷êè p ∈ M , ñ ïëîñêîé

ìåòðèêîé η è ýéëåðîâûì ïîëåì E òàêèì ÷òî.

LEη = (2− d)η.

Ïóñòü òàêæå êðèâèçíà ñâÿçíîñòè ∇̃ ðàâíà íóëþ, à åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå

ôðîáåíèóñîâîé àëãåáðû êîâàðèàíòî ïîñòîÿííî â ñâÿçíîñòè Ëåâè�×èâèòû ìåòðèêè η. Òîãäà

M ÿâëÿåòñÿ ôðîáåíèóñîâûì ìíîãîîáðàçèåì.

Ïëîñêèå êîîðäèíàòû ñâÿçíîñòè ∇̃ ìîãóò áûòü âûáðàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(z, t̃1(t, z), . . . , t̃n(t, z)). Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå k, ò.÷. 1 ≤ k ≤ n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξα

êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ äèôôåðåíöèàëà dt̃k â áàçèñå dtα:
∑

α ξαdtα = dt̃k. Ìû èìååì:

(3.4)
z ∂αξβ = cγαβξγ,

z∂zξβ = Eγcαγβξα −Θε
βξε.

20



Îïðåäåëèì êîìïëåêñíûå ÷èñëà hα,k ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà:

t̃α =
∞∑
k=0

hα,k(t) z
−k.

Ëåììà 3.4 (Ëåììà 2.2 â [12]). Êîýôôèöèåíòû hα,k óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì

ñîîòíîøåíèÿì:

hα,0 =
∑
ε

ηα,εtε,

∂γ∂βhα,k+1 = cεβγ∂εhα,k, k ≥ 0.

ãäå 1 ≤ α, γ, β ≤ n.

Ôóíêöèè t̃α íàçûâàþòñÿ äåôîðìèðîâàííûìè ïëîñêèìè êîîðäèíàòàìè ôðîáåíèóñîâà

ìíîãîîáðàçèÿ.

2.2. Îñöèëëèðóþùèå èíòåãðàëû. Ïóñòü F (x, s) îáîçíà÷àåò ðàçâåðòêó èçîëèðîâàííîé

êâàçèîäíîðîäíîé îñîáåííîñòè W (x1, . . . , xN) ñ ÷èñëîì Ìèëíîðà µ. Ôèêñèðóåì íåêîòîðûå

ïîëîæèòåëüíûå ρ, δ è ν. Îáîçíà÷èì ÷åðåç BN
ρ ⊂ Cn , B1

δ ⊂ C è Bµ
ν ⊂ Cµ øàðû ðàäèóñîâ ρ, δ

è ν ñîîòâåòñòâåííî, ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî:

Xρ,δ,ν :=
(
BN
ρ ×Bµ

ν

)
∩ ϕ−1

(
B1
δ ×Bµ

ν

)
⊂ CN × Cµ.

Ôèêñèðóÿ ρ, òàêîå, ÷òî X0,0 ïåðåñåêàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ñôåðàìè ∂BN
r äëÿ âñåõ r : 0 <

r ≤ ρ, à òàêæå δ è ν, òàêèå, ÷òî Xλ,s ïåðåñåêàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ñôåðàìè ∂BN
ρ äëÿ âñåõ

(λ, s) ∈ B1
δ ×Bµ

ν ìû ïîëó÷àåì,

Ïðåäëîæåíèå 3.5 ([2, 13]). Ñóùåñòâóåò D ⊂ B1
δ × Bµ

ν , òàêîå ÷òî äëÿ X ′ :=

Xρ,δ,ν\ϕ−1(D) îòîáðàæåíèå ϕ : X ′ → (B1
δ ×Bµ

ν ) \D ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî�òðèâèàëüíûì

ðàññëîåíèåì ñ îáùèì ñëîåì, ãîìåîìîðôíûì áóêåòó µ ñôåð ðàçìåðíîñòè N − 1.

Äëÿ âñÿêîãî m ∈ R ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî X−m ⊂ Xρ,δ,ν , îïðåäåëåííîå ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

X−m := {(x, s) ∈ X ′ | Re (F (x, s)/z) ≤ −m} .

Â ñèëó ïðèâåäåííîãî âûøå ïðåäëîæåíèÿ è òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðû ìû èìååì

ñëåäóþùèé èçîìîðôèçì:

(3.5) HN(X ′,X−m) ∼= HN−1(Xλ,s) ∼= Zµ.
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Ðàññìîòðèì öèêëû 1:

A ∈ lim
m→∞

HN(X ′,X−m ;C) ∼= Cµ.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îñöèëëèðóþùèå èíòåãðàëû:

JA(s, z) := (−2πz)−N/2zdS

∫
A
eF (x,s)/zω,

çàâèñÿùèå îò âûáîðà ôîðìû îáúåìà ω. Åñëè ω ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíîé ôîðìîé Ñàèòî,

òî â ïëîñêèõ êîîðäèíàòàõ t îñöèëëèðóþùèå èíòåãðàëû óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå

óðàâíåíèé:

(3.6)
z∂tJA(t, z) = ∂t ◦ JA(t, z),

(z∂z + E)JA(t, z) = ΘJA(t, z).

ãäå E ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì ïîëåì, îòîáðàæåíèå Θ : T ∗S → T ∗S îïðåäåëåíî ñâîèìè çíà÷åíèÿìè

íà áàçèñíûõ êîâåêòîðàõ: Θ(dti) = (1
2
− di)dti, è êîêàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî îòîáðàæàåòñÿ

èçîìîðôíî íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîìîùüþ ìåòðèêè η.

Ïðåäëîæåíèå 3.6. Ïóñòü êëàññû A1, . . . ,Aµ îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà

limm→∞HN(X ′,X−m ;C). Òîãäà îñöèëëèðóþùèå èíòåãðàëû JA1(t, z), . . . ,JAµ(t, z) ÿâëÿþòñÿ

äèôôåðåíöèàëàìè äåôîðìèðîâàííûõ ïëîñêèõ êîîðäèíàò ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðû S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ïëîñêèõ êîîðäèíàòàõ îñöèëëèðóþùèå

èíòåãðàëû JAk óäîâëåòâîðÿþò òîìó æå óðàâíåíèþ, ÷òî è óðàâíåíèå (3.4). �

Ñëåäñòâèå 3.7. Ïóñòü t1(s), . . . , tµ(s) � ïëîñêèå êîîðäèíàòû íà S. Òîãäà âåðíî:

dtk = [z0]JAk(t(s), z),

ãäå [z0] îáîçíà÷àåò êîýôôèöèåíò ïðè z0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç Ëåììû 3.4 âèäíî, ÷òî äëÿ äåôîðìèðîâàííûõ ïëîñêèõ êîîðäèíàò

ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ âåðíî ðàâåíñòâî dt̃k = dtk +O(z−1). �

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè äëÿ âñÿêîé îñîáåííîñòè W ôèêñèðîâàííûõ ðàçâåðòêå F , áàçå S è

êîîðäèíàòàõ s íà íåé, ïëîñêèå êîîðäèíàòû t ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò âûáîðà ïðèìèòèâíîé

ôîðìû ω. Ïëîñêèå êîîðäèíàòû, ïîñòðîåííûå ïî ïðèìèòèâíîé ôîðìå â LCSL, ìû áóäåì

òàêæå íàçûâàòü ïëîñêèìè êîîðäèíàòàìè â LCSL.

1 Â äàííîì êîíñòåêñòå òàêèå öèêëû áûëè âïåðâûå ðàññìîòðåíû â [18], è ïðèìåíåíû äàëåå, íàïðèìåð

â [34], â ñëåäóþùåé ôîðìå. Ïóñòü (CN )m := {x ∈ CN |Re(F (s,x)/z) ≤ −m}, òîãäà îïðåäåëèì A ∈

limm→∞HN (CN , (CN )−m;C) ∼= Cµ. Îäíàêî òàêîâîå îïðåäåëåíèå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê îáîçíà÷åíèå

ââèäó òîãî, ÷òî X ′ ñòÿãèâàåìî.
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2.3. Îò êëàññîâ Aσ ê A. Ðàññìîòðèì, êàê ñâÿçàíû öèêëû A, îïðåäåëåííûå âûøå è

Aσ ∈ H1(Eσ), èñïîëüçîâàííûå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèìèòèâíîé ôîðìû ïðîñòîé ýëëèïòè÷åñêîé

îñîáåííîñòè. Ðàññìîòðèì òðóá÷àòóþ îêðåñòíîñòü Eσ â Xλ,s. Åå ãðàíèöà â Xλ,s îïðåäåëÿåò

èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå L : H1(Eσ)→ H2(Xλ,s). Ïî òåîðåìå Êîøè�Ëåðå âåðíî:

πA(σ) =

∫
L(A)

d3x

dF
.

Èñïîëüçóÿ îòîáðàæåíèå L, ìû ìîæåì âûáðàòü äâà áàçèñíûõ ýëåìåíòà H2(Xλ,s) ïî

ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé Eσ. Â ñëó÷àå ãèïåðïîâåðõíîñòíûõ ïðîñòûõ ýëëèïòè÷åñêèõ

îñîáåííîñòåé ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äâà èç µ îñöèëëèðóþùèõ èíòåãðàëîâ JAi ñâîäÿòñÿ ê

èíòåãðèðîâàíèþ ïî ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé Eσ (ñì. Ñëåäñòâèå 3.7 ). Òàêîé âûáîð áàçèñà

ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ïðåäëîæåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 3.8 (Ãëàâà 3, Ïðèìåð 1 â [40]). Äëÿ ïðîñòîé ýëëèïòè÷åñêîé îñîáåííîñòè

Wσ ñóùåñòâóþò êîìïëåêñíûé ÷èñëà a, b, c, d ∈ C, òàêèå ÷òî ad − bc 6= 0 è ïëîñêàÿ

êîîðäèíàòà t, èìåþùàÿ ñòåïåíü 0, îïðåäåëÿåòñÿ ìîäóëåì τ0 ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé Eσ ïî

ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

t =
aτ0 + b

cτ0 + d
,

ãäå

τ0 =

∫
γ1

resEσΩ∫
γ2

resEσΩ
,

è γ1, γ2 � ïðîèçâîëüíûå íåçàâèñèìûå áàçèñíûå âåêòîðà H1(Eσ,Z).

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî öèêëû γ1 è γ2 íå îáÿçàòåëüíî îáðàçóþò ñèìïëåêòè÷åñêèé áàçèñ.

Îäíàêî äàííîå ñâîéñòâî óäîâëåòâîðåíî â ïðåäåëå LCSL è áóäåò èñïîëüçîâàíî â ñëåäóþùåì

ðàçäåëå.

3. Ïëîñêèå êîîðäèíàòû äëÿ îñîáåííîñòè ẼN â ïðåäåëå LCSL

Ïëîñêèå êîîðäèíàòû à ïðåäåëå LCSL (ñì. ãèïîòåçó çåðêàëüíîé ñèììåòðèè) äëÿ ïðîñòûõ

ýëëèïòè÷åñêèé îñîáåííîñòåé áûëè íàéäåíû ÿâíî â ðàáîòå Íîóìè�ßìàäà [37].

Äëÿ ïðîñòûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ñ ýêñïîíåíòàìè a1, a2, a3 ðàññìîòðèì ν =

(ν1, ν2, ν3) ∈ N3 ò.÷. 0 ≤ νi ≤ ai−2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ν (çàìåòèì, ÷òî

ýòî ìíîæåñòâî êîíå÷íî). Òîãäà ðàçâåðòêà îñîáåííîñòè ẼN ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

F (x, s) = WẼN
(x) +

∑
ν∈I

sνφν(x),

ãäå

φν(x) := xν11 x
ν2
2 x

ν3
3 ,

è WẼN
(x) = Wσ(x) |σ=0 � îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ èç (3.1).
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Çàìå÷àíèå 3.1. Â íà÷àëå äàííîé ãëàâû ìû îïðåäåëèëè ïðîñòûå ýëëèïòè÷åñêèå

îñîáåííîñòè ẼN ñ ïîìîùüþ ìíîãî÷ëåíîâ, çàâèñÿùèõ òàêæå îò ïàðàìåòðà σ. Ýòà çàâèñèìîñòü

ïðèñóòñòâóåò òàêæå è â îïðåäåëåíèè ðàçâåðòêè F (x, s) ââèäó òîãî, ÷òî ìû èäåíòèôèöèðóåì

σ ñ îäíèì èç ïàðàìåòðîâ ðàçâåðòêè � sν äëÿ ν = (a1 − 2, a2 − 2, a3 − 2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç εi êàíîíè÷åñêèé áàçèñ ðåøåòêè Z3. Äëÿ ëþáîãî α ∈ NI ðàññìîòðèì

ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

l(α) :=
∑
ν∈I

ανν ∈ N3, wt(α) :=
∑
ν∈I

αν deg sν ∈ Q, deg sν = 1−
3∑
i=1

νi
ai
.

Äëÿ âñÿêîãî ν ∈ I îïðåäåëèì ãîëîìîðôíûå íà S ôóíêöèè:

ψ(r)
ν (s) :=

∑
α∈NI

wt(α)=r−1+deg sν

cν (l(α))
∏
ξ∈I

s
αξ
ξ

αξ!

ãäå äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ν ∈ I è ëþáîãî µ ∈ (ν +
∑3

i=1 aiεiZ) ∩ N3 ìû èìååì:

cν(µ) :=
3∏
i=1

(−1)ki
Γ
(
ki + νi+1

ai

)
Γ
(
νi+1
ai

) , ki =
µi − νi
ai

.

Òåîðåìà 3.9 (Òåîðåìà 1.1 â [37]). Ñëåäóþùèå ôîðìóëû çàäàþò ïëîñêèå êîîðäèíàòû

îñîáåííîñòè ẼN ñ ðàçâåðòêîé F (x, s):

tν =
ψ

(1)
ν (s)

ψ0
0(s)

,

ãäå ôóíêöèè ψ0
0(s) îïðåäåëåíû â çàâèñèìîñòè îò òèïà îñîáåííîñòè:

Ẽ6 : ψ0
0(s) = 2F1

(
1

3
,
1

3
;
2

3
;−s

3
111

27

)
,

Ẽ7 : ψ0
0(s) = 2F1

(
1

4
,
1

4
;
1

2
;
s2

22

4

)
,

Ẽ8 : ψ0
0(s) = 2F1

(
1

12
,

7

12
;
2

3
;−4s3

41

27

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì èäåþ äîêàçàòåëüñòâà.

Ïóñòü [Γ] ∈ H3(X ′,X−). Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ F/z = λ äëÿ âñÿêîãî

ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ z. Ìû ìîæåì çàïèñàòü èíòåãðàë JA(s, z) èñïîëüçóÿ ôîðìó

Ãåëüôàíäà�Ëåðå. ∫
Γ

eF/zω = z

∫ 0

−∞
eλ
(∫

∂λΓ

e
∑
sjφjz

dj ω

df

)
dλ.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè êâàçèîäíîðîäíîñòü F äëÿ òîãî, ÷òîáû èçìåíèòü çàâèñèìîñòü

èíòåãðàëà îò ôîðìàëüíîé ïåðåìåííîé z.

Ðàñêëàäûâàÿ ýêñïîíåíòó â ðÿä, ìû ìîæåì ïðîèíòåãðèðîâàòü λ ñ ïîìîùüþ Ãàììà�

ôóíêöèé. Ïðèìåíÿÿ Ëåììó 3.4 ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîñêèõ êîîðäèíàò. �
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Ïëîñêèå êîîðäèíàòû ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ MẼN
òàêæå èíäåêñèðîâàíû

ìíîæåñòâîì I. Åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé ñòåïåíè 0 ÿâëÿåòñÿ t0∗ , ãäå äëÿ âñÿêîãî ν ∈ I

èíäåêñ ν∗ ∈ I îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì ην,ν∗ 6= 0.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îñîáåííîñòè Ẽ8 ïåðåìåííûå èíäåêñèðîâàíû ìíîæåñòâîì I =

{00, 10, 20, 30, 40, 11, 21, 31, 41}. Ïîñêîëüêó φ41 = x4
1x2, ïàðàìåòð σ èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ s41.

Ìû áóäåì òàêæå ïîëàãàòü s−1 := s41.

Ôîðìóëû Íîóìè�ßìàäà äëÿ îñîáåííîñòè Ẽ8 äàþò:

t−1 := t41 = s41
2F1

(
5
12
, 11

12
; 4

3
;u
)

2F1

(
1
12
, 7

12
; 2

3
;u
) , ãäå u := −4s3

41

27
.

4. CY�LG è LG�LG ñ òðèâèàëüíîé ãðóïïîé ñèììåòðèè

Ãèïîòåçû çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ñ âûáîðîì ãðóïïû ñèììåòðèé îñîáåííîñòè G = {id}

áûëè äîêàçàíû äëÿ îáðàòèìûõ ïðîñòûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé Ñàòàêå�Òàêàõàøè â [43]

è Êðàâèòö�Ìèëàíîâ�Øåíü â ðàáîòàõ [27, 34, 35] (êðîìå íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ).

Äâîéñòâåííàÿ ãðóïïà â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé GT = GW .

Ïîäõîäÿùåé A�ìîäåëüþ Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà â äàííîì ñëó÷àå îêàçàëàñü òåîðèÿ FJRW.

Òåîðåìà 3.10 (Òåîðåìà 3.6 â [43], Òåîðåìà 6.6 â [34] è Òåîðåìà 1.5 â [35]). Äëÿ ïðîñòîé

ýëëèïòè÷åñêîé îñîáåííîñòè ẼN èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå èçîìîðôèçìû:

MẼ6

∼= MGW
P1
3,3,3

, MẼ7

∼= MGW
P1
4,4,2

, MẼ8

∼= MGW
P1
6,3,2

,

êîòîðûå äîêàçûâàþò çåðêàëüíóþ ñèììåòðèþ CY�LG. Çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ LG�LG

óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùèì èçîìîðôèçìîì:

MẼN
∼= MFJRW

ẼN ,Gmax
N = 6, 7, 8.

Êëþ÷åâûì êîìïîíåíòîì âñÿêîãî çåðêàëüíîãî èçîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ âûáîð ïðèìèòèâíîé

ôîðìû îñîáåííîñòè. Ìû íå ïðèâîäèì ïîäðîáíîñòåé âûáîðà âñåõ ïðèìèòèâíûõ ôîðì

èñïîëüçîâàííûõ â òåîðåìå, êîòîðûå ìîãóò áûòü íàéäåíû â îðèãèíàëüíûõ ïóáëèêàöèÿõ.

4.1. Çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ äëÿ îñîáåííîñòè Ẽ8 ñ òðèâèàëüíîé ãðóïïîé

ñèììåòðèè. Íèæå ìû ïðèâîäèì ÿâíûé âèä çåðêàëüíîãî èçîìîðôèçìà CY�LG äëÿ

îñîáåííîñòè Ẽ8, êîòîðûé áûë íàéäåí â [35].

Òåîðåìà 3.11 (Òåîðåìà 1.5 â [35]). Îáîçíà÷èì ÷åðåç MẼ8
ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå,

àññîöèèðîâàííîå ñ ðàçâåðòêîé îñîáåííîñòè Ẽ8, è ÷åðåç MP1
6,3,2

ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå

òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà P1
6,3,2. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé çåðêàëüíûé

èçîìîðôèçì:

MP1
6,3,2

∼= MẼ8
,
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ãäå ôðîáåíèóñîâà ñòðóêòóðà îñîáåííîñòè ôèêñèðîâàíà ïðèìèòèâíîé ôîðìîé ζLCSL â òî÷êå

σ = 3
2
(−2)1/3, çàäàííîé ïåðèîäîì πA (ñì. Òåîðåìó 3.1):

πA(s−1) = 2F1

(
1

12
,

7

12
; 1; 1 +

4

27
s3
−1

)
.

Ïëîñêèå êîîðäèíàòû ñòåïåíè 0 ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t−1 = 2π
√
−1t41/6.

Â [35] àâòîðû ïðèâîäÿò ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ çåðêàëüíîãî èçîìîðôèçìà, ñâÿçûâàþùèå

áàçèñû äâóõ ôðîáåíèóñîâûõ àëãåáðà. Ýòè ôîðìóëû ïîíàäîáÿòñÿ íàì â äàëüíåéøåì è ïîòîìó

ìû ïðèâîäèì èõ íèæå â ÿâíîì âèäå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆ij ïîðîæäàþùèå êîëüöà êîãîìîëîãèé ×åíà�Ðóàíà îðáèôîëäà P1
6,3,2:

∆0 = {pt}, ∆−1 = P, ∆11,∆12,∆13,∆14,∆15,∆21,∆22,∆31,

ãäå P îáîçíà÷àåò êëàññ ãèïåðïîâåðõíîñòè â P1. Ìû îïèøåì ýòè ïîðîæäàþùèå áîëåå äåòàëüíî

â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Ïóñòü, êàê è ðàíåå, u := − 4
27
s3
−1. Îïðåäåëèì ôóíêöèè F

(1)
1,r (u), F

(1)
2,r (u) äëÿ r ∈ I (ñì.

ïðåäûäóùèé ðàçäåë) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

F
(1)
1,r (u) = 2F1 (αr, βr;αr + βr − γr + 1; 1− u) ,

F
(1)
2,r (u) = 2F1 (γr − αr, γr − βr; γr − αr − βr + 1; 1− u) (1− u)γr−αr−βr .

ãäå âåñà αr, βr è γr ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 1.

Table 1. Âåñà ïåðèîäîâ îñîáåííîñòè Ẽ8

φr x1 x2 x2
1 x1x2 x3

1 x2
1x2 x4

1 x3
1x2

αr, βr, γr
1
6
, 2

3
, 2

3
1
12
, 7

12
, 1

3
1
4
, 3

4
, 2

3
1
6
, 2

3
, 1

3
1
3
, 5

6
, 2

3
1
4
, 3

4
, 1

3
5
12
, 11

12
, 2

3
1
3
, 5

6
, 1

3

Ïåðâàÿ ÷àñòü çåðêàëüíîãî èçîìîðôèçìà Ìèëàíîâà�Øåíÿ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

∆0 7→ 1, ∆−1 7→ 36(1− u)φ41π
2
A,
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ãäå πA îïðåäåëåí â âûøåïðèâåäåííîé Òåîðåìå. Îñòàëüíûå ïîðîæäàþùèå èäåíòèôèöèðîâàíû

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆11 7→ (1− u)1/6 φ10 πA,

∆15 7→ (1− u)5/6 φ31 πA,

∆21 7→ (1− u)1/3
(
F

(1)
2,20(u)φ01 + (−2)−1/3 F

(1)
2,01(u)φ20

)
πA,

∆12 7→ (1− u)1/3
(
F

(1)
1,20(u)φ01 − 3(−2)−1/3 F

(1)
1,01(u)φ20

)
πA,

∆31 7→ (1− u)1/2
(
F

(1)
2,30(u)φ11 + (−2)−1/3 F

(1)
2,11(u)φ30

)
πA,

∆13 7→ (1− u)1/2
(
F

(1)
1,20(u)φ11 − 2(−2)−1/3 F

(1)
1,11(u)φ30

)
πA,

∆22 7→ (1− u)2/3
(
F

(1)
2,40(u)φ21 + (−2)−1/3 F

(1)
2,21(u)φ40

)
πA,

∆14 7→ (1− u)2/3
(
F

(1)
1,40(u)φ21 −

5

3
(−2)−1/3 F

(1)
1,21(u)φ40

)
πA.

(3.7)

Ìèëàíîâ, Ðóàí, Øåíü è Êðàâèòö ôèêñèðóþò ïðèìèòèâíóþ ôîðìó ÿâíûì ðåøåíèåì

π(σ) óðàâíåíèÿ Ïèêàðà�Ôóêñà. Òàêîé ïîäõîä ïðåäîñòàâëÿåò â êà÷åñòâå ïðåèìóùåñòâà

âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ àíàëèçà ñàìîãî óðàâíåíèÿ Ïèêàðà�Ôóêñà äëÿ ñàìèõ

ïðèìèòèâíûõ ôîðì. Îäíàêî â òàêîì ñëó÷àå ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ

îïðåäåëåíèå öèêëà Aσ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèþ π(σ).
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ÃËÀÂÀ 4

Òåîðèÿ Ãðîìîâà�Âèòòåíà ýëëèïòè÷åñêèõ îðáèôîëäîâ

Àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, âîçíèêàþùèå â êà÷åñòâå A�ìîäåëåé â äàííîì òåçèñå,

âñòðå÷àþòñÿ â ëèòåðàòóðå ïîä èìåíåì ýëëèïòè÷åñêèõ îðáèôîëäîâ. Âñå òàêèå îðáèôîëäû

ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ P1 ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì k òî÷åê, èìåþùèõ ãðóïïîâóþ

ñòðóêòóðó (Z/Za1 , . . . ,Z/Zak) ãäå ai ≥ 2 è
∑

1/ak = 1. Òàêèå îðáèôîëäû íàçûâàþòñÿ

ýëëèïòè÷åñêèìè ââèäó òîãî, ÷òî âñå îíè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ôàêòîðèçàöèåé ýëëèïòè÷åñêèõ

êðèâûõ ïî äåéñòâèþ êîíå÷íîé ãðóïïû. Òàêèì îáðàçîì ñóùåñòâóþò ëèøü 4 ýëëèïòè÷åñêèõ

îðáèôîëäà: P1
2,2,2,2, P1

3,3,3, P1
4,4,2, P1

6,3,2.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü çåðêàëüíóþ ñèììåòðèþ òèïà CY�LG âàæíî çíàòü ïîòåíöèàë

ðîäà 0 ýëëèïòè÷åñêèõ îðáèôîëäîâ, êîòîðûé èçâåñòåí, îäíàêî æå, â ÿâíîì âèäå òîëüêî äëÿ

îðáèôîëäîâ P1
2,2,2,2 è P1

3,3,3 (ñì. [43]).

Â äàííîé ãëàâå ìû ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû [43] â òîì âèäå, â êàêîì îíè áóäóò èñïîëüçîâàíû

íàìè â äàëüíåéøåì. Òàêæå ìû ïðèâåäåì ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ íåêîòîðîãî îãðàíè÷åíèÿ

òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà P1
6,3,2.

1. Òåîðèÿ Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà P1
2,2,2,2

Ôðîáåíèóñîâà ïîòåíöèàë äëÿ MP1
2,2,2,2

áûë íàéäåí ÿâíî â ðàáîòå [43]. Ñòðîãèé ñòåê

èíåðöèè èìååò âèä:

IP1
2,2,2,2 = P1

2,2,2,2

∐
B(Z2)

∐
B(Z2)

∐
B(Z2)

∐
B(Z2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆0, . . . ,∆5 áàçèñ H
∗
orb(P1

2,2,2,2) òàêîé ÷òî:

H0
orb(P1

2,2,2,2) ' Q∆0, H
1
orb(P1

2,2,2,2) '
4⊕
i=1

Q∆i, H
2
orb(P1

2,2,2,2) ' Q∆5.

Ñïàðèâàíèå çàäàíî ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà áàçèñå:

η(∆0,∆5) = 1, η(∆i,∆j) =
1

2
δi,j, 1 ≤ i, j ≤ 4.

Ïîòåíöèàë ðîäà íîëü èìååò ñëåäóþùèé ÿâíûé âèä.

FP1
2,2,2,2(t0, t1, t2, t3, t4, t−1) =

1

2
t20t−1 +

1

4
t0(

4∑
i=1

t2i ) + (t1t2t3t4)f0(q)

+
1

4

(
4∑
i=1

t4i

)
f1(q) +

1

6

(∑
i<j

t2i t
2
j

)
f2(q), q := exp(t−1).
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äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé fi, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò exp(t−1). Êâàçèîäíîðîäíîñòü çàäàíà

ýéëåðîâûì ïîëåì E:

E := t0
∂

∂t0
+

4∑
i=1

ti
1

2

∂

∂ti
, E · FP1

2,2,2,2 = 2FP1
2,2,2,2 .

Óðàâíåíèå WDVV äëÿ FP1
2,2,2,2 ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:

(4.1)

q
d

dq
f0(q) = f0(q)

(
8

3
f2(q)− 24f1(q)

)
,

q
d

dq
f1(q) = −2

3
f0(q)2 − 16

3
f1(q)f2(q) +

8

9
f2(q)2,

q
d

dq
f2(q) = 6f0(q)2 − 8

3
f2(q)2.

Èç ÿâíîãî âèäà óðàâíåíèÿ WDVV ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïóñòü ôóíêöèè (f0(q), f1(q), f2(q)) ïðåäñòàâëåíû ñâîèìè ðÿäàìè

Òýéëîðà â îêðåñòíîñòè q = 0 è âûïîëíåíî f0(0) = 0. Òîãäà ýòè ðÿäû ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíû

÷èñëàìè (f0(0), f1(0), f2(0)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç c
(a)
k ñëåäóþùèå ÷èñëà:

fa(q) =
∑
k≥0

c
(a)
k

qk

k!
.

Ëåììà 4.2. Ïóñòü ôóíêöèè f0(q), f1(q), f2(q) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (4.1). Äëÿ

âñÿêîãî n ≥ 1 ïîëîæèì:

K(0)
n :=

∑
p+q=n,p 6=n,q 6=n

(
8

3
c(0)
p c(2)

q − 24c(0)
p c(1)

q

)
,

K(1)
n :=

∑
p+q=n,p 6=n,q 6=n

(
−2

3
c(0)
p c(0)

q −
16

3
c(1)
p c(2)

q +
8

9
c(2)
p c(2)

q

)
,

K(2)
n :=

∑
p+q=n,p 6=n,q 6=n

(
6c(0)
p c(0)

q −
8

3
c(2)
p c(2)

q

)
.

Òîãäà êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè fa(q) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå

óðàâíåíèé: 
nc

(0)
n = K

(0)
n +

8

3
(c

(0)
n c

(2)
0 + c

(0)
0 c

(2)
n )− 24(c

(0)
0 c

(1)
n + c

(0)
n c

(1)
0 ),

nc
(1)
n = K

(1)
n −

2

3
c

(0)
0 c

(0)
n −

16

3
(c

(1)
n c

(2)
0 + c

(1)
0 c

(2)
n ) +

8

9
c

(2)
n c

(2)
0 ,

nc
(2)
n = K

(2)
n + 6c

(0)
n c

(0)
0 −

8

3
c

(2)
n c

(2)
0 .

n ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò ìîìåíòàëüíî ñðàâíåíèåì ðàçëîæåíèé ïî ñòåïåíÿì q ëåâîé

è ïðàâîé ÷àñòåé óðàâíåíèé (4.1). � Äëÿ q = 0 óðàâíåíèå (4.1) äà¼ò:

9c
(0)
0 c

(0)
0 − 4c

(2)
0 c

(2)
0 = 0.
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Òàêèì îáðàçîì ìå èìååì c
(2)
0 = 0. Äëÿ n = 1 âûøå ïðèâåäåííàÿ Ëåììà óòâåðæäàåò:

c
(0)
1 = −24c

(0)
1 c

(1)
0 .

Ïóñòü c
(0)
1 = 0 òîãäà íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî f0(q) ≡ 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû èìååì

24c
(1)
0 = −1.

Óòâåðæäåíèå Ëåììû ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:
(n− 1)c

(0)
n = K

(0)
n , c

(0)
1 6= 0,

nc
(1)
n = K

(1)
n +

2

9n
K

(2)
n ,

nc
(2)
n = K

(2)
n .

n ≥ 1

Òàêàÿ ñèñòåìà çàäàåò ðåêóðñèþ, âîññòàíàâëèâàþùóþ âñå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèé f0(q),

f1(q), f2(q). �

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèÿ âûøå ïðèâåäåííîãî ïðåäëîæåíèÿ ìîãóò áûòü îñëàáëåíû. Îäíàêî

íàì îíà òðåáóåò òîëüêî â òàêîì âèäå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèâåñòè ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ôðîáåíèóñîâà ïîòåíöèàëà îðáèôîëäà

P1
2,2,2,2 âûïèøåì ôóíêöèè fk(q) â ÿâíîì âèäå.

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè ϑi(z, τ), çàâèñÿùèå îò τ ∈ H è z ∈ C,

ïðåäñòàâëåííûå ñëåäóþùèìè ðÿäàìè Ôóðüå:

ϑ1(z, τ) =
√
−1

∞∑
n=−∞

(−1)ne(n−1/2)2π
√
−1τe(2n−1)π

√
−1z,

ϑ2(z, τ) =
∞∑

n=−∞

e(n−1/2)2π
√
−1τe(2n−1)π

√
−1z,

ϑ3(z, τ) =
∞∑

n=−∞

en
2π
√
−1τe2nπ

√
−1z,

ϑ4(z, τ) =
∞∑

n=−∞

(−1)nen
2π
√
−1τe2nπ

√
−1z.

Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòè ôóíêöèè òåòà�ôóíêöèÿìè ßêîáè, èëè ïðîñòî òåòà�ôóíêöèÿìè.

Èç ÿâíîãî âèäà ðÿäîâ Ôóðüå òåòà�ôóíêöèé ßêîáè ñëåäóåò ðàâåíñòâî:

∂2ϑi(z, τ)

∂z2
= 4π

√
−1

∂ϑi(z, τ)

∂τ
, 1 ≤ i ≤ 4.

Îïðåäåëåíèå. Òåòà�êîíñòàíòàìè ßêîáè ϑi(τ) äëÿ âñåõ i, ò.÷. 2 ≤ i ≤ 4, íàçûâàþòñÿ

ôóíêöèè ϑi(τ) := ϑi(0, τ).
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Çàìåòèì, ÷òî ϑ1(0, τ) ≡ 0, ââèäó ÷åãî ìû íå ðàññìàòðèâàåì ýòó òåòà�êîíñòàíòó â

äàëüíåéøåì.

Îáîçíà÷åíèå 4.1. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìû áóäåì îïóñêàòü àðãóìåíò òåòà�

êîíñòàíò, åñëè îí ôèêñèðîâàí:

ϑ′i(τ) :=
∂

∂z
ϑi(τ).

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ âñÿêîãî τ ∈ H îïðåäåëèì:

X∞k (τ) := 2
∂

∂τ
log ϑk, 2 ≤ k ≤ 4.

Òàêæå ðàññìîòðèì ôóíêöèè X∞k (q), çàäàííûå êàê ôóíêöèè îò q = exp(π
√
−1τ).

X∞k (q) :=
1

π
√
−1

X∞k

(
τ

π
√
−1

)
.

Òåîðåìà Ñàòàêå è Òàêàõàøè óòâåðæäàåò:

Òåîðåìà 4.3 (Òåîðåìà 2.1 â [43]). Ôóíêöèè fk(q), çàäàþùèå ïîòåíöèàë ðîäà 0 òåîðèè

Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà P1
2,2,2,2, èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

(4.2)


f0(q) := 1

8
X∞3 (q)− 1

8
X∞4 (q),

f1(q) := − 1
12
X∞2 (q)− 1

48
X∞3 (q)− 1

48
X∞4 (q),

f2(q) := − 3
16
X∞3 (q)− 3

16
X∞4 (q).

Çàïèñàííîå ÷åðåç ôóíêöèè X∞k (q), óðàâíåíèå WDVV íà FP1
2,2,2,2

0 ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

óðàâíåíèé, èçâåñòíîé ïîä èìåíåì ñèñòåìû Àëüôàíà:

(4.3)



d

dτ
(X∞2 (τ) +X∞3 (τ)) = 2X∞2 (τ)X∞3 (τ),

d

dτ
(X∞3 (τ) +X∞4 (τ)) = 2X∞3 (τ)X∞4 (τ),

d

dτ
(X∞4 (τ) +X∞2 (τ)) = 2X∞4 (τ)X∞2 (τ).

Õîðîøî èçâåñòíûì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèè X∞i çàäàþò ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû

(ñì. íàïðèìåð [38]). Ìû íå ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà ò.ê. îíî èñïîëüçóåò

íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà òåòà�êîíñòàíò, íå ïðåäñòàâëÿþùèå âàæíîñòü äëÿ íàñ.

Ïðåäëîæåíèå 4.4. Ïðèìåíÿÿ ëèíåéíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ ïîòåíöèàë FP1
2,2,2,2

0

çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

FP1
2,2,2,2

0 (t−1, t0, t̃1, t̃2, t̃3, t̃4) =
t20t

2
+
t0
4

4∑
i=1

(t̃i)
2 − (t̃21t̃

2
3 + t̃22t̃

2
4)

1

16
X∞3 (t−1)

− (t̃21t̃
2
4 + t̃22t̃

2
3)

1

16
X∞4 (t−1)− (t̃23t̃

2
4 + t̃21t̃

2
2)

1

16
X∞2 (t−1)− 1

64

4∑
i=1

(t̃i)
4γ∞(t−1)
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ñ òàêèì æå ýéëåðîâûì ïîëåì:

E(t0, t̃i) = E(t0, ti),

è ôóíêöèåé γ∞(t−1) = 2
3

∑
X∞i (t−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ê FP1
2,2,2,2

0 çàìåíó ïåðåìåííûõ t1 = (t̃4 − t̃3)/
√

2, t2 = (t̃4 +

t̃3)/
√

2, t3 = (t̃1− t̃2)/
√

2, t4 = (t̃1 + t̃2)/
√

2, êîòîðàÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì ñîõðàíÿåò óðàâíåíèå

WDVV è ìåòðèêó η. Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ äàþò:

1
3
f2(q) + f1(q) = − 1

12

∑
X∞i (q) = −1

8
γ∞(q),

2
3
f2(q)− f0(q) = −1

4
X∞3 (q),

2
3
f2(q) + f0(q) = −1

4
X∞4 (q),

3f1(q)− 1
3
f2(q) = −1

4
X∞2 (q).

Òðèâèàëüíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýéëåðîâî ïîëå ñîõðàíÿåòñÿ â íîâûé

êîîðäèíàòàõ.

Çàïèñûâàÿ ôóíêöèè X∞k (q) ÷åðåç X∞k (t−1) è ïðèìåíÿÿ åùå îäíó çàìåíó ïåðåìåííûõ t̃−1 =

t−1/π
√
−1, t̃0 = t0

√
π
√
−1, t̃i = ti/(π

√
−1)1/4 ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ïîòåíöèàë. �

2. Âû÷èñëèòåëüíûå àñïåêòû òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà

Çàäà÷à ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà Ãðîìîâà�Âèòòåíà (è äàæå íåêîòîðûõ

êîððåëÿòîðîâ òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà) ÿâëÿåòñÿ íå ðåøåííîé è ñëîæíîé â îáùåì

ñëó÷àå. Îäíàêî æå äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îðáèôîëäîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â äàííîé ðàáîòå, ìû

ìîæåì ïðèìåíèòü äâà ìîùíûõ èíñòðóìåíòà äëÿ ðåøåíèÿ ýòî çàäà÷è. Ýòî íåêîòîðàÿ òåîðåìà

î åäèíñòâåííîñòè Èøèáàøè�Øèðàèøè�Òàêàõàøè [21] è òåîðåìà î êâàçè�ìîäóëÿðíîñòè

Ìèëàíîâà�Øåíÿ [36]. Ïåðâàÿ òåîðåìà óäîáíà äëÿ ÿâíûõ âû÷èñëåíèé (äî îïðåäåëåííîãî

ïîðÿäêà), à ñëåäñòâèåì âòîðîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ýòè âû÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî

ïðîâîäèòü äî ôèêñèðîâàííîãî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

2.1. Òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ

îðáèôîëäîâ. Ïóñòü a1, a2, a3 ∈ Z òàêîâû, ÷òî 2 ≤ a1 ≤ a2 ≤ a3. Ïîëîæèì:

χA :=
3∑
i=1

1

ai
− 1, µA :=

3∑
i=1

ai − 1.

Òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè Èøèáàøè�Øèðàèøè�Òàêàõàøè óòâåðæäàåò:

Òåîðåìà 4.5 (Òåîðåìà 3.1 â [21]). Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ôðîáåíèóñîâî

ìíîãîîáðàçèå M ðàçìåðíîñòè µA ñ ïëîñêèìè êîîðäèíàòàìè:

{t1, tµA , ti,j}, ãäå 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ ai − 1.
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è ïîòåíöèàëîì F êîíôîðìíîé ðàçìåðíîñòè 1, óäîâëåòâîðÿþùèì ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) Åäèíè÷íûé âåêòîð e è ýéëåðîâî ïîëå E èìåþò ñëåäóþùèé âèä

e =
∂

∂t1
, E = t1

∂

∂t1
+

3∑
i=1

ai−1∑
j=1

ai − j
ai

ti,j
∂

∂ti,j
+ χA

∂

∂tµA
.

(2) Íåâûðîæäåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà η íà TM óäîâëåòâîðÿåò:

η

(
∂

∂t1
,
∂

∂tµA

)
= η

(
∂

∂tµA
,
∂

∂t1

)
= 1,

η

(
∂

∂ti1,j1
,

∂

∂ti2,j2

)
=


1
ai1

i1 = i2 è j2 = ai1 − j1,

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

(3) Ôðîáåíèóñîâ ïîòåíöèàë F óäîâëåòâîðÿåò: EF|t1=0 = 2F|t1=0,

F|t1=0 ∈ C
[
[t1,1, . . . , t1,a1−1, . . . , ti,j, . . . , t3,1, . . . , t3,a3−1, e

tµA ]
]
.

(4) Ïóñòü âûïîëíåíî (3), òîãäà ìû èìååì:

F|t1=etµA=0 =
3∑
i=1

G(i), G(i) ∈ C[[ti,1, . . . , ti,ai−1]], 1 ≤ i ≤ 3.

(5) Ïóñòü âûïîëíåíî (3), òîãäà â áàçèñå ∂
∂t1
, ∂
∂t1,1

, . . . , ∂
∂t3,a3−1

, ∂
∂tµA

ïðîñòðàíñòâà T0M ,

óìíîæåíèå ◦ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî ïðåäåëà t1 = t1,1 = · · · = t3,a3−1 = etµA =

0. C-àëãåáðà ïîëó÷åííàÿ â ýòîì ïðåäåëå èçîìîðôíà

C[x1, x2, x3]
/(
xixj, aix

ai
i − ajx

aj
j

)
1≤i<j≤3

,

ãäå ∂/∂ti,j îòîáðàæàþòñÿ â xji äëÿ i = 1, . . . , 3, j = 1, . . . , ai − 1 è ∂/∂tµA

îòîáðàæàåòñÿ â a1x
a1
1 .

(6) Ñëàãàåìîå (
3∏
i=1

ti,1

)
etµA

âõîäèò â F ñ êîýôôèöèåíòîì 1.

Ýòà òåîðåìà îñîáåííî âàæíà ââèäó ñëåäóþùåé òåîðåìà Èøèáàøè�Øèðàèøè�Òàêàõàøè,

óòâåðæäàþùåé, ÷òî òåîðèÿ Ãðîìîâà�Âèòòåíà ýëëèïòè÷åñêèõ îðáèôîëäîâ óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìû:

Òåîðåìà 4.6 (Òåîðåìà 4.2 â [21]). Óñëîâèÿ Òåîðåìû 4.5 óäîâëåòâîðåíû ïîòåíöèàëîì

ðîäà 0 òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà P1
a1,a2,a3

.

Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îðáèôîëäîâ ìû èìååì:
∑

i
1
ai

= 1 è χA = 0. Òàêèì îáðàçîì

ïîòåíöèàëû òåîðèé Ãðîìîâà�Âèòòåíà ýëëèïòè÷åñêèõ îðáèôîëäîâ çàâèñÿò îò exp(t−1) åæåëè

÷åì îò ïåðåìåííîé t−1. Òàêîå æå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ îðáèôîëäà P1
2,2,2,2.
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2.2. Òåîðèÿ Ãðîìîâà�Âèòòåíà è ìîäóëÿðíûå ôîðìû. Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå

ìû îïèñàëè â ÿâíîì âèäå ïîòåíöèàë òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà P1
2,2,2,2 ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå

ôóíêöèè. Ìû ñäåëàåì ïîõîæåå óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îðáèôîëäîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó êîíå÷íîãî èíäåêñà Γ ⊂ SL(2,Z). Ïóñòü k ∈ N≥0,

à f(τ) � ôóíêöèÿ, ãîëîìîðôíàÿ íà H.

• f(τ) íàçûâàåòñÿ ìîäóëÿðíîé ôîðìîé âåñà k åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:

1

(cτ + d)k
f

(
aτ + b

cτ + d

)
= f(τ) äëÿ âñåõ

a b

c d

 ∈ Γ.

• f(τ) íàçûâàåòñÿ êâàçèìîäóëÿðíîé ôîðìîé âåñà k è ãëóáèíû m åñëè ñóùåñòâóþò

ôóíêöèè f0(τ), . . . , fm(τ), ãîëîìîðôíûå íà H, ò.÷.:

1

(cτ + d)k
f

(
aτ + b

cτ + d

)
=

m∑
l=0

fl(τ)

(
c

cτ + d

)l
äëÿ âñåõ

a b

c d

 ∈ Γ.

Ïðèìåðàìè (êâàçè)ìîäóëÿðíûõ ôîðì ÿâëÿþòñÿ ðÿäû Ýéçåíøòåéíà. Ãðóïïîé Γ â ýòèõ

ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ SL(2,Z) � ïîëíàÿ ìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E2k(τ) äëÿ âñÿêîãî

öåëîãî ÷èñëà k ≥ 1 ðÿä Ýéçåíøòåéíà:

E2k(τ) := 1− 4k

B2k

∞∑
n=1

σ2k−1(n)e2π
√
−1nτ ,

ãäå σk(n) =
∑
d|n

dk, à B2k � ÷èñëî Áåðíóëëè. Â ÷àñòíîñòè ìû èìååì B2 = 1/6, B4 = −1/30,

B6 = 1/42.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðÿä Ýéçåíøòåéíà E2k óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìîäóëÿðíîñòè ïðè

k ≥ 2. Äëÿ k = 1 ýòî óñëîâèå äîëæíî áûòü èçìåíåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ âñÿêîé

ìàòðèöû

a b

c d

 ∈ SL(2,Z) âåðíî:

(4.4)

E2(τ) =
1

(cτ + d)2
E2

(
aτ + b

cτ + d

)
− 6c

π
√
−1(cτ + d)

,

E2k(τ) =
1

(cτ + d)2k
E2k

(
aτ + b

cτ + d

)
, k ≥ 2.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ è îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ìîìåíòàëüíî, ÷òî E2k äëÿ k ≥ 2 ÿâëÿþòñÿ

ìîäóëÿðíûìè ôîðìàìè, à E2 � êâàçèìîäóëÿðíîé ôîðìîé.

Â äàëüíåéøåì äëÿ íàñ áóäóò âàæíû ïîäãðóïïû Γ(N) ⊂ SL(2,Z), íàçûâàåìûå ãëàâíûìè

êîíãðóýíòíûìè ïîäãðóïïàìè :
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Îïðåäåëåíèå. Äëÿ âñÿêîãî ïîëîæèòåëüíîãî N ∈ N îïðåäåëèì:

Γ(N) := {A ∈ SL(2,Z) | A ≡ ±I modN}.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò áûë äîêàçàí Ìèëàíîâûì�Øåíåì ñ ïîìîùüþ àíàëèçà òåîðèè Ñàèòî

ïðîñòûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé:

Òåîðåìà 4.7 (Òåîðåìà 1.2 è Ñëåäñòâèå 1.3 â [36]). Ïóñòü X = P1
a1,a2,a3

� ýëëèïòè÷åñêèé

îðáèôîëä è F0(t) � ïîòåíöèàë ðîäà 0 ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà.

Ïðåäñòàâèì t êàê t = (t0, t1, . . . , tnt−1), ãäå t0 è t−1 ñîîòâåòñòâóþò êëàññàì òî÷êè

è ãèïåðïëîñêîñòè â H∗orb(X ) ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì ôóíêöèè fi1,...,in−1(t−1) êàê

êîýôôèöèåíòû F0(t) ïî ïåðåìåííûì ti11 . . . t
in
n

fi1,...,in−1(t−1) := [ti11 . . . t
in
n ]FX0 .

Òîãäà ðàçëîæåíèÿ ïî exp(t−1) ôóíêöèé fi1,...,in−1(t−1) ÿâëÿþòñÿ ðÿäàìè Ôóðüå íåêîòîðûõ

êâàçèìîäóëÿðíûõ ôîðì âåñà
∑n

k=1 ik − 2 ïî ãðóïïå Γ ⊂ SL(2,Z), ãäå

Γ =


Γ(3), X = P1

3,3,3,

Γ(4), X = P1
4,4,2,

Γ(6), X = P1
6,3,2.

Çàìå÷àíèå. Ðÿä Ôóðüå êâàçèìîäóëÿðíîé ôîðìû ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì ïî exp(πit), â òî

âðåìÿ êàê ïîòåíöèàë òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà X ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ïî t′

è áåñêîíå÷íûì ðÿäîì ïî exp(t−1). Ïðèìåíÿÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ êàê â Ïðåäëîæåíèè 4.4,

òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû F(t) ïî ïåðåìåííûì t′ ÿâëÿþòñÿ êâàçèìîäóëÿðíûìè

ôîðìàìè.

Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò âàæíî ñëåäñòâèå:

Ñëåäñòâèå 4.8. Ïîòåíöèàë òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà ýëëèïòè÷åñêèõ îðáèôîëäîâ

îïðåäåëåí è ãîëîìîðôåí äëÿ âñåõ t−1 ∈ H. Îäíàêî æå îí íå îïðåäåëåí ïðè t−1 = 0.

Òåîðåìà Ìèëàíîâà�Øåíÿ óäîáíà äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷ ââèäó ñëåäóþùåãî ôàêòà.

Ïóñòü f(τ) è g(τ) � äâå ìîäóëÿðíûå ôîðìû âåñà k ïî îòíîøåíèþ ê ãðóïïå Γ(N). Ðàññìîòðèì

ðÿäû Ôóðüå f è g:

f(τ) =
∑
p≥0

fpq
p, g(τ) =

∑
p≥0

gpq
p ãäå q := exp(π

√
−1τ)

Ïðåäëîæåíèå 4.9 (Ðàçäåë 3.3 â [25]). Îïðåäåëèì ÷èñëî

LN :=
k

12
N
∏
m|N

(
1 +

1

m

)
,
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íàçûâàåìîå ãðàíè÷íûì ÷èñëîì Øòóðìà. Òîãäà åñëè fp − gp = 0 äëÿ âñåõ p ≤ LN , òî

f(τ)− g(τ) ≡ 0.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìîäóëÿðíûõ ôîðì ÿâëÿåòñÿ òàêæå

ìîäóëÿðíîé ôîðìîé, à òàêæå ÷òî ïðîèçâåäåíèå êâàçèìîäóðÿíûõ ôîðì ÿâëÿåòñÿ òàêæå

êâàçèìîäóëÿðíîé ôîðìîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(Γ) è M̃(Γ) êîëüöà âñåõ ìîäóëÿðíûõ è

êâàçèìîäóëÿðíûõ ôîðì ïî ãðóïïå Γ ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 4.10 (Ïðåäëîæåíèå 1 â [28]). Äëÿ âñÿêîé ïîäãðóïïû êîíå÷íîãî èíäåêñà Γ âåðíî:

M̃(Γ) = M(Γ)⊗ C[E2].

2.3. SL(2,C) äåéñòâèå íà ïðîñòðàíñòâå ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Äëÿ òîãî,

÷òîáû óñèëèòü óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 4.7 îïðåäåëèì äåéñòâèå A ∈ SL(2,C) íà ïîòåíöèàëå

Ãðîìîâà�Âèòòåíà. Â äàííîé ðàáîòå íàì ïîòðåáóåòñÿ òàêîå äåéñòâèå ëèøü â ðîäå 0, îäíàêî

îíî áûëî îïðåäåëåíî â îáùåì ñëó÷àå â [5].

2.3.1. Ïðåîáðàçîâàíèå èíâåðñèè Äóáðîâèíà. Ïóñòü ïîòåíöèàë WDVV F çàïèñàí òàê ÷òî:

F(t) =
1

2
t21tn + t1

∑
p≤q

1

|Aut(p, q)|
ηp,qtptq +H(t2, . . . , tn),

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè H = H(t2, . . . , tn).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F I .

(4.5) F I(t̂) = (tn)−2

[
F(t)− 1

2
t1
∑
i,j

ηijtitj

]
,

ãäå äëÿ âñåõ 1 < α < n:

t̂1 :=
1

2

∑
ij ηijtitj

tn
, t̂α :=

tα
tn
, t̂n := − 1

tn
.

Ïðåäëîæåíèå 4.11 (Ïðèëîæåíèå Á â [11]). Ôóíêöèÿ F I ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

WDVV è óäîâëåòâîðÿåò:

∂3F I

∂t̂1∂t̂a∂t̂b
= ηab.

2.3.2. Îáîáùåíèå íà SL(2,C). Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå îïðåäåëÿåò äåéñòâèå A ∈ SL(2,C)

íà ïðîñòðàíñòâå ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ïðåäëîæåíèå 4.12. Ïóñòü A =

a b

c d

 ∈ SL(2,C). Òîãäà ôóíêöèÿ FA îïðåäåëåííàÿ:

FA(t) :=
1

2
t21tn + t1

∑
p≤q

1

|Aut(p, q)|
ηp,qtptq +

c

8(ctn + d)

(∑
p≤q

1

|Aut(p, q)|
ηp,qtptq

)2
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+ (ctn + d)2H

(
t2

ctn + d
, . . . ,

tn−1

ctn + d
,
atn + b

ctn + d

)
.

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ WDVV.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèå A íà ïåðåìåííîé tn ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

A · tn =
atn + b

ctn + d
= T2 · Sc2 · I · T1 · tn,

ãäå T1 çàäàåò ñäâèã tn → tn + a
c
, Sc2 � ðàñòÿæåíèå tn → c2tn, T2 � åùå îäèí ñäâèã tn → tn + d

c

è I : tn → −1/tn. �Ïðîêâàíòóåì� ýòîãî äåéñòâèÿ íà ïåðåìåííîé tn â äåéñòâèå íà ïîòåíöèàëà

ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ñäâèãè T1 è T2 ñîõðàíÿþò ñïàðèâàíèå ηpq è

óðàâíåíèå WDVV. Äåéñòâèå I êâàíòóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ èíâåðñèè Äóáðîâèíà

(ñì. Ïðåäëîæåíèå 4.11 âûøå). Ðàññìàòðèâàÿ êîìïîçèöèþ ýòèõ äåéñòâèé ìû ïîëó÷àåì

òðåáóåìîå. �

Óñëîâèå êâàçèìîäóðÿíîñòè Òåîðåìû 4.7 ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

FA = F , ∀A ∈ Γ.

Ïðèìåð 4.13 (Ïðèëîæåíèå C â [11]). Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë ðàíãà 3:

F3 :=
t20t−1

2
+

1

2
t0t

2
1 −

t41
16

π
√
−1

3
E2(t−1).

Èç êâàçèìîäóðÿíîñòè ðÿäà E2 ñëåäóåò, ÷òî FA = F äëÿ âñåõ A ∈ SL(2,Z).

3. Òåîðèÿ Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà P1
6,3,2

Ïî íàñòîÿùèé ìîìåíò îòêðûòîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà ðîäà

0 òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà P1
6,3,2. Îäíàêî ìû ìîæåì âû÷èñëèòü åãî äî ëþáîé æåëàåìîé

ñòåïåíè ñ ïîìîùüþ Òåîðåìû 4.5. Âìåñòå ñ Òåîðåìîé 4.7 ìû ïîëó÷àåì ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ

÷àñòè ïîòåíöèàëà ðîäà 0.

3.1. Ïîòåíöèàë òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà P1
6,3,2. Ïóñòü a1, a2, a3 ∈ N. Ðàññìîòðèì

áàçèñ ∆0,∆−1,∆ij êîëüöà H
∗
orb(P1

a1,a2,a3
) òàêîé ÷òî:

H∗orb(P1
6,3,2) '

⊕
Q[∆0]

3⊕
i=1

ai−1⊕
j=1

Q[∆ij]
⊕

Q[∆−1].

Êëàññû ∆0 è ∆−1 ñîîòâåòñòâóþò êëàññàì òî÷êè è ãèïåðïëîñêîñòè â H∗(P1) ñîîòâåòñòâåííî.

Ñïàðèâàíèå èìååò âèä:

η(∆0,∆−1) = 1, η(∆ij,∆kl) =
1

ai
δi,kδj+l,ai .
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Ïóñòü FP1
6,3,2

� ïîòåíöèàë ðîäà 0 îðáèôîëäà P1
6,3,2. Ýòî ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò 10 ïåðåìåííûõ

t0, t−1, tij ñî ñëåäóþùèì ýéëåðîâûì ïîëåì:

E = t0
∂

∂t0
+

5∑
k=1

t1k
6− k

6

∂

∂t1k
+

3∑
k=1

t2k
3− k

3

∂

∂t2k
+ t31

1

2

∂

∂t31

, E · FP1
6,3,2

= 2FP1
6,3,2

.

Èç óñëîâèÿ êâàçèîäíîðîäíîñòè ìû âèäèì, ÷òî FP1
6,3,2

çàâèñèò ïîëèíîìèàëüíî îò t0, tij è

ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ðÿäîì ïî exp(t−1).

Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû íàïèñàííîé â ïàêåòå Mathematica, ðåàëèçóþùåé Òåîðåìó 4.5

(äîñòóïíà íà [3]) ìû ïîñ÷èòàëè ïîòåíöèàë FP1
6,3,2

äî exp(40t−1). Ìû ïðèâîäèì åãî çäåñü

òîëüêî äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî exp(t−1). Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ ÿâíûå âû÷èñëåíèÿ

ñ áîëüøåé òî÷íîñòüþ îãðàíè÷åíèÿ ýòîãî ïîòåíöèàëà, à íå âñåé ôóíêöèè. Íåìíîãî èçìåíÿÿ

îáîçíà÷åíèÿ ìû çàïèøåì ïîòåíöèàë â ïåðåìåííûõ {t0, t1, . . . , t8, t9} = {t0, t1k, t2k, t31, t−1}.

FP1
6,3,2

=
1

2
t20t9 + t0

(
t23
12

+
t2t4
6

+
t1t5
6

+
t6t7
3

+
t28
4

)
+
t32
36

+
1

6
t1t2t3 −

t43
288

+
1

12
t21t4 −

t48
96

− 1

36
t2t

2
3t4 −

1

72
t22t

2
4 −

1

72
t1t3t

2
4 +

1

432
t23t

3
4 +

t2t
4
4

1296
− t64

38880
− 1

72
t22t3t5 −

1

72
t1t

2
3t5 −

1

36
t1t2t4t5

+
1

324
t33t4t5 +

1

144
t2t3t

2
4t5 +

t1t
3
4t5

1296
− 5t3t

4
4t5

10368
− 1

144
t21t

2
5 +

1

432
t2t

2
3t

2
5 +

1

432
t22t4t

2
5 +

1

432
t1t3t4t

2
5

− 5t23t
2
4t

2
5

5184
− t2t

3
4t

2
5

2592
+

t54t
2
5

34560
+
t1t2t

3
5

1296
− t33t

3
5

7776
− 5t2t3t4t

3
5

7776
− t1t

2
4t

3
5

15552
+

11t3t
3
4t

3
5

93312
− t22t

4
5

15552
− t1t3t

4
5

31104

+
11t23t4t

4
5

186624
+
t2t

2
4t

4
5

31104
− 13t44t

4
5

2239488
+

11t2t3t
5
5

933120
+

t1t4t
5
5

933120
− 91t3t

2
4t

5
5

11197440
− 11t23t

6
5

11197440
− 13t2t4t

6
5

16796160

+
91t34t

6
5

201553920
− t1t

7
5

235146240
+

43t3t4t
7
5

201553920
+

t2t
8
5

201553920
− 41t24t

8
5

2418647040
− 17t3t

9
5

9674588160

+
809t4t

10
5

2612138803200
− 809t12

5

344802322022400
+
t36
18
− 1

36
t26t

2
7 +

1

648
t6t

4
7 −

t67
19440

+ et9t1t6t8 +
1

6
et9t3t4t6t8 +

1

6
et9t2t5t6t8 +

1

72
et9t24t5t6t8 +

1

72
et9t3t

2
5t6t8 +

et9t4t
3
5t6t8

1296
+
et9t55t6t8
155520

+
1

6
et9t1t

2
7t8 +

1

36
et9t3t4t

2
7t8 +

1

36
et9t2t5t

2
7t8 +

1

432
et9t24t5t

2
7t8 +

1

432
et9t3t

2
5t

2
7t8 +

et9t4t
3
5t

2
7t8

7776

+
et9t55t

2
7t8

933120
+ O(e2t9).

3.2. Îãðàíè÷åíèå ïîòåíöèàëà ðîäà 0 Òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà

P1
6,3,2. Ïðåäëîæåíèå 4.12 âìåñòå ñ Òåîðåìîé 4.7, Ïðåäëîæåíèåì 4.9 è Òåîðåìîé 4.10 ïîçâîëÿþò

çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå ÷àñòü ïîòåíöèàëà ðîäà 0 îðáèôîëäà P1
6,3,2.

Ïóñòü FP1
6,3,2

0 (t) � ïîòåíöèàë ðîäà 0 òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà P1
6,3,2 ñ

ïåðåìåííûìè tα, ñîîòâåòñòâóþùèìè êëàññàì ∆α êàê â Ðàçäåëå 3.1:

t = {t0, t−1, t11, t12, t13, t14, t15, t21, t22, t31}.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F4:

F4(t0, t−1, t13, t31) := FP1
6,3,2

0 |t11=0,t12=0,t14=0,t15=0,t21=0,t22=0 .

Ïðåäëîæåíèå 4.14. Ôóíêöèÿ F4 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ WDVV è èìååò ñëåäóþùèé

ÿâíûé âèä:

F4 =
1

2
t20t−1 + t0

(
t213

12
+
t231

4

)
+

1

36
t413f1(3t−1) +

1

18
t213t

2
31f2(3t−1)

+
1

9
t13t

3
31f0(3t−1) +

(
1

12
f1(3t−1) +

1

18
f2(3t−1)

)
t431.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëàãàÿ â íîëü îïðåäåëåííûå ïåðåìåííûå íåíóëåâîé

ñòåïåíè â ôóíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì WDVV, ìû ïîëó÷àåì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ òîæå

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì WDVV. Èñïîëüçóÿ êâàçèîäíîðîäíîñòü FP1
6,3,2

0 ôóíêöèÿ F4 èìååò âèä:

F4 =
1

2
t20t−1 + t0

(
t213

12
+
t231

4

)
+ t413g1(t−1) + t213t

2
31g2(t−1)

+ t13t
3
31g3(3t−1) + t31t

3
13g4(t−1) + t431g5(t−1),

äëÿ íåêîòîðûõ íåèçâåñòíûõ gk(t−1).

Ïî Òåîðåìå 4.7 ìû èìååì, ÷òî ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ êâàçèìîäóëÿðíûìè ïî ãðóïïå Γ(6).

Îäíàêî èç Ïðåäëîæåíèå 4.12 âèäíî, ÷òî ôóíêöèè g3(t−1) è g4(t−1) ìîäóëÿðíû (âåñà 2).

Ïóñòü q = exp(t−1). Èñïîëüçóÿ Òåîðåìó 4.5 ìû ïîäñ÷èòàëè ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä

äëÿ F4:

g1(q) =

(
− 1

288
+
q12

12
+
q24

4

)
+ O(q30), g2(q) =

(
q6

2
+ q12 + 2q18

)
+ O(q30),

g3(q) =

(
q3

3
+

4q9

3
+ 2q15 +

8q21

3
+

13q27

3

)
+ O(q30), g4(q) = 0 + O(q30),

g5(q) =

(
− 1

96
+
q6

2
+

5q12

4
+ 2q18 +

11q24

4

)
t431 + O(q30).

Ãðàíè÷íîå ÷èñëîØòóðìà LN äëÿ Γ(6) åñòü: L6 = 4. Ñîãëàñíî Òåîðåìå 4.7 âåñ êàæäîé èç ýòèõ

ôóíêöèé ðàâåí äâóì, ÷òî íàëàãàåò îãðàíè÷åíèå íà ðàçëîæåíèå èç Òåîðåìû 4.10. Ñðàâíèâàÿ

êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ Ôóðüå ìû ïîëó÷àåì:

1

9
f0(q3) ≡ g3(q), g4(q) ≡ 0.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå ôóíêöèé g1, g2, g5 ñ òî÷íîñòüþ äî q30 ñîâïàäàþò

ñ ðàçëîæåíèÿìè â ðÿä f1(q3)/36, f2(q3)/18 è f1(q3)/12 + f2(q3)/18. Îäíàêî ìû íå ìîæåì

ïðèìåíèòü çäåñü Ïðåäëîæåíèå 4.9.

Ëåììà 4.15. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè f̃k(q) òàêèå, ÷òî:

g1(q) = f̃1(q3)/36, g2(q) = f̃2(q3)/18, g5(q) = f̃1(q3)/12 + f̃2(q3)/18,
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òîãäà óðàâíåíèå WDVV íà F4 çàïèñàííîå ÷åðåç f̃k(q) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå ÎÄÓ (4.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ïîëó÷åíî ïðîñòûìè âû÷èñëåíèÿìè. �

Äàííàÿ ëåììà çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 4.14. �

3.2.1. Èäåÿ Ïðåäëîæåíèÿ 4.14. Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 4.14 íå âïîëíå ñëåäóåò èäåå

ñàìîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ðàññìîòðèì äâà îðáèôîëäà X = P1
2,2,2,2 è Y = P1

6,3,2. Îáà ýòè îðáèôîëäà ìîãóò áûòü

ïðåäñòàâëåíû êàê ôàêòîðû ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ïî äåéñòâèþ êîíå÷íîé ãðóïïû:

X = [E/Z2] , Y = [E/Z6] .

Ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü òàêæå ôàêòîð Y = X//Z3. Åñòåñòâåííî áûëî áû ïðåäïîëîæèòü

ñóùåñòâîâàíèå îòîáðàæåíèÿ f ∗ : H∗orb(Y) → H∗orb(X ), êîòîðîå îäíàêî æå íå ìîæåò áûòü

èçîìîðôèçìîì. Âìåñòî ýòîãî ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî Hs ⊂ H∗(IX ) òàêîå, ÷òî Hs
∼=

f ∗ (H∗(IY)).

Ïóñòü γ̃k ∈ Hs è γ̃k = f ∗(γk) äëÿ γk ∈ H∗(IY). Ðàññìîòðèì êîððåëÿòîðû:

〈γ̃1, . . . , γ̃n〉Xn,g,β =
n∏
i=1

ev∗k(γ̃k).
[
M g,n(X , β)

]
∈ C.

Ìû èìååì:

〈γ̃1, . . . , γ̃n〉Xn,g,β =
n∏
i=1

ev∗k(γk).f∗
[
M g,n(X , β)

]
Ê ñîæàëåíèþ íåÿñíî, êàê âûãëÿäèò îáðàç âèðòóàëüíîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà ïîä

äåéñòâèåì îòîáðàæåíèå f∗ (ââèäó ñëîæíîñòè êîíñòðóêöèè ïåðâîãî).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, îïèñàííîì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå îñìûñëåííî ðàññìîòðåíèå

êîððåëÿòîðîâ, èìåþùèõ ∆0,∆−1, ∆13 è ∆31 èç H∗orb(P1
6,3,2), à òàêæå ∆̃0, ∆̃−1, ∆̃1, ∆̃2, ∆̃3, ∆̃4

èç H∗orb(P1
2,2,2,2). Ñëåäóÿ îïèñàííîé âûøå ëîãèêå, ðàññìàòðèâàÿ Y = X//Z3 ìû ìîæåì

ïðåäïîëîæèòü ñâÿçü ìåæäó êîððåëÿòîðàìè:

∆0 ↔ ∆̃0, ∆−1 ↔ 3∆̃−1

è

∆31 ↔ ∆̃1, ∆13 ↔
1√
3

(
∆̃2 + ∆̃3 + ∆̃4

)
.

òàê êàê òî÷êà ïîðÿäêà 6 íà P1
6,3,2 �ñîáèðàåòñÿ� èç 3 òðåõ òî÷åê ïîðÿäêà 2 íà P1

2,2,2,2 â òî âðåìÿ

êàê ÷åòâåðòàÿ �îòîáðàæàåòñÿ� â òî÷êó ïîðÿäêà 2 íà P1
6,3,2.
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ÃËÀÂÀ 5

Ôðîáåíèóñîâû ñòðóêòóðû îðáèôîëäîâûõ À è Á ìîäåëåé

Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà

Â ðàáîòå [16] Ôàí-Äæàðâèñ-Ðóàí ïîñòðîèëè êîãîìîëîãè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëÿ Λg,n,

ñîîòâåòñòâóþùóþ îðáèôîëäîâîé À�ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà. Òàêàÿ êîãîìîëîãè÷åñêàÿ

òåîðèÿ ïîëÿ ÷àñòî íàçûâàåòñÿ ñîêðàùåííî FJRW�òåîðèåé ïî ôàìèëèÿì àâòîðîâ, ãäå �W�

ñîîòâåòñòâóåò Ý.Âèòòåíó, êîòîðûé ïðåäïîëîæèë ñóùåñòâîâàíèå òàêîé êîãîìîëîãè÷åñêîé

òåîðèè ïîëÿ. Êàê è òåîðèÿ Ãðîìîâà�Âèòòåíà, òåîðèÿ FJRW çàäàåò íåêîòîðîå ôðîáåíèóñîâî

ìíîãîîáðàçèå (îãðàíè÷åíèåì íà ðîä íîëü). Îäíàêî òàêîå ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå íå

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì âîçìîæíûì, âîçíèêàþùèì êàê îðáèôîëäîâàÿ À�ìîäåëü, à ñàìà

òåîðèÿ FRJW íå îïðåäåëåíà â äîñòàòî÷íîé îáùíîñòè. Äðóãèì íåäîñòàòêîì òåîðèè FJRW

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åå ñëîæíî âû÷èñëèòü ÿâíî.

Íà íàñòîÿùèé ìîìåíò íå ñóùåñòâóåò îïðåäåëåíèÿ ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðû,

ñîîòâåòñòâóþùåé îðáèôîëäîâîâ Á�ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà. Íåêîòîðàÿ ðàáîòà â

ýòîì íàïðàâëåíèè áûëà ñäåëàíà Ð.Êàóôìàíîì è Ì.Êðàâèòöîì â [24, 26], êîòîðûå äàëè

îïðåäåëåíèå ôðîáåíèóñîâîé àëãåáðû â íóëå îðáèôîëäîâîé Á�ìîäåëè. Òî åñòü òîëüêî ëèøü

êóáè÷åñêóþ ÷àñòü ïî ïåðåìåííûì t âñåãî ïîòåíöèàëà F(t) ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðû.

Ìû ïðåäëàãàåì íèæå àêñèîìàòèçàöèþ ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé îðáèôîëäîâûõ À

è Á ìîäåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà. Ïî îòíîøåíèþ ê ðàáîòàì Êàóôìàíà è Êðàâèòöà ìû

ðàññìàòðèâàåì òî æå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé, îäíàêî ìû íå èñïîëüçóåì êîíñòðóêöèþ

ôðîáåíèóñîâîé àëãåáðû, ïðåäëîæåííîé âûøå óêàçàííûìè àâòîðàìè. Ïî îòíîøåíèþ â ðàáîòå

Ôàí�Äæàðâèñ�Ðóàí ìû ðàññìàòðèâàåì áîëåå îáùèé êëàññ ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Âñå àêñèîìû, êîòîðûå ìû ïðèâîäèì äëÿ íàøåé À�ìîäåëè ëèáî óäîâëåòâîðÿþòñÿ, ëèáî

ïðåäïîëîæèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþòñÿ âñÿêîé òåîðèåé FJRW. Îäíàêî æå â íàøåé ñëó÷àå ýòèõ

àêñèîì òðè, â òî âðåìÿ êàê àêñèîìû òåîðèè FJRW çàíèìàåò íåñêîëüêî ñòðàíèö.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí W çàäàåò îáðàòèìóþ îñîáåííîñòü. Ââåä¼ì

îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ Á�äîïóñòèìîé ãðóïïîé ñèììåòðèé W . Äëÿ

âñÿêîãî g ∈ G îïðåäåëèì ôèêñèðîâàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî g:

Fix(g) := {x ∈ CN | g · x = x},
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è íàòóðàëüíîå ÷èñëî Ng := dim Fix(g).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Wg îãðàíè÷åíèå ìíîãî÷ëåíà W íà ôèêñèðîâàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî g ∈

G:

Wg := W |Fix(g), Wg : CNg → C.

1. Îðáèôîëäîâàÿ Á�ìîäåëü Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ Á�äîïóñòèìîé ãðóïïîé ñèììåòðèé ìíîãî÷ëåíà W .

Îïðåäåëèì:

• Äëÿ âñÿêîãî g ∈ G îáîçíà÷èì ÷åðåç LWg ëîêàëüíóþ àëãåáðó îñîáåííîñòè Wg. Òîãäà

ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé îðáèôîëäîâîé Á�ìîäåëè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

H :=
⊕
g∈G

(LWg)
G.

• Ïóñòü e ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé LW . Îïðåäåëèì:

Htw :=
⊕

g∈G, g 6=e

(LWg)
G.

Òîãäà ìû èìååì:

H := (LWe)
G ⊕Htw.

Ïîäïðîñòðàíñòâî (LWe)
G áóäåì íàçûâàòü íåïîäêðó÷åííûì ñåêòîðîì

ïîäïðîñòðàíñòâà H, à ïðîñòðàíñòâî Htw � ïîäêðó÷åííûì ñåêòîðîì ïðîñòðàíñòâà

H.

• Äëÿ âñåõ g ∈ G îáîçíà÷èì ÷åðåç ηg ðåçèäóàëüíîå ñïàðèâàíèå Wg îãðàíè÷åííîå íà

(LWg)
G. Îïðåäåëèì ñïàðèâàíèå ηH íà H ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u, v ∈ H ⇒ ηH(u, v) =

 ηg(u, v), äëÿ u ∈ (LWg)
G, v ∈ (LWg−1 )G,

0 âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ïóñòü W çàäàåò îáðàòèìóþ èçîëèðîâàííóþ îñîáåííîñòü. Ïóñòü òàêæå ζ � íåêîòîðàÿ

ïðèìèòèâíàÿ ôîðìà Ñàèòî ýòîé îñîáåííîñòè, G � Á�äîïóñòèìàÿ ãðóïïà ñèììåòðèé W .

Îïðåäåëèì ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå M(W,G),ζ àêñèîìàòè÷åñêè.

Îïðåäåëåíèå. Ôðîáåíèóñîâûì ìíîãîîáðàçèåì ïàðû (W,G), ñîãëàñîâàííûì ñ

ïðèìèòèâíîé ôîðìîé ζ áóäåì íàçûâàòü ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå, óäîâëåòâîðÿþùåå

ñëåäóþùèì àêñèîìàì.

• Òðèâèàëüíàÿ ãðóïïà: äëÿ G = {id} âûïîëíåíî:

M(W,G),ζ = M(W,{id}),ζ ∼= MW,ζ .
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• Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé:

TM(W,G),ζ |t=0
∼= H.

• Ñïàðèâàíèå: Ñïàðèâàíèå ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðû M(W,G),ζ ñîâïàäàåò â ïëîñêèõ

êîîðäèíàòàõ ñî ñïàðèâàíèåì ηH íà H.

• Íåïîäêðó÷åííûé ñåêòîð: Îãðàíè÷åííèå M(W,G),ζ íà íåïîäêðó÷åííûé ñåêòîð

èçîìîðôíî G�èíâàðèàíòíîé ÷àñòè ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðû Ñàèòî îñîáåííîñòèW :

M(W,G),ζ |LGW
∼= (MW,ζ)

G .

• Ïðèìèòèâíàÿ ôîðìà: Ñóùåñòâóåò ïîíÿòèå çàìåíû ïðèìèòèâíîé ôîðìû äëÿM(W,G),ζ ,

êîòîðîå ñîãëàñîâàíî ñ çàìåíîé ïðèìèòèâíîé ôîðìû Ñàèòî â íåïîäêðó÷åííîì

ñåêòîðå.

• Ñïåöèàëüíàÿ òî÷êà: Ñóùåñòâóåò ïîíÿòíèå �ñïåöèàëüíîé òî÷êè� â ïðîñòðàíñòâå

ïðèìèòèâíûõ ôîðì.

• Ýêâèâàðèàíòíîñòü: Ïóñòü F(t) � ïîòåíöèàë ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðû. Ïóñòü e �

åäèíèöà ãðóïïû G è ýëåìåíòû gi ∈ G äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ k òàêîâû, ÷òî:

g1 · · · · · gk 6= e ∈ G.

Òîãäà âûïîëíåíî:

∂kF
∂tg1,i1 . . . ∂tgk,ik

|t=0= 0 ∀i1, . . . , ik.

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ëó÷øå âñåãî ðàññìàòðèâàòü ñ òî÷êè çðåíèÿ êîãîìîëîãè÷åñêèõ òåîðèé

ïîëÿ. Ïðåäïîëàãàÿ íàëè÷èå êîãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ, òàêîé, ÷òî F ñîâïàäàåò

ñ å¼ ïîòåíöèàëîì ðîäà íîëü, ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ïîíèìàåòñÿ êàê íåêîòîðîé óñëîâèå

ñáàëàíñèðîâàííîñòè äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðû ãðóïïû â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ êðèâûõ �

ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé (ñì. íàïðèìåð [22] ).

Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìûì ñëåäñòâèåì àêñèîìû î ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íà

M(W,G),ζ ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòû t, èíäåêñèðîâàííûå g ∈ G:

t = {(tg,1, . . . , tg,µg), ∀g ∈ G},

ãäå µg := dim(LWg)
G.

Òàêèì îáðàçîì âåðíî:
∂3F

∂t1,1∂ta∂tb
= ηHa,b.

Ñëåäñòâèå 5.1. Ââèäó òîãî, ÷òî â ïðèâåäåííóþ âûøå ñèñòåìó àêñèîì âõîäèò

òàêæå ïðèìèòèâíàÿ ôîðìà ñàìîé îñîáåííîñòè W , ìû èìååì ñåìåéñòâî ôðîáåíèóñîâûõ

ìíîãîîáðàçèé äëÿ âñÿêîé ïàðû (W,G). Îäíàêî èç äàííîé àêñèîìàòèçàöèè íå ñëåäóåò,
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÷òî ïðè âñÿêîé ôèêñèðîâàííîé ïðèìèòèâíîé ôîðìå ζ ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå M(W,G),ζ

åäèíñòâåííî.

2. Îðáèôîëäîâàÿ À�ìîäåëü Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà

Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ À�äîïóñòèìîé ãðóïïîé ñèììåòðèé ìíîãî÷ëåíà W . Äëÿ âñÿêîãî h ∈ G

ðàññìîòðèì:

Hh := ΩNh(CNh)/(dWh ∧ ΩNh−1).

Ôèêñèðóÿ ôîðìó îáú¼ìà ω = dx1 ∧ · · · ∧ dxNh ìû èìååì ñëåäóþùèé èçîìîðôèçì:

Hh
∼= LWh

· ω.

Äåéñòâèå ãðóïïû G ïîäíèìàåòñÿ äî äåéñòâèÿ íà ïðîñòðàíñòâå Ω(CNh). Îïðåäåëèì

ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé À�ìîäåëè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

HW,G :=

(⊕
h∈G

Hh

)G

Êàê è â ñëó÷àå Á�ìîäåëè, ñïàðèâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èçîìîðôèçìà Hh
∼= Hh−1 .

Ïóñòü MA
W,G ÿâëÿåòñÿ ôðîáåíèóñîâûì ìíîãîîáðàçèåì îðáèôîëäîâîé À�ìîäåëè Ëàíäàó�

Ãèíçáóðãà ïàðû (W,G). Ìû òðåáóåì, ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû:

• Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé:

TMA
W,G |t=0

∼= HW,G.

• Ðàöèîíàëüíîñòü: Ïîòåíöèàë F(t) ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðûMA
W,G èìååò ðàçëîæåíèå

â ðÿä ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàì,

• Ñîîòâåòñòâèå CY/LG: MA
W,G ñâÿçàíî ñ ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðîé òåîðèè

Ãðîìîâà�Âèòòåíà XW íåêîòîðûì äåéñòâèåì íà ïðîñòðàíñòâå âñåõ ôðîáåíèóñîâûõ

ìíîãîîáðàçèé, ñîîòâåòñòâóþùèì çàìåíå ïðèìèòèâíîé ôîðìû äëÿ G = GW ,

Ïåðâàÿ àêñèîìà âûïîëíåíà â òåîðèè FJRW ïî ïîñòðîåíèþ. Óñëîâèå âòîðîé àêñèîìû

íå äîêàçàíî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ òåîðèé FJRW, îäíàêî óäîâëåòâîðÿåòñÿ âî âñåõ èçâåñòíûõ

ñëó÷àÿõ. Òðåòüåé àêñèîìîé ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ íà êëàññ ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé,

êîòîðûå ãèïîòåòè÷åñêè ìîãóò âîçíèêíóòü â çåðêàëüíîé ñèììåòðèè.
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ÃËÀÂÀ 6

Çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ òèïà CY�LG äëÿ îðáèôîëäîâîé ìîäåëè

Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà

Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó çåðêàëüíîé ñèììåòðèè òèïà CY�LG äëÿ îðáèôîëäîâîé Á�ìîäåëè

Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà ïàðû (Ẽ8,Z3).

Ðàññìîòðè ãðóïïó G, äåéñòâóþùóþ íà C3, è ÿâëÿþùóþñÿ ãðóïïîé ñèììåòðèé Ẽ8. Äëÿ

ξ3 = 1, ξ 6= 1 ïîëîæèì:

h : (x, y, z)→ (ξx, ξ2y, z).

Îïðåäåëèì G := 〈h〉. Î÷åâèäíî, ÷òî G ∼= Z3.

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü ζLCSL � ïðèìèòèâíàÿ ôîðìà îñîáåííîñòè Ẽ8 â LCSL (ñì.

Òåîðåìó 3.11). Òîãäà ïîòåíöèàë ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ îðáèôîëäîâîé Á�ìîäåëè (Ẽ8,Z3)

ñ ïðèìèòèâíîé ôîðìîé, ñîãëàñîâàííîé ñ ζLCSL èìååò âèä:

FZ3 =
1

2
t2
1,0t1,3 + t1,0

(
t2
1,1

12
+
t2
1,2

4

)
+ t1,0thth2 +

1

36
t4
1,1f1(t1,3)

+
1

18
t2
1,1t

2
1,2f2(t1,3) +

1

9
t1,1t

3
1,2f0(t1,3) + t4

1,2

(
1

12
f1(t1,3) +

1

18
f2(t1,3)

)
+ thth2

(
2

9
t2
1,1f2(t1,3) + 2t2

1,2f1(t1,3)− 2

3
t1,1t1,2f0(t1,3)

)
+ t2ht

2
h2

(
2

3
f2(t1,3) + 2f1(t1,3)

)
+ (t3h + t3h2) (t1,1f0(t1,3) + t1,2(3f1(t1,3)− f2(t1,3))) ,

ãäå ôóíêöèè f0(t), f1(t), f2(t) çàäàíû ÿâíî â (4.2).

Çàìåòèì, ÷òî èç äàííîé òåîðåìû òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå Á�

ìîäåëè (Ẽ8,Z3) ñ ïðèìèòèâíîé ôîðìîé, ñîãëàñîâàííîé ñ ζLCSL åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà.

Ýáåëèíã�Òàêàõàøè ïîñòðîèëè â [15] àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ â

îïðåäåëåííîì ñìûñëå �çåðêàëüíî äâîéñòâåííûì� ïàðå (W,G), ãäåW èìååò âèä xp11 +xp22 +xp33 −

x1x2x3. Äëÿ ýòîãî îíè îïðåäåëèëè îðáèôîëäîâûå ÷èñëà Äîëãà÷åâà è Ãàáðèåëîâà. Âåðîÿòíî

ïðèìåíåíèå ýòîé ïàðû äëÿ çåðêàëüíîé ñèììåòðèè òèïà CY�LG áûëî öåëüþ àâòîðîâ òàêîãî

îïðåäåëåíèÿ. Ìû ïîêàæåì íà ÷àñòíîì ïðèìåðå, ÷òî èõ èäåÿ ðàáîòàåò. Â ÷àñòíîñòè äëÿ ïàðû

(Ẽ8,Z3) çåðêàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì Ýáåëèíãà�Òàêàõàøè ÿâëÿåòñÿ P1
2,2,2,2.

Òåîðåìà 6.2. Ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå Á�ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà ïàðû (Ẽ8,Z3)

èçîìîðôíî ôðîáåíèóñîâó ìíîãîîáðàçèþ òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà P1
2,2,2,2.
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1. Îðáèôîëäîâûå ÷èñëà Äîëãà÷åâà è Ãàáðèåëîâà

Íèæå ìû ïðèâîäèì òîëüêî óïðîùåííûé âèä ïîäõîäà Ýáåëèíãà�Òàêàõàøè (ñì. [15]) ê

÷èñëàì Ãàáðèåëîâà è Äîëãà÷åâà äëÿ îðáèôîëäîâûõ ìîäåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü W (x1, x2, x3) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ìíîãî÷ëåíîì ñ ìàòðèöåé

êîýôôèöèåíòîâ R = {rij}. Ãðóïïó

ĜW :=

{
λ = (λ1, λ2, λ3) ∈ (C∗)3 |

3∏
j=1

λ
r1j
j =

3∏
j=1

λ
r2j
j =

3∏
j=1

λ
r3j
j

}
áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìàëüíîé Àáåëåâîé ãðóïïîé ñèììåòðèé W .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ (λ1, λ2, λ3) ∈ ĜW è λ :=
∏3

j=1 λ
r1j
j âåðíî:

W (λ · x) = λW (x).

Äëÿ âñÿêîãî îáðàòèìîãî ìíîãî÷ëåíà W (x1, x2, x3) è âñÿêîé åãî À�äîïóñòèìîé ãðóïïû

ñèììåòðèé G îïðåäåëèì ãðóïïó Ĝ ñëåäóþùåé êîììóòàòèâíîé äèàãðàììîé òî÷íûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

1 G Ĝ C∗ 1

1 GW ĜW C∗ 1

// // // //

// // // //

� _

��

� _

��

Îðáèôîëäîâîé À�ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà ïàðû (W,G) Ýáåëèíã�Òàêàõàøè ñòàâÿò â

ñîîòâåòñòâèå êðèâóþ C(W,G):

C(W,G) := [W−1(0)\{0}/Ĝ].

Òàêàÿ êðèâàÿ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê ãëàäêàÿ êðèâàÿ ðîäà g(W,G) ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì

èçîòðîïíûõ òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå. Ïîðÿäêè α1, . . . , αr èçîòðîïíûõ òî÷åê êðèâîé C(W,G) áóäóò íàçûâàòüñÿ

÷èñëàìè Äîëãà÷åâà ïàðû (W,G) è îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç A(W,G).

Ïîÿñíèì ñâÿçü êðèâîé CW,G ñ ââåäåííûì ðàíåå àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì XW,G.

Ãðóïïà Ĝ ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì G, êîíòðîëèðóþùèì êâàçèîäíîðîäíîñòü W . Âëîæåííàÿ â

ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî P2(c1, c2, c3) êðèâàÿ CW,G áóäåò èçîìîðôíà XW,G, à ÷èñëà ci áóäóò

îïðåäåëåíû Ĝ.

ÏóñòüW (x1, x2, x3) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ìíîãî÷ëåíîì. Â [14] áûëà íàéäåíà ãîëîìîðôíàÿ

çàìåíà ïåðåìåííûõ òàêàÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåí W (x1, x2, x3) + ax1x2x3 äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ C∗

ïðåîáðàçóåòñÿ â

WFerma := xp11 + xp22 + xp33 − x1x2x3
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äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ pi ≥ 2.

Ðàññìîòðè äðóãîé íàáîð ÷èñåë, àññîöèèðîâàííûé ïàðå (W,G).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ Á�äîïóñòèìîé ãðóïïîé ñèììåòðèé ìíîãî÷ëåíà

W (x1, x2, x3), è Ki ⊆ G ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïîäãðóïïîé, ñîõðàíÿþùåé êîîðäèíàòó xi.

Ïóñòü p1, p2, p3 � ýêñïîíåíòû WFerma (ñì. âûøå). Ñëåäóþùèå ÷èñëà (γ1, . . . , γs) íàçûâàþòñÿ

÷èñëàìè Ãàáðèåëîâà ïàðû (W,G):

ΓW,G := (γ1, . . . , γs) =

(
pi

|G/Ki|
∗ |Ki|, 1 ≤ i ≤ 3

)
,

ãäå ïîä a ∗ |Ki| ìû ïîíèìàåì |Ki|�êðàòíîå ïîâòîðåíèå ÷èñëà a, è âñå ÷èñëà 1 îïóùåíû.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G ⊂ SLn(C) � íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà. Äëÿ âñÿêîãî g ∈ G

ïîðÿäêà r ïðåäñòàâèì:

g = (e2πia1/r, . . . , e2πian/r), 0 ≤ ak < r.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç jG ÷èñëî ýëåìåíòîâ g ãðóïïû G òàêèõ, ÷òî g ôèêñèðóåò òîëüêî {0} è∑
k ak = r:

jG =

∣∣∣∣∣
{
g = (e2πia1/r, . . . , e2πian/r) ∈ G |

∑
k

ak = r è Fix(g) = {0}

}∣∣∣∣∣ .
Òåîðåìà Ýáåëèíãà�Òàêàõàøè [15] óòâåðæäàåò:

Òåîðåìà 6.3 (Òåîðåìà 7.1 â [15]). Ïóñòü W (x1, x2, x3) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì

ìíîãî÷ëåíîì è G � åãî Á�äîïóñòèìàÿ ãðóïïà ñèììåòðèé. Òîãäà ñëåäóþùèå íàáîðû ÷èñåë

ñîâïàäàþò:

gWT ,GT = jG, AWT ,GT = ΓW,G.

Êëþ÷åâûì îáúåêòîì â òåîðåìå Ýáåëèíãà�Òàêàõàøè ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ C(WT ,GT ). Å¼

èñïîëüçîâàíèå â äîêàçàòåëüñòâå äàííîé òåîðåìû ìîòèâèðóåò ïîäõîä ê òåîðèè Ãðîìîâà�

Âèòòåíà, èçëîæåííûé â ðàçäåëå 3.1 ãëàâû 4.

1.1. ×èñëà Ãàáðèåëîâà ïàðû (Ẽ8,Z3). Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

W (x1, x2, x3) = x6
1 + x3

2 + x2
3.

Äëÿ äàííîãî ìíîãî÷ëåíà ìû èìååì ðàâåíñòâî: W T = W . Íåñìîòðÿ íà ýòî ìû

áóäåì ñîõðàíÿòü çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ äëÿ áîëåå ÷åòêîãî ðàçëè÷èÿ ñòîðîíû çåðêàëüíîé

ñèììåòðèè, êîòîðîé ñîîâåòñòâóåò ïàðà (W,G) èëè æå (W T , Gt).
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Ðàññìîòðèì ãðóïïó ñèììåòðèé Z3, äåéñòâóþùóþ íàW êàê áûëî îïèñàíî â íà÷àëå äàííîé

ãëàâû. Â çåðêàëüíîé ñèììåòðèè òèïà CY�LG ìû äîëæíû ðàáîòàòü ñ òåîðèé Ãðîìîâà�

Âèòòåíà êðèâîé C(WT ,ZT3 ). Òåîðåìà 6.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó

îðáèôîëäà êðèâîé C(WT ,ZT3 ) äîñòàòî÷íî ïîñ÷èòàòü ÷èñëà Ãàáðèåëîâà ïàðû (W,Z3) .

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîé íàìè ãðóïïû G âåðíî:

Kx = Ky = {id} è Kz = Z3.

Ñëåäîâàòåëüíî:

px
|Z3/Kx|

∗ |Kx| =
6

3
= 2,

py
|Z3/Ky|

∗ |Ky| =
3

3
= 1,

pz
|Z3/Kz|

∗ |Kz| =
2

1
∗ 3 = (2, 2, 2).

×èñëà Ãàáðèåëîâà èìåþò âèä:

ΓẼ8,Z3
= (2, 2, 2, 2).

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî jZ3 = 0. Ýòè íàáëþäåíèÿ ìîòèâèðóþò èñïîëüçîâàíèå îðáèôîëäà

P1
2,2,2,2 â êà÷åñòâå êàíäèäàòà äëÿ çåðêàëüíîé ñèììåòðèè òèïà CY�LG ñ Á�ìîäåëüþ Ëàíäàó�

Ãèíçáóðãà ïàðû (Ẽ8,Z3).

2. Çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ òèïà CY�LG äëÿ ïàðû (Ẽ8,Z3)

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì äâå òåîðåìû, ñôîðìóëèðîâàííûå â íà÷àëå ãëàâû.

Ðàññìîòðèì ðàçâåðòêó îñîáåííîñòè Ẽ8:

F (x, s) := x6 + y3 + z2 + s−1x
4y + s31x

3y

+ s21x
2y + s11xy + s30x

3 + s20x
2 + s10x+ s01y + s0.

Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé Á�ìîäåëè ïàðû (Ẽ8,Z3) èìååò âèä:

H := (L)G ⊕ 〈1h〉 ⊕ 〈1h2〉,

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò èíâàðèàíòíîé ïîäàëãåáðå ëîêàëüíîé àëãåáðû îñîáåííîñòè

è èìååò ñëåäóþùèé áàçèñ:

(L)G ∼= 〈1, x4y, xy, x3〉C.

Îáîçíà÷åíèå 6.1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç FZ3 ïîòåíöèàë ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ MẼ8,Z3
,

çàïèñàííûé â êîîðäèíàòàõ t1,0, . . . , t1,3, th, th2, òàêèõ, ÷òî:

∂

∂t1,k
↔ ek ∈ (L)G,

∂

∂th
↔ 1h ∈ H,

∂

∂th2
↔ 1h2 ∈ H.
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2.1. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. ÏóñòüM(Ẽ8)G � ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå êàê â àêñèîìå

�íåïîäêðó÷åííûé ñåêòîð� Á�ìîäåëè ïàðû (Ẽ8,Z3). Òîãäà âåðíî

TM(Ẽ8)G |t=0
∼= (L)G.

Èäåÿ ïðèâåäåííîãî íèæå äîêàçàòåëüñòâà ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëåäóþùåé äèàãðàììîé, â

âåðøèíàõ êîòîðîé ñòîÿò ðàçíûå ôðîáåíèóñîâû ìíîãîîáðàçèÿ, âñå ãîðèçîíòàëüíûå ñòðåëêè

ÿâëÿþòñÿ (ïðåäïîëîæèòåëüíî èëè ôàêòè÷åñêè) èçîìîðôèçìàìè, à âñå äèàãîíàëüíûå ñòðåëêè

ÿâëÿþòñÿ âëîæåíèÿìè.

M(Ẽ8,{Id})

(M(Ẽ8,id))
G

MP1
6,3,2

M4

M(Ẽ8,Z3)

M(Ẽ8)G

MP1
2,2,2,2

N4

A //

B //

J //

C

��

ii K

6 V

ii L

6 V

ii
E

6 V

ii
F

6 V I //

D

ãäå

• A � çåðêàëüíûé èçîìîðôèçì èçîìîðôèçì Òåîðåìû 3.11 .

• E è F ÿâëÿþòñÿ âëîæåíèÿìè íåêîòîðûõ ïîäìíîãîîáðàçèé â M(Ẽ8,{Id}) è M(Ẽ8,Z3)

ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðâîå ïîäìíîãîîáðàçèå îïèñûâàåòñÿ íàìè â Ïðåäëîæåíèè 6.4,

â òî âðåìÿ êàê âòîðîå ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ íà íåïîäêðó÷åííûé ñåêòîð â

îðáèôîëäîâîé Á�ìîäåëè.

• Èìåÿ ÿâíîì âèäå èçîìîðôèçì A è âëîæåíèå E, ìû íàõîäèì ïîòåíöèàë M
(Ẽ8)

G ñ

ïîìîùüþ Ïðåäëîæåíèÿ 4.14.

• Ñ ïîìîùüþ èçîìîðôèçì àêñèîìû �íåïîäêðó÷åííûé ñåêòîð� D îðáèôîëäîâîé

Á�ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà ìû ïîëó÷àåì ïîòåíöèàë ñòðóêòóðû M
(Ẽ8)

G . Â

Ïðåäëîæåíèÿõ 6.7 è 6.8 ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿåò ôðîáåóíèñîâó ñòðóêòóðó M(Ẽ8,Z3) ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

• Îãðàíè÷åíèåì èçîìîðôèçìà A íà ïîäìíîãîîáðàçèå
(
MẼ8

)G
ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðîå

ïîäìíîãîîáðàçèå â MP1
6,3,2

, èçîìîðôíîå
(
MẼ8

)G
.

• Â Ïðåäëîæåíèè 6.5 ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå î åäèíñòâåííîñòè,

ôèêñèðóþùåå ÿâíûé âèä èçîìîðôèçìà àêñèîìû �íåïîäêðó÷åííûé ñåêòîð� D.

Çàìå÷àíèå 6.1. Â ïðèâåäåííîé âûøå äèàãðàììå ìû ïîëíîñòüþ îïóñòèëè ïðèìèòèâíóþ

ôîðìó, èñïîëüçîâàííóþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M(Ẽ8,{id}). Îäíàêî îïðåäåëåííûé

âûáîð ïðèìèòèâíîé ôîðìû � ζLCSL ôèêñèðîâàí çåðêàëüíûì èçîìîðôèçìîì A. Â òî æå

âðåìÿ àêñèîìà �íåïîäêðó÷åííûé ñåêòîð� îðáèôîëäîâîé Á�ìîäåëè òðåáóåò, ÷òî ôðîáåíèóñîâî
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ìíîãîîáðàçèåM(Ẽ8,Z3) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé �ôàçîé� îðáèôîëäîâîé Á�ìîäåëè ïàðû (Ẽ8,Z3),

êîòîðàÿ ñîãëàñîâàíà ñ ïðèìèòèâíîé ôîðìîé ζLCSL îñîáåííîñòè Ẽ8.

Íàøå óòâåðæäåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çåðêàëüíûé èçîìîðôèçì B ïîëíîñòüþ

îïðåäåëåí ïðèâåäåííîé âûøå äèàãðàììîé. Â ÷àñòíîñòè çåðêàëüíîé ñèììåòðèåé òèïà CY�LG

áåç ãðóïïû ñèììåòðèè è àêñèîìàìè îðáèôîëäîâîé Á�ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà.

2.2. Àíàëèç íåïîäêðó÷åííîãî ñåêòîðà MẼ8,Z3
. Çàâèñèìîñòü ïëîñêèõ êîîðäèíàò tij

ìíîãîîáðàçèÿ MẼ8
îò �åñòåñòâåííûõ� êîîðäèíàò sij ñëîæíà (ñì. Òåîðåìó 3.9). Îäíàêî æå

ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè �ïðàâèëüíîì� âûáîðå ãðóïïû ñèììåòðèé ýòà

çàâèñèìîñòü èìååò ÿñíûé ñìûñë.

Ïóñòü äàëåå ïðèìèòèâíàÿ ôîðìà è ïëîñêèå êîîðäèíàòû îñîáåííîñòè Ẽ8 ôèêñèðîâàíû êàê

â Òåîðåìå 3.11.

Ïðåäëîæåíèå 6.4. Â ìíîãîîáðàçèè MẼ8
îãðàíè÷åíèå íà èíâàðèàíòíóþ ïîäàëãåáðó

ëîêàëüíîé àëãåáðû îñîáåííîñòè Ẽ8 ýêâèâàëåíòíî tij = 0 äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà èíäåêñîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå íà èíâàðèàíòíóþ ÷àñòü L â òåðìèíàõ

ðàçâåðòêè îñîáåííîñòè ýêâèâàëåíòíî îãðàíè÷åíèþ sij = 0 äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà èíäåêñîâ

Itw:

LẼ8
→ (LẼ8

)G ⇐⇒ sij = 0 äëÿ (i, j) ∈ Itw.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ îñîáåííîñòè Ẽ8 (ñ ïðèâåäåííîé âûøå ðàçâåðòêîé, ôèêñèðóþùåé

áàçèñ ëîêàëüíîé àëãåáðû) íåèíâàðèàíòíûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ñëåäóþùèå áàçèñíûå ýëåìåíòû

ëîêàëüíîé àëãåáðû :

x, x3y, y, x2, x2y, x4 6∈ (LẼ8
)Z3 .

è òàêèì îáðàçîì Itw = {10, 31, 01, 20, 21, 40}.

Íàáîð âñåõ èíäåêñîâ I ïåðåìåííûõ sij ðàçâåðòêè èìååò âèä:

I = Itw t Iinv, äëÿ Iinv = {41, 11, 30, 0}.

Ïðèâåäåì ñòåïåíè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ:{
5

6
,
1

6
,
2

3
,
2

3
,
1

3
,
1

3

}
è

{
0,

1

2
,
1

2
, 1

}
.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ôîðìóëàõ Íîóìè�ßìàäû (ñì. Òåîðåìó 3.9) êàê òîëüêî èíäåêñ

ν ∈ Itw, òî ñóììèðîâàíèå ψ
(1)
ν íå âêëþ÷àåò èíäåêñû α ∈ Iinv êðîìå èíäåêñà α = 41.

Îäíàêî ýòà ïåðåìåííàÿ èìååò ñòåïåíü 0, â òî âðåìÿ êàê âñå ïåðåìåííûå èç íàáîðà Itw
èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ñòåïåíè. Òàêèì îáðàçîì â êàæäîì ñëàãàåìîì ôóíêöèè ψ

(1)
ν , êîãäà
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èíäåêñ ν ∈ Itw, èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí ìíîæèòåëü sµ ñ èíäåêñîì µ ∈ Itw. Ñëåäîâàòåëüíî ìû

ïîëó÷àåòñÿ:

ψ(1)
ν (s) |sµ=0, µ∈Itw= 0, ∀ν ∈ Itw.

×òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ. �

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ôðîáåíèóñîâûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè. Â ÷àñòíîñòè

ìû ðàññìàòðèâàåì îãðàíè÷åíèå ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðû íà ïîäìíîãîîáðàçèå. Ýòà òåìà

áûëà ðàçâèòà È.Ñòðîíîì â [45], ãäå ôðîáåíèóñîâà ñòðóêòóðà áûëà îïðåäåëåíà íà êàñàòåëüíîì

ïðîñòðàíñòâå ê ïîäìíîãîîáðàçèþ M ′ ⊂ M . Ìû èñïîëüçóåì íåñêîëüêî èíîé ïîäõîä. Äëÿ

íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ WDVV F(t, t′) ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íîâóþ ôóíêöèþ F ′(t′):

(6.1) F ′(t′) := F(t, t′) |t=0 .

Òàêàÿ ôóíêöèÿ íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ WDVV. Îäíàêî æå â ñëó÷àÿõ,

ðàññìàòðèâàåìûõ â äàííîé ðàáîòå ýòî âåðíî èç ñîîáðàæåíèé êâàçèîäíîðîäíîñòè.

Îáîçíà÷åíèå 6.2. Äëÿ äâóõ ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé M è M ′ ìû áóäåì ïèñàòü:

M ′ = M |t=0 èëè M ′ ⊂M

åñëè ôðîáåíèóñîâû ïîòåíöèàëû F ′ è F ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì (6.1).

Ïîëîæèì:

M4 := MP1
6,3,2
|tij=0,(i,j)∈J .

Áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü ÷åðåç F4 ïîòåíöèàë ýòîãî ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 6.5. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå 4�ìåðíîå ôðîáåíèóñîâî ïîäìíîãîîáðàçèå

N4 ⊂MP1
2,2,2,2

, èçîìîðôíîå ôðîáeíèóñîâó ìíîãîáðàçèþ M4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôîðìàëüíûå ïåðåìåííûå tij ñîîòâåòñòâóþò ïîðîæäàþùèì ∆ij

êîëüöà H∗orb(P1
6,3,2). Òàêèì îáðàçîì ýòè ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè íà MP1

6,3,2
. Èç

èçîìîðôèçìà (3.7) çåðêàëüíîé ñèììåòðèè òèïà CY�LG ìû èìååì:

MẼ8
|sij=0,(i,j)∈Itw

∼= MP1
6,3,2
|tij=0,(i,j)∈J

äëÿ íàáîðà èíäåêñîâ J = {11, 12, 14, 15, 21, 22} êàê â Ïðåäëîæåíèè 4.14 è íàáîðà èíäåêñîâ

Itw êàê â Ïðåäëîæåíèè 6.4. Ñëåäîâàòåëüíî ôðîáåíèóñîâ ïîòåíöèàë F4 ìíîãîîáðàçèÿ M4

áûë ÿâíî ïîñ÷èòàí â Ïðåäëîæåíèè 4.14. Êâàçèîäíîðîäíîñòü ïîòåíöèàëà ôðîáåíèóñîâà

ìíîãîîáðàçèÿ F4 çàäàíà ýéëåðîâûì ïîëåì E4:

E4 = t0
∂

∂t0
+

1

2
t13

∂

∂t13

+
1

2
t31

∂

∂t31

, E4 · F4 = 2F4.
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4�ìåðíîå ôðîáåíèóñîâî ïîäìíîãîîáðàçèå N4 â MP1
2,2,2,2

(t0, t−1, t1, t2, t3, t4), óäîâëåòâîðÿþùåå

òàêîìó óñëîâèþ êâàçèîäíîðîäíîñòè ïîëó÷àåòñÿ ñ îáùåì ñëó÷àå ñëåäóþùèì îáðàçîì

N4(t0, t̃1, t̃2, t̃−1) = MP1
2,2,2,2

(t(t̃)),

ãäå

ti = t̃1ai + t̃2bi, 1 ≤ i ≤ 4,

äëÿ íåêîòîðûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ai, bi ∈ C, è

t̃−1 = φ(t−1),

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè φ, òàêîé, ÷òî φ(0) = 1.

Èçîìîðôèçì N4 ∼= M4 âåðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

k · F4 |t13=t̃1,t31=t̃2 = FP1
2,2,2,2

0 |
t(t̃),

äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî ÷èñëà k. Ñðàâíèâàÿ êóáè÷åñêèå ÷ëåíû ïîòåíöèàëîâ ìû ïîëó÷àåì

k = 3. Èñïîëüçóÿ àëãåáðàè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü ôóíêöèé f0, f1 è f2 ïðèâåäåííîå âûøå

ðàâåíñòâî çàäàåò ñèñòåìó ëèíåéíûé óðàâíåíèé íà ÷èñëà ai, bi. Ñ òî÷íîñòüþ äî ñèììåòðèè,

ïåðåñòàâëÿþùåé öèêëè÷åñêè ïåðåìåííûå ti ýòà ñèñòåìà èìååò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ:

a1 = a2 = a3 = 0, b4 = 0, a4 = ± 1√
3
b1 = b2 = b3 = ± 1√

3
,

Î÷åâèäíî, ÷òî îáà ðåøåíèÿ çàäàþò îäíî è òî æå ôðîáåíèóñîâî ïîäìíîãîîáðàçèå. �

2.3. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 6.1. Èñïîëüçóÿ àêñèîìû Á�ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà

ìû ïîëó÷àåì:

Ïðåäëîæåíèå 6.6. Ïóñòü FZ3 óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì îðáèôîëäîâîé Á�ìîäåëè

Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà (ñì. Ãëàâó 5). Òîãäà FZ3 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò t1,p äëÿ 0 ≤ p ≤ 3,

thth2, t
3
h è t

3
h2:

FZ3 = FZ3(t1,0, t1,1, t1,2, t1,3, thth2 , t
3
h, t

3
h2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò ìîìåíòàëüíî èç àêñèîìû îá ýêâèâàðèàíòíîñòè.

�

Â äàííîì ðàçäåëå ìû èñïîëüçóåì ÿâíûé âèäå óðàâíåíèÿ WDVV íà ïîòåíöèàë F4. Îäíàêî

æå ìû çàïèøåì åãî â íîâûõ êîîðäèíàòàõ, óäîáíûõ äëÿ îðáèôîëäîâîé Á�ìîäåëè:

F4(t1,0, . . . , t1,3) = F4 |t0=t1,0, t13=t1,1, t31=t1,2, t−1=t1,3 .

Ïðåäëîæåíèå 6.7. Ìû èìååì:
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• Ïîòåíöèàë FZ3 ôðîáåíèóñîé ñòðóêòóðû M(Ẽ8,Z3) èìååò âèä:

FZ3 = F4 + t1,0thth2 +H(t1,1, t1,2, t1,3, th, th2),

ãäå H � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ H |th=0,th2=0≡ 0.

• Ïîòåíöèàë FZ3 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ êâàçèîäíîðîäíîñòè:

EZ3 · FZ3 = 2FZ3 ,

ãäå

EZ3 = t0
∂

∂t0
+

1

2
t1,1

∂

∂t1,1
+

1

2
t1,2

∂

∂t1,2
+

1

2
th

∂

∂th
+

1

2
th2

∂

∂th2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü ïðåäëîæåíèÿ ëåãêî âûâîäèòñÿ èç àêñèîìû î ñïàðèâàíèè

è íåïîäêðó÷åííîì ñåêòîðå îðáèôîëäîâîé Á�ìîäåëè. Çàìåòèì, ÷òî êâàçèîäíîðîäíîñòü

ïîòåíöèàëà F4 ôèêñèðóåò êîíôîðìíóþ ðàçìåðíîñòü ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Òàêèì

îáðàçîì ýéëåðîâî ïîëå EZ3 ïîòåíöèàëà FZ3 èìååò âèä:

EZ3 = E4 + dhth
∂

∂th
+ dh2th2

∂

∂th2
.

Èç ñïàðèâàíèå ìû èìååì: dh + dh2 = 1. Ïðèìåíÿÿ òàêæå Ïðåäëîæåíèå 6.6 ìû ïîëó÷àåì

òðåáóåìîå. �

Èç óñëîâèÿ êâàçèîäíîðîäíîñòè FZ3 ñëåäóåò:

FZ3 =
1

2
t2
1,0t1,3 + t1,0

(
t2
1,1

12
+
t2
1,2

4

)
+ t1,0thth2

+
1

36
t4
1,1f1(t1,3) +

1

18
t2
1,1t

2
1,2f2(t1,3) +

1

9
t1,1t

3
1,2f0(t1,3) + t4

1,2

(
1

12
f1(t1,3) +

1

18
f2(t1,3)

)
+ thth2

(
t2
1,1b1(t1,3) + t2

1,2b2(t1,3) + t1,1t1,2b3(t1,3)
)

+ t2ht
2
h2b4(t1,3)

+ t3h (t1,1b5(t1,3) + t1,2b6(t1,3)) + t3h2(t1,1b7(t1,3) + t1,2b8(t1,3)),

äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé bi(t1,p).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå WDVV íà ïîòåíöèàë FZ3 . Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèå WDVV èìååò

÷åòûðå ïàðàìåòðà (ñì. (2.1)).

Îáîçíà÷åíèå 6.3. Ïóñòü M � ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ïîòåíöèàëîì F . Äëÿ

âñÿêèõ ÷åòûðåõ ti, tj, tk, tl, ÿâëÿþùèõñÿ êîîðäèíàòàìè íà M îáîçíà÷èì:

WDVV(∂i, ∂j, ∂k, ∂l) :=
∑
p,q

(
∂3F

∂ti∂tj∂tp
ηpq

∂3F
∂tq∂tk∂tl

− ∂3F
∂ti∂tk∂tp

ηpq
∂3F

∂tq∂tj∂tl

)
Ïðåäëîæåíèå 6.8. Ôóíêöèè bi(t), òàêèå, ÷òî FZ3 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ WDVV

åäèíñòâåííû ñ òî÷íîñòüþ äî ñëåäóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

th → ath, th2 → th2/a, a ∈ C∗,
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êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé óðàâíåíèÿ WDVV.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü b8(t) ≡ 0 è b7(t) 6≡ 0. Òîãäà èç WDVV(∂h2 , ∂h2 , ∂(1,2), ∂(1,2)), ðàññìàòðèâàÿ

êîýôôèöèåíò t(1,2)th2 ìû ïîëó÷àåì:

b7(t)f0(t) ≡ 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñ f0(t) 6≡ 0. Ñëó÷àé b8(t) 6≡ 0 è b7(t) ≡ 0 ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ

àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Åñëè æå b8(t) ≡ 0 è b7(t) ≡ 0, íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ëèáî âñå bk(t) ≡ 0, èëè f0(t) ≡ 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ÿâíîé ôîðìóëå äëÿ ýòîé ôóíêöèè.

Ïóñòü b8(t) 6≡ 0 è b7(t) 6≡ 0. Â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå WDVV íà FZ3 ýêâèâàëåíòíî

ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:

d

dt1,3
b8(t1,3) = −8

3
b8(t1,3)

2(f2(t1,3))2 − 6f2(t1,3)f1(t1,3)− 3(f0(t1,3))2

f2(t1,3)− 3f1(t1,3)
,

b1(t1,3) =
2

9
f2(t1,3),

b2(t1,3) = 2f1(t1,3),

b3(t1,3) = −2

3
f0(t1,3),

b4(t1,3) =
2

3
f2(t1,3) + 2f1(t1,3),

b5(t1,3) =
8

81

3f0(t1,3)f1(t1,3)− f2(t1,3)f0(t1,3)

b8(t1,3)
,

b6(t1,3) =
8

81

(f2(t1,3))2 − 6f1(t1,3)f2(t1,3) + 9(f1(t1,3))2

b8(t1,3)
,

b7(t1,3) =
b8(t1,3)f0(t1,3)

3f1(t1,3)− f2(t1,3)
.

Â ÷àñòíîñòè, âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè b1(t1,3) ïîëó÷àåòñÿ èç WDVV(∂h, ∂h2 , ∂(1,1), ∂(1,2)),

ôóíêöèÿ b7(t1,3) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç b8(t1,3) ââèäó WDVV(∂h2 , ∂h2 , ∂(1,1), ∂(1,2)) è ÎÄÅ íà b8(t1,3)

ñëåäóåò èç WDVV(∂h2 , ∂h2 , ∂(1,2), ∂(1,2)).

Åäèíñòâåííîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ b8(t1,3), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì îïðåäåëåííîãî ÎÄÅ, ïðèâåäåííîãî âûøå. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ÎÄÅ íà f1(t) è

f2(t) (ñì. (4.2)) çàïèøåì:

d

dt
b8(t) = b8(t)

d
dt

(f2(t)− 3f1(t))

f2(t)− 3f1(t)
.

Òàê êàê b8 6≡ 0 ìû èìååì:

d

dt
log b8(t) =

d

dt
log(f2(t)− 3f1(t)).
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Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ðåøåíî ÿâíî:

b8(t) = c (3f1(t)− f2(t)) , c ∈ C\{0}.

Òàêèì îáðàçîì ìû çíàåì âñå ôóíêöèè b1, . . . , b8 â òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ c ôóíêöèè b8.

Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ìíîæèòåëü âîçíèêàåò òîëüêî â âûðàæåíèÿõ ôóíêöèé b8, b7 êàê óìíîæåíèå

íà c è â ôóíêöèÿõ b5, b6 êàê óìíîæåíèå íà 1/c.

Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ ñâîäîáà ñîîòâåñòâóåò ðàñòÿæåíèþ th → th/c
1/3, th2 → c1/3th2 â

ïîòåíöèàëå FZ3 . Òàêîå ðàñòÿæåíèå ñîõðàíÿåò ñïàðèâàíèå η(∂th , ∂th2 ) = 1 è ÿâëÿåòñÿ

ñèììåòðèåé óðàâíåíèÿ WDVV. �

Ïîëàãàÿ c = 1 â ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëå ìû ïîëó÷àåì ïîòåíöèàë ôðîáåíèóñîâîé

ñòðóêòóðû M(Ẽ8,Z3). Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 6.1.

2.4. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 6.2. Ïðèâåäåì èçîìîðôèçì M(Ẽ8,Z3)
∼= MP1

2,2,2,2
ÿâíî.

Ïóñòü ôóíêöèÿ FZ3 ÿâëÿåòñÿ ôðîáåíèóñîâû ïîòåíöèàëîì M(Ẽ8,Z3).

Ïóñòü b8(t1,3) � êîýôôèöèåíò ïðè t3h2t1,2 ôóíêöèè FZ3 .

b8(t1,3) :=
[
t3h2t1,2

]
FZ3 .

Îïðåäåëèì c := b8(0)/(3f1(0)− f2(0)).

Òîãäà çåðêàëüíûé èçîìîðôèçì èìååò âèä:

t0 → t1,0, t1 → −
t1,1√

3
, t2 → −

t1,2√
3

+ cth +
2th2

3c
, t−1 → t1,3,

t3 → −
√

3

3
t1,2 +

(
−1 +

√
−3
)
c

2
th −

(
1 +
√
−3
)

3c
th2 ,

t4 → −
√

3

3
t1,2 −

(
1 +
√
−3
)
c

2
th +

(
−1 +

√
−3
)

3c
th2 .

Èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä ïîòåíöèàëàM(Ẽ8,Z3) (ñì. Òåîðåìó 6.1) íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííàÿ

ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ ïåðåâîäèò ïîòåíöèàë FZ3 â ïîòåíöèàë ðîäà 0 òåîðèè Ãðîìîâà�

Âèòòåíà P1
2,2,2,2.

57





ÃËÀÂÀ 7

Òåîðèÿ Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà P1
2,2,2,2 è ãóðâèö�ôðîáåíèóñîâû

ìíîãîîáðàçèÿ

Â [11, Ëåêöèÿ 5] Á.À. Äóáðîâèí îïðåäåëèë ñòðóêòóðó ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ

íà ïðîñòðàíñòâå ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé ñôåðû. Òàêèå ôðîáåíèóñîâû ìíîãîîáðàçèÿ

íîñÿò â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàçâàíèå ãóðâèö-ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Â äàííîé ðàáîòå

ìû çàèíòåðåñîâàíû â ãóðâèö-ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ââèäó ñëåäóþùåé òåîðåìû,

îïóáëèêîâàííîé â [4].

Ïóñòü z � êîîðäèíàòà íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E2ω1,2ω2 , èìåþùåé ïåðèîäû 2ω1, 2ω2.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé H1,(2,2,2,2) := {λ : E2ω1,2ω2 → P1}, èìåþùèõ ñëåäóþùèé

îáùèé âèä.

(7.1) λ(z) :=
4∑
i=1

(
℘(z − ai; 2ω1, 2ω2)ui +

1

2

℘′(z − ai; 2ω1, 2ω2)

℘(z − ai; 2ω1, 2ω2)
si

)
+ c,

ãäå ω1, ω2, ai, ui, si, c � ïàðàìåòðû λ. Ðàññìîòðèì òàêæå ïîäïðîñòðàíñòâî HR
1,(2,2,2,2) ⊂

H1,(2,2,2,2) ñîñòîÿùåå èç òàêèõ λ, ÷òî:

(7.2)
a1 = 0, a2 = ω1 + ω2, a3 = ω1, a4 = ω2,

s1 = s2 = s3 = s4 = 0.

Òåîðåìà 7.1 (Òåîðåìà 1 â [4]). Ïðîñòðàíñòâî HR
1,(2,2,2,2) èìååò ñòðóêòóðó ôðîáåíèóñîâà

ìíîãîîáðàçèÿ, èçîìîðôíóþ ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðå òåîðèè Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà

P1
2,2,2,2.

1. Ïðîñòðàíñòâî ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé

C
λ−→ P1

íà êîìïàêòíîé Ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè C ðîäà g. Ôèêñèðóåì ïîðÿäêè ïîëþñîâ λ íàáîðîì

÷èñåë k := {k1, . . . , km}:

λ−1(∞) = {∞1, . . . ,∞m}, ∞p ∈ C,

òàê ÷òî ëîêàëüíî â ∞p ìû èìååì λ(z) = zkp .

Òàêèå ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþò ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ P1 ïîâåðõíîñòüþ C

ñ âåòâëåíèåì k íàì ∞. Ìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî λ èìååò òîëüêî ëèøü ïðîñòûå òî÷êè
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âåòâëåíèÿ â Pq ∈ P1\{0}. Ñòåïåíü ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ ðàâíà N =
∑
kp. Ïðèìåíÿÿ

ôîðìóëó Ðèìàíà�Ãóðâèöà ðàçìåðíîñòü n ïðîñòðàíñòâà òàêèõ ôóíêöèé ðàâíà:

n = 2g − 2 +
m∑
p=1

kp +m,

÷òî ñîâïàäàåò â òî÷íîñòè ñ êîëè÷åñòâîì òî÷åê ïðîñòîãî âåòâëåíèÿ. Ãëàäêàÿ ÷àñòü ãóðâèö-

ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ ïàðàìåòðèçóåòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè λ â òî÷êàõ ïðîñòîãî

âåòâëåíèÿ: (λ(P1), . . . , λ(Pn)).

Îïðåäåëåíèå. Äâå ïàðû (C1, λ1) è (C2, λ2) íàçîâåì ãóðâèö�ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè λ1 =

ψ ◦ λ2 äëÿ íåêîòîðîãî àíàëèòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ψ : C1 → C2.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðû (C, λ) ñ òî÷íîñòüþ ïî ãóðâèö�

ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå ãóðâèö-ôðîáåíèóñà Hg;k êàê ïðîñòðàíñòâî

ìîäóëåé ïàð (C, λ) ñî ñëåäóþùåé äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé:

• {a1, . . . , ag, b1, . . . , bg} � ñèìïëåêòè÷åñêèé áàçèñ H2(C),

• {w1, . . . , wn} � óíèôîðìèçóþùèé ïàðàìåòð λ â òî÷êå ∞i

wkpp (z) = λ(z), z ∈ U(∞p).

1.1. Ñòðóêòóðà ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ íà Hg;k. Ñëåäóÿ Äóáðîâèíó

îïðåäåëèì ñòðóêòóðó ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ íà Hg;k. Ïóñòü φ � äèôôåðåíöèàë

ïåðâîãî ðîäà íà C. Îïðåäåëèì ìíîãîçíà÷íóþ êîîðäèíàòó v(P ) íà C êàê ñëåäóþùóþ

ôóíêöèþ:

(7.3) v(P ) =

∫ P

∞1

φ.

Òåîðåìà 7.2 (Òåîðåìà 5.1 â [11]). Ñëåäóþùèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè

êîîðäèíàòàìè íà Hg,k:

tp;a := res∞p(wp)
−avdλ, m ≥ p ≥ 1, kp > a ≥ 1,

vr :=

∫ ∞r

∞1

φ, Vr := −res∞rλφ, m ≥ r > 1,

Bq :=

∮
bq

φ, Cq :=

∮
aq

λφ. g ≥ q ≥ 1.

Ïóñòü âåêòîðà ∂• ñîñòàâëÿþò áàçèñ THg,k, ñîîòâåòñòâóþùèé ââåäåííûì âûøå ïëîñêèì

êîîðäèíàòàì. Áóäåì òàêæå ïèñàòü λ′ := ∂vλ. Îïðåäåëèì ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû óìíîæåíèÿ

c(·, ·, ·) è ñïàðèâàíèÿ η(·, ·):
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(7.4)
η(∂k, ∂l) :=

∑
resλ′=0

∂kλ∂lλdv

λ′
,

c(∂k, ∂l, ∂m) :=
∑

resλ′=0
∂kλ∂lλ∂mλdv

λ′
.

Òåîðåìà Äóáðîâèíà óòâåðæäàåò, ÷òî ââåäåííûå òàêèì îáðàçîì óìíîæåíèå è ñïàðèâàíèå

îïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ íà Hg;k. Ïðè÷åì ââåäåííûå âûøå

êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè êîîðäèíàòàìè ýòîãî ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Òî åñòü,

â ýòèõ êîîðäèíàòàõ âûïîëíåíî: ∂kηlm = 0. Äëÿ âûáðàííûõ âûøå ïëîñêèõ êîîðäèíàò òîëüêî

ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû η ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûìè:

ηtp;a,tq;b =
1

kp
δp,qδa+b,kp , ηvp,Vq =

1

kp
δp,q, ηBp,Cq =

1

2π
√
−1

δp,q.

Ôóíêöèÿ FH , íàçûâàåìàÿ ôðîáåíèóñîâûì (èëè WDVV) ïîòåíöèàëîì, îïðåäåëÿåòñÿ

óðàâíåíèåì:

∂k∂l∂mFH = c(∂k, ∂l, ∂m).

Èç îïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî ââåäåííîå òàêèì îáðàçîì óìíîæåíèå êîììóòàòèâíî è

àññîöèàòèâíî. Èç âòîðîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî FH ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ WDVV

(2.1).

Â äàëüíåéøåì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòüñÿ òîëüêî ñòðóêòóðà àëãåáðû, çàäàâàåìàÿ ôóíêöèåé

FH . Ââèäó ýòîãî ìû áóäåò ðàññìàòðèâàòü ýòó ôóíêöèþ ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ âòîðîãî

ïîðÿäêà ïî ïëîñêèì êîîðäèíàòàì.

2. Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè è òåòà�êîíñòàíòû

Äëÿ öåëîñòíîñòè èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà è ôèêñèðîâàíèÿ îáîçíà÷åíèé ïðèâåäåì êðàòêî

ïðèìåíÿåìûå â äàëüíåéøåì ñâåäåíèÿ îá ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ.

2.1. Ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì ðåøåòêó Λ = 2ω1Z + 2ω2Z ñ ω2/ω1 ∈ H.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D åå ôóíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü.

Îïðåäåëåíèå. Ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f íà C íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé (ïî

îòíîøåíèþ ê ðåøåòêå Λ) åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè:

f(z + 2ω1) = f(z), f(z + 2ω2) = f(z), ∀z ∈ C.

Ïðèìåðîì òàêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà:

℘ (z; 2ω1, 2ω2) :=
1

z2
+

∑
ω∈Λ\{0}

(
1

(z − ω)2 −
1

ω2

)
.
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Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà ℘′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé

ôóíêöèåé ïî îòíîøåíèþ ê òîé æå ðåøåòêå.

Ïðåäëîæåíèå 7.3. Ïðîñòðàíñòâî âñåõ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ýëëèïòè÷åñêîé

êðèâîé E = C/Λ ïîðîæäåíî ôóíêöèÿìè ℘ è ℘′:

M(E) = C(℘, ℘′).

Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò óäîáíî ðàáîòàòü ñ ôóíêöèÿìè ℘ è ℘′, ðàçëîæåííûìè â ðÿä ïî

z, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò τ := ω2/ω1:

℘(z, τ) := z−2 +
1

20
g2(τ)z2 +

1

28
g3(τ)z4 +O(z6),

℘′(z, τ) := −2z−3 +
2

20
g2(τ)z +

4

28
g3(τ)z3 +O(z5),

ãäå g2(τ), g3(τ) èçâåñòíû ïîä íàçâàíèåì ìîäóëÿðíûõ èíâàðèàíòîâ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ îïðåäåëåíèÿìè ôóíêöèè ℘ çàäàíà ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

(7.5) (2ω1)2℘(z; 2ω1, 2ω2) = ℘

(
z

2ω1

; τ

)
.

Äðóãèì âàæíûì ñâîéñòâîì ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

Ïðåäëîæåíèå 7.4. Ïóñòü f(z) � ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ñóììà âû÷åòîâ åå

ïîëþñîâ â ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè D ðåøåòêè Λ ðàâíà íóëþ:∑
a∈D

resz=af(z)dz = 0.

Îïðåäåëåíèå. Çåòà�ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

ζ(z; 2ω1, 2ω2) =
1

z
+

∑
w∈Λ\{0}

(
1

z − w
+

1

w
+

z

w2

)
.

Îñíîâíûì ñâîéñòâîì çåòà�ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

−ζ ′(z; 2ω1, 2ω2) = ℘(z; 2ω1, 2ω2).

Çàìåòèì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ïî îòíîøåíèþ ê Λ.

Îïðåäåëåíèå. Êâàçèïåðèîäû 2ηk îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì:

2ηk = ζ(2ωk + z)− ζ(z), ∀z ∈ C.

Ñâÿçü ìåæäó ïåðèîäàìè è êâàçèïåðèîäàìè ðåøåòêè Λ óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâåíñòâîì

Ëåæàíäðà:

η1ω2 − η2ω1 =
π
√
−1

2
.
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2.2. Òåòà�êîíñòàíòû è ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè. Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ

çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ℘(v, τ) â ñåðåäèííûõ òî÷êàõ ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà, îáðàçîâàííîãî

ïåðèîäàìè ðåøåòêè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ℘(z) = ℘(z; 2ω1, 2ω2). Êîìïëåêñíûå ÷èñëà e1, e2, e3 ∈ C

îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e1 := ℘(ω1), e2 := ℘(−ω1 − ω2), e3 := ℘(ω2).

Õîðîøî èçâåñòíûì ôàêòîì îá ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 7.5. Òî÷êè ω1, ω2 è ω1 + ω2 ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè íóëÿìè ôóíêöèè

℘′(z) â ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè.

×èñëà ei ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç òåòà�êîíñòàíòû ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. [29, Ãëàâà

6] 1):

e1 =
1

3

ϑ′′′1
ϑ′1
− ϑ′′2
ϑ2

,

e2 =
1

3

ϑ′′′1
ϑ′1
− ϑ′′3
ϑ3

,

e3 =
1

3

ϑ′′′1
ϑ′1
− ϑ′′4
ϑ4

.

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ìû èìååì::

ϑ′′p
ϑp

= 4π
√
−1

∂τϑp
ϑp

= 2π
√
−1Xp.

Òàêæå âåðíî ðàâåíñòâî:

η1ω1 = − 1

12

ϑ′′′1
ϑ′1
.

Âàæíûì ñâîéñòâîì ïðîèçâîäíûõ òåòà�êîíñòàíò ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

ϑ′′′1
ϑ1

=
ϑ′′2
ϑ2

+
ϑ′′3
ϑ3

+
ϑ′′4
ϑ4

.

Âìåñòå ñ óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè ìû ïîëó÷àåì:

ω1η1 = − 1

12

4∑
p=2

ϑ′′p
ϑp

= −π
√
−1

6

4∑
p=2

X∞p = −π
√
−1

4
γ∞(τ).

3. Ãóðâèö�ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå H1,(2,2,2,2)

Ãóðâèö�ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå H1,(2,2,2,2) ïàðàìåòðèçóåò ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè

λ : E → P1 íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E = C/(2ω1Z + 2ω2Z), îñíàùåííûå íåêîòîðîé

äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé.

1Îáðàòèì âíèìàíèå íà ðàçíèöó â íîðìèðîâêå êîîðäèíàòû z, ïðèìåíåííóþ â [29] ïî ñðàâíåíèþ ñ íàøåé.
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3.1. Ìîäóëè. Â íàøåì êîíòåêñòå ôóíêöèÿ λ îïðåäåëåíà íà E , è äîëæíà áûòü òàêèì

îáðàçîì ýëëèïòè÷åñêîé. Ââèäó ôèêñèðîâàííîãî íàìè âåòâëåíèÿ îíà èìååò ÷åòûðå ïîëþñà

ïîðÿäêà 2. Èñïîëüçóÿ Ïðåäëîæåíèå 7.3 çàïèøåì ÿâíî îáùèé âèä òàêîé ôóíêöèè:

(7.6) λ(z) =
4∑

k=1

(
℘(z − ak; 2ω1, 2ω2)uk +

1

2

℘′(z − ak; 2ω1, 2ω2)

℘(z − ak; 2ω1, 2ω2)
sk

)
+ c,

îòêóäà ìû èìååì ñëåäóþùèå �ìîäóëè�:

• ak � êîîðäèíàòû ïîëþñîâ íà E ,

• uk, sk � ïîâåäåíèå ôóíêöèè â ïîëþñàõ,

• c � ñäâèã,

• 2ω1, 2ω2 � �ìîäóëè� ñàìîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Ñóììàðíî ìû ïîëó÷àåì 15 ïàðàìåòðîì, êîòîðûå îäíàêî æå íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Èç

ôîðìóëû Ðèìàíà�Ãóðâèöà ìû çíàåì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà òàêèõ ôóíêöèé H :=

{λ} ðàâíà 12.

Ââèäó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ λ ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé âûïîëíåíî:

∑
z∈D

reszλ = 0 ⇒
4∑

k=1

sk = 0.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî s1 = 0.

Íà íàêðûâàþùåé êðèâîé ìû èìååì E(2ω1,2ω2)
∼= E1,τ äëÿ τ = ω2/ω1. Äâå òàêèå

ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå çàäàþò ãóðâèö�ýêâèâàëåíòíûå ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ.

Ââèäó àâòîìîðôèçìîâ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, çàäàííûìè ñäâèãàìè íà÷àëà êîîðäèíàò ìû

òàêæå ïîëîæèì a1 = 0.

Ïðåäëîæåíèå 7.6. Ãóðâèö�ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå H1,(2,2,2,2) ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòðàíñòâîì ôóíêöèé λ, îïèñàííûõ âûøå, ïàðàìåòðèçîâàííûì ÷èñëàìè:

a2, a3, a4, s2, s3, s4, u1, u2, u3, u4, ω2/ω1.

Â äàëüíåéøåì äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ìû áóäåì ïèñàòü H := H1,(2,2,2,2), à òàêæå ìû

íå áóäåò îïóñêàòü ÷èñëî a1 â ñóììèðîâàíèÿõ, íå çàáûâàÿ îäíàêî, ÷òî îíî íóëåâîå.

3.2. Ïëîñêèå êîîðäèíàòû. Ñëåäóÿ Äóáðîâèíó ââåäåì ïëîñêèå êîîðäèíàòû íà

ïðîñòðàíñòâå H1,(2,2,2,2) (ñì. Òåîðåìà 7.2). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèì çàôèêñèðîâàòü íåêîòîðûé

äèôôåðåíöèàë íà íàêðûâàþùåé êðèâîé. Ïîëîæèì:

φ := dv =
dz

2ω1

,

ãäå z ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòîé íà E .
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Ïðåäëîæåíèå 7.7. Ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå λ èìååò ñëåäóþùèé âèä â ïëîñêèõ

êîîðäèíàòàõ:

(7.7)

λ(z) =
4∑

k=2

(
1

4
℘ (v − vk, τ) t2k +

1

2

℘′ (v − vk, τ)

℘ (v − vk, τ)
Vk

)

+
1

4
℘(v, τ)t21 + η1ω1

4∑
k=1

t2k + C1.

Ýéëåðîâî ïîëå ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðû â ýòèõ êîîðäèíàòàõ çàïèñûâàåòñÿ:

(7.8) EH = C1
∂

∂C1

+
∑ 1

2
ti
∂

∂ti
+
∑

Vi
∂

∂Vi
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Äóáðîâèíà (ñì. Òåîðåìà 7.2) ïîñ÷èòàåì ïëîñêèå

êîîðäèíàòû.

vk =
ak

2ω1

, Vk =
sk

2ω1

, B1 =

∫ 2ω2

0

dz

2ω1

= τ,

ãäå τ = ω2/ω1 � ìîäóëü ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Íàéäåì tk := tk,1:

tk = resak
z − ak

2ω1

z − ak√
uk

(
−2uk

(z − ak)3
+ h.o.t.

)
= −
√
uk
ω1

,

ãäå âåòâü êâàäðàòè÷íîãî êîðíÿ ôèêñèðîâàíà óíèôîðìèçóþùèì ïàðàìåòðîì wk.

Çíà÷åíèå ôóíêöèè ζ(z) íå îïðåäåëåíî â òî÷êå z = 0, ââèäó ýòîãî äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè

ïëîñêóþ êîîðäèíàòó C1 ìû èñïîëüçóåì ïðåäåëû:

C1 =
1

2ω1

lim
ε→0

[
−
∑
k

(
ζ(z − ak)uk +

1

2
log℘(z − ak)vk

)
+ zc

]2ω1−ε

ε

=
1

2ω1

∑
k

(
(ζ(−ak)− ζ(2ω1 − ak))uk +

1

2
(log℘(2ω1 − ak)− log℘(−ak)) vk

)
+ c.

Âñëåäñòâèå ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà ìû ïîëó÷àåì:

C1 = c− η1

ω1

4∑
k=1

uk.

Ðàâåíñòâî (7.5) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

Äî êîíöà ýòîé ãëàâû ìû áóäåò ðàáîòàòü ñ ôóíêöèåé λ(v), çàïèñàííîé â ïëîñêèõ

êîîðäèíàòàõ. Ìû áóäåì òàêæå îïóñêàòü ïåðåìåííóþ τ , èìåÿ â âèäó, ÷òî ôóíêöèè

Âåéåðøòðàññà, èñïîëüçîâàííûå â λ(v) èìåþò âèä ℘(v, τ).

3.3. Ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû H1,(2,2,2,2). Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì âñå âû÷èñëåíèÿ,

íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 7.1. Ìû ïîäñ÷èòàåì âñå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû

H1,(2,2,2,2) ïî ôîðìóëàì (7.4).

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àå íàì íàäî áóäåò ñ÷èòàòü âû÷åòû ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ýòî áóäåò ïðîèñõîäèòü ðîâíî òîãäà, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ λ, ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè ïî
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ïîñòðîåíèþ, òàêæå áóäåò ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèåé. Â òàêîì ñëó÷àå ìû áóäåò ðàáîòàòü ñ

âû÷åòàìè â òî÷êàõ vi, åæåëè ÷åì â òàêèõ, ÷òî λ′ = 0.

Ïðåäëîæåíèå 7.8. Ïóñòü f(v) � ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, è xp � åå íàáîð ïîëþñîâ,

òàêîé, ÷òî λ′(xp) 6= 0. Òîãäà ìû èìååì:∑
y: λ′(y)=0

resv=y
f(v)dv

λ′(v)
= −

∑
p

resv=xp

f(v)dv

λ′(v)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëþñàìè ôóíêöèè f(v)/λ′(v) ïî ïåðåìåííîé v ÿâëÿþòñÿ òî÷êè: {xp}t

{y : λ′(y) = 0}. ×àñòíîå f(v)/λ′(v) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèåé è ìû èìååì:∑
p

resxp
f(v)dv

λ′(v)
+

∑
y: λ′(y)=0

resv=y
f(v)dv

λ′(v)
= 0.

�

Îäíàêî ìû íå ìîæåì ïðèìåíèòü òàêîé ïîäõîä äëÿ ïðîèçâîäíîé ∂τλ, ãäå ìû áóäåì

èñïîëüçîâàòü ëåììó Ôðîáåíèóñà�Øòèêåëüáåðãåðà [17]:

Ëåììà 7.9. Ïóñòü f(z; 2ω1, 2ω2) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäàìè

(2ω1, 2ω2), òîãäà ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, ïðè÷åì ñ òåìè æå

ïåðèîäàìè:

η1
∂f

∂ω1

+ η2
∂f

∂ω2

+ ζ
∂f

∂z
,

ãäå ζ = ζ(z; 2ω1, 2ω2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì êðàòêîå äîêàçàòåëüñòâî. Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî f(z +

2ω1) = f(z) ïî ω1 ìû èìååì:

∂

∂ω1

f(z + 2ω1) + 2
∂

∂z
f(z + 2ω1) =

∂

∂ω1

f(z).

Èç âûðàæåíèÿ äëÿ êâàçèïåðèîäîâ ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî:

η1
∂f(z)

∂ω1

+ η2
∂f(z)

∂ω2

+ ζ(z)
∂f(z)

∂z
= η1

∂f(z + 2ω1)

∂ω1

+ 2η1
∂f(z + 2ω1)

∂z
+ η2

∂f(z + 2ω1)

∂ω2

+ (ζ(z + 2ω1)− 2η1)
∂f(z + 2ω1)

∂z

= η1
∂f(z + 2ω1)

∂ω1

+ η2
∂f(z + 2ω1)

∂ω2

+ ζ(z + 2ω1)
∂f(z + 2ω1)

∂z
.

� Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(z; 2ω1, 2ω2). Ïðèìåíÿÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ êàê â (7.5) ìû

ïîëó÷èì äëÿ f(v, τ):

η1
∂f

∂ω1

+ η2
∂f

∂ω2

+ ζ
∂f

∂z
= −2π

√
−1 ∂τf + ζ∂vf − 2η1∂vf.

ãäå ìû òàêæå ïðèìåíèëè ðàâåíñòâî Ëåæàíäðà.
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Îáîçíà÷åíèå 7.1. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè:

hf (z, t) := −2π
√
−1 ∂τf + ζ∂vf − 2η1∂vf.

4. Îãðàíè÷åíèå ïîòåíöèàëà

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèì FR êàê ïîòåíöèàë, ïîëó÷åííûé îãðàíè÷åíèåì ïîòåíöèàëà

FH ãóðâèö�ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèå HR
1,(2,2,2,2):

FR := FH |A,

ãäå

A :=
{
v1 = 0, v2 =

τ

2
+

1

2
, v3 =

1

2
, v4 =

τ

2
, V2 = V3 = V4 = 0

}
.

Èç Ïðåäëîæåíèÿ 7.7 ñëåäóåò, ÷òî ýòî îãðàíè÷åíèå ñîãëàñîâàíî ñ (7.2).

Ïðåäëîæåíèå 7.10. Ñëàãàåìûå ïîòåíöèàëà FH , âêëþ÷àþùèå ïåðåìåííûå vp è Vp íå

âõîäÿò â ïîòåíöèàë îãðàíè÷åíèÿ FR.

Ìû äîêàæåì ýòî ïðåäëîæåíèå âû÷èñëÿÿ ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû ôðîáåíèóñîâîé

ñòðóêòóðû. Èç ÿâíîãî âèäà ýéëåðîâà ïîëÿ H ìû çíàåì, ÷òî ïåðåìåííûå Vp èìåþò íåíóëåâóþ

öåëóþ ñòåïåíü. Òàêèì îáðàçîì îíè âõîäÿò â ïîòåíöèàë FH ïîëèíîìèàëüíî. Òî åñòü èìååòñÿ

íàòóðàëüíîå ÷èñëî N , òàêîå, ÷òî V n
p äëÿ n ≥ N íå âõîäèò â ðàçëîæåíèå â ðÿä ïîòåíöèàëà

FH .

Èç âû÷åòíîé ôîðìóëû äëÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ FH îïðåäåëåíà

ïðè Vp = 0. Òàêèì îáðàçîì îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü â äîêàçàòåëüñòâå ïðèâåäåííîãî âûøå

ïðåäëîæåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåìåííûõ vp, èìåþùèõ ñòåïåíü 0.

Îáîçíà÷åíèå 7.2. Ïóñòü f(v) =
∑∞
−∞ akv

k � íåêîòîðûé ôîðìàëüíûé ðÿä ïî

ïåðåìåííîé v, è p ∈ Z. Îáîçíà÷èì:

[vp] f(v) := ap.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ëåììó:

Ëåììà 7.11. Â ïëîñêèõ êîîðäèíàòàõ âåðíû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñòðóêòóðíûõ

êîíñòàíò. Äëÿ âñåõ k 6= p âåðíî:

c(tk, vk, vk) =
g2(τ)

20

tk
2
η1ω1Vk,

c(tk, tk, vp) =
1

8
℘′(ap − ak)t2k +

1

4

℘
′′
(z − ak)℘(z − ak)− (℘′(z − ak))2

℘(z − ak)2
Vk

c(tk, tk, vk) = 0,

c(vp, vp, C1) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè λ ïî vk èìååò âèä:

∂λ

∂vk
= −1

4
℘′(v − vk)t2k −

1

2

℘
′′
(v − vk)℘(v − vk)− (℘′(v − vk))2

℘(v − vk)2
Vk

=
1

2

t2k
(v − vk)3

− Vk
(v − vk)2

+O(1).

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Ñòðóêòóðíàÿ êîíñòàíòà c(tk, vk, vk). Ïî îïðåäåëåíèþ ìû èìååì:

c(tk, vk, vk) = −resvk
(∂vkλ)2(∂tkλ)dv

λ′
.

Çàìåòèì, ÷òî ïîâåäåíèå ôóíêöèé λ′ è −∂vkλ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ak ñîâïàäàþò:

c(tk, vk, vk) = resvk(∂vkλ ∂tkλ)dv

= [(v − vk)]∂vkλ · [(v − vk)−2]∂tkλ+ [(v − vk)−3]∂vkλ · [(v − vk)2]∂tkλ

+
2Vk
t2k

[(v − vk)−3]∂vkλ · [(v − vk)]∂tkλ

Ïåðâûå äâå ñëàãàåìûõ äàþò â ñóììå íîëü (ïîïðîñòó ïîòîìó, ÷òî

resvk℘
′(v − vk)℘(v − vk) = 0) è èç ðàçëîæåíèÿ ℘ â ðÿä Ëîðàíà ìû ïîëó÷àåì:

c(tk, vk, vk) =
g2(τ)

20

tk
2
η1ω1Vk.

Ñòðóêòóðíàÿ êîíñòàíòà c(tk, tk, vp). Äëÿ âñåõ p 6= k ìû èìååì:

c(tk, tk, vp) = −resvk
(∂tkλ)2(∂vpλ)dv

λ′
=

2

t2k
[(v − vk)−4](∂tkλ)2∂vpλ.

Ôóíêöèÿ ∂vpλ ðåãóëÿðíà â òî÷êå vk äëÿ âñåõ k 6= p è ìû èìååì:

c(tk, tk, vp) =
2

t2k
∂vpλ |v=vk [(v − vk)−4](∂tkλ)2 =

2

t2k

t2k
4
∂vpλ |v=vk .

Ñòðóêòóðíàÿ êîíñòàíòà c(tk, tk, vk). Ïîñ÷èòàåì âû÷åò äëÿ p = k:

c(tk, tk, vk) = −resvk
(∂tkλ)2(∂vkλ)dv

λ′
= resvk(∂tkλ)2.

Ðàçëîæåíèå ∂tkλ â ðÿä Ëîðàíà ñîäåðæèò òîëüêî ÷åòíûå ñòåïåíè v−vk. Òàêèì îáðàçîì âû÷åò

ðàâåí íóëþ.

Ñòðóêòóðíàÿ êîíñòàíòà c(C1, vp, vp). Äëÿ ïîäñ÷åòà ýòîé ñòðóêòóðíîé êîíñòàíòû ìû

ìîæåì èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî ôðîáåíèóñîâîé àëãåáðû:

c(C1, vp, vp) = η(vp, vp) = 0,

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè ÿâíûé âèä ñïàðèâàíèÿ â ïëîñêèõ êîîðäèíàòàõ.

Ëåììà äîêàçàíà. �
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Çàìåòèì, ÷òî ââèäó âûáîðà ak â îïðåäåëåííîì âûøå îãðàíè÷åíèè, ìû äîëæíû

ðàññìîòðåòü ðàçëîæåíèå ∂vpλ â ñåðåäèííûõ òî÷êàõ ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà, çàäàííîãî

ïåðèîäàìè ðåøåòêè:

a2 − a1 = ω1 + ω2, a3 − a1 = ω1, a4 − a1 = ω2,

a2 − a3 = ω2, a2 − a4 = ω1, a3 − a4 = ω1 − ω2.

Îáîçíà÷åíèå 7.3. Äëÿ âñåõ k 6= l, 4 ≥ k, l ≥ 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç {kl} ñëåäóþùèå ÷èñëà:

{13} = {24} := 1, {12} = {34} := 2, {23} = {14} := 3.

Â èñïîëüçîâàííîì íàìè îáîçíà÷åíèè ìû èìååì:

e{13} = e{24} = e1, e{12} = e{34} = e2, e{23} = e{14} = e3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïðèâåäåííûå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû îáðàùàþòñÿ â

íîëü ïðè îãðàíè÷åíèè. Çàìåòèì, ÷òî ìû íå ñ÷èòàëè ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû c(vp, vp, τ)

è c(vk, vl, vp). Â ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè ââèäó êâàçèîäíîðîäíîñòè ïîòåíöèàëà ãóðâèö�

ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ � ïåðåìåííûå vp è τ èìåþò ñòåïåíü íîëü. Òàêèì îáðàçîì

ñëàãàåìûå ôóíêöèè FH , çàäàþùèå ýòè ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû âõîäÿò â ïîòåíöèàë

óìíîæåííûå íà íåêîòîðûå äðóãèå ïåðåìåííûå íåíóëåâîé ñòåïåíè. Ýòî ïåðåìåííûå Vp è tp.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî îáíóëÿþòñÿ ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû c(tp, ·, ·) è c(Vp, ·, ·).

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ñëàãàåìûå, èìåþùèå ïåðåìåííóþ Vk ìíîæèòåëåì îáðàùàþòñÿ â

íîëü. Èìååòñÿ òîëüêî îäíà ñòðóêòóðíàÿ êîíñòàíòà, êîòîðàÿ òðåáóþò îñîáîãî ðàññìîòðåíèÿ:

c(tk, tk, vp). Ìû èìååì:

c(tk, tk, vp) = −1

2
∂vpλ(vk − vp).

Òî÷êè ak − al ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè òåìè, ãäå ℘′(z; 2ω1, 2ω2) = 0. È ìû ïîëó÷àåì:

∂vpλ(ak − ap) =
Vk

2e{kp}
℘
′′
(

1

2ω1

(ak − al)
)
.

Ýòî âûðàæåíèÿ îáíóëÿåòñÿ ïðè Vk = 0.

�

5. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 7.1

×òîáû äîêàçàòü Òåîðåìó 7.1 ïîñ÷èòàåì ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû ïî ïåðåìåííûì tk, C1 è

τ .
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5.1. Ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû, âêëþ÷àþùèå òîëüêî ïåðåìåííûå tk, C1 è τ .

Ïðåäëîæåíèå 7.12. Â ïëîñêèõ êîîðäèíàòàõ âûïîëíåíî:

c(τ, C1, C1) =
1

2π
√
−1

,

c(tk, tk, C1) =
1

2
,

c(tk, tk, tk) = 3tk · ω1η1,

c(tk, tk, tl) = tl

(
1

4
℘(ak − al) + η1ω1

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñòðóêòóðíàÿ êîíñòàíòà c(τ, C1, C1). Ïî îïðåäåëåíèþ ìû èìååì:

c(τ, C1, C1) =
∑

resλ′=0
∂τλ(v)dv

λ′(v)
,

Ïðèìåíÿÿ Ëåììó 7.9 çàïèøåì:

c(τ, C1, C1) = − 1

2π
√
−1

∑
resλ′=0

hλ(v)dv

λ′(v)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå òîò ôàêò, ÷òî ζ�ôóíêöèÿ èìååò åäèíñòâåííûé

ïîëþñ â òî÷êå v = 0. Ôóíêöèÿ hλ ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé, è ìû ìîæåì ïðèìåíèòü

Ïðåäëîæåíèå 7.8:

c(τ, C1, C1) =
1

2π
√
−1

∑
resvp

hλdv

λ′
=

1

2π
√
−1

∑
resvp

ζλ′ − 2π
√
−1∂τλ− 2η1λ

′

λ′
dv.

Ôóíêöèÿ ∂τλ/λ
′ ðåãóëÿðíà â òî÷êå vp è íå âíîñèò âêëàäà â âû÷åò:

c(τ, C1, C1) =
1

2π
√
−1

∑
resvpζdv =

1

2π
√
−1

resv1ζdv =
1

2π
√
−1

.

Ñòðóêòóðíàÿ êîíñòàíòà c(tk, tk, C1).

c(tk, tk, C1) =
∑

resλ′=0
(∂tkλ)2∂C1λdv

λ′
= −resvk

(
2tk

4(v − vk)2
+ h.o.t.

)2

dv

−2t2k
4(v − vk)3

+ h.o.t.

ãäå ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç h.o.t. ÷ëåíû ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ ïî ïåðåìåííûì.

c(tk, tk, C1) =
t2k
4

2

t2k
=

1

2
.
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Ñòðóêòóðíàÿ êîíñòàíòà c(tk, tk, tk).

c(tk, tk, tk) = −resvk
(∂tkλ)3 dv

λ′
=

2

t2k
[(v − vk)−4](∂tkλ)3.

Ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè â ÷èñëèòåëå èìååò âèä:

∂tkλ =
tk
2

(
1

(v − vk)2
+ 4η1ω1 +O

(
(v − vk)2

))
.

Èìåþòñÿ ðîâíî äâå âîçìîæíîñòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìíîæèòåëÿ ïîðÿäêà −4 èç êóáà ôóíêöèè

∂tkλ. Ðàçëîæåííûå ïî ïîðÿäêàì ìíîæèòåëåé ýòî: −1,−1,−2 è −2,−2,−0. Ïåðâàÿ

âîçìîæíîñòü íå äàåò âêëàäà â âû÷åò òàê êàê ñòåïåíü −1 ïî v−vi âõîäèò òîëüêî óìíîæåííàÿ

íà ïåðåìåííóþ Vk è ìû ïîëó÷àåì:

c(tk, tk, tk) =
2

t2k

3t3k
4

2η1ω1 = 3tkω1η1.

Ñòðóêòóðíàÿ êîíñòàíòà c(tk, tk, tl).

c(tk, tk, tl) = −resvk
(∂tkλ)2 (∂tlλ) dv

λ′
=

2

t2k
[(v − vk)−4](∂tkλ)2 (∂tlλ) .

Ìíîæèòåëü ∂tlλ ðåãóëÿðåí â òî÷êå vk è ìû âñåãî ëèøü áåðåì åãî çíà÷åíèå.

c(tk, tk, tl) =
2

t2k

t2k
4

(∂tlλ) |v=vk .

�

5.2. Ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû â ñïåöèàëüíîé òî÷êå.

Ïðåäëîæåíèå 7.13. Äëÿ ïîòåíöèàëà FR âûïîëíåíî:

∂3FR
(∂tk)2∂tl

= −tl
π
√
−1

2
Xkl(τ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Ïðåäëîæåíèþ 7.10 ïîòåíöèàë FR ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì

ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò c(·, ·, ·) ìíîãîîáðàçèÿ H, âêëþ÷àþùèõ ëèøü ïåðåìåííûå tk, τ, C1. Ìû

èìååì:

∂3FR
(∂tk)2∂tl

=
∂3FH

(∂tk)2∂tl
|A=

∫
c(tk, tk, tl)dt

2
kdtl.

Ïîñëåäíèå ìîãóò áûòü ïîñ÷èòàíû ÷åðåç òåòà�êîíñòàíòû. Äëÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò ïîä

çíàêîì èíòåãðàëà âûïîëíåíî:(
1

4
℘(vk − vl) + η1ω1

)
=

(
1

12

ϑ′′′1
ϑ′1
− 1

4

ϑ′′{kl}
ϑ{kl}

)
− 1

12

ϑ′′′1
ϑ′1

= −1

4

ϑ′′{kl}
ϑ{kl}

,

ãäå ìû ïðèìåíèëè îáîçíà÷åíèå 7.3 î äâîéíîì èíäåêñå.

Ïðèìåíÿÿ óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè íà ϑ{kl} äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî. �
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5.3. Ïîòåíöèàë îãðàíè÷åíèÿ. Èíòåãðèðóÿ ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû, êîòîðûå ìû

ïîñ÷èòàëè çàïèøåì ïîòåíöèàë HR
1,(2,2,2,2):

FR =
C2

1τ

2

1

2π
√
−1

+ C1

∑
k

t2k
4
−
∑
p>q

t2pt
2
q

4

π
√
−1

2
X∞pq (τ)−

∑
k

t4k
24

3π
√
−1

4
γ∞(τ).

Ïóñòü:

t−1 := π
√
−1τ, C̃1 :=

C1√
2π
√
−1

, t̃k := tk

√
π
√
−1 · 21/4.

Ïîòåíöèàë èçìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

FR =
C̃2

1 t−1

2
+ C̃1

∑
k

t̃2k
4
−
∑
p>q

t̃2pt̃
2
q

16

1

π
√
−1

X∞pq (t−1)−
∑
k

t̃4k
64

1

π
√
−1

γ∞(t−1).

Ïîä äåéñòâèåì òàêîé çàìåíû ïåðåìåííûõ ïîòåíöèàë ïðåîáðàçóåòñÿ â ïîòåíöèàë WDVV,

ïðèâåäåííûé â Ïðåäëîæåíèè 4.4. Òåîðåìà 7.1 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 7.14. Ïóñòü tGW � ïåðåìåííûå FP1
2,2,2,2

0 . Â êîîðäèíàòàõ èçîìîðôèçì èìååò

âèä:

tGW
−1 = π

√
−1τ, tGW

0 =
C1√
−2π

, tGW
1 = (t4 − t3)

√
π
√
−1

21/4

tGW
2 = (t4 + t3)

√
π
√
−1

21/4
tGW
3 = (t1 − t2)

√
π
√
−1

21/4
tGW
4 = (t1 + t2)

√
π
√
−1

21/4
.
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ÃËÀÂÀ 8

Çàìåíà ïðèìèòèâíîé ôîðìû îðáèôîëäîâîé ìîäåëè

Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà

Ïî íàñòîÿùèé ìîìåíò òåîðèÿ ïðèìèòèâíûõ ôîðì äëÿ îðáèôîëäîâûõ ìîäåëåé Ëàíäàó�

Ãèíçáóðãà åùå íå ïîñòðîåíà. Ââèäó ýòîãî ìû ïðåäëàãàåì ðàññìîòðåòü ýôôåêò îò èçìåíåíèÿ

ïðèìèòèâíîé ôîðìû òîëüêî â êëàññå ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ ïîìîùüþ çåðêàëüíîé

ñèììåòðèè òèïà CY�LG, äîêàçàííîé â Òåîðåìå 6.2 è íåêîòîðîãî äåéñòâèÿ íà ïðîñòðàíñòâå

ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ðàññìîòðèì îðáèôîëäîâóþ Á�ìîäåëü ïàðû (Ẽ8,Z3), ñîãëàñîâàííóþ ñ ïðèìèòèâíîé

ôîðìîé LCSL, êàê �íà÷àëüíóþ òî÷êó�. Ïðèìåíèì ê ýòîìó ôðîáåíèóñîâó ìíîãîîáðàçèþ

íåêîòîðîå äåéñòâèå A(τ0,ω0), îïðåäåëåííîå íà ïðîñòðàíñòâå ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé,

êîòîðîå èçìåíÿåò ïðèìèòèâíóþ ôîðìó.

Ôðîáåíèóñîâû ìíîãîîáðàçèÿ ïàðû (Ẽ8,Z3) çàäàþùèå çåðêàëüíóþ ñèììåòðèþ òèïà LG�

LG, ñîãëàñíî ãèïîòåçàì çåðêàëüíîé ñèììåòðèè, äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû ñ ïðèìèòèâíîé

ôîðìîé â ñïåöèàëüíîé òî÷êå. Òàêîå ïîíÿòèå òàêæå íå îïðåäåëåíî äëÿ îðáèôîëäîâûõ

ìîäåëåé Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà. Àíàëîãè÷íî çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ñ òðèâèàëüíîé ãðóïïîé

ñèììåòðèè ìû ïðåäëàãàåì íàçûâàòü ñïåöèàëüíûìè òî÷êàìè òå, äëÿ êîòîðûõ τ0 ∈ Q
√
−D

äëÿ íåêîòîðîãî D ∈ N+.

(W, {id}) ↔ (W,G)

çàìåíà ïðèìèòèâíîé ôîðìû ↔ äåéñòâèå A(τ0,ω0)

ñïåöèàëüíàÿ òî÷êà ↔ τ0 ∈ Q
√
−D, D ∈ Z+.

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû ìîòèâèðóåì èñïîëüçîâàíèå äåéñòâèÿ A(τ0,ω0) äëÿ çàìåíû

ïðèìèòèâíîé ôîðìû.

1. Ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå M
(τ0,ω0)
6

Ðàññìîòðèì ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå M ðàçìåðíîñòè 6 è êîíôîðìíîé ðàçìåðíîñòè 1

ñ ïëîñêèìè êîîðäèíàòàìè t1, . . . , t5, t6, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• Åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå e ñîâïàäàåò ñ ∂
∂t1
.
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• Ýéëåðîâî ïîëå E èìååò âèä

E = t1
∂

∂t1
+

5∑
k=2

1

2
tk
∂

∂tk
.

• Ôðîáåíèóñîâ ïîòåíöèàë F çàïèñûâàåòñÿ êàê

F (t1, t2, t3, t4, t5, t6) =
1

2
t21t6 +

1

4
t1(

5∑
i=2

t2i ) + (t2t3t4t5)f0(t6)

+
1

4
(t42 + t43 + t44 + t45)f1(t6) +

1

6
(t25t

2
2 + t25t

2
3 + t25t

2
4 + t22t

2
3 + t22t

2
4 + t23t

2
4)f2(t6),

ãäå f0(t), f1(t) è f2(t) � íåêîòîðûå ôóíêöèè îò ïåðåìåííîé t, ãîëîìîðôíûå â

íåêîòîðîé îáëàñòè â C.

1.1. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ WDVV.

Ïðåäëîæåíèå 8.1. Óðàâíåíèå WDVV íà F ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå

óðàâíåíèé:

(8.1)


f ′0(t) = 8

3
f0(t)f2(t)− 24f0(t)f1(t),

f ′1(t) = −2
3
f0(t)2 − 16

3
f1(t)f2(t) + 8

9
f2(t)2,

f ′2(t) = 6f0(t)2 − 8
3
f2(t)2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî WDVV(∂3, ∂4, ∂3, ∂4) (ñì. Îáîçíà÷åíèå 6.3) äàåò

âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèå, à WDVV(∂2, ∂4, ∂3, ∂3) äàåò ïåðâîå óðàâíåíèå. �

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü:

(8.2)


f0(t) := 1

8
X3(t)− 1

8
X4(t),

f1(t) := − 1
12
X2(t)− 1

48
X3(t)− 1

48
X4(t),

f2(t) := − 3
16
X3(t)− 3

16
X4(t),

äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé Xi(t), ãîëîìîðôíûõ íà òîé æå îáëàñòè, ÷òî è fi(t).

Ïðåäëîæåíèå 8.2. Óðàâíåíèÿ (8.1) ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùåé ñèñòåìå

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

(8.3)


d
dt

(X2(t) +X3(t)) = 2X2(t)X3(t),

d
dt

(X3(t) +X4(t)) = 2X3(t)X4(t),

d
dt

(X4(t) +X2(t)) = 2X4(t)X2(t),

èçâåñòíî ïîä èìåíåì ñèñòåìû Àëüôàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ñëåäóåò ìîìåíòàëüíî èç ÿâíîãî âèäà ôóíêöèé. �

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ êðàñèâûì ïðèìåðîì äåéñòâèÿ íà ïðîñòðàíñòâå

ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé, êîòîðîå çàäàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî àíàëèòè÷åñêè.

Ïðåäëîæåíèå 8.3. Ïóñòü òðîéêà ôóíêöèÿ (X2(t), X3(t), X4(t)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

ñèñòåìû Àëüôàíà (8.3). Äëÿ âñÿêîé A ∈ GL(2,C) îïðåäåëèì äðóãóþ òðîéêó ôóíêöèé XA
i (t),

2 ≤ i ≤ 4:

(8.4) XA
i (t) :=

det(A)

(ct+ d)2
Xi

(
at+ b

ct+ d

)
− c

ct+ d
, A =

a b

c d

 .

Òîãäà òðîéêà (XA
2 (t), XA

3 (t), XA
4 (t)) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû Àëüôàíà (8.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå áûëî äîêàçàíî â [38] äëÿ A ∈ SL(2,C). Ðàññìîòðèì

A′ =

a′ b

c′ d

 ∈ SL(2,C), a′ = a/ detA, c′ = c/ detA.

Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî åñëè òðîéêà {Xi(t)} ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû Àëüôàíà, òî

äëÿ âñÿêîãî a ∈ C∗ òðîéêà {aXi(at)} òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû Àëüôàíà. Ïîëàãàÿ

a := detA ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ýòî GL(2,C)�äåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê GL(2,C)�äåéñòâèþ íà

ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ WDVV, ïðèâåäåííîì â Ïðèëîæåíèè Á [11].

Ïðåäëîæåíèå 8.4. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå èíâåðñèè Äóáðîâèíà I (ñì. óðàâíåíèå

(4.5) â Ãëàâå 4), ïðèìåíåííîå ê 6�ìåðíîìó ôðîáåíèóñîâó ìíîãîîáðàçèþ ñ ïîòåíöèàëîì F :

F I = FA, äëÿ A =

0 −1

1 0

 ,

ãäå ñëåâà ìû ïðèìåíÿåì ïðåîáðàçîâàíèå èíâåðñèè, à ñïðàâà � GL(2,C) äåéñòâèå (8.4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç ÿâíîé çàïèñè îáîèõ äåéñòâèé. �

1.2. Äåéñòâèå A(τ0,ω0) íà MP1
2,2,2,2

. Íàïîìíèì, ÷òî ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå òåîðèè

Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà P1
2,2,2,2 çàäàíî íåêîòîðûì îïðåäåëåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû

Àëüôàíà, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èëè â ãëàâå 4 ÷åðåç X∞k (τ):

X∞k (τ) := 2
∂

∂τ
log ϑk(τ), 2 ≤ k ≤ 4,

ãäå ϑk(τ) � òåòà êîíñòàíòû ßêîáè. Çàìåòèì, ÷òî ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå òåîðèè

Ãðîìîâà�Âèòòåíà îðáèôîëäà P1
2,2,2,2 òàêæå ïðèíàäëåæèò ïðèâåäåííîìó âûøå êëàññó 6�

ìåðíûõ ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé.
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå GL(2,C)�äåéñòâèå A(τ0,ω0) íà ïðèâåäåííîì âûøå êëàññå

ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé

(8.5) A(τ0,ω0) :=


τ̄0

4πω0Im(τ0)
ω0τ0

1

4πω0Im(τ0)
ω0

 .

Îïðåäåëåíèå. Ôèêñèðóåì τ0 ∈ H è ω0 ∈ C\{0}.

(1) Ïðèìåíÿÿ äåéñòâèå GL(2,C) (8.4), çàäàííîå ìàòðèöåé A(τ0,ω0), îïðåäåëèì òðîéêó

ôóíêöèé

X
(τ0,ω0)
k (t) := (X∞k )A

(τ0,ω0)

(t) for 4 ≥ k ≥ 2.

Òîãäà ôóíêöèè X
(τ0,ω0)
k (t) ãîëîìîðôíû íà:

D(τ0,ω0) := {t ∈ C | |t| < | − 4πω2
0Im(τ0)|}.

(2) Îáîçíà÷èì ÷åðåç M
(τ0,ω0)
6 := C5 ×D(τ0,ω0) ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå ñî ñëåäóþùèì

ïîòåíöèàëîì:

F (τ0,ω0)
6 =

t21t6
2

+
t1
4

5∑
k=2

t2k − (t23t
2
4 + t25t

2
2)

1

16
X

(τ0,ω0)
2 (t6)− (t25t

2
3 + t22t

2
4)

1

16
X

(τ0,ω0)
3 (t6)

− (t25t
2
4 + t22t

2
3)

1

16
X

(τ0,ω0)
4 (t6)− 1

64

(
5∑

k=2

t4k

)(
2

3

4∑
k=2

X(τ0,ω0)(t)

)
.

Ìû áóäåì òàêæå ïèñàòü:

F (τ0,ω0)
6 = A(τ0,ω0) · FP1

2,2,2,2
.

Èç ÿâíîãî âèäà ïîòåíöèàëà F (τ0,ω0)
6 âèäíî, ÷òî ýéëåðîâî ïîëå îñòàåòñÿ íåèçìåííûì ïîä

äåéñòâèåì A(τ0,ω0). Òàêèì îáðàçîì ïðèâåäåííîå âûøå äåéñòâèå GL(2,C), îïðåäåëåííîå

èñêëþ÷èòåëüíî àíàëèòè÷åñêè êàê äåéñòâèå íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé ñèñòåìû Àëüôàíà, çàäàåò

äåéñòâèå íà ïðîñòðàíñòâå ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

2. Çàìåíà ïðèìèòèâíîé ôîðìû è M
(τ0,ω0)
6

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî íóëåé óðàâíåíèÿ Wσ = 0 çàäàåò ñåìåéñòâî ýëëèïòè÷åñêèõ

êðèâûõ íàä Σ. Ïóñòü ζσ � íåêîòîðàÿ ïðèìèòèâíàÿ ôîðìà îñîáåííîñòè Wσ. Îíà çàäàåò

íåêîòîðûé ïåðèîä π(σ) ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé Eσ := {Wσ = 0}.

Ðàññìîòðèì λσ ∈ H1,(2,2,2,2), ò.÷.:

λσ : Eσ
8:1−→ P1, ∀σ ∈ Σ,

ïðîîáðàç λ−1
σ (∞) ñîñòîèò èç 4 òî÷åê ïîðÿäêà 2 êàæäàÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ÷àñòüþ

êîíñòðóêöèè ãóðâèö�ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ áûë âûáîð äèôôåðåíöèàëà ïåðâîãî ðîäà
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φ (ñì. Ðàçäåë 1.1 Ãëàâû 7), îò êîòîðîãî çàâèñåëè òàêæå è ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ïëîñêèõ

êîîðäèíàò. Âûáèðàÿ φ = dz/π(σ) íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé Eσ ìû ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî

ôðîáåíèóñîâûõ ñòðóêòóð íà H1,(2,2,2,2) è HR
1,(2,2,2,2) (ñì. Ãëàâó 7). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mσ

ôðîáåíèóñîâó ñòðóêòóðó íà HR
1,(2,2,2,2), çàäàííóþ ïåðèîäîì π(σ) ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé Eσ.

Äàëåå ìû èäåíòèôèöèðóåì Mσ0 äëÿ âñÿêîãî σ0 ∈ Σ ñ îïðåäåëåííûì ôðîáåíèóñîâûì

ìíîãîîáðàçèåìM
(τ0,ω0)
6 . Ýòî ïîçâîëèò íàì ðàññìàòðèâàòü äåéñòâèå A(τ0,ω0) íà ôðîáåíèóñîâûõ

ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè 6 êàê ýôôåêò îò çàìåíû ïðèìèòèâíîé ôîðìû îñîáåííîñòè Wσ.

2.1. Çàìåíà ïðèìèòèâíîé ôîðìû. Â ðàáîòå [6] áûë ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé ïîäõîä

äëÿ çàìåíû ïðèìèòèâíîé ôîðìû. Ïóñòü HZ = Zα ⊗ Zβ � ãðóïïà ãîìîëîãèé H1(Eσ,Z)

ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé â áåñêîíå÷íîñòè. Ïîëîæèì:

H∗C := (HC)∗ := (HZ ⊗Z C)∗ = Cα∨ ⊕ Cβ∨,

ãäå {α∨, β∨} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì, äâîéñòâåííûì ê {α, β}. Ãðóïïà H∗C èçîìîðôíà ãðóïïå

êîãîìîëîãèé H1(Eσ,Z). Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ E îïðåäåëåííîå â

(3.3). Îòíîñèòåëüíàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôîðìà îáúåìà Ω ∈ Γ(H,Ω1
E/H) â áàçèñå α∨, β∨ èìååò

âèä:

Ω = x(τ) (α∨ + τβ∨)

äëÿ íåêîòîðîé íèãäå íå îáíóëÿþùåéñÿ ôóíêöèè x(τ) íà H.

Âîçüìåì â êà÷åñòâå îòíîñèòåëüíîé ãîëîìîðôíîé ôîðìû îáúåìà ζ∞ = α∨ + τβ∨

ïðèìèòèâíóþ ôîðìó, ôèêñèðîâàííóþ âûáîðîì âåêòîðà α ∈ HC, òàêóþ, ÷òî:∫
α

ζ∞ = 1 è

∫
β

ζ∞ = τ.

Ñóùåñòâóåò îáùèé ìåõàíèçì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèìèòèâíîé ôîðìû ïî êàíîíè÷åñêîé

îáðàòíîé ôèëüòðàöèè Õîäæà â òî÷êå τ0 ∈ H, ôóíêöèîíèðóþùèé â ñëó÷àå ïðîñòûõ

ýëëèïòè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðåäëîæåíèå 8.5. Äëÿ âñÿêèõ τ0 ∈ H è ω0 ∈ C\{0}, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

îòíîñèòåëüíàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôîðìà îáúåìà ζ ∈ Γ(H,Ω1
E/H), òàêàÿ, ÷òî:∫

α′
ζ = 1, α′ :=

1

ω0(τ̄0 − τ0)
(τ̄0α− β) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåñëîæíû âû÷èñëåíèÿ äàþò:

ζ = ω0
τ̄0 − τ0

τ̄0 − τ
(α∨ + τβ∨) .

�
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Òàêàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôîðìà îáúåìà ζ ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíîé ôîðìîé, îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿþùåéñÿ âûáîðîì âåêòîðà α′ ∈ HC. Ôèêñèðóåì τ0 ∈ H è ω0 ∈ C\{0}, òàêèå, ÷òî:∫
α

ζ = ω0 è

∫
β

ζ = ω0τ0 â τ = τ0.

Äàëåå âûáåðåì β′ ∈ HC, òàêîå, ÷òî
∫
β′
ζ = 0 â τ = τ0 è (α′, β′) = 1. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî

òîãäà âåðíî:

β′ := −ω0 (τ0α− β) .

Áàçèñû {α, β} è {α′, β′} ñâÿçàíû äåéñòâèåì ñëåäóþùåé ìàòðèöû èç SL(2,C) íà H1(Eσ,Z):

(8.6) Ahom :=

− τ̄0

2
√
−1ω0Im(τ0)

1

2
√
−1ω0Im(τ0)

−ω0τ0 ω0

 ,
(
α′ β′

)
= Ahom

α
β

 .

Òîãäà ñâÿçü ìåæäó ïëîñêèìè êîîðäèíàòàìè, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì

ïðèìèòèâíûì ôîðìàì çàäàåòñÿ ìàòðèöåé A(τ0,ω0). Ïóñòü t−1 � ïëîñêàÿ êîîðäèíàòà �â

áåñêîíå÷íîñòè�, ïîñòðîåííàÿ ïî ïðèìèòèâíîé ôîðìå, ôèêñèðîâàííîé áàçèñîì {α, β}. Òîãäà

ïëîñêàÿ êîîðäèíàòà t′−1, ïîñòðîåííàÿ ïî ïðèìèòèâíîé ôîðìå, ôèêñèðîâàííîé áàçèñîì {α′, β′}

ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. Ïðåäëîæåíèå 3.8):

t′−1

2π
√
−1

=

∫
β′
ζ = 2

√
−1ω2

0Im(τ0)
τ0 − t−1

τ̄0 − t−1

,

÷òî ýêâèâàëåíòíî:

(8.7) t′−1 = A(τ0,ω0) · t−1.

Ïîõîæèé ìåòîä áûë èñïîëüçîâàí Ìèëàíîâûì�Ðóàíîì è Êðàâèòöîì�Øåíåì äëÿ èçìåíåíèÿ

ïðèìèòèâíîé ôîðìû ïðîñòîé ýëëèïòè÷åñêîé îñîáåííîñòè. Â îòëè÷èå îò èõ ïîäõîäà ìû

ðàáîòàåì ñ ÿâíûìè öèêëàìè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü

âñå ïðèìèòèâíûå ôîðìû èñïîëüçóÿ ãåîìåòðèþ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Îäíàêî æå â [5] áûëî

äîêàçàíî, ÷òî îáà ïîäõîäà ýêâèâàëåíòíû.

2.2. Äåéñòâèÿ Ahom è A(τ0,ω0). Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî äåéñòâèå A(τ0,ω0) íà

ïëîñêîé êîîðäèíàòå t−1 (ñì. (8.7) âûøå) âîçíèêàåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì êàê äåéñòâèå íà

ïðîñòðàíñòâå ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå A ∈ SL(2,C) è ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå {λ : Eτ → P1} ∈ HR
1,(2,2,2,2). Â

êîîðäèíàòàõ λ çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì ðàññìîòðåòü

äåéñòâèå A íà λ, ñîîòâåòñòâóþùåå äåéñòâèþ A íà ðåøåòêå íàêðûâàþùåé ýëëèïòè÷åñêîé

êðèâîé.
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Ïðåäëîæåíèå 8.6. Ïóñòü A =

 a b

c d

 ∈ SL(2,C). Å¼ äåéñòâèå íà ðåøåòêå

ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ïîäíèìàåòñÿ äî äåéñòâèÿ íà ïëîñêèõ êîîðäèíàòàõ ôðîáåíèóñîâà

ìíîãîîáðàçèÿ HR
1,(2,2,2,2). Ïóñòü (τ, C1, t1, t2, t3, t4) � ïëîñêèå êîîðäèíàòû HR

1,(2,2,2,2):

τ̂ =
aτ + b

cτ + d
, Ĉ1 = C1 −

π
√
−1

2

c

cτ + d

4∑
i=1

t2i , t̂i =
ti

cτ + d
, 1 ≤ i ≤ 4

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïîä äåéñòâèåì A ìû èìååì:

ω̂2 = aω2 + bω1, ω̂1 = cω2 + dω1.

Ïðèìåíèì âûðàæåíèå ïëîñêèõ êîîðäèíàòH1,(2,2,2,2), íàéäåííîå â Ïðåäëîæåíèè 7.7. Ïóñòü Ĉ1,

t̂1, . . . , t̂4 è τ̂ áóäóò ïëîñêèìè êîîðäèíàòàìè A�ïðåîáðàçîâàííîé ôðîáåíèóñîâîé ñòðóêòóðû

HR
1,(2,2,2,2).

Äëÿ ïåðåìåííûõ ti, 1 ≤ i ≤ 4 è τ âåðíû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

τ̂ =
aτ + b

cτ + d
=
aω2 + bω1

cω2 + dω1

, t̂i = −
√
ũi
ω̃1

=
ti

cτ + d
.

Ðàññìîòðèì òàêæå ïåðåìåííóþ C1.

Ĉ1 = c− η̂1

ω̂1

4∑
i=1

ui = c− cη2 + dη1

cω2 + dω1

4∑
i=1

ui.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî Ëåæàíäðà ìû ïîëó÷àåì:

Ĉ1 = c− 1

ω1

(
η1 +

π
√
−1c

2

1

cω2 + dω1

) 4∑
i=1

ui = c− η1

ω1

4∑
i=1

ui −
1

ω2
1

(
π
√
−1

2

c

cτ + d

) 4∑
i=1

ui,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

Äàííîå ïðåäëîæåíèå ïîçâîëÿåò íàì ïðèìåíèòü íà HR
1,(2,2,2,2), ðàññìîòðåííîì êàê ãóðâèö�

ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå, äåéñòâèå ìàòðèöû Ahom ∈ SL(2,C), îïðåäëåííîå â (8.6) òîëüêî

ëèøü äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ.

Ïðåäëîæåíèå 8.7. Äëÿ âñÿêîé ïðîñòî ýëëèïòè÷åñêîé îñîáåííîñòè Wσ çàìåíà

ïðèìèòèâíîé ôîðìû ñ ζ∞ íà ïðèìèòèâíóþ ôîðìó ζσ0 â ñïåöèàëüíîé òî÷êå òî÷êå σ0

ýêâèâàëåíòíî äåéñòâèþ A(τ0,ω0), òàêîìó, ÷òî:

jW (σ0) = j(τ0),

è τ0 � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ahom ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé èç SL(2,C), ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíå

ïðèìèòèâíîé ôîðìû êàê â ðàçäåëå 2.1. Ðàññìîòðèì íà HR
1,(2,2,2,2) ñëåäóþùèé îïåðàòîð:

Ahom : {λ : E∞ → P1} → {λ̂ : Eτ0 → P1},
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ãäå Eτ0 ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ñ ìîäóëåì τ0 ïî ïîñòðîåíèþ Ahom. Îäíàêî ïî

Òåîðåìå 3.1 ïðèìèòèâíàÿ ôîðìà â òî÷êå σ0 ôèêñèðóåòñÿ ïåðèîäîì ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé

Eσ0 , êîòîðàÿ èçîìîðôíà Eτ0 .

Ââèäó Ïðåäëîæåíèÿ 8.6, äåéñòâèå îïåðàòîðà Ahom íà HR
1,(2,2,2,2) ïîäíèìàåòñÿ äî äåéñòâèÿ

òîãî æå ýëåìåíòà SL(2,C) íà ïëîñêèõ êîîðäèíàòàõ HR
1,(2,2,2,2).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îïðåäåëÿåò äåéñòâèå íà MP1
2,2,2,2

, èíäóöèðîâàííîå ìàòðèöåé Ahom è

èçîìîðôèçìîì Òåîðåìû 7.1.

Ëåììà 8.8. Äåéñòâèå Ahom ∈ SL(2,C) íà HR
1,(2,2,2,2) èíäóöèðóåò äåéñòâèå A(τ0,ω0) íà

MP1
2,2,2,2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ïðèâåäåííîãî âûøå ïðåäëîæåíèÿ äåéñòâèå SL(2,C) íà HR
1,(2,2,2,2)

îïðåäåëåíî è ñîãëàñîâàíî ñ äåéñòâèåì íà ðåøåòêå ïåðèîäîâ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Ðàññìîòðèì èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèå Ahom íà HR
1,(2,2,2,2).

Ïóñòü ω′1, ω
′
2 ïîëó÷åíû äåéñòâèåì Ahom íà ω1, ω2:(

ω′1 ω′2

)
= Ahom

ω1

ω2

 ,

è τ ′ = ω′2/ω
′
1. Ìû èìååì:

τ ′ = 2
√
−1ω0Imτ0

τ0 − τ
τ̄0 − τ

.

Îáðàòíàÿ çàìåíà êîîðäèíàò èìååò âèä:

τ =
−τ ′τ̄0 + 2

√
−1ω2

0τ0Imτ0

−τ ′ + 2
√
−1ω2

0Imτ0

.

Ïðèíèìàÿ òàêæå âî âíèìàíèå äîïîëíèòåëüíîå ðàñòÿæåíèÿ â 2π
√
−1, êîòîðîå äîëæíî áûòü

ïðèìåíåíî êMP1
2,2,2,2

(èç�çà ðàñòÿæåíèÿ â 2π
√
−1 â èçîìîðôèçìå Òåîðåìû 7.1 ) ìû ïîëó÷àåì

â òî÷íîñòè äåéñòâèå A(τ0,ω0). �

Èç îïðåäåëåíèÿ è ïðèâåäåííîãî âûøå ïðåäëîæåíèÿ âèäíî, ÷òî Ahom äåéñòâóåò íà

HR
1,(2,2,2,2) ñäâèãîì íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïëîñêèå êîîðäèíàòû Ahom · HR

1,(2,2,2,2) îïðåäåëåíû â

îêðåñòíîñòè τ0 òîãî æå ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿHR
1,(2,2,2,2). Èç�çà èçîìîðôèçìàM

σ |σ=∞∼=

MP1
2,2,2,2

ìû èìååì:

Ahom · HR
1,(2,2,2,2) = Mσ ∼= M

(τ0,ω0)
6 .

Ïîäñòàâëÿÿ σk, ñîîòâåòñòâóþùåå ñïåöèàëüíîé òî÷êå â ôîðìóëó äëÿ j�èíâàðèàíòà (3.2)

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî j�èíâàðèàíò ðàâåí 0, 1728 èëè ∞. Ìû èìååì:

0 = j(
√
−1), 1728 = j(exp(

2π
√
−1

3
)).

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà τ0 =
√
−1 è τ0 = exp(2π

√
−1

3
) ÿâëÿþòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì

êâàäðàòè÷íûìè èððàöèîíàëüíîñòÿìè.

80



�

Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííîå ïðåäëîæåíèå òàêæå îïðåäåëÿåò ïðîñòðàíñòâî ôðîáåíèóñîâûõ

ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå ãèïîòåòè÷åñêè ìîãóò ïîÿâèòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè CY/LG.

Ñëåäñòâèå 8.9. Îðáèòà ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿM(Ẽ8,Z3),ζLCSL
ïîä äåéñòâèåì A(τ0,ω0)

äëÿ âñåõ τ0 ∈ H, ω0 ∈ C\{0} çàäàåò ñåìåéñòâî ôðîáåíèóñîâûõ ñòðóêòóð Á�ìîäåëè (Ẽ8,Z3).
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ÃËÀÂÀ 9

Çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ òèïà LG�LG äëÿ ïàðû (Ẽ8,Z3)

Ãëàâíîé òåîðåìîé äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î çåðêàëüíîé ñèììåòðèè

òèïà LG�LG.

Òåîðåìà 9.1. Ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå îðáèôîëäîâîé À�ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà

ïàðû (ẼT
8 ,ZT3 ) (ñì. Ãëàâà 5) èçîìîðôíî ôðîáåíèóñîâó ìíîãîîáðàçèþ M

(
√
−1,ω0)

6 , ãäå

ω0 :=
Γ
(

1
4

)2

4π
3
2

.

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ẼT
8 = Ẽ8, òî åñòü ìíîãî÷ëåí, çàäàþùèé îñîáåííîñòü Ẽ8, íå

èçìåíÿåòñÿ ïðè äâîéñòâåííîñòè Áåðãëþíäà�Õóáøà.

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû ïîêàçàëè, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå ôðîáåíèóñîâûõ ñòðóêòóð çàìåíà

ïðèìèòèâíîé ôîðìû ýêâèâàëåíòà äåéñòâèþ A(τ0,ω0). Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ïðèâåäåííóþ

âûøå òåîðåìó, ââèäó àêñèîìû î ñîîòâåòñòâèè CY/LG è òåîðåìû 6.2 î çåðêàëüíîé ñèììåòðèè,

äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îðáèòó ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ MP1
2,2,2,2

ïîä äåéñòâèåì A(τ0,ω0)

äëÿ âñåõ τ0, ω0.

Ìû êëàññèôèöèðóåì ôðîáåíèóñîâû ìíîãîîáðàçèÿ A(τ0,ω0) · MP1
2,2,2,2

, óäîâëåòâîðÿþùèå

àêñèîìàì À�ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà, ïðåäëîæåííûìè â Ãëàâå 5. Îäíîé èç íàèáîëåå

ñòðîãèõ ÿâëÿåòñÿ àêñèîìà î ðàöèîíàëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü K ⊂ C � íåêîòîðîå ïîëå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôðîáåíèóñîâî

ìíîãîîáðàçèå M ðàçìåðíîñòè µ îïðåäåëåíî íàä K åñëè ñóùåñòâóåò âûáîð ïëîñêèõ êîîðäèíàò

t1, . . . , tµ íà M , òàêîé, ÷òî ôðîáåíèóñîâ ïîòåíöèàë F îïðåäåëåí â òî÷êå t1 = · · · = tµ = 0 è

óäîâëåòâîðÿåò: F ∈ K{t1, . . . , tµ}.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû êëàññèôèöèðîâàòü âñå ôðîáåíèóñîâû ìíîãîîáðàçèÿ M
(τ0,ω0)
6 ,

îïðåäåëåííûå íàä Q íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ðàçëîæåíèå â ðÿä ôóíêöèé X
(τ0,ω0)
k (t).

Ïîëîæèì:

γ(τ0,ω0)(t) :=
2

3

4∑
k=2

X
(τ0,ω0)
k (t).

Òîãäà âåðíî:

X
(τ0,ω0)
k (t) ∈ K{t} ⇒ γ(τ0,ω0)(t) ∈ K{t}.
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Ìû ðàññìîòðèì ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå M
(τ0,ω0)
3 ðàçìåðíîñòè 3, òàêîå, ÷òî åãî

ïîòåíöèàë îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé γ(τ0,ω0). Òàêèì îáðàçîì ðàöèîíàëüíîñòü M
(τ0,ω0)
3 ÿâëÿåòñÿ

íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ðàöèîíàëüíîñòè M
(τ0,ω0)
6 .

1. Òðåõìåðíîå ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå M (τ0,ω0)

Ðàññìîòðèì ôðîáåíèóñîâû ìíîãîîáðàçèÿM ðàçìåðíîñòè òðè è êîíôîðìíîé ðàçìåðíîñòè

îäèí ñ ïëîñêèìè êîîðäèíàòàìè t1, t2, t3, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• Åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå e ñîâïàäàåò ñ ∂
∂t1
.

• Ýéëåðîâî ïîëå E èìååò âèä E = t1
∂
∂t1

+ 1
2
t2

∂
∂t2
.

• Ôðîáåíèóñîâ ïîòåíöèàë F èìååò ñëåäóþùèé ÿâíûé âèä:

F =
1

2
t21t3 +

1

2
t1t

2
2 −

t42
16
γ(t3)

ãäå γ(t) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé t, ãîëîìîðôíàÿ â îòêðûòîé îáëàñòè â

C.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå áûëî âïåðâûå çàìå÷åíî Äóáðîâèíûì.

Ïðåäëîæåíèå 9.2 (Ïðèëîæåíèå C â [11]). Óðàâíåíèå WDVV íà F ýêâèâàëåíòíî

ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ, èçâåñòíîìó êàê óðàâíåíèå Øàçè.

(9.1) γ′′′ = 6γγ′′ − 9(γ′)2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå WDVV (2.1) ñ ÷åòûðüìÿ èíäåêñàìè (t2, t2, t3, t3) äà¼ò

òðåáóåìîå. �

1.1. Ðÿäû Ýéçåíøòåéíà è ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå. Ïóñòü E2k äëÿ âñÿêîãî k ∈ Z+

ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ýéçåíøòåéíà, îïðåäåëåííûì â Ãëàâå 4, Ðàçäåëå 2.2. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî

ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, ïàðàìåòðèçîâàííîå H :

π : E := {(x, y, τ) ∈ C2 ×H | y2 = 4x3 − g2(τ)x− g3(τ)} −→ H,

òîãäà ìîäóëÿðíûå èíâàðèàíòû ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé g2(τ) è g3(τ) èìåþò ñëåäóþùèå

âûðàæåíèÿ ÷åðåç ðÿäû Ýéçåíøòåéíà:

(9.2) g2(τ) :=
4π4

3
E4(τ), g3(τ) :=

8π6

27
E6(τ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Eτ0 ñëîé îòîáðàæåíèÿ π íàä òî÷êîé τ0 ∈ H.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü K ⊂ C � íåêîòîðîå ïîëå. Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå τ0 ∈ H. Áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ Eτ0 îïðåäåëåíà íàä K åñëè èìåþòñÿ g2, g3 ∈ K, òàêèå,

÷òî àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå

Eg2,g3 := {(x, y) ∈ C2 | y2 = 4x3 − g2x− g3}
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èçîìîðôíî Eτ0 .

Ïðîèçâîäíûå ðÿäîâ Ýéçåíøòåéíà E2, E4, E6 óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì òîæäåñòâàì,

èçâåñòíûì êàê òîæäåñòâà Ðàìàíóäæàíà:

(9.3)

1

2π
√
−1

dE2(τ)

dτ
=

1

12

(
E2(τ)2 − E4(τ)

)
,

1

2π
√
−1

dE4(τ)

dτ
=

1

3
(E2(τ)E4(τ)− E6(τ)) ,

1

2π
√
−1

dE6(τ)

dτ
=

1

2

(
E2(τ)E6(τ)− E4(τ)2

)
.

Ðàññìîòðèì òàêæå êîìïëåêñíîçíà÷íóþ âåùåñòâåííîàíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ E∗2(τ) íà H,

îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E∗2(τ) := E2(τ)− 3

πIm(τ)
,

Òàêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ïî÷òè ãîëîìîðôíîé ìîäóëÿðíîé ôîðìû âåñà äâà ââèäó

ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 9.3. Äëÿ âñÿêîé ìàòðèöû

a b

c d

 ∈ SL(2,Z) âåðíî:

E∗2(τ) =
1

(cτ + d)2
E∗2

(
aτ + b

cτ + d

)
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò ìîìåíòàëüíî èç ðàâåíñòâà

(9.4)

(
Im

(
aτ + b

cτ + d

))−1

=
|cτ + d|2

Im(τ)
,

a b

c d

 ∈ SL(2,Z),

. �

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåí f(τ) ïî Im(τ)−1 íàä êîëüöîì ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íàä H,

óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâó

f(τ) =
1

(cτ + d)k
f

(
aτ + b

cτ + d

)
äëÿ ëþáîé

a b

c d

 ∈ SL(2,Z),

íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ãîëîìîðôíîé ìîäóëÿðíîé ôîðìîé âåñà k.

Ïðåäëîæåíèå 9.4 (Ïàðàãðàô 5.1. â [50]). Ïóñòü f(τ) � íåêîòîðàÿ ïî÷òè

ãîëîìîðôíàÿ ìîäóëÿðíàÿ ôîðìà âåñà k. Òîãäà ïî÷òè ãîëîìîðôíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè

f(τ), îïðåäåëåííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

(9.5) ∂kf(τ) :=
1

2π
√
−1

∂f(τ)

∂τ
− k

4πIm(τ)
f(τ),

ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ãîëîìîðôíîé ìîäóëÿðíîé ôîðìîé âåñà k + 2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óâòåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ ÿâíî ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé (4.4) è

(9.4). Ïðîâåðèì óòâåðæäåíèå ÿâíî äëÿ ∂2E
∗
2(τ):

∂2E
∗
2 =

1

12

(
E2(τ)2 − E4(τ)

)
− 3

4π(Im(τ))2
− 1

2πIm(τ)
E∗2(τ).

=
1

12

(
E2(τ)2 − 6E2(τ)

πIm(τ)
+

9

(πIm(τ))2

)
− 1

12
E4(τ).

=
1

12
E∗2(τ)2 − 1

12
E4(τ).

Âñëåäñòâèå ìîäóëÿðíîñòè E4 è E
∗
2 ìû ïîêàçàëè òðåáóåìîå. �

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ k â ïðîèçâîäíîé, èìåÿ â âèäó, ÷òî ýòîò èíäåêñ

âñåãäà ôèêñèðîâàí âåñîì ìîäóëÿðíîé ôîðìû, ê êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ. Ìû

áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ∂p, êîòîðîå çàïèñûâàåòñÿ:

∂pg := ∂k+2(p−1) . . . ∂kg,

äëÿ íåêîòîðîé ïî÷òè ãîëîìîðôíîé ìîäóëÿðíîé ôîðìû g âåñà k.

Ïðåäëîæåíèå 9.5. Ìû èìååì:

∂E∗2(τ) =
1

12

(
E∗2(τ)2 − E4(τ)

)
,

∂2E∗2(τ) =
1

36

(
E6(τ)− 3

2
E∗2(τ)E4(τ) +

1

2
E∗2(τ)2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé (9.3).

�

1.2. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ WDVV.

Ïðåäëîæåíèå 9.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ γ(t), ãîëîìîðôíàÿ íà íåêîòîðîé îáëàñòè â C,

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (9.1). Äëÿ âñÿêîãî A =

a b

c d

 ∈ GL(2,C), îïðåäåëèì

ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ γA(t) íà íåêîòîðîé îáëàñòè â C:

(9.7) γA(t) :=
det(A)

(ct+ d)2
γ

(
at+ b

ct+ d

)
+

6c

ct+ d
.

Òîãäà γA(t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (9.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé. � Ðàññìîòðèì ãîëîìîðôíóþ

ôóíêöèþ γ∞(τ), îïðåäåëåííóþ íà H:

(9.8) γ∞(τ) :=
π
√
−1

3
E2 (τ)
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Á.À. Äóáðîâèíûì áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ôóíêöèÿ F∞, ãîëîìîðôíàÿ íà M∞ := C2 × H,

îïðåäåëåííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F∞ =
1

2
t21τ +

1

2
t1t

2
2 −

t42
16
γ∞(τ)

çàäà¼ò íà M∞ ñòðóêòóðó ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ êîíôîðìíîé ðàçìåðíîñòè 1. Ýòî

ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå áûëî äåòàëüíî ðàññìîòðåíî Äóáðîâèíûì.

Ïðåäëîæåíèå 9.7. Ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ γ∞(τ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (9.1) è

èíâàðèàíòíà ïîä äåéñòâèåì SL(2,Z) (ñì. (9.7)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé èñïîëüçóþ ìîäóëÿðíîñòü (4.4)

ôóíêöèè E2(τ) è òîæäåñòâ Ðàìàíóäæàíà. �

1.3. Äåéñòâèå A(τ0,ω0) íà M∞.

Îïðåäåëåíèå. Ôèêñèðóåì íåêîòîðûå τ0 ∈ H è ω0 ∈ C\{0}.

(1) Îïðåäåëèì ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ γ(τ0,ω0)(t) íà

D(τ0,ω0) := {t ∈ C | |t| < | − 4πω2
0Im(τ0)|}

ïðèìåíÿÿ äåéñòâèå GL(2,C) ïî ôîðìóëå (9.7), îïðåäåëåííîå ìàòðèöåé A(τ0,ω0) (ñì.

(8.5) ) ê ôóíêöèè γ∞(τ).

(2) Îïðåäåëèì êîìïëåêñíûå ÷èñëà ci(τ0, ω0), äëÿ âñåõ i ∈ Z≥0, êàê êîýôôèöèåíòû

ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ôóíêöèè γ(τ0,ω0)(t) â òî÷êå t = 0 :

γ(τ0,ω0)(t) =
∞∑
n=0

cn(τ0, ω0)

n!
tn.

(3) Îáîçíà÷èì ÷åðåç M
(τ0,ω0)
3 := C2 × D(τ0,ω0) ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå, èìåþùåå

ñëåäóþùèé ôðîáåíèóñîâ ïîòåíöèàë

F (τ0,ω0) =
1

2
t21t+

1

2
t1t

2
2 −

t42
16
γ(τ0,ω0)(t).

(4) Ñîïîñòàâèì ôðîáåíèóñîâó ìíîãîîáðàçèþ M
(τ0,ω0)
3 ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ,

çàäàâàåìóþ â êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèåì

(9.9) y2 = x3 − 3

2
c0(τ0, ω0)x2 +

3

2
c1(τ0, ω0)x− 1

4
c2(τ0, ω0).
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1.4. Îò ðàçìåðíîñòè 6 ê ðàçìåðíîñòè 3. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äàþùàÿ ïîëíóþ

êëàññèôèêàöèþ ðåøåíèé ñèñòåìû Àëüôàíà (8.3), áûëà äîêàçàíà Îÿìîé:

Òåîðåìà 9.8 (Òåîðåìà 2.1 â [38]). Ïóñòü òðîéêà ôóíêöèé (X2(t), X3(t), X4(t))

ãîëîìîðôíà â îêðåñòíîñòè z ∈ H è óäîâëåòâîðÿåò (8.3). Òîãäà:

(1) Åñëè ÷èñëà Xk(z) ïîïàðíî ðàçëè÷íû:

Xp(z) 6= Xq(z) p 6= q, 2 ≤ p, q ≤ 4,

òî ∃A ∈ SL(2,C), ò.÷. Xk(t) = XA
k (t).

(2) Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè äâà èç çíà÷åíèé Xk(t) â òî÷êå t = z ñîâïàäàþò äëÿ

ðàçíûõ èíäåêñîâ (ïóñòü Xp(z) = Xq(z)), òî:

(9.10)

Xp(t) = Xq(t) = − c

ct+ d
,

Xr(t) = − c

ct+ d
+

a

(ct+ d)2
,

äëÿ (c : d) ∈ P1 è íåêîòîðîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a ∈ C, êîòîðîå îáíóëÿåòñÿ åñëè

Xr(z) = Xp(z) = Xq(z).

Ñâÿçü ìåæäó óðàâíåíèåì Øàçè è ñèñòåìîé Àëüôàíà óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùèì

ïðåäëîæåíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 9.9. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî ω:

(9.11) ω3 − 3

2
γ(t)ω2 +

3

2
γ′(t)ω − 1

4
γ′′(t) = 0.

(1) Âñÿêàÿ òðîéêà ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé (X2(t), X3(t), X4(t)), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì

ñèñòåìû Àëüôàíà (8.3) ÿâëÿåòñÿ òðîéêîé êîðíåé (ω1(t), ω2(t), ω3(t)) óðàâíåíèÿ

òðåòüåé ñòåïåíè (9.11) ïî ïåðåìåííîé ω äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè γ(t), ÿâëÿþùåéñÿ

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øàçè.

(2) Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆Q = ∆Q(t) äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ òðåòüåé ñòåïåíè (9.11).

Òîãäà (ω1(t), ω2(t), ω3(t)) çàäàþò ïîñòîÿííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∆Q(0) = 0, è íåïîñòîÿííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆Q(0) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì γ(t) := 2
3

∑
Xi(t). Èç óðàâíåíèé (8.3) ñëåäóåò:

γ′(t) =
2

3
(X2(t)X3(t) +X3(t)X4(t) +X2(t)X4(t)) ,

γ′′(t) = 4X2(t)X3(t)X4(t),

γ′′′(t) = 8X2(t)X3(t)X4(t) (X2(t) +X3(t) +X4(t))− 4
∑
i<j

(Xi(t)Xj(t))
2 .
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÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ÷àñòè. Âòîðàÿ ÷àñòü ñëåäóåò íåìåäëåííî èç

Òåîðåìû 9.8. �

Îïðåäåëåíèå. Ìû áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ γ(t):

γ(t) :=
2

3

∑
Xi(t)

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øàçè, àññîöèèðîâàííîãî ñ òðîéêîé (X2(t), X3(t), X4(t)) � ðåøåíèåì

ñèñòåìû Àëüôàíà.

Ïðåäëîæåíèå 9.10. Ïóñòü 6�ìåðíîå ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèåM
(τ0,ω0)
6 îïðåäåëåíî íàä

K ⊂ C, òîãäà 3�ìåðíîå ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå M
(τ0,ω0)
3 òàêæå îïðåäåëåíî íàä K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øàçè γ(τ0,ω0), çàäàííîå ìíîãîîáðàçèåì

M
(τ0,ω0)
3 è ðåøåíèå ñèñòåìû Àëüôàíà (X

(τ0,ω0)
i (t)) çàäàííîå ìíîãîîáðàçèåì M

(τ0,ω0)
6 . Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà ïîêàæåì:

γ(τ0,ω0)(t) =
2

3

∑
X

(τ0,ω0)
i (t).

Òàê êàê è ëåâàÿ, è ïðàâàÿ ÷àñòè ðàâåíñòâà ïîëó÷åíû îäíèì è òåì æå äåéñòâèåì,

äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øàçè γ∞ è ðåøåíèÿ ñèñòåìû Àëüôàíà

(X∞2 , X
∞
3 , X

∞
4 ):

γ∞ =
π
√
−1

3
E2(t) =

2

3

∑
X∞i (t).

Ìû óæå çàìå÷àëè ðàíåå, ÷òî ôóíêöèÿ γ′ := 2
3

∑
X∞k óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Øàçè.

Òàêèì îáðàçîì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî òðè ïåðâûõ êîýôôèöèåíòà ðÿäîâ Ôóðüå γ′ è γ∞

ñîâïàäàþò. Ýòî ìîæåò áûòü ëåãêî ñäåëàíî èñïîëüçóÿ ÿâíûå ôîðìóëû. Ðÿä Ôóðüå ôóíêöèé

X∞p èìååò ñëåäóþùèé âèä (ñì. Ãëàâà 1 â [29]):

1

2π
√
−1

X∞2 =
1

4
+
∞∑
k=1

(−1)k−1 2ke2kπ
√
−1τ

1− e2kπ
√
−1τ

,

1

2π
√
−1

X∞3 =
∞∑
k=1

(−1)k−1 2kekπ
√
−1τ

1− e2kπ
√
−1τ

,
1

2π
√
−1

X∞4 = −
∞∑
k=1

2kekπ
√
−1τ

1− e2kπ
√
−1τ

.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

∞∑
k=1

ekπ
√
−1τσn(k) =

∞∑
k=1

knekπ
√
−1τ

1− ekπ
√
−1τ

, n ∈ N+

è îïðåäåëåíèå ðÿäà E2(τ) ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �

2. Êëàññèôèêàöèÿ â ðàçìåðíîñòè 3

Ïðåäëîæåíèå 9.10 çàäàåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû ôðîáåíèóñîâî

ìíîãîîáðàçèå M
(τ0,ω0)
6 áûëî îïðåäåëåíî íàä Q. Ïîýòîìó ìû íà÷íåì ñ êëàññèôèêàöèè 3�

ìåðíûõ ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé M
(τ0,ω0)
3 , îïðåäåëåííûõ íàä Q.
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2.1. Êëàññèôèêàöèÿ M (τ0,ω0) íàä êîëüöîì K. Ïðèâåäåì äâå ëåììû äëÿ

êëàññèôèêàöèè âñåõ M
(τ0,ω0)
3 íàä K ⊂ C.

Ëåììà 9.11. Äëÿ âñÿêèõ τ0 ∈ H è ω0 ∈ C∗, ñëåäóþùèå êîýôôèöèåíòû ðÿäà Òåéëîðà

ôóíêöèè γ(τ0,ω0) èìåþò âûðàæåíèÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ ðÿäîâ Ýéçåíøòåéíà:

c0(τ0, ω0) =
1

6ω2
0

(
E2(τ0)− 3

πIm(τ0)

)
,

c1(τ0, ω0) =
c0(τ0, ω0)2

2
− E4(τ0)

72ω4
0

,

c2(τ0, ω0) =− c0(τ0, ω0)3 + 3c0(τ0, ω0)c1(τ0, ω0) +
E6(τ0)

216ω6
0

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè γ(τ0,ω0) ìû èìååì:

γ(τ0,ω0)(t) = − 2

t+ 4ω2
0πIm(τ0)

+
8ω2

0π
2Im(τ0)2

3 (t+ 4ω2
0πIm(τ0))

2E2

(
tτ̄0 + 4ω2

0π(τ0)Im(τ0)

t+ 4ω2
0πIm(τ0)

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ t = 0 ïîëó÷èì:

c0(τ0, ω0) =
1

6ω2
0

(
E2(τ0)− 3

πIm(τ0)

)
.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (9.3) ïîäñ÷èòàåì ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè γ(τ0,ω0):

Èç âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåì:

c1(τ0, ω0) =
1

72ω4
0

(
9

π2Im(τ0)2 −
6E2(τ0)

πIm(τ0)
+ E2(τ0)2 − E4(τ0)

)
.

Âìåñòå ñ âûðàæåíèåì äëÿ c0(τ0, ω0) ìû ïîëó÷àåì çàÿâëåííóþ ôîðìóëó. Äëÿ çíà÷åíèÿ âòîðîé

ïðîèçâîäíîé âåðíî ðàâåíñòâî:

c2(τ0, ω0) =
1

432ω6
0

(
− 27

π3Im(τ0)3 +
27E2(τ0)

π2Im(τ0)2 −
9E2(τ0)2

πIm(τ0)
+ E2(τ0)3

+ 3E4(τ0)

(
3

πIm(τ0)
− E2(τ0)

)
+ 2E6(τ0)

)
.

Âûðàæàÿ çíà÷åíèÿ ðÿäîâ Ýéçåíøòåéí ÷åðåç c0(τ0, ω0) è c1(τ0, ω0) ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

�

Ëåììà 9.12. Ïóñòü γ(t) çàäàíà ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì ïî t: γ(t) =
∞∑
n=0

cn
n!
tn. Òîãäà óðàâíåíèå

Øàçè ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ðåêóðñèâíîé ôîðìóëå:

cn+3 =
n∑
a=0

(
n

a

)
(6cacn−a+2 − 9ca+1cn−a+1) .

Â ÷àñòíîñòè ìû èìååì:

c3 = 6c2c0 − 9c2
1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò ìîìåíòàëüíî ñðàâíåíèåì êîýôôèöèåíòîâ ïðè tk äëÿ âñåõ

íàòóðàëüíûõ k â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ Øàçè. �

Òåîðåìà 9.13. Ôèêñèðóåì íåêîòîðîãî ïîëå K ⊂ C, τ0 ∈ H è ω0 ∈ C\{0}. Ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) Ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå M (τ0,ω0) îïðåäåëåíî íàä K.

(ii) Âñå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f (τ0,ω0)(t) â ðÿä ïðèíàäëåæàò ïîëþ K.

(iii) Âûïîëíåíî:

E∗2(τ0) ∈ Kω2
0, E4(τ0) ∈ Kω4

0, E6(τ0) ∈ Kω6
0.

(iv) Ïóñòü ∂ � ïî÷òè ãîëîìîðôíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, îïðåäåëåííàÿ â (9.5). Âûïîëíåíî:

− 1

24
E∗2(τ0) ∈ Kω2

0, − 1

24
∂E∗2(τ0) ∈ Kω4

0, − 1

24
∂2E∗2(τ0) ∈ Kω6

0.

(v) Âûïîëíåíî:

E∗2(τ0) ∈ Kω2
0, è Eτ0 îïðåäåëåíà íàä K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèåM (τ0,ω0) îïðåäåëåíî íàäK

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïëîñêèå êîîðäèíàòû t1, t̃2, t̃3 òàêîâû, ÷òî ôðîáåíèóñîâ ïîòåíöèàë

óäîâëåòâîðÿåò:

F (τ0,ω0) =
1

2
η1t

2
1t̃3 + η2

1

2
t1t̃

2
2 + t̃42f̃(t̃3) äëÿ íåêîòîðûõ η1, η2 ∈ K è f̃(t̃3) ∈ K{t̃3}.

Îäíàêî ýòî ìîìåíòàëüíî âëå÷åò t22 = η2t̃
2
2, t3 = η1t̃3 è γ

(τ0,ω0)(t3) = 16η−2
2 f̃(t̃3), ÷òî äîêàçûâàåò

ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé (i) è (ii).

Ââèäó Ëåììû 9.12 ïåðâûå òðè êîýôôèöèåíòà c0, c1 è c2 îïðåäåëÿþò ïîëíîñòüþ âñå

êîýôôèöèåíòû cn, n ≥ 3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü (iii) äîñòàòî÷íî òàêèì îáðàçîì:

ci(τ0, ω0) ∈ K äëÿ âñåõ 2 ≥ i ≥ 0.

Ïî Ëåììå 9.11 òàêèì îáðàçîì (ii) ýêâèâàëåíòíî (iii).

Èñïîëüçóÿ Ïðåäëîæåíèå 9.5 è Ëåììó 9.11 ìû âèäèì, ÷òî (iii) ýêâèâàëåíòíî:

E∗2(τ0) = 6c0(τ0, ω0)ω2
0,

∂E∗2(τ0) = 6c1(τ0, ω0)ω4
0,

∂2E∗2(τ0) = 6c2(τ0, ω0)ω6
0.

Ïîñëåäíåå óñëîâèå (v) ýêâèâàëåíòíî (iii) ñíîâà ââèäó Ëåììû 9.11 ñ îïðåäåëåíèÿ Eτ0 .

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî. �
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2.1.1. Ïðèìåð. Ïðèâåäåì çíà÷åíèÿ ðÿäîâ Ýéçåíøòåéíà â τ =
√
−1:

(9.12) E2(
√
−1) =

3

π
, E4(

√
−1) = 3

Γ
(

1
4

)8

64π6
, E6(

√
−1) = 0.

Ïîëàãàÿ

ω0 ∈ Q
Γ
(

1
4

)2

4π
3
2

ìû èìååì: c0(
√
−1, ω0) = c2(

√
−1, ω0) = 0 è c1(

√
−1, ω0) ∈ Q.

Ïðèâåäåì çíà÷åíèÿ ðÿäîâ Ýéçåíøòåéíà â τ = ρ:

(9.13) E2(ρ) =
2
√

3

π
, E4(ρ) = 0, E6(ρ) =

27

2

Γ
(

1
3

)18

28π12
.

Ïîëàãàÿ

ω0 ∈ Q
Γ
(

1
3

)3

4π2

ìû èìååì: c0(ρ, ω0) = c1(ρ, ω0) = 0 è c2(ρ, ω0) ∈ Q.

Ýòè äâà ïðèìåðà âàæíû ââèäó ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 9.14 (ñì. Ëåììó 3.2 â [33]). Ðàâåíñòâî

(9.14) E∗2(τ) = 0

âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà τ ∈ SL(2,Z)
√
−1 èëè τ ∈ SL(2,Z)ρ, ãäå ρ :=

exp
(

2π
√
−1

3

)
.

2.2. Äåéñòâèå ãðóïïû SL(2,C) íà ìíîæåñòâå ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé

M
(τ0,ω0)
3 . Ïóñòü A :=

a b

c d

 � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà èç SL(2,R). Ñîîòâåòñòâèå

τ0 7→ τ1 :=
aτ0 + b

cτ0 + d
, ω0 7→ ω1 := (cτ0 + d)ω0

îïðåäåëÿåò äåéñòâèå ãðóïïû SL(2,R) íà ìíîæåñòâå {(τ0, ω0) | τ0 ∈ H, ω0 ∈ C \ {0}}. Ýòî â

òî÷íîñòè äåéñòâèå SL(2,R), ïðåäëîæåííîå â (8.4) òàê êàê

A


τ̄0

4πω0Im(τ0)
ω0τ0

1

4πω0Im(τ0)
ω0

 =


(aτ̄0 + b)

4πω0Im(τ0)
(aτ0 + b)ω0

(cτ̄0 + d)

4πω0Im(τ0)
(cτ0 + d)ω0

 =


τ̄1

4πω1Im(τ1)
ω1τ1

1

4πω1Im(τ1)
ω1

 .
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2.2.1. Äåéñòâèå SL(2,Z). Ëåììà 9.11 âëå÷åò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 9.15. Ôèêñèðóåì íåêîòîðûå τ0, τ1 ∈ H è ω0, ω1 ∈ C\{0}. Ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) Ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé M
(τ0,ω0)
3

∼= M
(τ1,ω1)
3 .

(ii) Âåðíî ðàâåíñòâî ôóíêöèé γ(τ0,ω0)(t) = γ(τ1,ω1)(t).

(iii) Ñóùåñòâóåò ìàòðèöà

a b

c d

 ∈ SL(2,Z), òàêàÿ, ÷òî:

τ1 =
aτ0 + b

cτ0 + d
, ωk1 = (cτ0 + d)kωk0 ,

ãäå k = 4 åñëè τ0 ∈ SL(2,Z)
√
−1, k = 6 åñëè τ0 ∈ SL(2,Z)ρ è k = 2 âî âñåõ îñòàëüíûõ

ñëó÷àÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü (i) è (ii) ïî÷òè î÷åâèäíà. Ïî Ëåììå 9.11 óñëîâèå (ii)

ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíåíèé:

(9.15)
E∗2(τ0)

ω2
0

=
E∗2(τ1)

ω2
1

,
E4(τ0)

ω4
0

=
E4(τ1)

ω4
1

,
E6(τ0)

ω6
0

=
E6(τ1)

ω6
1

.

Èç ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî j(τ0) = j(τ1), è òàêèì îáðàçîì

(9.16) τ1 =
aτ0 + b

cτ0 + d
, äëÿ íåêîòîðîé

a b

c d

 ∈ SL(2,Z).

Ñëåäîâàòåëüíî ìû èìååì:

E∗2(τ0)

ω2
0

=
(cτ0 + d)2E∗2(τ0)

ω2
1

,
E4(τ0)

ω4
0

=
(cτ0 + d)4E4(τ0)

ω4
1

,
E6(τ0)

ω6
0

=
(cτ0 + d)6E6(τ0)

ω6
1

.

Åñëè τ0 òàêîâî, ÷òî E
∗
2(τ0) 6= 0, ïðèâåäåííàÿ âûøå ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà ω2

1 = (cτ0 + d)2ω2
0.

Âñå çíà÷åíèÿ τ0 ∈ H, òàêèå, ÷òî E∗2(τ0) = 0 ïðèâåäåíû â Ïðåäëîæåíèè 9.14. Ýòî â òî÷íîñòè

τ0 ∈ SL(2,Z)
√
−1 è τ0 ∈ SL(2,Z)ρ. Ðàññìàòðèâàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (9.15) äëÿ ýòèõ äâóõ

ñëó÷àåâ ïîëó÷àåì:

τ0 ∈ SL(2,Z)
√
−1 ⇒ E6(τ0) = 0, E4(τ0) 6= 0 ⇒ ω4

1 = (cτ0 + d)4ω4
0,

è

τ0 ∈ SL(2,Z)ρ ⇒ E4(τ0) = 0, E6(τ0) 6= 0 ⇒ ω6
1 = (cτ0 + d)6ω6

0.

Ñëåäîâàòåëüíî óñëîâèå (iii) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (ii) ïî Ëåììå 9.11 è Ëåììå 9.12.

�
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2.2.2. Äåéñòâèå SL(2,Q) è êîìïëåêñíîå óìíîæåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ E èìååò êîìïëåêñíîå óìíîæåíèå,

åñëè åå ìîäóëü τ � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü. Òî åñòü τ ∈ Q(
√
−D) äëÿ íåêîòîðîãî

íàòóðàëüíîãî D.

Óäèâèòåëüíûì ðåçóëüòàòîì â òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî

ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä Q, èìåþùèå êîìïëåêñíîå óìíîæåíèå, ìîãóò áûòü ëåãêî

êëàññèôèöèðîâàíû:

Òåîðåìà 9.16 (ñì. Ïàðàãðàô II.2 â [44]). Ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ñóùåñòâóåò

ðîâíî 13 ýëëèïòè÷åñêèé êðèâûõ íàä Q, èìåþùèõ êîìïëåêñíîå óìíîæåíèå.

Ìû ïðèâîäèì ìîäåëè Âåéåðøòðàññà òàêèõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ â Òàáëèöå 1.

Ìîäóëü τ Óðàâíåíèå Âåéåðøòðàññà j�èíâàðèàíò ∆E

(−1 +
√
−3)/2 y2 = 4x3 + 1 0 33

√
−3 y2 = 4x3 − 60x+ 88 243353 2833

(−1 + 3
√
−3)/2 y2 = 4x3 − 120x+ 253 −215353 35

√
−1 y2 = 4x3 + 4x 2633 25

2
√
−1 y2 = 4x3 − 44x+ 64 2333113 29

(−1 +
√
−7)/2 y2 = 4x3 − 35

4
x− 49

8
−3353 73

√
−7 y2 = 4x3 − 2380x+ 22344 3353173 21273

√
−2 y2 = 4x3 − 120x+ 224 2653 29

(−1 +
√
−11)/2 y2 = 4x3 − 88

3
x− 847

27
−215 113

(−1 +
√
−19)/2 y2 = 4x3 − 152x+ 361 −21533 193

(−1 +
√
−43)/2 y2 = 4x3 − 3440x+ 38829 −2183353 433

(−1 +
√
−67)/2 y2 = 4x3 − 29480x+ 974113 −2153353113 673

(−1 +
√
−163)/2 y2 = 4x3 − 8697680x+ 4936546769 −2183353233293 1633

Table 1. 13 ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä Q, èìåþùèõ êîìïëåêñíîå óìíîæåíèå.

Ñëåäñòâèå 9.17. Ìîäóëü τ0 ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé Eτ0, èìåþùåé êîìïëåêñíîå

óìíîæåíèå, è îïðåäåëåííîé íàä Q ïðèíàäëåæèò SL(2,C)�îðáèòå îäíîãî èç ñëåäóþùèõ

÷èñåë:
√
−D, D ∈ {1, 2, 3, 4, 7},

èëè
−1 +

√
−D

2
, D ∈ {3, 7, 11, 19, 27, 43, 67, 163}.
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Êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè τ0 ∈ C òàêæå çàìå÷àòåëüíû ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè

ìîäóëÿðíûõ ôîðì:

Ïðåäëîæåíèå 9.18 (ñì. Òåîðåìà A1 â [33]). Ïóñòü τ ∈ C � êâàäðàòè÷íàÿ

èððàöèîíàëüíîñòü, è τ 6∈ SL(2,Z)
√
−1. Òîãäà âåðíî:

E∗2(τ)E4(τ)

E6(τ)
∈ Q(j(τ)),

ãäå j(τ) ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì j�èíâàðèàíòà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé Eτ .

Îïðåäåëåíèå. Ôèêñèðóåì íåêîòîðûå τ0 ∈ H, ω0 ∈ C\{0}.

(1) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå M
(τ0,ω0)
3 èìååò ñèììåòðèþ åñëè

ñóùåñòâóåò A ∈ SL(2,R) \ {1}, ò.÷.:(
γ(τ0,ω0)

)A
(t) = γ(τ0,ω0)(t).

(2) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèåM
(τ0,ω0)
3 èìååò ñëàáóþ ñèììåòðèþ

åñëè ñóùåñòâóåò A ∈ SL(2,R) \ {1,−1}, ò.÷.:(
γ(τ0,ω0)

)A
(t) = γ(τ0,ω′0)(t) äëÿ íåêîòîðîé ω′0 ∈ C\{0}.

Çàìå÷àíèå 9.1. Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ñëàáàÿ ñèììåòðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé

ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ êðîìå ñëó÷àÿ ω0 = ω′0, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùåå äåéñòâèå

SL(2,R) ñâÿçûâàåò ðàçíûå òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ôðîáåíèóñîâûõ ìíîãîîáðàçèé

ðàçìåðíîñòè òðè.

Òåîðåìà 9.19. Ôèêñèðóåì íåêîòîðûå τ0 ∈ H è ω0 ∈ C\{0}.

(i) Ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèåM
(τ0,ω0)
3 èìååò ñèììåòðèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

τ0 ïðèíàäëåæèò SL(2,Z)�îðáèòå
√
−1 èëè ρ.

(ii) Ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå M
(τ0,ω0)
3 îïðåäåëåííîå íàä Q èìååò ñëàáóþ ñèììåòðèþ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà τ0 ïðèíàäëåæèò ïðèâåäåííîìó â Ñëåäñòâèè 9.17

ñïèñêó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî Ïðåäëîæåíèþ 9.15 ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå M (τ0,ω0) èìååò

ñèììåòðèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà aτ0+b
cτ0+d

= τ0 è

ω4
0 = (cτ0 + d)4ω4

0 äëÿ τ0 ∈ SL(2,Z)
√
−1,

èëè æå

ω6
0 = (cτ0 + d)6ω6

0 äëÿ τ0 ∈ SL(2,Z)ρ,

èëè æå

ω2
0 = (cτ0 + d)2ω2

0.

95



Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (cτ0 + d)2 = 1 è íå èìååò ðåøåíèÿ

äëÿ τ0 ∈ H, c, d ∈ Z. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååòñÿ ïîäõîäÿùàÿ ìàòðèöà A ∈ SL(2,Z),

ðåøàþùàÿ ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ, ÷òî äîêàçûâàåò (i).

Ïóñòü M (τ0,ω0) îïðåäåëåíî íàä Q è èìååò ñëàáóþ ñèììåòðèþ. Òîãäà ïî Òåîðåìå 9.13

ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ Eτ0 îïðåäåëåíà íàä Q.

Ïî Ïðåäëîæåíèþ 9.15 ìû èìååì aτ0+b
cτ0+d

= τ0. Òàêèì îáðàçîì τ0 óäîâëåòâîðÿåò:

cτ 2
0 + τ0(d− a)− b = 0.

Åñëè c = 0, èëè æå äèñêðèìèíàíò ýòîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí íóëþ, ìû ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì τ0 ∈ H. Òàêèì îáðàçîì ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ Eτ0 èìååò

êîìïëåêñíîå óìíîæåíèå. Èç Ïðåäëîæåíèÿ 9.16 ìû çíàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî 13 òàêèõ

τ0 ñ òî÷íîñòüþ äî äåéñòâèÿ SL(2,Z). Òàêèì îáðàçîì τ0 ïðèíàäëåæèò ïðèâåäåííîìó ñïèñêó.

Ïóñòü τ0 � ìîäóëü ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé èç ïðèâåäåííîãî ñïèñêà. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ î

ðàöèîíàëüíîñòè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé Eτ0 ñëåäóåò, ÷òî j(τ0) ∈ Q. Ñëó÷àé τ0 = SL(2,Z)
√
−1

áûë ðàññìîòðåí â Ïðèìåðå 2.1.1 è ìû ìîæåì ïðèìåíèòü Ïðåäëîæåíèå 9.18:

E∗2(τ0)E4(τ0)

E6(τ0)
∈ Q.

Â òî æå ñàìîå âðåìÿ, òàê êàê ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ îïðåäåëåíà íàä Q, ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå

a ∈ C\{0}, òàêîå, ÷òî:

a2g2(τ0) ∈ Q, a3g3(τ0) ∈ Q.

Èç óðàâíåíèÿ (9.2) ìû âèäèì:

a2π4E4(τ0) = a2g2(τ0)
3

4
∈ Q, a3π6E6(τ0) = a3g3(τ0)

27

8
∈ Q.

Òàêèì îáðàçîì:

aπ2E∗2(τ0) ∈ Q.

È ìû èìååì:

E∗2(τ0) ∈ Q(aπ2)−1, E4(τ0) ∈ Q(aπ2)−2, E6(τ0) ∈ Q(aπ2)−3.

Ïîëàãàÿ ω2
0 := (aπ2)−1 ìû âèäèì, ÷òî ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå M (τ0,ω0) îïðåäåëåíî íàä Q

ïî Òåîðåìå 9.13. �

Çàìå÷àíèå 9.2. Ìû ìîæåì ïåðåôîðìóëèðîâàòü Òåîðåìó 9.19, ÷àñòü (i) âûøå òàê:

ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå M (τ0,ω0) èìååò ñèììåòðèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Eτ0 èìååò

íåòðèâèàëüíûé àâòîìîðôèçì.
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3. Êëàññèôèêàöèÿ â ðàçìåíîñòè 6

Ìû êëàññèôèöèðóåì 6�ìåðíûå ôðîáåíèóñîâû ìíîãîîáðàçèÿ M
(τ0,ω0)
6 ñ ïîìîùüþ

ýëëèïòè÷åñêîå êðèâîé, ñîïîñòàâëåííîé 3�ìåðíîìó ôðîáåíèóñîâó ìíîãîîáðàçèþ M
(τ0,ω0)
3 .

3.1. Êëàññèôèêàöèÿ A(τ0,ω0) ·MP1
2,2,2,2

íàä Q.

Ëåììà 9.20. Ïóñòü ôóíêöèè Xi(t) ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè ïî t: Xi(t) =
∞∑
n=0

x
(i)
n

n!
tn. Òîãäà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (8.3) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùèì

ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì:

(9.17)



x
(2)
n + x

(3)
n = 2(n− 1)!

n−1∑
p=0

x
(2)
p x

(3)
n−1−p

x
(3)
n + x

(4)
n = 2(n− 1)!

n−1∑
p=0

x
(3)
p x

(4)
n−1−p

x
(4)
n + x

(2)
n = 2(n− 1)!

n−1∑
p=0

x
(4)
p x

(2)
n−1−p

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò ìîìåíòàëüíî ñîïîñòàâëÿÿ ÷ëåíû ðÿäîâ. �

Ìîìåíòàëüíûì ñëåäñòâèåì ëåììû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïåðâûå òðè êîýôôèöèåíòà x
(2)
0 , x

(3)
0

è x
(4)
0 ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò âñå ïîñëåäóþùèå êîýôôèöèåíòû x

(i)
n ïî ôîðìóëàì ðåêóðñèè

(9.17).

Ïóñòü γ(τ0,ω0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øàçè, àññîöèèðîâàííûì ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû

Àëüôàíà (X
(τ0,ω0)
2 , X

(τ0,ω0)
3 , X

(τ0,ω0)
4 ). Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèå cn(τ0, ω0):

γ(τ0,ω0)(t) =
∑
n≥0

cn(τ0, ω0)
tn

n!
.

Ïðåäëîæåíèå 9.21. Ïóñòü γ(τ0,ω0) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øàçè, àññîöèèðîâàííîå ñ

ðåøåíèåì ñèñòåìû Àëüôàíà (X
(τ0,ω0)
2 , X

(τ0,ω0)
3 , X

(τ0,ω0)
4 ). Ïóñòü g2(τ0) è g3(τ0) � ìîäóëÿðíûå

èíâàðèàíòû ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé Eτ0. Òîãäà óðàâíåíèå (9.11) â òî÷êå t = 0:

ω3 − 3

2
c0(τ0, ω0)ω2 +

3

2
c1(τ0, ω0)ω − 1

4
c2(τ0, ω0) = 0

ïðåîáðàçóåòñÿ çàìåíîé ïåðåìåííîé ω̂ = (2ω0π)2
(
ω − 1

2
c0(τ0, ω0)

)
â ñëåäóþùåå:

4ω̂3 − g2(τ0)ω̂ − g3(τ0) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçáàâëÿÿñü îò êâàäðàòè÷íîãî ïî ω ÷ëåíà, óðàâíåíèå (9.11) ïðèíèìàåò

ïðè t = 0 ñëåäóþùèé âèä:

(ω − 1

2
c0)3 +

3

2
(ω − 1

2
c0)(c1 −

c2
0

2
) +

3

4
c0c1 −

1

4
c2(τ0, ω0)− c3

0

4
= 0

Ïîëîæèì ω̃ = ω − c0/2. Ïî Ëåììå 9.11 ìû èìååì:

ω̃3 − ω̃3

2

E4(τ0)

72ω4
0

− 1

4

E6(τ0)

216ω6
0

= 0
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Âûðàæàÿ E4 è E6 ÷åðåç ìîäóëÿðíûå èíâàðèàíòû g2, g3 ìû ïîëó÷àåì:

ω̃3 − 1

26

g2(τ0)

ω4
0π

4
ω̃ − 1

28

g3(τ0)

ω6
0π

6
= 0

÷òî ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ:

4ω̃3 − 1

24

g2(τ0)

ω4
0π

4
ω̃ − 1

26

g3(τ0)

ω6
0π

6
= 0.

Ïðèìåíÿÿ çàìåíó ω̂ := (2ω0π)2ω̃ è óìíîæàÿ îáå ñòîðîíû óðàâíåíèÿ íà (2ω0π)8 ìû ïîëó÷àåì

òðåáóåìîå. �

Ñëåäñòâèå 9.22. Äèñêðèìèíàíò ∆Q êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (9.11) ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì

ìíîæèòåëåì äèñêðèìèíàíòà ∆ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé Eτ0.

Îáîçíà÷èì äàëåå ÷åðåç e1, e2, e3 ∈ C êîðíè óðàâíåíèÿ 4x3 − g2x− g3 = 0.

Ïðåäëîæåíèå 9.23 (ñì. Ãëàâà 6.12 â [29]). Âñå òðè ÷èñëà ei âåùåñòâåííû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà g2 è g3 âåùåñòâåííû, è ∆ > 0. Â òàêîì ñëó÷àå ïåðèîäû ýëëèïòè÷åñêîé

êðèâîé èìåþò ñëåäóþùèå èíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ:

ω1 =

∫ ∞
e1

dz√
4z3 − g2z − g3

, ω2 =
√
−1

∫ ∞
−e3

dz√
4z3 − g2z − g3

,

è ìîäóëü ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé âåùåñòâåíåí τ = ω2/ω1 ∈
√
−1R.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà ei çàâèñÿò îò êîíêðåòíîãî âèäà óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî

ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ. Â ÷àñòíîñòè ýòè ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ äëÿ g′2 = a2g2 è g′3 = a3g3 äëÿ

âñÿêîãî a ∈ C∗ â òî âðåìÿ êàê äâà óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò èçîìîðôíûå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå.

Ïðåäëîæåíèå 9.24. Ôèêñèðóåì íåêîòîðûå τ0 ∈ H è ω0 ∈ C∗. Ïóñòü 6�ìåðíîå

ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå M
(τ0,ω0)
6 îïðåäåëåíî íàä R, òîãäà ∃g2, g3 ∈ R, ò.÷.:

Eτ0 ∼= {y2 = 4x3 − g2x− g3}, è e1, e2, e3 ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê M
(τ0,ω0)
6 îïðåäåëåíî íàä R, òî óðàâíåíèå (9.11) èìååò òðè

âåùåñòâåííûõ êîðíÿ. Ìû ñâÿæåì ýòè êîðíè ñ ÷èñëàìè e1, e2, e3 ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Ïî Ïðåäëîæåíèþ 9.21, ïðèìåíÿÿ çàìåíó ïåðåìåííîé ω̂ = (2ω0π)2 (ω + 2c0(τ0, ω0)),

óðàâíåíèå (9.11) ïðè t = 0 èìååò ñëåäóþùóþ ôîðìó:

4ω̂3 − g2(τ0)ω̂ − g3(τ0) = 0,

Ïî Òåîðåìå 9.13 è ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè 6 â ðàçìåðíîñòü 3, ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ Eτ0
îïðåäåëåíà íàä R. Òàêèì îáðàçîì âåðíî:

∃a ∈ C∗ ò.÷. g′2 := g2a
2, g′3 := g3a

3 ∈ R.
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Ïî Òåîðåìå 9.13 ìû èìååì:

1

ω4
0

E4(τ0) =
3

4

g′2
a2ω4

0π
4
∈ R,

1

ω6
0

E6(τ0) =
27

8

g′3
a3ω6

0π
6
∈ R.

Òàêèì îáðàçîì ñëåäóåò:

aω2
0π

2 ∈ R.

Ðàññìîòðèì çàìåíó ïåðåìåííûõ:

ω̃ = aω̂ = a(2ω0π)2 (ω + 2c0(τ0, ω0)) .

Òà êàê aω2
0π

2 ∈ R, ìû âèäèì, ÷òî ω̃ ñâÿçàíî ñ ω âåùåñòâåííîé ëèíåéíîé çàìåíîé.

Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ Eτ0 èçîìîðôíà ñëåäóþùåé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, îïðåäåëåííîé

êóáè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

4ω̃3 − g′2ω̃ − g′3 = 0.

Òàêèì îáðàçîì ÷èñëà e1, e2, e3 îòëè÷àþòñÿ îò êîðíåé óðàâíåíèÿ (9.11) â òî÷êå t = 0

âåùåñòâåííîé çàìåíîé ïåðåìåííîé. �

Òåîðåìà 9.25. Ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå M
(τ0,ω0)
6 îïðåäåëåíî íàä R òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà τ0 ∈
√
−1R è ω2

0 ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå M
(τ0,ω0)
6 îïðåäåëåíî íàä R. Ïî

Ïðåäëîæåíèþ 9.24 è Ïðåäëîæåíèþ 9.23 ìîäóëü ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé τ0 ∈
√
−1R. Íåñëîæíî

çàìåòèòü èç ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå, ÷òî:

E∗2(τ0) ∈ R, E4(τ0) ∈ R, E6(τ0) ∈ R.

Åäèíñòâåííûìè íóëÿìè E4(τ) ÿâëÿþòñÿ τ ∈ SL(2,Z)ρ, à E∗2(τ) îáíóëÿåòñÿ òîëüêî â òî÷êàõ

SL(2,Z)�îðáèò
√
−1 è ρ (ñì. Ïðåäëîæåíèå 9.14). Ñëó÷àé τ ∈ SL(2,Z)

√
−1 áûë ðàçîáðàí â

Ðàçäåëå 2.1.1. Âíå äàííûõ îðáèò ìû ïîëó÷àåì íå ìåíåå äâóõ ÷èñåë, êîòîðûå íå îáðàùàþòñÿ

â íîëü.

Ïî Ëåììå 9.11 ìû ñíîâà ïîëó÷àåì, ÷òî ω2
0 ∈ R.

Ïðèìåíÿÿ Ëåììó 9.11 è Ïðåäëîæåíèå 9.21 íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ âñÿêèõ τ0 ∈
√
−1R

è ω2
0 ∈ R ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå M

(τ0,ω0)
6 îïðåäåëåíî íàä R. �

3.2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î çåðêàëüíîé ñèììåòðèè òèïà LG�LG. Ïîêàæåì,

÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå, óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìàì

îðáèôîëäîâîé À�ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà.

Ñîãëàñíî àêñèîìàì îðáèôîëäîâîé À�ìîäåëè, ñîîòâåòñòâóþùåå ôðîáåíèóñîâî

ìíîãîîáðàçèå äîëæíî áûòü îïðåäåëåíî íàä Q. Ïî Ïðåäëîæåíèÿ 9.23 è 9.24 ñëåäóåò

ðàññìîòðåòü òîëüêî ôðîáåíèóñîâû ìíîãîîáðàçèÿ c τ0 ∈
√
−1R.
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Òðåáóÿ, ÷òî ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå ïðèíàäëåæèò A(τ0,ω0)�îðáèòå ìíîãîîáðàçèÿ

MP1
2,2,2,2

ñ êâàäðàòè÷íî èððàöèîíàëüíûì τ0, ìû ïîëó÷àåì ïî Ïðåäëîæåíèþ 9.10 íåîáõîäèìîå

óñëîâèå � 3�ìåðíîå ôðîáåíèóñîâî ìíîãîîáðàçèå M
(τ0,ω0)
3 äîëæíî áûòü îïðåäåëåíî íàä Q ñ

êâàäðàòè÷íî èððàöèîíàëüíûì τ0.

Ïî Òåîðåìå 9.19 êîìïëåêñíîå ÷èñëî τ0 ïðèíàäëåæèò ñïèñêó, ïðèâåäåííîìó â

Ñëåäñòâèè 9.17 è ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì. Ýòî â òî÷íîñòè ñëåäóþùèå ÷èñëà:

τ0 ∈ SL(2,Z) {
√
−1,
√
−2,
√
−3,
√
−4,
√
−7}.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü ÿâíî èñïîëüçóÿ ÿâíî âûïèñàííûå ìîäåëè Âåéåðøòðàññà è

Ïðåäëîæåíèå 9.24, ÷òî òàêèå τ0 íå äàþò ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (9.11) â

òî÷êå t = 0 êðîìå τ0 =
√
−1.
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