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Ââåäåíèå

Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äàííàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ýêñòðå-

ìàëüíûõ ñâîéñòâ âåëè÷èí, âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç öåïíûå äðîáè è êîíòèíó-

àíòû è èõ ïðèìåíåíèþ â ðàçëè÷íûõ òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ çàäà÷àõ. Àïïàðàò

öåïíûõ äðîáåé, ôîðìèðîâàíèå êîòîðîãî ñâÿçàíî ñ òàêèìè èìåíàìè êàê Ë.

Ýéëåð, Æ. Ë. Ëàãðàíæ, À. Ëåæàíäð, Ê.Ô. Ãàóññ, À. Ãóðâèö è äðóãèå, ÿâëÿ-

åòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ èíñòðóìåíòîì â òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæå-

íèé. Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå òåîðèè öåïíûõ äðîáåé èìååòñÿ, íàïðèìåð,

â êíèãàõ Î. Ïåððîíà [15] è À. ß. Õèí÷èíà [28].

Äðóãèì êëàññè÷åñêèì îáúåêòîì òåîðèè ÷èñåë, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí-

íûì ñ öåïíûìè äðîáÿìè ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Øòåðíà-Áðîêî, ïî-

ÿâèâøååñÿ â ñåðåäèíå 19-ãî âåêà â ðàáîòàõ Ì. Øòåðíà [18] è À. Áðîêî [1].

Ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ

ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Øòåðíà-Áðîêî Fn åñòü êîíå÷íàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îòðåçêà [0, 1], êîòîðûå ïðåäñòàâëÿ-

þòñÿ â âèäå öåïíîé äðîáè ñ ñóììîé íåïîëíûõ ÷àñòíûõ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ

n+1, ðàñïîëîæåííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðåäåëü-

íîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Øòåðíà-Áðîêî ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî ?(x), òî åñòü

lim
n→∞

#{ξ ∈ Fn : ξ 6 x}
#Fn

=?(x), x ∈ [0, 1]. (1)

Ðàâåíñòâî (1) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âîçìîæíûõ îïðåäåëåíèé ?(x), ââåäåííîé

Ã. Ìèíêîâñêèì â [13]. Ôóíêöèþ Ìèíêîâñêîãî ìîæíî ýêâèâàëåíòíî îïðåäå-

ëèòü äðóãèì îáðàçîì: íà êîíöàõ îòðåçêà [0, 1] ïîëîæèì ?(01) = 0, ?(11) = 1.

Äàëåå, ïóñòü ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà â òî÷êàõ p
q è

r
s , íî íå îïðåäåëåíà íè â êàêîé



4

òî÷êå ìåæäó íèìè. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì

?

(
p+ r

q + s

)
=

?(pq )+?(rs)

2
. (2)

Â èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ îòðåçêà [0, 1] ôóíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî îïðåäåëÿåòñÿ

ïî íåïðåðûâíîñòè.

Â 1938 ãîäó À. Äàíæóà ðàññìîòðåë [4], [5] ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ ìîíî-

òîííûõ ôóíêöèé gλ(x), ãäå λ - äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð èç èíòåðâàëà (0, 1),

îáîáùàþùèõ ôóíêöèþ Ìèíêîâñêîãî. Êàê è ôóíêöèÿ ?(x), îíè îïðåäåëÿþòñÿ

íà îòðåçêå [0, 1]. Â íà÷àëå äëÿ ëþáîãî λ ïîëîæèì gλ(
0
1) = 0, gλ(

1
1) = 1. Òå-

ïåðü, åñëè ôóíêöèÿ gλ(x) çàäàíà â òî÷êàõ p
q è

r
s è íå îïðåäåëåíà ìåæäó íèìè,

ïðàâèëî (2) çàìåíÿåòñÿ íà

gλ

(
p+ r

q + s

)
= (1− λ)gλ

(
p

q

)
+ λgλ

(
r

s

)
. (3)

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, â èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ gλ(x) îïðå-

äåëÿåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè λ = 1
2 ôóíêöèÿ gλ(x) ñîâ-

ïàäàåò ñ ôóíêöèåé Ìèíêîâñêîãî. Îòìåòèì, ÷òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé Äàíæóà

áûëî ïåðåîòêðûòî â 1995 ãîäó Ð.Ô. Òèõèì è Æ. Óèòöîì [19].

Ëþáîïûòíûì îáîáùåíèåì îáûêíîâåííûõ öåïíûõ äðîáåé ÿâëÿþòñÿ òàê íà-

çûâàåìûå ïðèâåäåííûå ðåãóëÿðíûå öåïíûå äðîáè (ñì. [25], [15]). Èçâåñòíî,

÷òî ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî x ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x = [[b0; b1, b2, . . . , bt, . . .]] = b0 −
1

b1 −
1

b2 − . . .−
1

bt −
1

. . .

, (4)

ãäå b0 - ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî, à âñå îñòàëüíûå bi áîëüøå ëèáî ðàâíû äâóì.

Àíàëîãîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Øòåðíà-Áðîêî äëÿ ïðèâåäåííûõ ðåãóëÿðíûõ

öåïíûõ äðîáåé ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà Ξn, ñîñòîÿùèå èç âñåõ ðàöèîíàëüíûõ
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÷èñåë îòðåçêà [0, 1], êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå äðîáè [[1; b1, b2, . . . , bt]],

ïðè÷åì b1 + b2 + . . . + bt = n + 1. Â 2010 ãîäó Å. Æàáèöêàÿ ïîêàçàëà [20],

÷òî ïðåäåëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ξn ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ gτ(x), ïðè-

íàäëåæàùàÿ ñåìåéñòâó Äàíæóà, ãäå τ = 3−
√
5

2 . Äðóãèå ðåçóëüòàòû îá àðèô-

ìåòè÷åñêîé ïðèðîäå ôóíêöèé èç ñåìåéñòâà Äàíæóà íà íàñòîÿùèé ìîìåíò

íåèçâåñòíû.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âñå ôóíêöèè ñåìåéñòâà Äàíæóà ïðèíàäëåæàò ê

êëàññó ñèíãóëÿðíûõ ôóíêöèé. Áîëåå òîãî, èõ ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü

òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ - 0 è +∞. Èññëåäîâàíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèé ñåìåéñòâà

Äàíæóà ïðîâîäèëîñü òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî, êîòîðûé, êàê

ìû ïîêàæåì â äàëüíåéøåì, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì. Â 2010 ãîäó À.À. Äó-

øèñòîâà è Í.Ã.Ìîùåâèòèí äîêàçàëè [21] ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà I. Ïóñòü x = [0; a1, a2, . . . , at, . . .] - ïðîèçâîëüíîå èððàöèîíàëü-

íîå ÷èñëî íà îòðåçêå [0, 1]. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ

κ1 òàêàÿ, ÷òî åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

lim sup
t→∞

a1 + a2 + . . .+ at
t

< κ1, (5)

òî ïðîèçâîäíàÿ ?(x) ñóùåñòâóåò è ðàâíà +∞.

Òåîðåìà II. Ïóñòü x = [0; a1, a2, . . . , at, . . .] - ïðîèçâîëüíîå èððàöèîíàëü-

íîå ÷èñëî íà îòðåçêå [0, 1]. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ

κ2 òàêàÿ, ÷òî åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

lim inf
t→∞

a1 + a2 + . . .+ at
t

> κ2, (6)

òî ïðîèçâîäíàÿ ?(x) ñóùåñòâóåò è ðàâíà 0.

Íåóëó÷øàåìûå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ κ1 è κ2 â ðàáîòå [21] áûëè âû÷èñëå-

íû ÿâíî. Ñðåäè äðóãèõ ðàáîò íà äàííóþ òåìó ñëåäóåò îòìåòèòü áîëåå ðàííþþ

ñòàòüþ Äæ. Ïàðàäèçà, Ï. Âèàäåðà è Ë. Áèáèëîíè [14], â êîòîðîé áûëà âû-

÷èñëåíà êîíñòàíòà κ1 è ñîäåðæàëàñü áîëåå ñëàáàÿ îöåíêà êîíñòàíòû κ2, à

òàêæå ñòàòüþ À.À. Äóøèñòîâîé, È.Ä. Êàíà è Í.Ã. Ìîùåâèòèíà [7], â êîòî-

ðîé íåðàâåíñòâà (5) è (6) â òåîðåìàõ I è II áûëè çàìåíåíû íà áîëåå òî÷íûå ñ
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òåì æå ñàìûì ãëàâíûì ÷ëåíîì. Îäíîé èç öåëåé íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ

ïîëó÷åíèå àíàëîãîâ òåîðåì I è II äëÿ ôóíêöèè gτ(x).

Îñíîâíûì ìåòîäîì â ïîëó÷åíèè òåîðåì I è II è èõ àíàëîãîâ ÿâëÿåòñÿ ïî-

èñê ýêñòðåìóìîâ çíàìåíàòåëåé öåïíûõ äðîáåé ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà

íåïîëíûå ÷àñòíûå. Çíàìåíàòåëü öåïíîé äðîáè [0; a1, a2, . . . , at] âûðàæàåòñÿ

÷åðåç a1, a2, . . . , at ïðè ïîìîùè ìíîãî÷ëåíà, íàçûâàåìîãî êîíòèíóàíòîì. Î

êîíòèíóàíòàõ è èõ ñâîéñòâàõ èìååòñÿ îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà (ñì. êíèãè Ò. Êó-

çèêà è Ì. Ôëàõèâ [2], Ä. Õåíñëè [9] è áèáëèîãðàôèþ îòòóäà). Ìíîãèå ìåòîäû

âû÷èñëåíèÿ ýêñòðåìóìîâ êîíòèíóàíòîâ îïèñàíû â ðàáîòå È.Ä. Êàíà [23]. Â

íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçâèâàþòñÿ è îáîáùàþòñÿ ìåòîäû ñòàòüè [23] è óëó÷øà-

þòñÿ íåêîòîðûå ïîëó÷åííûå â íåé îöåíêè ýêñòðåìóìîâ.

Äðóãèì èçâåñòíûì îáúåêòîì, ïðè èññëåäîâàíèè êîòîðîãî ïðèìåíÿåòñÿ àï-

ïàðàò öåïíûõ äðîáåé è êîíòèíóàíòîâ, ÿâëÿåòñÿ ñïåêòð Ëàãðàíæà L. Íàïîì-

íèì îäíî èç âîçìîæíûõ åãî îïðåäåëåíèé (ñì.[2]). Ïóñòü A - áåñêîíå÷íàÿ â îáå

ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë:

A = . . . , a−t, . . . , a−1, a0, a1, . . . , at, . . . (7)

×åðåç λi(A) îáîçíà÷èì ñëåäóþùóþ ñóììó äâóõ öåïíûõ äðîáåé:

λi(A) = [ai; ai−1, ai−2, . . .] + [0; ai+1, ai+2, . . .]. (8)

Îïðåäåëèì L(A) ñëåäóþùèì îáðàçîì

lim sup
i→∞

λi(A) = L(A). (9)

Ñïåêòðîì Ëàãðàíæà L íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé L(A), ãäå A ïðîáåãà-

åò âñåâîçìîæíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Õîðîøî èçâåñòíî,

÷òî ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ñïåêòðà Ëàãðàíæà -
√

5. Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæå-

íèå ðåçóëüòàòîâ î ñïåêòðå Ëàãðàíæà (è ðîäñòâåííîìó åìó ñïåêòðó Ìàðêîâà)

ñîäåðæèòñÿ â êíèãå Ò.Êóçèêà è Ì.Ôëàõèâ [2]. Ñðåäè âàæíåéøèõ èññëåäî-

âàíèé ïî ñïåêòðó Ëàãðàíæà ñëåäóåò óïîìÿíóòü ðàáîòû Ìàðêîâà [11], [12],
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îïèñàâøåãî ñòðóêòóðó äèñêðåòíîé ÷àñòè ñïåêòðà, Ì.Õîëëà [8], äîêàçàâøå-

ãî ñóùåñòâîâàíèå êîíñòàíòû c òàêîé, ÷òî L ñîäåðæèò ëþáîå ÷èñëî áîëüøåå

c. Â åãî ÷åñòü ëó÷ [c,+∞) ïðèíÿòî íàçûâàòü ëó÷îì Õîëëà. Îöåíêó ÷èñëà c

íåîäíîêðàòíî óëó÷øàëè ðàçíûå àâòîðû, ñðåäè ðàáîò íà ýòó òåìó ñëåäóåò îò-

ìåòèòü ñòàòüè Ã.À.Ôðåéìàíà [26] è Õ.Øåêåðà [17], â êîòîðûõ äîêàçûâàåòñÿ,

÷òî [
√

21,+∞) ∈ L. Â 1975 ãîäó Ã.À. Ôðåéìàí îïóáëèêîâàë ðàáîòó [27], â

êîòîðîé ïðèâîäèëîñü òî÷íîå âû÷èñëåíèå íà÷àëà ëó÷à Õîëëà.

Ñïåêòð Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì ([2]). Ñëåäîâàòåëüíî,

åãî äîïîëíåíèå ñîñòîèò èç ñ÷åòíîãî ÷èñëà èíòåðâàëîâ, íàçûâàåìûõ ïðîïóñ-

êàìè (àíãë. gap). Ñòðóêòóðà ïðîïóñêîâ â ñïåêòðå Ëàãðàíæà ê íàñòîÿùåìó

ìîìåíòó îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåèññëåäîâàííîé, îïèñàíû ëèøü êðóïíåéøèå

èç íèõ. Îäíîé èç öåëåé íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå è èçó÷åíèå ëå-

âûõ êîíöîâ ïðîïóñêîâ â ñïåêòðå Ëàãðàíæà.

Öåëè ðàáîòû. Ïîëó÷åíèå îöåíîê ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ êîíòèíóàí-

òîâ ïî ðàçëè÷íûì ìíîæåñòâàì. Ïîëó÷åíèå àíàëîãîâ òåîðåì I è II äëÿ ôóíê-

öèé ñåìåéñòâà Äàíæóà. Îïèñàíèå è èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ëåâûõ êîíöîâ ïðî-

ïóñêîâ â ñïåêòðå Ëàãðàíæà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû

òåîðèè ÷èñåë, ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ïîäõîäû, ñâÿçàííûå ñ êîì-

áèíàòîðèêîé ñëîâ, è êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïîëó÷å-

íû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè äàííîé ðàáîòû ìîæíî

ñ÷èòàòü ñëåäóþùèå:

• Íàéäåíû òî÷íûå îöåíêè ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ êîíòèíóàíòîâ ïî

ðàçëè÷íûì ìíîæåñòâàì. Ïîñòðîåí àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìóìà äëÿ

êîíòèíóàíòà, â êîòîðîì ôèêñèðîâàíà ñóììà íåïîëíûõ ÷àñòíûõ ñ âå-

ñàìè 1 è 2. Âû÷èñëåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýêñïîíåíòà ðîñòà ïðè äëèíå

êîíòèíóàíòà, ñòðåìÿùåéñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

• Ïîëó÷åíû àíàëîãè òåîðåì I è II äëÿ ôóíêöèè gτ(x) ñ íåóëó÷øàåìûìè
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êîíñòàíòàìè κ1 è κ2.

Êðîìå òîãî, ïîëó÷åí ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ î ñïåêòðå Ëàãðàíæà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-

ñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, è ðàçðàáîòàííûå â

íåé ìåòîäû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â çàäà÷àõ òåîðèè öåïíûõ äðîáåé è èñ-

ñëåäîâàíèé ñïåêòðà Ëàãðàíæà. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò

èñïîëüçîâàòüñÿ â ó÷åáíîì ïðîöåññå â ðàìêàõ ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ è ñïåöè-

àëüíûõ ñåìèíàðîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì

íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

• ¾Diophantine Analysis¿ � Àñòðàõàíü, Ðîññèÿ (30 èþëÿ � 3 àâãóñòà 2012);

• ¾Moscow Workshop on Combinatorics and Number Theory¿ � Ìîñêâà

(Äîëãîïðóäíûé), Ðîññèÿ (27 ÿíâàðÿ � 2 ôåâðàëÿ 2014);

è íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ:

• ¾Ìîñêîâñêèé ñåìèíàð ïî òåîðèè ÷èñåë¿ (ðóê. Þ.Â.Íåñòåðåíêî,

Í.Ã.Ìîùåâèòèí), ÌÃÓ;

• ¾Äèñêðåòíàÿ ãåîìåòðèÿ è ãåîìåòðèÿ ÷èñåë¿ (ðóê. Í.Ï.Äîëáèëèí,

Ì.Ä.Êîâàëåâ, Í.Ã.Ìîùåâèòèí), ÌÃÓ;

• ¾Àðèôìåòèêà è ãåîìåòðèÿ¿ (ðóê. Í.Ã.Ìîùåâèòèí, Î.Í. Ãåðìàí), ÌÃÓ;

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 2 ñòàòüè â âåäóùèõ

ðîññèéñêèõ ðåöåíçèðóåìûõ èçäàíèÿõ [29] � [30], à òàêæå ýëåêòðîííûé ïðå-

ïðèíò íà ñåðâåðå arXiv.org [31].

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

òðåõ ãëàâ, ïðèëîæåíèÿ è áèáëèîãðàôèè. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâ-

ëÿåò 108 ñòðàíèö. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 31 íàèìåíîâàíèå.
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Îá îñíîâíûõ îáîçíà÷åíèÿõ

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïðîèçâîëüíîé äëèíû â íàñòî-

ÿùåé ðàáîòå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü áîëüøèìè áóêâàìè, à èõ ýëåìåíòû -

ìàëåíüêèìè A = (a1, a2, . . . , an), B = (b1, b2, . . . , bm). Åñëè íå îãîâîðåíî

èíîå, âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ÷èòàþòñÿ êîíå÷íûìè. Êàê

îáû÷íî, êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ îáûêíîâåííàÿ öåïíàÿ

äðîáü [a0; a1, a2, . . . , at], òðåóãîëüíûå ñêîáêè áóäóò îáîçíà÷àòü êîíòèíóàíò

〈a1, a2, . . . , at〉, à êðóãëûå ñêîáêè (a1, a2, . . . , at) - ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ìû íåðåäêî áóäåì íàçûâàòü èõ ýëåìåíòû

íåïîëíûìè ÷àñòíûìè, ïîä÷åðêèâàÿ ñâÿçü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ñîîòâåòñòâó-

þùèìè öåïíûìè äðîáÿìè. Öåïíóþ äðîáü [0; a1, a2, . . . , at] ìû áóäåì èíîãäà

äëÿ êðàòêîñòè ïèñàòü êàê [a1, a2, . . . , at]. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (A,B) áó-

äåì îáîçíà÷àòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùóþ èç ýëåìåíòîâ A è B, âûïè-

ñàííûõ ïî ïîðÿäêó. ×åðåç
←−
A áóäåì îáîçíà÷àòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåí-

òîâ A, âûïèñàííûõ â îáðàòíîì ïîðÿäêå, à ÷åðåç
−→
A - â èñõîäíîì ïîðÿäêå.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A = (a1, a2, . . . , an) áóäåì îáîçíà÷àòü

A− = (a2, a3, . . . , an), A
−=(a1, a2, . . . , an−1) è A−−=(a2, . . . , an−1). Îáîçíà÷èì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
n ÷èñåë

) êàê a(n). Ïðè íóëåâîì n ïîëîæèì ýòó ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ïóñòîé. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì A(n) = (A,A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n ðàç ïîäðÿä

).

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç pi(x) è qi(x) ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëèòåëè è çíàìå-

íàòåëè i−õ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ê ÷èñëó x = [a0; a1, a2, . . . , an, . . .], òî åñòü

pi(x)
qi(x)

= [a0; a1, a2, . . . , ai−1, ai]. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòî íå âûçîâåò ïóòàíèöû,

ìû áóäåì îïóñêàòü àðãóìåíò x è ïèñàòü ïðîñòî pi
qi
.

×èñëîì ϕ = 1+
√
5

2 ≈ 1.618033989 ìû âñåãäà áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëîæè-

òåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ x2−x− 1 = 0, òàê íàçûâàåìîå "çîëîòîå ñå÷åíèå".

×åðåç τ áóäåì îáîçíà÷àòü âåëè÷èíó 1
ϕ2 ≈ 0.381966011.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ýêñòðåìàëüíûì çíà÷åíèÿì êîíòè-

íóàíòîâ. Íàïîìíèì, ÷òî êîíòèíóàíòîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ îò ïðîèçâîëü-

íîãî (âîçìîæíî ïóñòîãî) êîíå÷íîãî íàáîðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îïðåäåëåííàÿ

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

〈 〉 = 1,

〈a1〉 = a1.

Äàëåå, äëÿ n > 2 çíà÷åíèå êîíòèíóàíòà âûðàæàåòñÿ ðåêóððåíòíî:

〈a1, a2, . . . , an−1, an〉 = an〈a1, a2, . . . , an−1〉+ 〈a1, a2, . . . , an−2〉. (10)

Ðÿä çàäà÷ íà ïîèñê ýêñòðåìóìîâ êîíòèíóàíòîâ ðåøàåòñÿ â ðàáîòå È.Ä. Êàíà

[23]. ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü åãî ðåçóëüòàòû, ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

Äëÿ íàòóðàëüíûõ n, t è S îïðåäåëèì U(S, t, n) êàê ìíîæåñòâî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äëèíû t, ýëåìåíòû êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò n

è ñóììà ýëåìåíòîâ êîòîðûõ ðàâíà S

U(S, t, n) = {(a1, a2, . . . , at)) : 1 6 ai 6 n, a1 + a2 + . . .+ at = S}. (11)

Îïðåäåëèì òàêæå ìíîæåñòâà Un(S) è U(S, t) ñëåäóþùèì îáðàçîì

Un(S) =
⋃
t

U(S, t, n), U(S, t) =
⋃
n

U(S, t, n). (12)

Äëÿ m ∈ N0 ïîëîæèì m− = [m/2], m+ = m − m−. Äëÿ x ∈ Z, n, z ∈ N

îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà

Nz(x) =

(n(x), z), åñëè x > 0

(1(−1−x), z, 1), åñëè x < 0
(13)

Tz(m,x) = 〈1, n, 1, n, . . . , 1, n︸ ︷︷ ︸
m+ ïàð ÷èñåë

, Nz(x), n, 1, n, 1, . . . , n, 1︸ ︷︷ ︸
m− ïàð ÷èñåë

〉 (14)

Òåîðåìà III. Ïðè n > 2, S > 2n + 2 ìèíèìàëüíûé êîíòèíóàíò íà

ìíîæåñòâå Un(S) ìîæåò áûòü íàéäåí ïî ôîðìóëå

min
Un(S)

= min
16z6n−1

Tz(m,x), (15)
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ãäå

0 6 x 6 n, x ≡ 1− S (mod n+ 1), m =
S − nx− 1

n+ 1
, m(z) > 0.

Òåîðåìà IV. Ïðè 2 6 t 6 S < nt ìàêñèìàëüíûé êîíòèíóàíò íà ìíî-

æåñòâå U(S, t) ìîæåò áûòü íàéäåí ïî ôîðìóëå

max
U(S,t)

=

〈h
(t)
1 〉, åñëè S ≡ 0 (mod t)

〈h2, h(c)1 , h
(d−1)
2 〉, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

(16)

ãäå h1 =
[
S
t

]
, h2 = h1 + 1, c = t

{
−S

t

}
, d = t

{
S
t

}
.

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü íàøè ðåçóëüòàòû, ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáî-

çíà÷åíèÿ. Äëÿ f íàòóðàëüíûõ ÷èñåë h1 < h2 < . . . < hf è äëÿ èõ êðàòíîñòåé

p1, p2, . . . , pf > 1 îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Wf = Wf(h, p) = {(a1, a2, . . . , at) : ai ∈ {h1, h2, . . . , hf}, #{i : ai = hj} = pj}},

(17)

ãäå t ðàâíî p1 + p2 + . . .+ pf . Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âè-

äà (a, b1, a, b2, a, . . . , a, bn, a), äëèíû 2n+ 1, â êîòîðûõ íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ âñå

ýëåìåíòû ðàâíû a, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (b1, b2, . . . , bn), îáðàçóåìàÿ ýëåìåí-

òàìè, ñòîÿùèìè íà ÷åòíûõ ìåñòàõ, ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Wf(h, p) ÷åðåç

W a
f (h, p).

W a
f (h, p) = {(a, b1, a, b2, a, . . . , a, bt, a) :

ai ∈ {h1, h2, . . . , hf}, #{i : ai = hj} = pj}},
(18)

Äëÿ p = (p1, p2, . . . , pf) öåëî÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû pli, p
r
i îïðåäåëÿþòñÿ

ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì.

1. prf = [pf/2], plf = pf − prf .

2. Ïðè i < f pri = pli = pi/2 åñëè pi ÷åòíî.

3. Åñëè pi íå÷åòíî è äëÿ âñåõ j > i âåðíî, ÷òî pj ÷åòíî, òî p
r
i = [pi/2], plf =

pi − pri .
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4. Åñëè pi íå÷åòíî è j - ìèíèìàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå i òàêîå, ÷òî p
l
j 6= prj ,

òî pli è p
r
i îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (plj − prj)(pli − pri ) = −1.

Îïðåäåëèì òàêæå ïàðàìåòðû

λn =
n+
√
n2 + 4

2
, µn =

n+ 2 +
√
n2 + 4n

2
. (19)

Ïîëîæèì c0 ≈ 0.203188 - åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

xe2(1−x) = 1

íà îòðåçêå x ∈ [0, 12 ].

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùèå òåîðåìû. Òåîðåìà 1

óòî÷íÿåò òåîðåìó III È.Ä. Êàíà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü n > 2, S > (n+ 1)2 è S = (n+ 1)m+ z0, 0 6 z0 6 n,

x íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

0 6 x 6 n, x ≡ 1− S (mod n+ 1).

Òîãäà ìèíèìàëüíûé êîíòèíóàíò íà ìíîæåñòâå Un(S) èìååò ñëåäóþ-

ùèé âèä

Åñëè z0 >
n
2 , òî

min
Un(S)

= Tn(m,x). (20)

Åñëè z0 6 n
2 , òî ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â îäíîì èç äâóõ êîíòèíóàíòîâ:

min
Un(S)

= Tn(m,x) =
µm−n+z+2
n

(µn + 1)2
λn+3−z
n

λ2n + 1

(
1 +O

(
1

n

))
èëè

min
Un(S)

= Tz(m, 0) =
µm+2
n

(µn + 1)2

(
z +O

(
1

n

))
,

(21)

ïðè÷åì ïðè z
n > c0 +O( 1n) ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â Tn(m,x), à ïðè

z
n < c0 +O( 1n) - â Tz(m, 0).

Â ãëàâå 2 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèé ñåìåéñòâà Äàí-

æóà îñîáîå çíà÷åíèå èìååò çàäà÷à ïîèñêà ýêñòðåìóìîâ ïî ìíîæåñòâó êîí-

òèíóàíòîâ, â êîòîðîì âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå íå÷åòíîãî èíäåêñà ðàâíû äðóã
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äðóãó. Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû îïèñûâàþò íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé, â êîòî-

ðîì óäàåòñÿ ïîëó÷èòü òî÷íûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Ìèíèìàëüíûé êîíòèíóàíò íà ìíîæåñòâåW a
f (h, p) ìîæåò

áûòü íàéäåí ïî ôîðìóëå

min
W a
f (h,p)

= 〈(a, hf)(p
l
f ), (a, hf−1)

(plf−1), . . . , (a, h1)
(p1), . . . , (hf−1, a)(p

r
f−1), (hf , a)(p

r
f )〉.

(22)

Òåîðåìà 3. Ìàêñèìàëüíûé êîíòèíóàíò íà ìíîæåñòâå W a
f (h, p) ïðè

óñëîâèè pf−i = pi+1 ∀i : 0 6 i 6 f − 1 ìîæåò áûòü íàéäåí ïî ôîðìóëå

max
W a
f (h,p)

= 〈(a, h1, a, hf)(p
l
f ), (a, h2, a, hf−1)

(plf−1), . . . ,

(hf−1, a, h2, a)(p
r
f−1), (hf , a, h1, a)(p

r
f )〉.

(23)

Ïóñòü A = 〈a1, a2, . . . , at, 〉 - ïðîèçâîëüíûé êîíòèíóàíò äëèíû t. Îáîçíà-

÷èì

Sτt (A) = 2a1 + a2 + 2a3 + a4 + . . . =
t∑
i=1

ai(
3

2
+

1

2
(−1)i−1).

Êàê áóäåò ïîêàçàíî â ãëàâå 2, äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ïðîèçâîäíîé ôóíê-

öèè gτ(x), òðåáóåòñÿ îöåíèòü ìàêñèìóì êîíòèíóàíòîâ ñ ôèêñèðîâàííîé âçâå-

øåííîé ñóììîé Sτt (x) è ôèêñèðîâàííîé äëèíîé t. Äëÿ ýòîãî â ïåðâîé ãëàâå

ñòðîèòñÿ èòåðàöèîííûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìóìà êîíòèíóàíòà ïî

äàííîìó ìíîæåñòâó.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèé ñåìåéñòâà

Äàíæóà. Èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè

Ìèíêîâñêîãî â òî÷êå x = [a1, a2, . . . , an, . . .] ÷åðåç íåïîëíûå ÷àñòíûå ðàçëî-

æåíèÿ ÷èñëà x â öåïíóþ äðîáü [16]:

?(x) =
1

2a1−1
− 1

2a1+a2−1
+

1

2a1+a2+a3−1
− . . .+ (−1)n−1

2a1+a2+...+an−1
+ . . . (24)

Äëÿ ôóíêöèè gλ(x) â ðàáîòå [20] äîêàçàíà àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà, èìåþùàÿ
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ñëåäóþùèé ãðîìîçäêèé âèä

gλ(x) = λa1−1 − λa1−1(1− λ)a2 + λa1+a3−1(1− λ)a2 − . . .+

+λa1+a3+...+a2t−1−1(1− λ)a2+a4+...+a2t−2 − λa1+a3+...+a2t−1−1(1− λ)a2+a4+...+a2t + . . .

(25)

Ïîñêîëüêó 1 − 1
ϕ2 = 1

ϕ , äëÿ ôóíêöèè gτ(x) ââèäó (25) âåðíà ñëåäóþùàÿ

ôîðìóëà:

gτ(x) =
1

ϕ2a1−2
− 1

ϕ2a1+a2−2
+

1

ϕ2a1+a2+2a3−2
− . . . (26)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ èððàöèîíàëüíîãî x ôîðìóëà (26) ïðèìåò âèä

gτ(x) =
∞∑
i=1

(−1)i−1

ϕS
τ
i (x)−2

(27)

Ââåäåì òàêæå ñóììó

Sϕt (x) = a1 + 2a2 + a3 + 2a4 + . . . =
t∑
i=1

ai(
3

2
+

1

2
(−1)i).

Ïîñêîëüêó ϕ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ ϕ2 = 1+ϕ,ôîðìóëà (25) ïðèíèìàåò

äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ = 1
ϕ âèä

gϕ−1(x) =
1

ϕa1−1
− 1

ϕa1+2a2−1
+

1

ϕa1+2a2+a3−1
− . . . (28)

èëè, ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé,

gϕ−1(x) =
∞∑
i=1

(−1)i−1

ϕS
ϕ
i (x)−1

. (29)

Êðîìå òîãî, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

gϕ−1(x) + gτ(1− x) = 1.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ (0, 1) ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè gλ(x)

ðàâíà íóëþ â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåé ðàáîòå âåçäå ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî x èððàöèîíàëüíî, ñëåäîâàòåëüíî ðàñêëàäûâàåòñÿ â áåñêîíå÷-

íóþ öåïíóþ äðîáü. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè, ôóíêöèÿ gλ(x) ïðè ëþáîì λ ∈ (0, 1)
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ïî÷òè âñþäó äèôôåðåíöèðóåìà ïî òåîðåìå Ëåáåãà. Ïîñêîëüêó, êàê ãîâîðè-

ëîñü âûøå, ïðîèçâîäíàÿ gλ(x) ìîæåò ðàâíÿòüñÿ òîëüêî 0 èëè +∞, ïî÷òè

âñþäó ïðîèçâîäíàÿ gλ(x) ðàâíà íóëþ.

Ñôîðìóëèðóåì íàøè ðåçóëüòàòû. Òåîðåìà 4 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðå-

ìû I À.Äóøèñòîâîé è Í.Ìîùåâèòèíà.

Òåîðåìà 4. Ïîëîæèì κ1 = 4.

(i) Ïóñòü x = [a1, . . . , at, . . .] - èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî è

lim sup
t→∞

Sϕ2t(x)

t
= κsup(x) < κ1.

Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ g′ϕ−1(x) ñóùåñòâóåò è ðàâíà +∞.

(ii) Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî δ ñóùåñòâóåò èððàöèîíàëüíîå

y = [b1, . . . , bt, . . .] òàêîå, ÷òî

lim
t→∞

Sϕ2t(y)

t
< κ1 + δ è g′ϕ−1(y) = 0.

Àíàëîãîì òåîðåìû II ÿâëÿåòñÿ íàøà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.

Ñóùåñòâóåò àëãîðèòìè÷åñêè âû÷èñëèìàÿ ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ êîíñòàíòà

κ2 ≈ 13.05 . . . òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) Ïóñòü x = [a1, . . . , at, . . .] - èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî è

lim inf
t→∞

Sϕ2t(x)

t
= κinf(x) > κ2 ≈ 13.05.

Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ g′ϕ−1(x) ñóùåñòâóåò è ðàâíà 0.

(ii) Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî δ ñóùåñòâóåò èððàöèîíàëüíîå

y = [b1, . . . , bt, . . .] òàêîå, ÷òî

lim
t→∞

Sϕ2t(y)

t
> κ2 − δ è g′ϕ−1(y) = +∞.

Âòîðûå óòâåðæäåíèÿ â òåîðåìàõ 4 è 5 ïîêàçûâàþò, ÷òî êîíñòàíòû κ1 è κ2

ÿâëÿþòñÿ íåóëó÷øàåìûìè. Êðîìå òîãî, íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà,

àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå åñòü â ðàáîòå [7]
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Òåîðåìà 6.

(i) Åñëè âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå ÷èñëà x ∈ [0, 1]rQ ìåíüøå ëèáî ðàâíû 2, òî

g′ϕ−1(x) = +∞

(ii) Ñóùåñòâóåò y ∈ [0, 1] r Q òàêîå, ÷òî âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå ÷èñëà y

ìåíüøå ëèáî ðàâíû 3 è g′ϕ−1(y) = 0.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñïåêòðà Ëàãðàíæà è äîñòèæèìûõ

÷èñåë. Ïóñòü α - èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî èç îòðåçêà [0, 1], ïðåäñòàâèìîå â âèäå

áåñêîíå÷íîé öåïíîé äðîáè ñëåäóþùèì îáðàçîì

α = [0; a1, a2, . . .]. (30)

Îïðåäåëèì âåëè÷èíó λi(α)

λi(α) = [ai; ai−1, ai−2, . . . , a1] + [0; ai+1, ai+2, . . .]. (31)

Âåëè÷èíà

lim sup
i→∞

λi(α) = µ(α) (32)

íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé Ëàãðàíæà äëÿ èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà α. Ìíîæåñòâî

µ(α) äëÿ âñåâîçìîæíûõ èððàöèîíàëüíûõ α ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîì Ëàãðàíæà L.

Ýòî îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî äàííîìó âûøå.

×èñëî α íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìûì, åñëè íåðàâåíñòâî∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

µ(α)q2
(33)

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé äëÿ öåëûõ p è q.

Â îáçîðå À.Â. Ìàëûøåâà [24] áûëî ñôîðìóëèðîâàíî áåç äîêàçàòåëüñòâà

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: Äëÿ ëþáîãî λ ∈ L íàéäåòñÿ èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî

α òàêîå, ÷òî µ(α) = λ è α äîñòèæèìî.

Â ãëàâå 3 íàñòîÿùåé ðàáîòû ìû ïîñòðîèì êîíòðïðèìåð ê äàííîìó óòâåð-

æäåíèþ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû 3 ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì
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Òåîðåìà 7. ×èñëî λ0 = [3; 3, 3, 2, 1, 1, 2] + [0; 2, 1, 1, 2] = 62976−1498
√
3

16357 ≈

3.6914708 ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó Ëàãðàíæà. Ïðè ýòîì ëþáîå èððàöèîíàëü-

íîå α òàêîå, ÷òî µ(α) = λ0, íå ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìûì.

Ýòà òåîðåìà ïðåäîñòàâëÿåò êîíòðïðèìåð ê óòâåðæäåíèþ Ìàëûøåâà. Ñëå-

äóþùàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáîé êîíòðïðèìåð ê óòâåðæäåíèþ Ìàëû-

øåâà ÿâëÿåòñÿ ëåâûì êîíöîì ïðîïóñêà â ñïåêòðå Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü λ ∈ L óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó: ëþáîå

èððàöèîíàëüíîå α òàêîå, ÷òî µ(α) = λ, íå ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìûì. Òîãäà

λ ÿâëÿåòñÿ ëåâûì êîíöîì ïðîïóñêà â ñïåêòðå Ëàãðàíæà.

Êðîìå òîãî, ìû äàåì îïèñàíèå ëåâûõ êîíöîâ â ñïåêòðå Ëàãðàíæà

Òåîðåìà 9. Ëþáîé ëåâûé êîíåö â ñïåêòðå Ëàãðàíæà ïðåäñòàâèì â âèäå

ñóììû äâóõ êâàäðàòè÷íûõ èððàöèîíàëüíîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9 áûëî ïðèâåäåíî Á. Äèòöåì [6], îäíàêî, êàê

ïîêàçàëè Ò.Êóçèê è Ì.Ôëàõèâ [2], åãî äîêàçàòåëüñòâî áûëî îøèáî÷íûì. Â

òðåòüåé ãëàâå ìû ïðèâîäèì íîâîå äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû.



18

Ãëàâà 1

Ýêñòðåìóìû êîíòèíóàíòîâ

Â íà÷àëå äàííîé ãëàâû ïðèâåäåì îáùåèçâåñòíûå ñâîéñòâà êîíòèíóàíòîâ,

êîòîðûìè ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû.

Ïóñòü A = (a1, a2, . . . , an). Õîðîøî èçâåñòíû ñëåäóþùèå òîæäåñòâà

[
−→
A ] = [a1, a2, . . . , an−1, an] =

〈A−〉
〈A〉

,

[
←−
A ] = [an, an−1, . . . , a2, a1] =

〈A−〉
〈A〉

.

(1.1)

Èçâåñòíî òàêæå ñëåäóþùåå ñâîéñòâî (ñì, íàïðèìåð, [10]):

〈A,B〉 = 〈A〉〈B〉+ 〈A−〉〈B−〉 = 〈A〉〈B〉(1 + [
←−
A ][
−→
B ]). (1.2)

Èç ôîðìóëû (1.2) íåòðóäíî ïîëó÷èòü ïîëåçíîå â äàëüíåéøåì ñëåäñòâèå

〈A, b,B〉 = 〈A〉b〈B〉+ 〈A〉〈B−〉+ 〈A−〉〈B〉 = 〈A〉〈B〉(b+ [
←−
A ] + [

−→
B ]). (1.3)

Êðîìå òîãî, íåòðóäíî ïîêàçàòü ïî èíäóêöèè, ÷òî

〈
←−
A 〉 = 〈

−→
A 〉. (1.4)

1.1. Êîíòèíóàíòû ñ ôèêñèðîâàííîé ñóììîé îãðàíè÷åííûõ íåïîë-

íûõ ÷àñòíûõ

Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1. Ïðèâåäåì åùå ðàç åå

ôîðìóëèðîâêó.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü n > 2, S > (n+ 1)2 è S = (n+ 1)m+ z0, 0 6 z0 6 n,

x íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

0 6 x 6 n, x ≡ 1− S (mod n+ 1).

Òîãäà ìèíèìàëüíûé êîíòèíóàíò íà ìíîæåñòâå Un(S) èìååò ñëåäóþ-

ùèé âèä



19

Åñëè z0 >
n
2 , òî

min
Un(S)

= Tn(m,x). (1.5)

Åñëè z0 6 n
2 , òî ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â îäíîì èç äâóõ êîíòèíóàíòîâ:

min
Un(S)

= Tn(m,x) =
µm−n+z+2
n

(µn + 1)2
λn+3−z
n

λ2n + 1

(
1 +O

(
1

n

))
èëè

min
Un(S)

= Tz(m, 0) =
µm+2
n

(µn + 1)2

(
z +O

(
1

n

))
,

(1.6)

ïðè÷åì ïðè z
n > c0 +O( 1n) ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â Tn(m,x), à ïðè

z
n < c0 +O( 1n) - â Tz(m, 0).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåñêîëüêî ëåìì.

Ëåììà 1.1 (Ïðàâèëî àçáóêè Ìîðçå).

〈A,B,C〉 = 〈A〉〈B〉〈C〉+ 〈A−〉〈B−〉〈C〉+ 〈A〉〈B−〉〈C−〉+ 〈A−〉〈B−−〉〈C−〉

(1.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì äâàæäû òîæäåñòâî (1.2), äàëåå î÷åâèäíî.

Ñëåäñòâèå 1.1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè D è B òàêîâû, ÷òî

〈D〉 > 〈B〉, 〈D−〉 > 〈B−〉, 〈D−〉 > 〈B−〉, 〈D−−〉 > 〈B−−〉,

òî äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé A,C âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

〈A,D,C〉 > 〈A,B,C〉. (1.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷å-

òûðåõ íåðàâåíñòâ âûøå ñòðîãîå, òî íåðàâåíñòâî (1.8) òàêæå ïðåâðàùàåòñÿ â

ñòðîãîå.

Ëåììà 1.2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ A è C è m > 0 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

〈A, n(m+1), C〉 = 〈n(m)〉(〈A, n,C〉+ 〈A,C〉[0;n(m)]). (1.9)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü ðàâåíñòâî (1.9) äëÿ íåïóñòûõ A è C è

ïðè m > 1. Ïðèìåíèì (1.7) äëÿ B = n(m+1) è âûíåñåì çà ñêîáêè 〈n(m)〉,

ïîëüçóÿñü (1.1). Ïîëó÷èì:

〈A, n(m+1), C〉 =

= 〈n(m)〉(〈A〉〈C〉[n;n(m)] + 〈A−〉〈C〉+ 〈A〉〈C−〉+ 〈A−〉〈C−〉[0;n(m)]) =

= 〈n(m)〉(n〈A〉〈C〉+ 〈A−〉〈C〉+ 〈A〉〈C−〉+ (〈A〉〈C〉+ 〈A−〉〈C−〉)[0;n(m)]) =

= 〈n(m)〉(〈A, n,C〉+ 〈A,C〉[0;n(m)]).

(1.10)

Ñëó÷àè, êîãäà A èëè C ïóñòûå, ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïðèm = 0 êîí-

òèíóàíò 〈n(m)〉 ðàâåí 1, à [0;n(m)] = 0 ò.ê. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (n(m)) ïóñòàÿ.

Óòâåðæäåíèå ëåììû â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

Ëåììà 1.3. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ A è C ïðè m > 1, n > 3 è 1 6 z 6 n− 1

âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

〈A, 1, n, 1, n(m+1), z, n, 1, C〉 < 〈A, 1, n(m+2), z + 1, n, 1, C〉 ïðè z 6
n

2
,

〈A, 1, n, 1, n(m+1), z, n, 1, C〉 > 〈A, 1, n(m+2), z + 1, n, 1, C〉 ïðè z >
n

2
.

(1.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì 1.1 è ëåììîé 1.2 äëÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé B è D.

〈B〉 = 〈1, n, 1, n(m+1), z, n, 1〉, 〈D〉 = 〈1, n(m+2), z + 1, n, 1〉.

Âû÷èñëèì ðàçíîñòü 〈B〉 − 〈D〉:

〈B〉 − 〈D〉 = 〈1, n, 1, n(m+1), z, n, 1〉 − 〈1, n(m+2), z + 1, n, 1〉 =

〈n(m)〉
(
〈1, n, 1, n, z, n, 1〉 − 〈1, n, n, z + 1, n, 1〉+

+(〈1, n, 1, z, n, 1〉 − 〈1, n, z + 1, n, 1)[0;n(m)]

)
.

(1.12)
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Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ m > 1, ñëó÷àé m = 0 ðàçáèðàåòñÿ àíàëî-

ãè÷íî. Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âûðàæåíèå â áîëüøèõ êðóã-

ëûõ ñêîáêàõ ðàâíî

2n2z − n3 + 2nz − 2n2 + n+ (nz − n+ z)[0;n(m)]. (1.13)

Î÷åâèäíî, ÷òî (1.13) åñòü ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ îò z. Ïðè z = n
2

îíà ðàâíà

n3 − n3 + n2 − 2n2 + n+

(
n2

2
− n

2

)
[0;n(m)] =

= −n2 + n+

(
n2

2
− n

2

)
[0;n(m)] 6 −n2 +

3n

2
− 1

2
,

(1.14)

÷òî, î÷åâèäíî, ìåíüøå íóëÿ ïðè n > 2. Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ìû âîñïîëü-

çîâàëèñü òåì, ÷òî [0;n(m)] 6 1
n . Òàêèì îáðàçîì 〈B〉− 〈D〉 6 0 ïðè z 6 n

2 . Ðàñ-

ñìîòðèì âòîðîé èç ñëó÷àåâ â (1.11). Ïîñêîëüêó n è z - öåëûå ÷èñëà, z > n+1
2 .

Ïîäñòàâëÿÿ z = n+1
2 â (1.13), ïîëó÷àåì

2n2z − n3 + 2nz − 2n2 + n+ (nz − n+ z)[0;n(m)] >

> n3 + n2 − n3 + n2 + n− 2n2 + n = 2n > 0.
(1.15)

Çäåñü ìû îöåíèëè ñíèçó ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå öåïíóþ äðîáü, íóëåì, ïî-

ñêîëüêó îíî ïîëîæèòåëüíî. Òàêèì îáðàçîì, âòîðîé ñëó÷àé òàêæå ðàçîáðàí.

Àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà íåñëîæíî ïðîâåðÿþòñÿ è äëÿ 〈B−〉−〈D−〉, 〈B−〉−

〈D−〉, 〈B−−〉 − 〈D−−〉. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñôîðìóëèðóåì åùå ðàç â âèäå ëåììû òåîðåìó III, äîêàçàííóþ È.Ä. Êàíîì

â ñòàòüå [23].

Ëåììà 1.4 ([23], Òåîðåìà 7). Ïðè n > 2, S > 2n + 2 ìèíèìàëüíûé êîí-

òèíóàíò íà ìíîæåñòâå Un(S) ìîæåò áûòü íàéäåí ïî ôîðìóëå

min
Un(S)

= min
16z6n−1

Tz(m,x), (1.16)

ãäå

0 6 x 6 n, x ≡ 1− S (mod n+ 1), m =
S − nx− 1

n+ 1
, m(z) > 0.
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Â ñòàòüå [23] áûëî äîêàçàíî äàæå áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, íî íàì äî-

ñòàòî÷íî ñôîðìóëèðîâàííîé áîëåå ïðîñòîé è ñëàáîé ôîðìû. Êàê âèäèì, äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 äîñòàòî÷íî íàéòè çíà÷åíèå z, ïðè êîòîðîì êîíòè-

íóàíò Tz(m,x) ìèíèìàëåí.

Ëåììà 1.5. Ïóñòü n > 2, S > (n+1)2 è S = (n+1)m+z0, 0 6 z0 6 n.

Ïðè z > n
2 ìèíèìàëüíûé êîíòèíóàíò íà ìíîæåñòâå Un(S) èìååò âèä

Tn(m1, x), ãäå x è m1 îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

(n+ 1)m1 + n(x+ 1) = S, 0 6 x 6 n. (1.17)

Ïðè z 6 n
2 ìèíèìàëüíûé êîíòèíóàíò íà ìíîæåñòâå Un(S) äîñòèãàåòñÿ â

îäíîé èç äâóõ òî÷åê - Tn(m1, x) èëè Tz(m, 0), ãäå x è m1 îïðåäåëÿåòñÿ èç

(1.17).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ïîêàçûâàåò ëåììà 1.4, ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà ìíî-

æåñòâå êîíòèíóàíòîâ âèäà

Tz(m
′, x) = 〈(1, n)(m

′
+), n(x), z, (n, 1)(m

′
−)〉,

ãäå 0 6 x 6 n è m′ > 0. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êîíòèíóàíò èç äàííîãî

ìíîæåñòâà. Åñëè 2 6 z 6 n
2 è x > 1, òî èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà (1.11) ñëåäóåò,

÷òî

〈(1, n)(m
′
++1), n(x−1), z − 1, (n, 1)(m

′
−)〉 < 〈(1, n)(m

′
+), n(x), z, (n, 1)(m

′
−)〉,

ïîýòîìó äàííûé êîíòèíóàíò íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì. Åñëè æå n
2 < z < n,

òî èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà (1.11) ñëåäóåò, ÷òî

〈(1, n)(m
′
+−1), n(x+1), z + 1, (n, 1)(m

′
−)〉 < 〈(1, n)(m

′
+), n(x), z, (n, 1)(m

′
−)〉,

ïîýòîìó äàííûé êîíòèíóàíò òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì. Òàêèì îáðà-

çîì, ìèíèìàëüíûé êîíòèíóàíò îáÿçàí áûòü ñëåäóþùåãî âèäà:

ëèáî

〈(1, n)(m+), z, (n, 1)(m−)〉, z 6
n

2
, (1.18)
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ëèáî

〈(1, n)(m1+), n(x), n, (n, 1)(m1−)〉, x 6 n, (1.19)

îòêóäà âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå (1.17).

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìóì ïî ìíîæåñòâó Un(S) ìîæåò äîñòèãàòüñÿ íå áîëåå,

÷åì â äâóõ òî÷êàõ, îñòàëîñü íàó÷èòüñÿ ñðàâíèâàòü çíà÷åíèÿ êîíòèíóàíòîâ â

íèõ. Äëÿ ýòîãî ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ ëåììà:

Ëåììà 1.6 ([23], ëåììà 7). Âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

〈n(l)〉 =
λl+2
n

λ2n + 1
+O(1), 〈(1, n)(l)〉 =

µl+1
n

µn + 1
+O(1), (1.20)

ãäå λn, µn îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (19).

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 Îñòàëîñü ñðàâíèòü äâà êîíòèíóàíòà âèäà

(1.18) è (1.19) èç ìíîæåñòâà Un(S) ïðè z 6 n
2 . Îíè èìåþò âèä

〈(1, n)(m+), z, (n, 1)(m−)〉 è 〈(1, n)(k+), n(l), (n, 1)(k−)〉, ãäå l 6 n+ 1 (1.21)

Âûðàçèì k è l ÷åðåç m è z. Ïîñêîëüêó ñóììà íåïîëíûõ ÷àñòíûõ îáîèõ

êîíòèíóàíòîâ ðàâíà S, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

(n+ 1)m+ z = (n+ 1)k + nl

Ïîñêîëüêó 0 6 l 6 n+ 1, ðàññìàòðèâàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ïî ìîäóëþ n+ 1

íàõîäèì, ÷òî l = n+ 1− z, ñëåäîâàòåëüíî k = m− n+ z.

Âû÷èñëèì êîíòèíóàíò èç (1.18)

〈(1, n)(m+), z, (n, 1)(m−)〉 =

= 〈(1, n)(m+)〉〈(n, 1)(m−)〉
(
z + [0; (n, 1)(m+)] + [0; (n, 1)(m+)]

)
=

= 〈(1, n)(m+)〉〈(1, n)(m−)〉
(
z +O

(
1

n

)) (1.22)
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Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.6, ïîëó÷àåì, ÷òî äàííûé êîíòèíóàíò ðàâåí

µ
m++1
n +O(1)

µn + 1

µ
m−+1
n +O(1)

µn + 1

(
z +O

(
1

n

))
=

µm+2
n

(µn + 1)2

(
z +O

(
1

n

))
(1.23)

Òåïåðü íàéäåì, ÷åìó ðàâåí êîíòèíóàíò èç (1.19)

〈(1, n)(k+), n(l), (n, 1)(k−)〉 = 〈(1, n)(k+)〉〈n(l)〉〈(n, 1)(k−)〉
(

1 +O

(
1

n

))
=

=
µk+2
n

(µn + 1)2
λl+2
n

λ2n + 1

(
1 +O

(
1

n

)) (1.24)

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü âåëè÷èíû:

µm+2
n

(µn + 1)2

(
z +O

(
1

n

))
è

µk+2
n

(µn + 1)2
λl+2
n

λ2n + 1

(
1 +O

(
1

n

))
, (1.25)

÷òî ýêâèâàëåíòíî ñðàâíåíèþ

µm−kn

(
z +O

(
1

n

))
è

λl+2
n

λ2n + 1

(
1 +O

(
1

n

))
, (1.26)

Ïîäñòàâëÿåì m− k = n− z, l = n+ 1− z, ïîëó÷àåì ñðàâíåíèå

µn−zn

(
z +O

(
1

n

))
è

λn−z+3
n

λ2n + 1

(
1 +O

(
1

n

))
, (1.27)

÷òî ýêâèâàëåíòíî(
µn
λn

)n−z(
z +O

(
1

n

))
è

λ3n
λ2n + 1

(
1 +O

(
1

n

))
. (1.28)

Çàìåòèì, ÷òî

µn
λn

=
n+ 2 +

√
n2 + 4n

n+
√
n2 + 4

=
1 + 2

n +
√

1 + 4
n

1 +
√

1 + 4
n2

=
2 + 4

n +O( 1
n2 )

2 +O( 1
n2 )

= 1+
2

n
+O

(
1

n2

)

Ïðè ýòîì

λ3n
λ2n + 1

=
λ3n + λn − λn

λ2n + 1
= λn

(
1 +O

(
1

n

))
= n

(
1 +O

(
1

n

))
Ïóñòü z = cn, c 6 1

2 . Òîãäà (1.28) ýêâèâàëåíòíî ñðàâíåíèþ(
1 +

2

n
+O

(
1

n2

))(1−c)n(
cn+O

(
1

n

))
è n

(
1 +O

(
1

n

))
,
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÷òî ðàâíîñèëüíî

ce2(1−c) +O

(
1

n

)
è 1 +O

(
1

n

)
Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèå

ce2(1−c) = 1

Èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè 0 6 c 6 1
2 , ðàâíîå c0 ≈ 0.203188. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïðè c < c0 +O( 1n) ìåíüøå êîíòèíóàíò èç (1.18), à ïðè c > c0 +O( 1n) -

èç (1.19). Òåîðåìà äîêàçàíà.

1.2. Êîíòèíóàíòû ñ îäèíàêîâûìè íåïîëíûìè ÷àñòíûìè íå÷åòíîãî

èíäåêñà

Â ýòîì ðàçäåëå äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû 2 è 3. Ïðèâåäåì åùå ðàç èõ ôîð-

ìóëèðîâêè.

Òåîðåìà 2.Ìèíèìàëüíûé êîíòèíóàíò íà ìíîæåñòâåW a
f (h, p) ìîæåò

áûòü íàéäåí ïî ôîðìóëå

min
W a
f (h,p)

= 〈(a, hf)(p
l
f ), (a, hf−1)

(plf−1), . . . , (a, h1)
(p1), . . . , (hf−1, a)(p

r
f−1), (hf , a)(p

r
f )〉.

(1.29)

Òåîðåìà 3. Ìàêñèìàëüíûé êîíòèíóàíò íà ìíîæåñòâå W a
f (h, p) ïðè óñëî-

âèè pf−i = pi+1 ∀i : 0 6 i 6 f − 1 ìîæåò áûòü íàéäåí ïî ôîðìóëå

max
W a
f (h,p)

= 〈(a, h1, a, hf)(p
l
f ), (a, h2, a, hf−1)

(plf−1), . . . ,

(hf−1, a, h2, a)(p
r
f−1), (hf , a, h1, a)(p

r
f )〉.

(1.30)

Êëþ÷åâûì ìåòîäîì, èñïîëüçóåìûì â äîêàçàòåëüñòâàõ äàííûõ òåîðåì, ÿâëÿ-

åòñÿ ñëåäóþùåå ïðîñòîå ñîîáðàæåíèå:

Ëåììà 1.7. Åñëè äëÿ ëþáîãî êîíòèíóàíòà X èç ìíîæåñòâà S ñóùå-

ñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåóìåíüøàþùèõ (íåóâåëè÷èâàþùèõ)

ïðåîáðàçîâàíèé, ïðèâîäÿùàÿ åãî â ôèêñèðîâàííûé êîíòèíóàíò 〈M〉 ∈ S

〈X〉 6 〈A1〉 6 〈A2〉 6 . . . 6 〈An−1〉 6 〈M〉, (1.31)
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òî 〈M〉 ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì (ìèíèìàëüíûì) êîíòèíóàíòîì íà ìíî-

æåñòâå S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûé êîíòèíóàíò íà ìíîæåñòâå S,

ïîñòðîèì äëÿ íåãî öåïî÷êó íåóìåíüøàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé (1.31) èç óñëî-

âèÿ ëåììû. Äàëüíåéøåå î÷åâèäíî.

Áóäåì ñòðîèòü ìàêñèìóì è ìèíèìóì ïî ìíîæåñòâóW a
f (h, p) ïðåîáðàçîâà-

íèÿìè ñëåäóþùåãî âèäà:

〈A,
−→
B ,C〉 → 〈A,

←−
B ,C〉 (1.32)

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè B èìååò íå÷åòíóþ äëèíó, òî ðàññìîòðåííîå ïðåîáðàçîâà-

íèå íå âûâîäèò èç ìíîæåñòâàW a
f (h, p) . Ñëåäóþùàÿ ëåììà èç ñòàòüè [22] äàåò

îòâåò íà âîïðîñ, â êàêèõ ñëó÷àÿõ çàìåíà (1.32) óâåëè÷èâàåò èëè óìåíüøàåò

êîíòèíóàíò:

Ëåììà 1.8. Íåðàâåíñòâî

〈A,
−→
B ,C〉 > 〈A,

←−
B ,C〉

âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

([0;
←−
A ]− [0;

−→
C ])([0;

−→
B ]− [0;

←−
B ]) > 0.

Ïðè ýòîì îáà íåðàâåíñòâà ìîãóò îáðàùàòüñÿ â ðàâåíñòâà òîëüêî îäíîâðå-

ìåííî.1

Äëÿ êîíòèíóàíòîâ èç ìíîæåñòâà W a
f (h, p) ýòó ëåììó ïðîùå ïðèìåíÿòü â

ñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêå:

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïóñòü di 6= dj. Òîãäà íåðàâåíñòâî

〈A, di,
−→
D, dj, C〉 > 〈A, dj,

←−
D, di, C〉 (1.33)

1Â ñòàòüå [22] â ôîðìóëèðîâêå äàííîãî óòâåðæäåíèÿ (òåîðåìà 1) äîïóùåíà îïå÷àòêà. Âìåñòî ([←−p ]−[−→p ])

äîëæíî ñòîÿòü ([←−p ]− [−→r ])
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Âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

([0;
←−
A ]− [0;

−→
C ])(dj − di) > 0 (1.34)

Ïðè ýòîì îáà íåðàâåíñòâà ìîãóò îáðàùàòüñÿ â ðàâåíñòâà òîëüêî îäíîâðå-

ìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ëåììó 1.8 äëÿ B = (di,
−→
D, dj). Çàìåòèì, ÷òî

çíàê ([0;
−→
B ]− [0;

←−
B ]) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì (dj−di), äàëüíåéøåå î÷åâèäíî.

Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, äëÿ óâåëè÷åíèÿ êîíòèíóàíòà íàäî áîëüøåå íåïîë-

íîå ÷àñòíîå ñòàâèòü ê ìåíüøåé öåïíîé äðîáè, à äëÿ óìåíüøåíèÿ - áîëüøåå

íåïîëíîå ÷àñòíîå ê áîëüøåé öåïíîé äðîáè. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñðàâíåíèÿ

〈A, di,
−→
D, dj, C〉 è 〈A, dj,

←−
D, di, C〉 ñâîäèòñÿ ê ñðàâíåíèþ öåïíûõ äðîáåé [0,

←−
A ]

è [0;
−→
C ]. Äëÿ ýòîãî óäîáíà ñëåäóþùàÿ ëåììà:

Ëåììà 1.9. Ïóñòü öåïíûå äðîáè [0,
←−
A ] è [0;

−→
C ] èìåþò íå÷åòíîå êîëè÷å-

ñòâî íåïîëíûõ ÷àñòíûõ (íå ñ÷èòàÿ íóëåâîå), ïðè÷åì âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå

íå÷åòíîãî èíäåêñà äëÿ îáåèõ äðîáåé ðàâíû a. Òîãäà èç äâóõ äðîáåé áîëüøå

òà, â êîòîðîé ïåðâîå îòëè÷àþùååñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå áîëüøå. Åñëè öåïíûå

äðîáè èìåþò ðàçíóþ äëèíó, íî ïðè ýòîì âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå áîëåå êîðîò-

êîé öåïíîé äðîáè ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íåïîëíûìè ÷àñòíûìè

áîëåå äëèííîé, òî áîëåå êîðîòêàÿ öåïíàÿ äðîáü áîëüøå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç áàçîâûõ ñâîéñòâ

öåïíûõ äðîáåé, ñì. [28]. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî áîëåå êî-

ðîòêàÿ öåïíàÿ äðîáü ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ïîäõîäÿùåé äðîáüþ ê áîëåå äëèí-

íîé.

Ëåììà 1.10. Ìèíèìàëüíûé êîíòèíóàíò íà ìíîæåñòâå W a
f (h, p), ãäå

h = (h1, h2, . . . , hf),

p = (p1, p2, . . . , pf), èìååò âèä

〈(a, hf)(p
l
f ), X, (hf , a)(p

r
f )〉 (1.35)
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äëÿ íåêîòîðîãî X ∈ W a
f−1((h1, h2, . . . hf−1), (p1, p2, . . . pf−1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî èç ëþáîãî êîíòèíóàíòà 〈C〉 ∈ W a
f (h, p) ìîæ-

íî óìåíüøàþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñäåëàòü êîíòèíóàíò âèäà (1.35). Ïðåæ-

äå âñåãî, ïóñòü ïåðâîå íåïîëíîå ÷àñòíîå ÷åòíîãî èíäåêñà â 〈C〉 - hi, ìåíüøå

hf . Òîãäà âûáåðåì íåïîëíîå ÷àñòíîå, ðàâíîå hf , íå ñòîÿùåå íà ïðàâîì êîíöå

êîíòèíóàíòà. Ðàññìîòðèì çàìåíó

〈a, hi,
−→
D, hf , C〉 → 〈a, hi,

←−
D, hf , C〉.

Îíà óìåíüøàåò êîíòèíóàíò, ïîñêîëüêó [0; a] > [0;
−→
C ] ïî ëåììå 1.9. Àíàëîãè÷-

íî ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû è ïîñëåäíåå íåïîëíîå ÷àñòíîå ÷åòíîãî èíäåêñà

áûëî ðàâíî hf . Ïóñòü òåïåðü êîíòèíóàíò èìååò âèä

〈(a, hf)(k), a, hi, D, hf , a, hj, C〉,

ãäå hi < hf , hj < hf . Òîãäà çàìåíà

〈(a, hf)(k), a, hi,
−→
D, hf , a, hj, C〉 → 〈(a, hf)(k), a, hf ,

←−
D, hi, a, hj, C〉

ÿâëÿåòñÿ óìåíüøàþùåé â ñèëó ëåììû 1.9. Ñëåäîâàòåëüíî ìîæíî óìåíüøàþ-

ùèìè çàìåíàìè ïåðåâåñòè 〈C〉 â êîíòèíóàíò âèäà

〈(a, hf)(k), a,D, a, (hf , a)(l)〉,

ãäå k + l = pf , à D íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ, ðàâíûõ hf . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

k > l, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåéäåì ê ñèììåòðè÷íîìó êîíòèíóàíòó. Åñëè

k − l 6 1, òî óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïóñòü D =

(hf , E, a, hi), ðàññìîòðèì çàìåíó

〈(a, hf)(k−1), a, hf ,
−→
E , a, hi, a, (hf , a)(l)〉 → 〈(a, hf)(k−1), a, hi,

←−
E , a, (hf , a)(l+1)〉

Îíà óìåíüøàåò êîíòèíóàíò, ïîñêîëüêó öåïíàÿ äðîáü [0; (a, hf)
(k−1), a] äëèí-

íåå öåïíîé äðîáè [0; a, (hf , a)(l)]. Òàêèìè çàìåíàìè ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû

êîëè÷åñòâî íåïîëíûõ ÷àñòíûõ, ðàâíûõ hf ó ëåâîãî êîíöà êîíòèíóàíòà áûëî
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áîëüøå êîëè÷åñòâà òàêèõ íåïîëíûõ ÷àñòíûõ ó ïðàâîãî êîíöà íå áîëåå, ÷åì

íà 1. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü òåîðåìó 2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñòðîèòü ìèíèìóì èíäóêòèâíî ïî f , îñíîâàíèå èí-

äóêöèè äîêàçàíî â ëåììå 1.10. Ïóñòü ìû íàõîäèìñÿ íà i−ì øàãå, òî åñòü

êîíòèíóàíò èìååò âèä

〈(a, hf)(p
l
f ), . . . , (a, hf−i+1)

(plf−i+1)︸ ︷︷ ︸
A

, X, (a, hf−i+1)
(prf−i+1), . . . , (a, hf)

(prf )︸ ︷︷ ︸
C

〉. (1.36)

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè [0;
←−
A ] > [0;

−→
C ]. Áóäåì ðàññóæäàòü àíàëîãè÷íî

ëåììå 1.10. Äîêàæåì, ÷òî ìîæíî óìåíüøàþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè äîáèòü-

ñÿ òîãî, ÷òîáû ïåðâûé è ïîñëåäíèé ýëåìåíò X èç ôîðìóëû (1.36) ïîä ÷åòíûì

íîìåðîì áûëè ðàâíû hf−i. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü êîíòèíóàíò èìååò âèä

〈A, a, hj, a,D, a, hf−i, a, hk, a, E〉,

ãäå hj < hf−i. Òîãäà çàìåíà

〈A, a, hj, a,
−→
D, a, hf−i, a, hk, a, E〉 → 〈A, a, hf−i, a,

←−
D, a, hj, a, hk, a, E〉

óìåíüøàåò êîíòèíóàíò, ò.ê. ïåðâîå íåïîëíîå ÷àñòíîå öåïíîé äðîáè [0;
←−
A ] ðàâ-

íî hf−i+1, ÷òî áîëüøå hk, ïîñêîëüêó hk 6 hf−i < hf−i+1. Àíàëîãè÷íîå ðàñ-

ñóæäåíèå ðàáîòàåò è äëÿ ïðàâîãî êîíöà X. Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è â ëåììå

1.10 ìîæíî óìåíüøàþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâåñòè êîíòèíóàíò ê âèäó

〈A, (a, hf−i)(k), Y, (hf−i, a)(l), C〉

äëÿ k+l = pf−i. Åñëè pf−i ÷åòíî, òî ðàññóæäàÿ êàê è â ëåììå 1.10, êîíòèíóàíò

ëåãêî ïðèâåñòè ê âèäó

〈A, (a, hf−i)(p
l
f−i), Z, (hf−i, a)(p

r
f−i), C〉
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è øàã èíäóêöèè âûïîëíåí. Åñëè æå pf−i íå÷åòíî, òî òàêèìè æå ðàññóæäåíè-

ÿìè êîíòèíóàíò ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

〈A, (a, hf−i)(k), Y1, (hf−i, a)(l), C〉,

ãäå k − l = ±1. Åñëè k = l − 1, ðàññìîòðèì çàìåíó:

〈A, (a, hf−i)(k),
−→
Y1, hf−i, a, (hf−i, a)(k), C〉 → 〈A, (a, hf−i)(k), a, hf−i

←−
Y1, (hf−i, a)(k), C〉

Ïîñêîëüêó âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå ÷åòíîãî èíäåêñà Y ìåíüøå hf−i, à

[0; (hf−i, a)(k),
←−
A ] > [0; (hf−i, a)(k),

−→
C ]

ò.ê. [0;
←−
A ] > [0;

−→
C ], äàííàÿ çàìåíà óâåëè÷èâàåò êîíòèíóàíò, øàã èíäóêöèè

âûïîëíåí.

Îñòàëîñü ðàçîáðàòüñÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè pli è p
r
i . Îïðåäåëèì j - ìèíèìàëü-

íîå ÷èñëî áîëüøåå i òàêîå, ÷òî pj íå÷åòíî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè [0;
←−
A ] > [0;

−→
C ],

òî plj < prj . Òîãäà ìû ïîëó÷èëè, ÷òî pli > pri , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó íà ïîèñê ìàêñèìóìà. Â îáùåì ñëó÷àå îíà ãî-

ðàçäî òðóäíåå, äàæå â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íåïîëíûõ ÷àñòíûõ ðàâ-

íî äâóì, îòâåò èìååò âåñüìà ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, ñì. [29]. Â äàëüíåéøåì ìû

áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî W a
f (h, p) òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþ-

áîãî èíäåêñà i, íå ïðåâîñõîäÿùåãî f , âûïîëíåíî ðàâåíñòâî pi = pf−i+1.

Ëåììà 1.11. Ïðè pf = p1 > 2 ìàêñèìóì ïî ìíîæåñòâó W a
f (h, p) èìååò

âèä

〈a, h1, a, hf , a,X, a, hf , a, h1, a〉 (1.37)

äëÿ íåêîòîðîé êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî ëåììå 1.10 ëåãêî èç ïðîèçâîëüíîãî êîíòè-

íóàíòà ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè óâåëè÷èâàþùèõ çàìåí êîíòèíóàíò âèäà

〈a, h1, a, Y, a, h1, a〉 äëÿ íåêîòîðîãî Y . Çàìåòèì, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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Y íåïîëíûõ ÷àñòíûõ, ðàâíûõ hf íà 2 áîëüøå, ÷åì ðàâíûõ h1. Ñëåäîâà-

òåëüíî â íåé åñòü ó÷àñòêè (. . . a, hf , a, hi, a . . .) è (. . . a, hj, a, hf , a . . .), ãäå

hi > h1, hj > h1. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè íà÷àëî êîíòèíóàíòà èìååò âèä

〈a, h1, a, hk, a, . . . , 〉, hk < hf , òî çàìåíà

〈a, h1, a, hk, a,
−→
D, a, hf , a, hi, a, C〉 → 〈a, h1, a, hf , a,

←−
D, a, hk, a, hi, a, C〉 (1.38)

óâåëè÷èâàåò êîíòèíóàíò. Àíàëîãè÷íî ñ ïðàâûì êîíöîì.

Ëåììà 1.12. Ïðè pf = p1 > 2 ìàêñèìóì ïî ìíîæåñòâó W a
f (h, p) èìååò

âèä

〈(a, h1, a, hf)(p
l
f ), X, (hf , a, h1, a)(p

r
f )〉 (1.39)

äëÿ íåêîòîðîãî X ∈ W a
f−2((h2, . . . hf−1), (p2, . . . pf−1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî èç ïðîèçâîëüíîãî êîíòèíóàíòà 〈C〉 ìîæíî

óâåëè÷èâàþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïîëó÷èòü êîíòèíóàíò âèäà

〈a, h1, a, hf , a,X, a, hf , a, h1, a〉,

Ïðè÷åì X íå ñîäåðæèò ó÷àñòêîâ âèäà (. . . , a, hi, a, h1, a, . . .) è

(. . . , a, h1, a, hi, a, . . .). Äåéñòâèòåëüíî, èç 〈C〉 ìîæíî óâåëè÷èâàþùèìè

ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïîëó÷èòü êîíòèíóàíò âèäà (1.37). Ïóñòü X â íåì

ñîäåðæèò îòðåçîê âèäà . . . , a, hi, a, h1, a, ãäå hi < hf . Òîãäà çàìåíà

〈a, h1, a, hf , a,
−→
D, a, hi, a, h1, a, C〉 → 〈a, h1, a, hi, a,

←−
D, a, hf , a, h1, a, C〉 (1.40)

óâåëè÷èâàåò êîíòèíóàíò, ïîñêîëüêó öåïíàÿ äðîáü [0; a, h1, a] êîðî÷å, ÷åì

[0; a, h1, a, C]. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé. Îäíàêî ê êîíòè-

íóàíòó âèäà

〈a, h1, a, hi, a,
←−
D, a, hf , a, h1, a, C〉

ïðèìåíèìà ëåììà 1.11. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî êîíòèíóàíòà ëþáàÿ öåïî÷êà

óâåëè÷èâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååò êîíå÷íóþ äëèíó, òî ÷åðåäóÿ ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ âèäà (1.38) è (1.40) ìû ðàíî èëè ïîçäíî ïîëó÷èì êîíòèíóàíò, íå
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ñîäåðæàùèé îòðåçêîâ âèäà (. . . , a, hi, a, h1, a, . . .) è (. . . , a, h1, a, hi, a, . . .) ïðè

ëþáîì i < f . À ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî íåïîëíûõ ÷àñòíûõ, ðàâíûõ h1 è hf

ñîâïàäàåò, ýòî çíà÷èò, ÷òî äàííûé êîíòèíóàíò èìååò âèä

〈(a, h1, a, hf)(k), a,D, a, (hf , a, h1, a)(l)〉,

ãäå D íå ñîäåðæèò íåïîëíûõ ÷àñòíûõ, ðàâíûõ h1 èëè hf . Êàê è â ëåììå 1.10

ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî k > l. Ïóñòü k − l > 1. Ïîëàãàÿ D = (E, hi), hi > h1,

ðàññìîòðèì çàìåíó

〈(a, h1, a, hf)(k−1), a, h1, a, hf ,
−→
E , hi, a, (hf , a, h1, a)(l)〉 →

〈(a, h1, a, hf)(k−1), a, hi,
←−
E , a, hf , a, h1, a, (hf , a, h1, a)(l)〉.

(1.41)

Îíà óâåëè÷èâàåò êîíòèíóàíò, ïîñêîëüêó öåïíàÿ äðîáü [0; a, (a, h1, a, hf)
(k−1)]

äëèííåå, ÷åì [0; a, (a, h1, a, hf)
(l)]. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó 3. Íàøå äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ñòðîèòüñÿ ïîëíî-

ñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2, ïîýòîìó ìû ïðèâåäåì åãî ìåíåå

ïîäðîáíî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ïðåäûäóùåé òåîðåìå, áóäåì ðàññóæäàòü èíäóê-

òèâíî. Îñíîâàíèå èíäóêöèè äîêàçàíî â ëåììå 1.11. Íà i−ì øàãå êîíòèíóàíò

èìååò âèä

〈(a, h1, a, hf)(p
l
f ), . . . , (a, ai, hf−i+1)

(plf−i+1)︸ ︷︷ ︸
A

, X,

(a, hf−i+1, a, hi)
(prf−i+1), . . . , (a, hf , a, h1)

(prf )︸ ︷︷ ︸
C

〉.
(1.42)

øàã èíäóêöèè âûïîëíÿåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé òåîðåìå ñ

ïðèìåíåíèåì ëåìì 1.11 è 1.12. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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1.3. Êîíòèíóàíòû ñ ôèêñèðîâàííîé âçâåøåííîé ñóììîé íåïîëíûõ

÷àñòíûõ

Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ýêñòðåìóìîâ êîíòèíóàíòîâ ñ ôèêñèðî-

âàííîé äëèíîé è ôèêñèðîâàííîé âçâåøåííîé ñóììîé íåïîëíûõ ÷àñòíûõ, â

êîòîðîé íåïîëíûå ÷àñòíûå ïîä íå÷åòíûìè íîìåðàìè áåðóòñÿ ñ âåñîì 1, à ïîä

÷åòíûìè - ñ âåñîì 2. Ïðè ýòîì ìû áóäåì èññëåäîâàòü íå òî÷íîå çíà÷åíèå

ýêñòðåìóìà, à åãî àñèìïòîòèêó ïðè ñòðåìëåíèè äëèíû êîíòèíóàíòà ê áåñêî-

íå÷íîñòè.

Ïóñòü 〈A〉 = 〈a1, a2, . . . , at〉 - ïðîèçâîëüíûé êîíòèíóàíò äëèíû t. Íàïîì-

íèì, ÷òî Sτt (A) è Sϕt (A) åñòü ñëåäóþùèå ñóììû

Sτt (A) = 2a1 + a2 + 2a3 + a4 + . . . =
t∑
i=1

ai(
3

2
+

1

2
(−1)i−1),

Sτt (A) = a1 + a22 + a3 + 2a4 + . . . =
t∑
i=1

ai(
3

2
+

1

2
(−1)i).

(1.43)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M τ(n, Sn) ìíîæåñòâî êîíòèíóàíòîâ 〈A〉 ñ ôèêñèðî-

âàííîé äëèíîé n è ôèêñèðîâàííîé ñóììîé Sτn(A) = Sn, ââåäåì òàêæå

max(M τ(n, Sn)) è min(M τ(n, Sn)) - ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìàëüíîå è ìèíè-

ìàëüíîå çíà÷åíèå êîíòèíóàíòîâ èç ìíîæåñòâà M τ(n, Sn). Áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè áóäåì â äàëüíåéøåì ñ÷èòàòü, ÷òî n ÷åòíî. Àíàëîãè÷íî ìîæåì îïðå-

äåëèòü ìíîæåñòâî Mϕ(n, Sn). Çàìåòèì, ÷òî ìåæäó ìíîæåñòâàìè Mϕ(n, Sn)

è M τ(n, Sn) ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå: åñëè 〈
−→
A 〉 ∈ Mϕ(n, Sn), òî,

ïîñêîëüêó âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå 〈
−→
A 〉 ïðè çàìåíå 〈

−→
A 〉 → 〈

←−
A 〉 èçìåíÿò ÷åò-

íîñòü èíäåêñà (ò.ê. n ÷åòíî), 〈
←−
A 〉 ëåæèò â ìíîæåñòâåM τ(n, Sn). À çíà÷èò, òàê

êàê 〈
−→
A 〉 = 〈

←−
A 〉, ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû ïî äàííûì ìíîæåñòâàì ñîâïàäàþò.

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü òîëüêî maxϕ(n, Sn) è minϕ(n, Sn). Áóäåì äî

êîíöà äàííîé ÷àñòè äëÿ ïðîñòîòû îïóñêàòü âåðõíèé èíäåêñ ϕ è ïèñàòü ïðîñòî

M(n, Sn),max(M(n, Sn)),min(M(n, Sn)) è Sn = Sn(A).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ max(M(n, Sn)) è min(M(n, Sn)) áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëå-
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äóþùèì ìåòîäîì: ïóñòü 〈A〉 = 〈a1, . . . , an〉 - ïðîèçâîëüíûé êîíòèíóàíò èç

M(n, Sn). Áóäåì äåéñòâîâàòü íà íåãî íåêîòîðûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, òî åñòü

èçìåíÿòü êîíòèíóàíò òàê, ÷òîáû åãî äëèíà è âçâåøåííàÿ ñóììà íåïîëíûõ

÷àñòíûõ Sn ñîõðàíÿëèñü. Çàìåíó êîíòèíóàíòà 〈X〉 íà 〈Y 〉 îáîçíà÷èì 〈X〉 →

〈Y 〉. Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ çàìåíàìè ñëåäóþùåãî âèäà

1. Îòðàæåíèå - çàìåíà

〈
−→
P ,
−→
Q,
−→
R 〉 → 〈

−→
P ,
←−
Q,
−→
R 〉 (1.44)

ãäå Q = (ai, ai+1 . . . , aj−1, aj), i è j èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü.

Ïðèìåð: çàìåíà 〈1, 2, 3, 4, 5〉 → 〈1, 4, 3, 2, 5〉, â äàííîì ñëó÷àå P = (1),

Q = (2, 3, 4), R = (5).

2. Åäèíè÷íàÿ âàðèàöèÿ (òåðìèí âçÿò èç [7]) - çàìåíà

〈a1, . . . , ai−1, ai, ai+1, . . . , aj−1, aj, aj+1, . . . , an〉 →

〈a1, . . . , ai−1, ai − x, ai+1, . . . , aj−1, aj + x, aj+1, . . . , an〉,
(1.45)

ãäå x ∈ Z, ai − x > 0, aj + x > 0, i è j èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü.

Ïðèìåð:

〈1, 2, 3, 4, 5〉 → 〈3, 2, 3, 4, 3〉.

3. (1, 2)-âàðèàöèÿ - çàìåíà îäíîãî èç äâóõ âèäîâ. Â ïåðâîì ñëó÷àå îäíî

íåïîëíîå ÷àñòíîå ÷åòíîãî èíäåêñà óìåíüøàåòñÿ (óâåëè÷èâàåòñÿ) íà x,

à äðóãîå íåïîëíîå ÷àñòíîå ñ íå÷åòíûì èíäåêñîì óâåëè÷èâàåòñÿ (óìåíü-

øàåòñÿ) íà 2x.

〈a1, . . . , ai−1, ai, ai+1, . . . , aj−1, aj, aj+1, . . . , an〉 →

〈a1, . . . , ai−1, ai − x, ai+1, . . . , aj−1, aj + 2x, aj+1, . . . , an〉
(1.46)

ãäå x ∈ Z, ai − x > 0, aj + 2x > 0, i ÷åòíî, à j íå÷åòíî. Ïðèìåð:

〈1, 2, 3, 4, 5〉 → 〈1, 3, 1, 4, 5〉.
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Âî âòîðîì ñëó÷àå îäíî íåïîëíîå ÷àñòíîå ÷åòíîãî èíäåêñà óìåíüøàåò-

ñÿ (óâåëè÷èâàåòñÿ) íà x, à äâà äðóãèõ íåïîëíûõ ÷àñòíûõ ñ íå÷åòíûì

èíäåêñîì ñîîòâåòñòâåííî óâåëè÷èâàþòñÿ (óìåíüøàþòñÿ) íà x.:

〈a1, . . . , ai−1, ai, ai+1, . . . , aj−1, aj, aj+1, . . . , ak, . . . , an〉 →

〈a1, . . . , ai−1, ai − x, ai+1, . . . , aj−1, aj + x, aj+1, . . . , ak + x, . . . , an〉

(1.47)

ãäå x ∈ Z, ai − x > 0, aj + x > 0, ak + x > 0, i ÷åòíî, à j è k íå÷åòíû.

Ïðèìåð:

〈1, 2, 3, 4, 5〉 → 〈1, 3, 2, 4, 4〉

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ðàññìîòðåííûå çàìåíû ñîõðàíÿþò äëèíó n è ñóììó Sn, òî

åñòü íå âûâîäÿò èç ìíîæåñòâà M(n, Sn). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äåéñòâóÿ íà

ïðîèçâîëüíûé êîíòèíóàíò êîìïîçèöèåé óêàçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ìîæíî

ïîëó÷èòü ëþáîé êîíòèíóàíò èç ìíîæåñòâà M(n, Sn), â òîì ÷èñëå ìèíèìàëü-

íûé è ìàêñèìàëüíûé.

Ñâîéñòâà çàìåíû ïåðâîãî òèïà îïèñàíû â ëåììå 1.8, äîêàçàííîé â ðàáîòå

[22]. Â ñòàòüå [22] ïðèâîäèòñÿ òàêæå ñëåäóþùàÿ ïîëåçíàÿ ôîðìóëà

〈
−→
P ,
−→
Q,
−→
R 〉 − 〈

−→
P ,
←−
Q,
−→
R 〉

〈
−→
P 〉〈
−→
Q〉〈
−→
R 〉

= ([
←−
P ]− [

−→
R ])([

−→
Q ]− [

←−
Q ]) (1.48)

Îòñþäà âûâîäèòñÿ ïðîñòîå, íî ïîëåçíîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1.3. [7]. Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ îòðàæåíèÿ êîíòè-

íóàíò èçìåíÿåòñÿ íå áîëåå, ÷åì â 2 ðàçà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ èç öåïíûõ äðîáåé â ÷èñëèòåëå ïðàâîé

÷àñòè ðàâåíñòâà (1.48) íå ïðåâîñõîäèò 1, èìååì

|〈
−→
P ,
−→
Q,
−→
R 〉 − 〈

−→
P ,
←−
Q,
−→
R 〉| 6 〈

−→
P 〉〈
−→
Q〉〈
−→
R 〉. (1.49)

À ïîñêîëüêó âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

〈
−→
P ,
−→
Q,
−→
R 〉 > 〈

−→
P 〉〈
−→
Q〉〈
−→
R 〉 è 〈

−→
P ,
←−
Q,
−→
R 〉 > 〈

−→
P 〉〈
−→
Q〉〈
−→
R 〉, (1.50)

òî, î÷åâèäíî, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
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Îöåíèì òåïåðü, íàñêîëüêî ìåíÿåòñÿ êîíòèíóàíò ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ òè-

ïà 2, òî åñòü åäèíè÷íûõ âàðèàöèÿõ. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ áóäóò èñïîëüçîâàòü-

ñÿ íàìè êàê â âåñüìà ïðîñòîé çàäà÷å ïîèñêà ìèíèìóìà, òàê è â ãîðàçäî áîëåå

ñëîæíîé çàäà÷å ïîèñêà ìàêñèìóìà. Ïîëüçóÿñü ñëåäóþùåé òåîðåìîé ìû äîêà-

æåì, ÷òî ìàêñèìóì ïîM(n, Sn) íå áîëåå, ÷åì â êîíñòàíòó ðàç, îòëè÷àåòñÿ îò

ìàêñèìóìà ïî M4(n, Sn) ⊂ M(n, Sn). Çäåñü â êà÷åñòâå M4(n, Sn) îáîçíà÷åíî

ïîäìíîæåñòâî êîíòèíóàíòîâ èç M(n, Sn), â êîòîðîì âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå

îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 1 ò.å. èìåþò âèä {a, a+ 1}

è {b, b+ 1} ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåì äëÿ êðàòêîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíòè-

íóàíòà 〈A〉 ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Odd(A) - ìíîæåñòâî k ∈ N òàêèõ, ÷òî ∃j ∈ N : j − íå÷åòíî, aj = k.

Even(A) - ìíîæåñòâî k ∈ N òàêèõ, ÷òî ∃j ∈ N : j − ÷åòíî, aj = k.

Ââåäåì òàêæå ìíîæåñòâî N(A) = {Odd(A), Even(A)}.

Íàïðèìåð, äëÿ 〈A〉 = 〈1, 2, 1, 3, 5, 3, 1, 4〉 Odd(A) = {1, 5}, Even(A) =

{2, 3, 4}, N(A) = ({1, 5}, {2, 3, 4}).

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíòèíóàíòà èç M(n, Sn) ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü åäèíè÷íûõ âàðèàöèé, ïåðåâîäÿùàÿ èñõîäíûé êîíòèíóàíò 〈A〉

â íåêîòîðûé çàâèñÿùèé îò íåãî êîíòèíóàíò 〈A′〉, èç ìíîæåñòâà M4(n, Sn).

Òî åñòü, N(A′) ⊆ ({a, a + 1}, {b, b + 1}) äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ a è

b. Ïðè÷åì âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðîìå, âîçìîæíî, äâóõ

ÿâëÿåòñÿ óâåëè÷èâàþùèìè. Ýòî è áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ìàêñèìóì ïî ìíîæå-

ñòâó M4(n, Sn) íå áîëåå, ÷åì â êîíñòàíòó ðàç îòëè÷àåòñÿ îò ìàêñèìóìà ïî

M(n, Sn).

Òåîðåìà 1.1 (Î åäèíè÷íîé âàðèàöèè). max(M(n, Sn)) � max(M4(n, Sn)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìó, äåéñòâóÿ íà èñõîäíûé êîíòè-

íóàíò 〈A〉 ïðåîáðàçîâàíèÿìè òèïà 2 òàê, ÷òîáû îí ïåðåøåë â îïèñàííîå ìíî-

æåñòâî, òî åñòü ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíòèíóàíòîâ

〈A〉 → 〈A1〉 → 〈A2〉 → . . .→ 〈Am〉 (1.51)
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òàêóþ, ÷òî 〈Am〉 ∈ M4(n, Sn) è äëÿ ëþáîãî ÷èñëà i 6 m êðîìå, âîçìîæíî,

äâóõ, 〈Ai〉 > 〈Ai−1〉, ïðè ýòîì 〈Ai〉 ïîëó÷àåòñÿ èç 〈Ai−1〉 äåéñòâèåì ïðåîáðà-

çîâàíèÿ òèïà 2. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ ëåìì.

Óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ. Ïóñòü 〈A〉 = 〈a1, a2, . . . , an〉 ∈ M(n, Sn) íå

ëåæèò â M4(n, Sn). Òîãäà â íåì åñòü 2 ýëåìåíòà ai è aj ñ èíäåêñàìè îäèíàêî-

âîé ÷åòíîñòè òàêèå, ÷òî |ai − aj| > 1. Çàïèøåì ai êàê a + x è aj êàê a − x,

ñàì êîíòèíóàíò òîãäà ïðèìåò âèä

〈P, a+ x,Q, a− x,R〉 = f(x).

Ïðè ýòîì åñëè ai è aj îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè, òî a - öåëîå è åñëè îíè ðàçíîé

÷åòíîñòè, òî a - ïîëóöåëîå. Ñîîòâåòñòâåííî, f(x) åñòü ôóíêöèÿ öåëîãî èëè ïî-

ëóöåëîãî àðãóìåíòà. Ðàññìàòðèâàÿ êîíòèíóàíòû ïðè ðàçíûõ x, ìû, î÷åâèäíî,

íå âûõîäèì èç M(n, Sn). Íàéäåì, ïðè êàêèõ x çíà÷åíèå f(x) ìàêñèìàëüíî.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âèäîèçìåíåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé

ëåììû èç [7].

Ëåììà 1.13. Ìàêñèìóì f(x) äîñòèãàåòñÿ â îäíîé èç ñëåäóþùèõ òî÷åê:

(−1
2 ,

1
2) (ïðè a ïîëóöåëîì) èëè (−1, 0, 1) (ïðè a öåëîì).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëåììó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà P è R íåïóñòû. Ïðèìå-

íÿÿ (1.2), ðàñïèøåì êîíèòíóàíò:

〈A〉 = 〈P, a+ x,Q︸ ︷︷ ︸, a− x,R︸ ︷︷ ︸〉 =

= 〈P, a+ x,Q〉〈a− x,R〉+ 〈P, a+ x,Q−〉〈R〉
(1.52)

Áóäåì èñïîëüçîâàòü â ñóììå çíàê O(1), îçíà÷àþùèé ñóììó íå çàâèñÿùèõ îò

x ÷ëåíîâ, ïîñêîëüêó íà ìàêñèìóì f(x) îíè, î÷åâèäíî, íå âëèÿþò. Ïðèìåíÿÿ

ôîðìóëó (1.3), ïåðåïèøåì ïåðâîå ñëàãàåìîå:

〈P, a+ x,Q〉〈a− x,R〉 = 〈P 〉〈Q〉((a+ x) + [
←−
P ] + [

−→
Q ])〈R〉((a− x) + [

−→
R ]) =

= 〈P 〉〈Q〉〈R〉(−x2 + ([
−→
R ]− [

←−
P ]− [

−→
Q ])x) +O(1)

(1.53)
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Âòîðîå ñëàãàåìîå ïðåîáðàçóåòñÿ àíàëîãè÷íî, íî ïðîùå

〈P, a+ x,Q−〉〈R〉 = 〈P 〉〈Q−〉((a+ x) + [
←−
P ] + [

−→
Q−])〈R〉 =

= 〈P 〉〈Q−〉〈R〉x+O(1) = 〈P 〉〈Q〉〈R〉[
←−
Q ]x+O(1)

(1.54)

Èòîãî:

〈A〉 = 〈P 〉〈Q〉〈R〉(−x2 + ([
−→
R ]− [

←−
P ]− [

−→
Q ] + [

←−
Q ])x) +O(1) (1.55)

Ïîëó÷àåì êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí, âûðàçèì êîîðäèíàòó åãî âåðøèíû xm :

xm =
[
←−
Q ]− [

−→
Q ] + [

−→
R ]− [

←−
P ]

2
. (1.56)

Òàê êàê âñå öåïíûå äðîáè â ôîðìóëå (1.56) ëåæàò íà îòðåçêå îò 0 äî 1, òî,

î÷åâèäíî, −1 < xm < 1, à çíà÷èò, åñëè xm > 0, òî f(1) > f(n + 1), f(12) >

f(12 + n) ∀n ∈ N, àíàëîãè÷íî äëÿ xm < 0. Ñëó÷àé, êîãäà P èëè R ïóñòûå, -

àíàëîãè÷åí. Ëåììà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî ai − aj íå÷åòíî, çàìåíà

〈P, a+ x,Q, a− x,R〉 → 〈P, a± 1

2
, Q, a∓ 1

2
, R〉 (1.57)

óâåëè÷èâàåò êîíòèíóàíò. Ïðè ýòîì åñëè xm > 0, â ôîðìóëå (1.57) ñíà÷àëà

èäåò çíàê +, a çàòåì −, à åñëè xm 6 0, òî íàîáîðîò. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

÷èñëî ai−aj ÷åòíî. Èç äîêàçàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî åñëè |ai−aj| > 4, òî ê

ýòîé ïàðå íåïîëíûõ ÷àñòíûõ ìîæíî ïðèìåíèòü óâåëè÷èâàþùóþ åäèíè÷íóþ

âàðèàöèþ. Åñëè æå |ai − aj| = 2, òî ñèòóàöèÿ ñëîæíåå. Ðàçáîðó ýòîãî ñëó÷àÿ

è áóäåò ïîñâÿùåíî âñå äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïðåæäå âñåãî

âûâåäåì èç ëåììû 1.13 âàæíîå ñëåäñòâèå, êîòîðîå ìû áóäåì íåîäíîêðàòíî

èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì:

Ñëåäñòâèå 1.4. Åñëè |ai − aj| = 2 è |xm| 6 1
2 , òî çàìåíà

〈P, a± 1, Q, a∓ 1, R〉 → 〈P, a,Q, a,R〉

óâåëè÷èâàåò êîíòèíóàíò.



39

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå, f(0) > f(1) è f(0) > f(−1),

à ñëåäîâàòåëüíî ìàêñèìóì f(x) ïî öåëûì òî÷êàì äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå 0, ÷òî

è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ åäèíè÷íóþ âàðèàöèþ, ìû ìîæåì ñäåëàòü òàê,

÷òîáû âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå êîíòèíóàíòà 〈Ak〉 ñ èíäåêñàìè îäèíàêîâîé ÷åò-

íîñòè îòëè÷àëèñü íå áîëåå, ÷åì íà 2, ãäå Ak ïðèíàäëåæèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

êîíòèíóàíòîâ (1.51), òî åñòü

N(Ak) ⊆ ({a− 1, a, a+ 1}, {b− 1, b, b+ 1}).

Åñëè ñóùåñòâóþò íåïîëíûå ÷àñòíûå ai è aj ñ èíäåêñàìè îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè

òàêèå, ÷òî ai − aj = 2, òî ðàññìîòðèì çàìåíó

〈P ′, ai, Q′, aj, R′〉 → 〈P ′, ai − 1, Q′, aj + 1, R′〉. (1.58)

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî i è j ÷åòíûå. Òîãäà âûïîëíåíî

ñëåäóþùåå:

Ëåììà 1.14. Åñëè Even(Ak) = {a−1, a, a+1}, a 6= 2 è Odd(Ak) * {1, 2},

òî ñóùåñòâóåò åäèíè÷íàÿ âàðèàöèÿ, óâåëè÷èâàþùàÿ 〈Ak〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì â 〈Ak〉 ïðîèçâîëüíûå íåïîëíûå ÷àñòíûå

ai = a + 1 è aj = a − 1, i è j ÷åòíûå. Ðàññìîòðèì çàìåíó, îïðåäåëåííóþ

ôîðìóëîé (1.58). Çàìåòèì, ÷òî åñëè 1 /∈ Odd(Ak), òî âñå öåïíûå äðîáè èç

ôîðìóëû (1.56) ìåíüøå 1
2 , ñëåäîâàòåëüíî, |xm| <

1
2 , à çíà÷èò ïî ñëåäñòâèþ

1.4 çàìåíà (1.58) óâåëè÷èâàåò êîíòèíóàíò.

Ïóñòü òåïåðü {1} ∈ Odd(Ak), òîãäà Odd(Ak) ⊆ {1, 2, 3}. Äîêàæåì, ÷òî

åñëè {3} ∈ Odd(Ak), òî óâåëè÷èâàþùàÿ åäèíè÷íàÿ âàðèàöèÿ ñóùåñòâóåò.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ 1 /∈ Even(Ak), òî ïðèìåíÿÿ åäèíè÷-

íóþ âàðèàöèþ ê ïðîèçâîëüíûì íåïîëíûì ÷àñòíûì, ðàâíûì 1 è 3, ìû ìîæåì

ñêàçàòü, ÷òî âñå öåïíûå äðîáè â ôîðìóëå (1.56) ìåíüøå 1
2 , à çíà÷èò ïî ñëåä-

ñòâèþ 1.4 çàìåíà

〈P1, 3, Q1, 1, R1〉 → 〈P1, 2, Q1, 2, R1〉 (1.59)



40

óâåëè÷èâàåò êîíòèíóàíò. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà Odd(Ak) ⊆ {1, 2} òàêæå ñóùåñòâóåò

óâåëè÷èâàþùàÿ åäèíè÷íàÿ âàðèàöèÿ:

Ëåììà 1.15. Ïóñòü N(Ak) = ({a− 1, a, a+ 1}, {1, 2}), a > 2, òîãäà åäè-

íè÷íàÿ âàðèàöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (1.58) óâåëè÷èâàåò êîíòèíóàíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé 1.13. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öåï-

íûõ äðîáåé èç ôîðìóëû (1.56) ìåíüøå ëèáî ðàâíî

[1, a+ 1, 1] =
a+ 2

a+ 3
= 1− 1

a+ 3
,

à ìèíèìàëüíîå áîëüøå ëèáî ðàâíî

[2, a− 1] =
a− 1

2a− 1
=

1

2
− 1

4a− 2
.

Ïîýòîìó, ïîäñòàâëÿÿ äàííûå îöåíêè â ôîðìóëó (1.56), ïîëó÷èì:

|xm| 6
2(1− 1

a+3 − (12 −
1

4a−2))

2
= 1− 1

a+ 3
− (

1

2
− 1

4a− 2
) =

=
1

2
− 1

a+ 3
+

1

4a− 2
=

1

2
− 3a− 5

(a+ 3)(4a− 2)
. (1.60)

Ïîñêîëüêó 3a−5
(a+3)(4a−2) > 0 ïðè a > 2, èìååì |xm| < 1

2 . Ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì

1.4, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà N(Ak) ⊆

({1, 2, 3}, {1, 2, 3}).

Ëåììà 1.16. Åñëè Even(Ak) = {1, 2, 3} èëè Odd(Ak) = {1, 2, 3}, òî äëÿ

ñàìîé áëèçêîé â ñìûñëå ðàçíîñòè èíäåêñîâ ïàðû (ai, aj) òàêîé, ÷òî ai = 3

è aj = 1, ãäå i è j èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü, çàìåíà (1.59) óâåëè÷èâàåò

êîíòèíóàíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî i è j ÷åò-

íûå. Ðàññìîòðèì çàìåíó (1.59) è ðàçíîñòü [
←−
Q ]− [

−→
Q ] èç ôîðìóëû (1.56). Çà-

ìåòèì, ÷òî âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå Q, èìåþùèå â 〈Ak〉 ÷åòíûé èíäåêñ, ðàâíû
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2, ò.ê. èíà÷å ñóùåñòâîâàëà áû áîëåå áëèçêàÿ ïàðà ñ 1 èëè 3, à âñå íåïîëíûå

÷àñòíûå Q, èìåþùèå â 〈Ak〉 íå÷åòíûé èíäåêñ, îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 1

(ò.å. ðàâíû 1 è 2 èëè 2 è 3). Òàêèì îáðàçîì

|[
←−
Q ]− [

−→
Q ]| 6 [1, 2, 1, 2 . . .]− [2, 2, 2, 2 . . .] 6 [1, 2, 1]− [2, 2] =

3

4
− 2

5
=

7

20
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âíåøíþþ ðàçíîñòü

|[
−→
R ]− [

←−
P ]| 6 [1, 3, 1, 3 . . .]− [3, 1, 3, 1 . . .] 6 [1, 3, 1]− [3, 1] =

4

5
− 1

4
=

11

20
.

Ñëåäîâàòåëüíî

|xm| =
|[
←−
Q ]− [

−→
Q ]|+ |[

−→
R ]− [

←−
P ]|

2
6

7
20 + 11

20

2
=

9

20
<

1

2
.

Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå 1.4, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ìû ïðèìåíÿåì åäèíè÷íóþ âàðèàöèþ ê ïàðå

íåïîëíûõ ÷àñòíûõ, îäíî èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì êîíöîì êîíòèíóàíòà,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ xm èç ôîðìóëû (1.56) ðàâíà [
←−
B ]−[

−→
B ]−[

←−
A ]

2 , ÷òî áîëüøå −1 è

ìåíüøå 1
2 , àíàëîãè÷íî äëÿ ëåâîãî êîíöà. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ åäèíè÷íàÿ âàðèàöèÿ

ìîæåò óìåíüøàòü êîíòèíóàíò, íî òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé áóäåò íå áîëåå äâóõ,

è êàæäîå óìåíüøèò êîíòèíóàíò íå áîëåå, ÷åì â 2 ðàçà.

Òàêèì îáðàçîì, èç ëåìì 1.13-1.16 ñëåäóåò, ÷òî åñëè

N(A) * ({a, a+ 1}, {b, b+ 1})

íè äëÿ êàêèõ íàòóðàëüíûõ a è b, òî ñóùåñòâóåò åäèíè÷íàÿ âàðèàöèÿ, óâåëè-

÷èâàþùàÿ 〈A〉. Òåîðåìà 1.1 äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

Ââåäåì íîâîå îáîçíà÷åíèå. Ïóñòü äàí ïðîèçâîëüíûé êîíòèíóàíò

〈C〉 = 〈c1, . . . , cn〉, òîãäà îáîçíà÷èì ÷åðåç

((ci1 → c′i1), (ci1 → c′i1), . . . , (cik → c′ik))
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çàìåíó

〈c1, c2, . . . , ci1−1, ci1, ci1+1 . . . , ci2−1, ci2, ci2+1 . . . , cik−1, cik, cik+1 . . . , cn−1, cn〉 →

〈c1, c2, . . . , ci1−1, c′i1, ci1+1 . . . , ci2−1, c
′
i2
, ci2+1 . . . , cik−1, c

′
ik
, cik+1 . . . , cn−1, cn〉,

(1.61)

òî åñòü çàìåíÿåì òîëüêî ýëåìåíòû cij , îñòàëüíûå íåïîëíûå ÷àñòíûå îñòàþòñÿ

òåìè æå.

Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó î ìèíèìóìå.

Òåîðåìà 1.2. min(M(n, Sn)) � 〈1, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸
n−1

s〉, ãäå s = Sn − 3n−4
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 〈A〉 = 〈a1, a2, . . . , an〉, âûáåðåì ai = max(Even(A))

- ìàêñèìàëüíîå íåïîëíîå ÷àñòíîå ÷åòíîãî èíäåêñà. Åñëè ñóùåñòâóåò ÷åòíîå h

òàêîå, ÷òî ai = ah, ïðîèçâåäåì çàìåíó

((ai → ai + ah − 1), (ah → 1)),

îíà óâåëè÷èò êîíòèíóàíò íå áîëåå, ÷åì â 2 ðàçà. Òîãäà â íîâîì êîíòèíóàíòå

〈A〉 ýëåìåíò a′i ñòàíåò åäèíñòâåííûì ìàêñèìàëüíûì íåïîëíûì ÷àñòíûì.

Èç ëåììû 1.13 ñëåäóåò, ÷òî ïîñêîëüêó ãðàôèê ôóíêöèè

f(x) = 〈A, a+ x,B, a− x,C〉−

ïàðàáîëà ñ âåðøèíîé xm, |xm| < 1, òî

f(x+ 1) < f(x) ∀x >
1

2
è f(x− 1) < f(x) ∀x 6 −1

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ çàìåíà

((ai → ai + aj − 1), (aj → 1)), ãäå j − ÷åòíî,

óìåíüøèò êîíòèíóàíò, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì ðàçíîñòü ìåæäó íåïîëíûìè ÷àñò-

íûìè, äëÿ êîòîðûõ ìû ïðèìåíÿåì åäèíè÷íóþ âàðèàöèþ, óâåëè÷èòñÿ. Áóäåì

ïðîèçâîäèòü òàêèå çàìåíû, ïîêà âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå ÷åòíîãî èíäåêñà, êðî-

ìå ai, íå ñòàíóò ðàâíû 1.
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Ïðîèçâåäåì àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó äëÿ íåïîëíûõ ÷àñòíûõ íå÷åòíîãî èí-

äåêñà. Ïîëó÷èì êîíòèíóàíò ñîäåðæàùèé íå áîëåå 2 íåïîëíûõ ÷àñòíûõ, îò-

ëè÷íûõ îò 1. Îí áóäåò èìåòü âèä

〈1, . . . , 1, ãi, 1, . . . , 1, ãj, 1, . . . , 1〉.

Åñëè aj íå÷åòíî, ïðîèçâåäåì ñëåäóþùóþ çàìåíó

((ãi → ãi + 2ãj), (ãj → 1))

Åñëè æå aj ÷åòíî, òî ïðîèçâåäåì äðóãóþ çàìåíó

((ãi → ãi + 2ãj − 2), (ãj → 2))

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ çàìåíà óâåëè÷èò êîíòèíóàíò íå áîëåå, ÷åì â 2

ðàçà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûé êîíòèíóàíò èìååò âèä

〈1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i−1

, s, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−i

〉 èëè 〈1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i−1

, s, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
j−i−1

, 2, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−j

〉,

÷òî íå áîëåå, ÷åì â êîíñòàíòó ðàç îòëè÷àåòñÿ îò 〈1, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸
n−1

s〉, ÷òî è òðåáîâàëîñü

äîêàçàòü.

Çàéìåìñÿ òåïåðü ïîèñêîì ìàêñèìóìà ïî M4(n, Sn). Ââåäåì íîâûå îáîçíà-

÷åíèÿ:

c
(1)
a,a+1;b = [b, a+ 1, b], c

(2)
a,a+1;b = [b+ 1, a],

c
(1)
a;b,b+1 = [a, b+ 1, a], c

(2)
a;b,b+1 = [a+ 1, b].

(1.62)

Ëåììà 1.17. Ïóñòü 〈A〉 = 〈P, a,R〉 = 〈P1, b, R1〉-êîíòèíóàíò, äëÿ êî-

òîðîãî N(A) ⊆ ({a, a + 1}, {b, b + 1}) è ïðè ýòîì P,Q, P1, Q1 ñîñòîÿò ïî

êðàéíåé ìåðå èç 2 íåïîëíûõ ÷àñòíûõ. Òîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå îöåíêè:

(i) 1 +
1

a+ 2c
(1)
a,a+1;b

=
a+ 1 + 2c

(1)
a,a+1;b

a+ 2c
(1)
a,a+1;b

6
〈P, a+ 1, R〉
〈P, a,R〉

6

6
a+ 1 + 2c(2)a,a+1;b

a+ 2c
(2)
a,a+1;b

= 1 +
1

a+ 2c
(2)
a,a+1;b

(1.63)
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(ii) 1 +
1

b+ 2c
(1)
a;b,b+1

=
b+ 1 + 2c

(1)
a;b,b+1

b+ 2c
(1)
a;b,b+1

6
〈P1, b+ 1, R1〉
〈P1, b, R1〉

6

6
b+ 1 + 2c

(2)
a;b,b+1

b+ 2c
(2)
a;b,b+1

= 1 +
1

b+ 2c
(2)
a;b,b+1

(1.64)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâóþ îöåíêó. Ïðèìåíÿÿ (1.3), ïîëó÷àåì:

〈P, a+ 1, R〉
〈P, a,R〉

=
a+ 1 + [

←−
P ] + [

−→
R ]

a+ [
←−
P ] + [

−→
R ]

= 1 +
1

a+ [
←−
P ] + [

−→
R ]
. (1.65)

Îöåíèâàÿ öåïíûå äðîáè ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñíèçó ÷åðåç

c
(2)
a,a+1;b, à ñâåðõó ÷åðåç c

(1)
a,a+1;b, ïîëó÷àåì îöåíêó (1.63); îöåíêà (1.64) äîêàçû-

âàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïðè ýòîì ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî óâåëè÷åíèå íåïîëíîãî

÷àñòíîãî íå÷åòíîãî èíäåêñà óâåëè÷èâàåò öåïíóþ äðîáü, à óâåëè÷åíèå íåïîë-

íîãî ÷àñòíîãî ÷åòíîãî èíäåêñà, ñîîòâåòñòâåííî, óìåíüøàåò. Êðîìå òîãî, ëþ-

áàÿ ïîäõîäÿùàÿ ê x äðîáü ÷åòíîãî ïîðÿäêà ìåíüøå x, à íå÷åòíîãî ïîðÿäêà -

áîëüøå x.

Ñîîòâåòñòâåííî, äðîáü [b, a+1, b] ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì ïî ìíîæåñòâó öåï-

íûõ äðîáåé âèäà [A], ãäå N(A) ⊆ ({a, a + 1}, {b, b + 1}) è äëèíà A áîëüøå

1. Ïî òåì æå ïðè÷èíàì äðîáü [b + 1, a] ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì íà îïèñàííîì

ìíîæåñòâå öåïíûõ äðîáåé. Âòîðîé ñëó÷àé àáñîëþòíî àíàëîãè÷åí.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè èçìåíåíèÿ êîíòè-

íóàíòà ïðè çàìåíàõ âèäà

(a→ a+ 1) è (b→ b+ 1)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè P èëèR â ôîðìóëå (1.65) èìåþò äëèíó ìåíüøå 2, òî ìîæíî

îöåíèòü öåïíûå äðîáè ñâåðõó åäèíèöåé, à ñíèçó íóëåì, òîãäà ôîðìóëà (1.65)

ïðåâðàòèòñÿ â
4

3
6
〈P, a+ 1, R〉
〈P, a,R〉

6
a+ 3

a+ 2
6
a+ 1

a
6 2

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

cl(a, a+ 1; b) = 1 +
1

a+ 2c
(1)
a,a+1;b

è cr(a, a+ 1; b) = 1 +
1

a+ 2c
(2)
a,a+1;b
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íèæíþþ è âåðõíþþ îöåíêè íà âåëè÷èíó 〈P,a+1,R〉
〈P,a,R〉 èç íåðàâåíñòâà (1.63).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì

cl(a; b, b+ 1) = 1 +
1

b+ 2c
(1)
a;b,b+1

è cr(a; b, b+ 1) = 1 +
1

b+ 2c
(2)
a;b,b+1

íèæíþþ è âåðõíþþ îöåíêè íà âåëè÷èíó 〈P
′,a+1,R′〉
〈P ′,a,R′〉 èç íåðàâåíñòâà (1.64).

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàìåíó

((a→ a+ 1), (b+ 1→ b), (b+ 1→ b))

â êîíòèíóàíòå 〈A〉, äëÿ êîòîðîãî N(A) ⊆ ({a, a + 1}, {(b, b + 1}), òî åñòü

çàìåíó ëþáîãî íåïîëíîãî ÷àñòíîãî ñ íå÷åòíûì èíäåêñîì, ðàâíîãî a, íà a+ 1

è çàìåíà ëþáûõ äâóõ íåïîëíûõ ÷àñòíûõ ñ ÷åòíûì èíäåêñîì, ðàâíûõ b + 1,

íà b. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ çàìåíà ÿâëÿåòñÿ (1, 2)−âàðèàöèåé.

Âûÿñíèì, ïîëüçóÿñü îöåíêàìè ïðåäûäóùåé ëåììû, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî

çàâåäîìî óòâåðæäàòü, ÷òî îíà óâåëè÷èâàåò êîíòèíóàíò. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì

ñëåäóþùåå ïðîñòîå, íî êðàéíå ïîëåçíîå â äàëüíåéøåì óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.18. Ïóñòü 〈A〉 - ïðîèçâîëüíûé êîíòèíóàíò, äëÿ êîòîðîãî âû-

ïîëíåíî âêëþ÷åíèå N(A) ⊆ ({a, a+ 1}, {b, b+ 1}). Åñëè ïðè ýòîì

cl(a, a+ 1, b) > c2r(a, b, b+ 1),

òî çàìåíà

((a→ a+ 1), (b+ 1→ b), (b+ 1→ b))

óâåëè÷èâàåò êîíòèíóàíò.

Åñëè æå

cr(a, a+ 1, b) < c2l (a, b, b+ 1),

òî çàìåíà

((a+ 1→ a), (b→ b+ 1), (b→ b+ 1))

òàêæå óâåëè÷èâàåò êîíòèíóàíò.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî îäèí

ðàç ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî (1.63) è äâàæäû - íåðàâåíñòâî (1.64). Âòîðîå

óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Íàçîâåì (1, 2)−âàðèàöèè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû 1.18,

àáñîëþòíî óâåëè÷èâàþùèìè. Íàéäåì êîíêðåòíîå âûðàæåíèå òàêèõ çà-

ìåí.

Ëåììà 1.19. (1, 2)−âàðèàöèè

((a→ a+ 1), (2a+ 2→ 2a+ 1), (2a+ 2→ 2a+ 1))

ïðè N(A) ⊆ ({a, a+ 1}, {2a+ 1, 2a+ 2}) è a > 1

è

((a+ 1→ a), (2a→ 2a+ 1), (2a→ 2a+ 1))

ïðè N(A) ⊆ ({a, a+ 1}, {2a, 2a+ 1}) è a > 2

ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî óâåëè÷èâàþùèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé ïðåäûäóùåé ëåììû.

Ïîñêîëüêó

cl(a, a+ 1; 2a+ 1) =
4a4 + 12a3 + 21a2 + 18a+ 7

4a4 + 8a3 + 13a2 + 9a+ 4

c2r(a; 2a+ 1, 2a+ 2) =
4(2a3 + 5a2 + 7a+ 3)2

(4a3 + 8a2 + 11a+ 4)2
,

òî, ñðàâíèâàÿ îöåíêè, ïîëó÷àåì:

cl(a, a+ 1; 2a+ 1)− c2r(a; 2a+ 1, 2a+ 2) =

=
16a8 + 96a7 + 264a6 + 432a5 + 417a4 + 198a3 − 29a2 − 92a− 32

(4a3 + 8a2 + 11a+ 4)2(4a4 + 8a3 + 13a2 + 9a+ 4)
(1.66)

÷òî, î÷åâèäíî, áîëüøå íóëÿ ïðè a > 1.

Äîêàæåì àíàëîãè÷íî âòîðóþ ÷àñòü ëåììû: èç ðàâåíñòâ

cr(a, a+ 1; 2a) =
2a3 + 3a2 + 4a+ 1

2a3 + a2 + 3a
,
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c2l (a; 2a, 2a+ 1) =
(4a4 + 4a3 + 9a2 + 4a+ 2)2

4(2a4 + a3 + 4a2 + a+ 1)2
,

ïîëó÷àåì, ÷òî

c2l (a; 2a, 2a+ 1)− cr(a, a+ 1; 2a) =

=
8a9 + 12a8 + 18a7 + 13a6 − 13a5 − 24a4 − 36a3 − 28a2 − 12a− 4

4a(2a4 + a3 + 4a2 + a+ 1)2(2a2 + a+ 3)
, (1.67)

÷òî áîëüøå íóëÿ ïðè a > 2. Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàííàÿ ëåììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé "ãðàíè÷íûé"ñëó÷àé:

ïðè N(A) ⊆ ({a, a+1}, {2a, 2a+1}) äëÿ óâåëè÷åíèÿ êîíòèíóàíòà íåîáõîäèìî

óâåëè÷èòü íåïîëíûå ÷àñòíûå ñ ÷åòíûì èíäåêñîì è óìåíüøèòü ñ íå÷åòíûì, à

ïðè N(A) ⊆ ({a, a+ 1}, {2a+ 1, 2a+ 2}) - íàîáîðîò óâåëè÷èòü ñ íå÷åòíûì è

óìåíüøèòü ñ ÷åòíûì. Îñòàëüíûå ñëó÷àè, êàê óòâåðæäàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà,

ïðîùå:

Ëåììà 1.20 (Ëåììà î ìîíîòîííîñòè). Åñëè çàìåíà

((a→ a+ 1), (b+ 1→ b), (b+ 1→ b)) ïðè N(A) = ({a, a+ 1}, {b, b+ 1})−

àáñîëþòíî óâåëè÷èâàþùàÿ (1, 2)− âàðèàöèÿ, òî çàìåíû

((a− 1→ a), (b+ 1→ b), (b+ 1→ b)) ïðè N(A) = ({a− 1, a}, {b, b+ 1}),

((a→ a+1), (b+2→ b+1), (b+2→ b+1)) ïðè N(A) = ({a, a+ 1}, {b+ 1, b+ 2})

òàêæå ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî óâåëè÷èâàþùèìè.

Åñëè æå, íàïðîòèâ

((a+ 1→ a), (b→ b+ 1), (b→ b+ 1)) ïðè N(A) = ({a, a+ 1}, {b, b+ 1})−

àáñîëþòíî óâåëè÷èâàþùàÿ çàìåíà, òî (1, 2)−âàðèàöèè

((a+2→ a+1), (b→ b+1), (b→ b+1)) ïðè N(A) = ({a+ 1, a+ 2}, {b, b+ 1}),

((a+ 1→ a), (b− 1→ b), (b− 1→ b)) ïðè N(A) = ({a, a+ 1}, {b− 1, b})

òàêæå ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî óâåëè÷èâàþùèìè çàìåíàìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ïîñêîëüêó ïåðâûå íåïîë-

íûå ÷àñòíûå öåïíûõ äðîáåé c
(1)
a,a+1;b è c

(1)
a−1,a;b ñîâïàäàþò, ýòè äðîáè îòëè÷àþòñÿ

íå áîëåå, ÷åì íà 1
2 . Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:

cl(a, a+ 1; b) = 1 +
1

a+ 2c
(1)
a,a+1;b

< 1 +
1

a− 1 + 2c
(1)
a−1,a;b

= cl(a− 1, a; b)

Ñðàâíèì òåïåðü c2r(a; b, b+ 1) è c2r(a− 1; b, b+ 1). Îíè ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

(1 +
1

b+ 2c
(2)
a;b,b+1

)2 è (1 +
1

b+ 2c
(2)
a−1;b,b+1

)2.

Çàìåòèì, ÷òî

c
(2)
a;b,b+1 = [a+ 1, b] < [a, b] = c

(2)
a−1;b,b+1,

à ñëåäîâàòåëüíî

c2r(a; b, b+ 1) > c2r(a− 1; b, b+ 1)

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ c2r(a, b, b+ 1) < cl(a, a+ 1, b), ïîëó÷àåì, ÷òî

c2r(a− 1; b, b+ 1) < c2r(a; b, b+ 1) < cl(a, a+ 1; b) < cl(a− 1, a; b).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü

ëåììó 1.18. Îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Âî âñåõ äàëüíåéøèõ ëåììàõ äàííîé ÷àñòè ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäó-

þùèì, íå îãðàíè÷èâàþùèì îáùíîñòü, ïðåäïîëîæåíèåì:

åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàìåíà

((a→ a+ 1), (b+ 1→ b), (b+ 1→ b)) ïðè N(A) ⊆ ({a, a+ 1}, {b, b+ 1}),

òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû 2 íåïîëíûõ ÷àñòíûõ íå÷åòíîãî èíäåêñà, ðàâíûõ b+ 1;

åñëè æå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàìåíà

((a+ 1→ a), (b→ b+ 1), (b→ b+ 1)) ïðè N(A) ⊆ ({a, a+ 1}, {b, b+ 1}),

òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû 2 íåïîëíûõ ÷àñòíûõ íå÷åòíîãî èíäåêñà, ðàâíûõ b.
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Çàìå÷àíèå. Âîçìîæíû ñèòóàöèè, êîãäà ñôîðìóëèðîâàííîå âûøå ïðåäïî-

ëîæåíèå íå âûïîëíåíî. Òî åñòü, ê ïðèìåðó, â êîíòèíóàíòå 〈A〉 îñòàëîñü ðîâíî

îäíî íåïîëíîå ÷àñòíîå íå÷åòíîãî èíäåêñà, ðàâíîå b; â ýòîì ñëó÷àå àáñîëþòíî

óâåëè÷èâàþùàÿ çàìåíà

((a+ 1→ a), (b→ b+ 1), (b→ b+ 1))

íå ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà. Òîãäà çàìåíèì åäèíñòâåííîå íåïîëíîå ÷àñòíîå

íå÷åòíîãî èíäåêñà, ðàâíîå b íà b+ 1, ïîëó÷èì êîíòèíóàíò 〈A′〉, îòëè÷àþùèé-

ñÿ îò èñõîäíîãî íå áîëåå, ÷åì â b+1
b ðàç (îöåíêà ñëåäóåò èç ôîðìóëû (1.3)). Â

õîäå öåïî÷êè àáñîëþòíî óâåëè÷èâàþùèõ çàìåí ìû ïîëó÷èì èç êîíòèíóàíòà

〈A1〉, N(A1) ⊆ ({a, a+ 1}, {b, b+ 1})

êîíòèíóàíò

〈A1〉, N(An) ⊆ ({a′, a′ + 1}, {b′, b′ + 1}).

Òàêèì îáðàçîì, èç-çà âûøåîïèñàííîé ñèòóàöèè îòñóòñòâèÿ ïàðíîãî íåïîëíî-

ãî ÷àñòíîãî ñóììàðíî êîíòèíóàíò èçìåíèòñÿ íå áîëåå ÷åì â b′+1
b ðàç.

Îäíàêî ïðè ýòîì ìû âûéäåì çà ïðåäåëû ìíîæåñòâàM(n, Sn). Íî çàìåòèì,

÷òî ìàêñèìóì ïî ìíîæåñòâóM(n, Sn) íå áîëåå ÷åì â êîíñòàíòó ðàç îòëè÷àåò-

ñÿ îò ìàêñèìóìà ïî ìíîæåñòâóM(n, Sn+ c), ãäå c îãðàíè÷åíî ïî àáñîëþòíîé

âåëè÷èíå íåêîòîðîé íå çàâèñÿùåé îò n è Sn êîíñòàíòîé. Î÷åâèäíî, ÷òî êî-

ëè÷åñòâî çàìåí, ïðè êîòîðûõ èçìåíÿåòñÿ Sn íå ïðåâîñõîäèò b
′. Ïîñêîëüêó b′

åñòü O(Snn ), íàø ìåòîä íàõîäèò ìàêñèìóì ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé

êîíñòàíòû ïîðÿäêà O(Snn ).

Ñëåäñòâèå 1.5. Åñëè N(A) = ({a, a+ 1}, {b, b+ 1}), a > 2, òî äëÿ êîí-

òèíóàíòà 〈A〉 ñóùåñòâóåò àáñîëþòíî óâåëè÷èâàþùàÿ (1, 2)−âàðèàöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè b 6 2a, òî ïî ëåììàì 1.19 è 1.20 çà-

ìåíà

((a+ 1→ a), (b→ b+ 1), (b→ b+ 1))
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ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî óâåëè÷èâàþùåé. Åñëè æå b > 2a + 1, òî àíàëîãè÷íî

çàìåíà

((a→ a+ 1), (b+ 1→ b), (b+ 1→ b))

ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî óâåëè÷èâàþùåé, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 1.21. Åñëè N(A) = ({a}, {b, b + 1}) è ïðè ýòîì b íå ðàâíî 2a −

1 èëè 2a è a > 1, òî äëÿ äàííîãî êîíòèíóàíòà ñóùåñòâóåò àáñîëþòíî

óâåëè÷èâàþùàÿ (1, 2)−âàðèàöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b < 2a− 1. Òîãäà ðàññìîòðèì çàìåíó

((a→ a− 1), (b→ b+ 1), (b→ b+ 1))

Ïîñêîëüêó N(A) ⊂ ({a − 1, a}, {b, b + 1}), ïî ëåììàì 1.19 è 1.20 îíà áóäåò

àáñîëþòíî óâåëè÷èâàþùåé, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Àíàëîãè÷íî ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ ñëó÷àé b > 2a.

Ëåììà 1.22. Åñëè N(A) = ({a, a + 1}, {b}) è ïðè ýòîì b 6= 2a + 1 è

a > 1, òî äëÿ äàííîãî êîíòèíóàíòà ñóùåñòâóåò àáñîëþòíî óâåëè÷èâàþùàÿ

(1, 2)−âàðèàöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b < 2a− 1. Òîãäà ðàññìîòðèì çàìåíó

((a+ 1→ a), (b→ b+ 1), (b→ b+ 1))

Ïîñêîëüêó N(A) ⊂ ({a, a + 1}, {b, b + 1}), ïî ëåììàì 1.19 è 1.20 îíà áóäåò

àáñîëþòíî óâåëè÷èâàþùåé, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Àíàëîãè÷íî ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ ñëó÷àé b > 2a− 1.

Ëåììà 1.23. Åñëè N(A) = ({a}, {b}), a > 2 è ïðè ýòîì b íå ðàâíî

2a− 1, 2a èëè 2a+ 1, òî äëÿ äàííîãî êîíòèíóàíòà ñóùåñòâóåò àáñîëþòíî

óâåëè÷èâàþùàÿ (1, 2)−âàðèàöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî ëåììàì 1.21 è 1.22.
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Ââåäåì ìíîæåñòâî M3(n, Sn) ⊂ M4(n, Sn) ⊂ M(n, Sn) - ïîäìíîæåñòâî

M4(n, Sn), ñîñòîÿùåå èç êîíòèíóàíòîâ 〈A〉, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî îäíî èç

ñëåäóþùèõ òðåõ óñëîâèé:

1)N(A) ⊆ ({a}, {2a− 1, 2a})

2)N(A) ⊆ ({a}, {2a, 2a+ 1})

3)N(A) ⊆ ({a, a+ 1}, {2a+ 1})

(1.68)

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñ÷èòàåì, ÷òî a > 2. Ðàññìîòðèì òàêæå max(M3(n, Sn)) -

ìàêñèìóì ïî ìíîæåñòâó M3(n, Sn).

Òåîðåìà 1.3 (Î ñâåäåíèè ê òðåì íåïîëíûì ÷àñòíûì).

Åñëè Sn
n > 3.5, òî max(M(n, Sn)) � max(M3(n, Sn))

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êîíòèíóàíò 〈A〉 ∈ M(n, Sn).

Äîêàæåì, ÷òî åñëè îí íå ëåæèò â M3(n, Sn), òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü óâåëè÷èâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ äëèíó n è Sn è ïðèâî-

äÿùèõ 〈A〉 â äàííîå ìíîæåñòâî. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò (1, 2)-

âàðèàöèÿ, óâåëè÷èâàþùàÿ êîíòèíóàíò 〈A〉. Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1.1 ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî äàííûé êîíòèíóàíò ëåæèò â ìíîæåñòâå M4(n, Sn) rM3(n, Sn).

Ïóñòü N(A) ⊆ ({a, a + 1}, {b, b + 1}). Åñëè a > 1 è 〈A〉 /∈ (M3(n, Sn)), òî

ñóùåñòâîâàíèå óâåëè÷èâàþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðÿìî ñëåäóåò èç ëåìì 1.21,

1.22, 1.23 è ñëåäñòâèÿ 1.5.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé a = 1. Ïîñêîëüêó Sn
n > 3.5, òî b > 3. Èç ïåðâîãî

óòâåðæäåíèÿ ëåììû (1.19) ñëåäóåò, ÷òî çàìåíà

((a→ a+ 1), (b+ 1→ b), (b+ 1→ b))

ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî óâåëè÷èâàþùåé ïðè a = 1, b = 3, à ñëåäîâàòåëüíî, ïî

ëåììå 1.20 îíà ÿâëÿåòñÿ òàêæå óâåëè÷èâàþùåé ïðè b > 3.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî åñëè êîíòèíóàíò 〈A〉 /∈ M3(n, Sn), òî äëÿ
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íåãî ñóùåñòâóåò àáñîëþòíî óâåëè÷èâàþùàÿ (1, 2)−âàðèàöèÿ. ×òî è òðåáîâà-

ëîñü äîêàçàòü.

Ñëó÷àé, êîãäà Sn
n < 3.5, îñòàåòñÿ íåðàçîáðàí. Îäíàêî, êàê áóäåò ïîêà-

çàíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5, äàííûé ñëó÷àé íèêàê íå âëèÿåò íà íàøè

ðàññóæäåíèÿ.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âèä (îäíî èç òðåõ óñëîâèé â (1.68)), â êîòîðûé ìîæíî

ïðèâåñòè ïðîèçâîëüíûé êîíòèíóàíò â ìíîæåñòâå M3(n, Sn) îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì Sn
n , ïîñêîëüêó äëÿ âèäîâ 1), 2) è 3) çíà÷åíèå

Sn
n ïðèíàä-

ëåæèò, ñîîòâåòñòâåííî, îòðåçêàì [4a − 1, 4a], [4a, 4a + 1] èëè [4a + 1, 4a + 3].

Òî åñòü îòðåçêè ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî ïî êîíöàì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñëó÷àÿì,

êîãäà âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì,

ïðè ôèêñèðîâàííîì a âûïîëíåíî ñâîéñòâî

Sn
n
∈ [4a− 1, 4a+ 3]. (1.69)

Ñëåäñòâèå 1.6. Åñëè 〈A〉 ∈M3(n, Sn), N(A) ⊂ ({a, a+ 1}, {b, b+ 1}) òî

a >
Sn
n −3
4 , à b > 2a− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî ñëåäóåò èç (1.69), à âòîðîå -

èç (1.68).

Îñòàëîñü, òàêèì îáðàçîì, íàéòè ìàêñèìóì ïî êîíòèíóàíòàì, â êîòîðûõ

íåïîëíûå ÷àñòíûå ìîãóò ïðèíèìàòü íå áîëåå 3 ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé. Ïóñòü

äëÿ îïðåäåëåííîñòèN(A) = ({a, a+1}, {b}). Ðàññìîòðèì çàìåíû îòðàæåíèåì

〈
−→
P ,
−→
Q,
−→
R 〉 → 〈

−→
P ,
←−
Q,
−→
R 〉,

ãäå Q = (a, b, . . . , a + 1) èëè (a + 1, b, . . . , a), òî åñòü Q èìååò ðàçíûå íà÷àëî

è êîíåö. Ïóñòü, íàïðèìåð, Q = (a, b, . . . , a+ 1), òîãäà

[
−→
Q ]− [

←−
Q ] = [a, . . .]− [a+ 1, . . .] > 0,

ïîýòîìó íåðàâåíñòâî

〈
−→
P ,
−→
Q,
−→
R 〉 > 〈

−→
P ,
←−
Q,
−→
R 〉
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âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [
←−
P ] > [

−→
R ].

Â ñëó÷àå, åñëè

[
−→
Q ]− [

←−
Q ] = [a+ 1, . . .]− [a, . . .] < 0,

íåðàâåíñòâî

〈
−→
P ,
−→
Q,
−→
R 〉 > 〈

−→
P ,
←−
Q,
−→
R 〉

âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [
←−
P ] < [

−→
R ]. À ïîñêîëüêó âñå íåïîë-

íûå ÷àñòíûå ñ ÷åòíûìè èíäåêñàìè ñîâïàäàþò, òî öåïíûå äðîáè [
←−
P ] è [

−→
R ]

èìåþò âèä [b, a1, b, a2 . . .], ãäå ai ∈ {a, a+ 1}. Îáîçíà÷èì èõ [b, aP1 , b, a
P
2 , . . .] è

[b, aR1 , b, a
R
2 , . . .] ñîîòâåòñòâåííî. Ñôîðìóëèðóåì åùå îäèí êðèòåðèé ñðàâíåíèÿ

êîíòèíàóíòîâ.

Ëåììà 1.24. Ïóñòü 〈A〉 = 〈P,Q,R〉 - ïðîèçâîëüíûé êîíòèíóàíò, ïðè-

÷åì N(A) ⊆ ({a, a+ 1}, {b}), Q = (q1, . . . , qm) è q1 6= qm. Òîãäà:

(i) Åñëè q1 = a, qm = a+ 1, òî çàìåíà

〈
−→
P ,
−→
Q,
−→
R 〉 → 〈

−→
P ,
←−
Q,
−→
R 〉 (1.70)

óâåëè÷èâàåò êîíòèíóàíò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∃k : aPk < aRk ,

ïðè÷åì ∀i < K aPi = aRi , òî åñòü ïåðâîå îòëè÷àþùååñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå

öåïíûõ äðîáåé [
←−
P ] è [

−→
R ] áîëüøå â [

−→
R ].

(ii) Åñëè q1 = a + 1, qm = a, òî çàìåíà, çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé (1.70) óâåëè-

÷èâàåò êîíòèíóàíò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∃k : aPk > aRk ,

∀i < K aPi = aRi , òî åñòü ïåðâîå îòëè÷àþùååñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå öåïíûõ

äðîáåé [
←−
P ] è [

−→
R ] áîëüøå â [

−→
P ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè öåïíûå äðîáè [
←−
P ] è [

−→
R ] îòëè÷àþòñÿ

íåïîëíûì ÷àñòíûì ñ ÷åòíûì èíäåêñîì, òî áîëüøå òà äðîáü, ó êîòîðîé îòëè-

÷àþùååñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå áîëüøå. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ

òîëüêî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 1.8.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè îäíà èç öåïíûõ äðîáåé (áîëåå êîðîòêàÿ) îáðûâàåòñÿ

òàì, ãäå çàêàí÷èâàåòñÿ êîíòèíóàíò, à âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå áîëåå êîðîòêîé
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öåïíîé äðîáè ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íåïîëíûìè ÷àñòíûìè äëèííîé,

òî ñëåäóþùåå íåïîëíîå ÷àñòíîå êîðîòêîé äðîáè ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûì +∞.

Â ñàìîì äåëå, åñëè êîðîòêàÿ öåïíàÿ äðîáü ñîñòîèò èç íå÷åòíîãî êîëè÷åñòâà

íåïîëíûõ ÷àñòíûõ, òî îíà áîëüøå äëèííîé, à åñëè èç ÷åòíîãî, òî ìåíüøå,

ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùåé äðîáüþ ê áîëåå äëèííîé.

Íàó÷èìñÿ òåïåðü íàõîäèòü ìàêñèìóì ïî êîíòèíóàíòàì èç ìíîæåñòâà

M3(n, Sn). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûé êîí-

òèíóàíò 〈A〉 ∈ M3(n, Sn) ñîñòîèò èç áëîêîâ (a, b) è (a + 1, b). Îáîçíà÷èì èõ

C0
0 è C

0
1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 1.25. Åñëè îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà áëîêîâ C0
0 ê êîëè÷åñòâó áëî-

êîâ C0
1 ðàâíî m+ α, ãäå m ∈ N, 0 < α < 1, òî ìîæíî óâåëè÷èâàþùèìè

ïðåîáðàçîâàíèÿìè îòðàæåíèÿ äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû êîíòèíóàíò ñîñòî-

ÿë òîëüêî èç áëîêîâ

C1
0 = (C0

0 , . . . , C
0
0︸ ︷︷ ︸

m

, C0
1) è C1

1 = (C0
0 , . . . , C

0
0︸ ︷︷ ︸

m+1

, C0
1).

Åñëè, íàïðîòèâ, îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà áëîêîâ C0
1 ê êîëè÷åñòâó áëîêîâ C0

0

ðàâíî m+ α, ãäå m ∈ N, 0 < α < 1, òî ìîæíî óâåëè÷èâàþùèìè ïðåîáðàçî-

âàíèÿìè äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû êîíòèíóàíò ñîñòîÿë òîëüêî èç áëîêîâ

C1
0 = (C0

1 , . . . , C
0
1︸ ︷︷ ︸

m

, C0
0) è C1

1 = (C0
1 , . . . , C

0
1︸ ︷︷ ︸

m+1

, C0
0).

Åñëè, íàêîíåö, îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà áëîêîâ ðàâíî m ∈ N, òî ìàêñèìóì

äîñòèãàåòñÿ íà ïåðèîäè÷åñêîì êîíòèíóàíòå, ñîñòîÿùèì èç áëîêîâ

(C0
1 C

0
0 , . . . , C

0
0︸ ︷︷ ︸

m

) èëè (C0
1 , . . . , C

0
1︸ ︷︷ ︸

m

, C0
0)

â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèõ áëîêîâ áîëüøå - C0
0 èëè æå C0

1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Ïóñòü â êîíòèíóàíòå

âñòðå÷àåòñÿ áëîê Ck = (C0
1 , C

0
0 , . . . , C

0
0︸ ︷︷ ︸

m−k

, C0
1), ãäå k > 0. Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå
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÷èñëà áëîêîâ C0
0 è C0

1 áîëüøå m, òî ñóùåñòâóåò áëîê Ct = (C0
0 , . . . , C

0
0︸ ︷︷ ︸

m+t

), ãäå

t > 0. Ïóñòü áëîê Ck âñòðå÷àåòñÿ â êîíòèíóàíòå ðàíüøå Ct. Òîãäà ïîñìîòðèì

íà ïðåäïîñëåäíåå íåïîëíîå ÷àñòíîå áëîêà Ck, ðàâíîå ai = a + 1 è ïåðâîå

íåïîëíîå ÷àñòíîå áëîêà Ct, ðàâíîå aj = a. Êîíòèíóàíò â ýòîì ñëó÷àå èìååò

âèä

〈

−→
P︷ ︸︸ ︷

. . . , C0
1 , C

0
0 , . . . , C

0
0 ,︸ ︷︷ ︸

m−k

ai︷ ︸︸ ︷
a+ 1, b, . . . ,

aj︷︸︸︷
a︸ ︷︷ ︸

−→
Q

,

−→
R︷ ︸︸ ︷

b, C0
0 , . . . , C

0
0︸ ︷︷ ︸

m+t−1

. . .〉

Òîãäà ïî ëåììå 1.24 îòðàæåíèå íàáîðà Q óâåëè÷èâàåò êîíòèíóàíò, ïîñêîëüêó

ïåðâûé îòëè÷àþùèéñÿ áëîê ïåðåä ai ðàâåí C
0
1 = (a + 1, b) , à çà aj - C

0
0 =

(a, b), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Åñëè æå íàïðîòèâ Ct èäåò ðàíüøå Ck, òî

îòðàæåíèå Q

〈

−→
P︷ ︸︸ ︷

. . . , C0
0 , . . . , C

0
0︸ ︷︷ ︸

m+t−1

a, b, . . . , a+ 1,︸ ︷︷ ︸
−→
Q

−→
R︷ ︸︸ ︷

b, C0
0 , . . . , C

0
0 ,︸ ︷︷ ︸

m−k

C0
1 , . . .〉

àíàëîãè÷íî óâåëè÷èâàåò êîíòèíóàíò. Òàêèì æå îáðàçîì ïîñòóïàåì, åñëè

ñóùåñòâóåò áëîê Ct = (C0
0 , . . . , C

0
0︸ ︷︷ ︸

m+t+1

), t > 0. Â ýòîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ áëîê

Ck = (C0
1 , C

0
0 , . . . , C

0
0︸ ︷︷ ︸

m−k

, C0
1), k > 0, è àíàëîãè÷íàÿ çàìåíà óâåëè÷èò êîíòèíó-

àíò.

Äîêàæåì òåïåðü âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò áëîê

Ck = (C0
0 , C

0
1 , . . . , C

0
1︸ ︷︷ ︸

m−k

, C0
0), ãäå k > 0. Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèåì íàéäåòñÿ áëîê

Ct = (C0
1 , . . . , C

0
1︸ ︷︷ ︸

m+t

), t > 0. Àíàëîãè÷íî ïðåäïîëîæèì, ÷òî áëîê Ck èäåò ðàíüøå

Ct. Òîãäà ðàññìîòðèì çàìåíó îòðàæåíèåì Q :

〈

−→
P︷ ︸︸ ︷

. . . , C0
0 , C

0
1 , . . . , C

0
1 ,︸ ︷︷ ︸

m−k

a, b, . . . , a+ 1︸ ︷︷ ︸
−→
Q

,

−→
R︷ ︸︸ ︷

b, C0
1 , . . . , C

0
1 ,︸ ︷︷ ︸

m+t−1

. . .〉

Ïðè äàííîé çàìåíå ïåðâîå ðàçëè÷èå öåïíûõ äðîáåé [
←−
P ] è [

−→
Q ] áóäåò â

m − k + 1−îì íå÷åòíîì íåïîëíîì ÷àñòíîì. Ïîñêîëüêó ó [
←−
P ] îíî ìåíüøå,
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òî îòðàæåíèå Q, êîòîðîå íà÷èíàåòñÿ ñ a è çàêàí÷èâàåòñÿ íà a+ 1 óâåëè÷èâà-

åò êîíòèíóàíò. Âòîðàÿ ÷àñòü äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Äîêàæåì òðåòüå óòâåðæäåíèå ëåììû. Ïóñòü äîëÿ C0
0 áîëüøå. Åñëè ñóùå-

ñòâóåò áëîê Ck, â êîòîðîì èäóò ìåíååm−1 ðàç ïîäðÿä èäåò C0
0 , òî ñóùåñòâóåò

áëîê, â êîòîðîì èäóò ìåíåå m− 1 ðàç ïîäðÿä èäåò C0
1 , à çíà÷èò, àíàëîãè÷íî

ïåðâûì äâóì ÷àñòÿì ïåðâûì äâóì ÷àñòÿì, åñëè Ck íå ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì èëè

êîíöîì êîíòèíóàíòà, ñóùåñòâóåò óâåëè÷èâàþùàÿ çàìåíà. Ðàññìîòðèì òåïåðü

êîíöû êîíòèíóàíòà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîíòèíóàíò äîëæåí íà÷èíàòüñÿ ñ C0
1

è çàêàí÷èâàòüñÿ íà C0
0 . Ïóñòü åñòü íàðóøåíèå áëîêîâîé ñòðóêòóðû â íà÷àëå,

òî åñòü êîíòèíóàíò èìååò âèä

〈C0
1 , C

0
0 , . . . , C

0
0︸ ︷︷ ︸

m−k

, C0
1 , . . . , C

0
0 , . . . , C

0
0︸ ︷︷ ︸

m+t

, . . .〉, ãäå k > 0, t > 0

Â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, ðàáîòàåò òîò æå ñàìûå ïðèåì, ÷òî è â ïåðâîé

÷àñòè. Åñëè æå íàðóøåíèå â êîíöå, òî åñòü

〈. . . , C0
0 , . . . , C

0
0︸ ︷︷ ︸

m+t

, . . . , C0
1 , C

0
0 , . . . , C

0
0︸ ︷︷ ︸

m−k

〉, k > 0, t > 0,

òî îòðàæåíèå Q

〈

−→
P︷ ︸︸ ︷

. . . , C0
0 , . . . , C

0
0︸ ︷︷ ︸

m+t−1

, a, b, . . . , a+ 1︸ ︷︷ ︸
−→
Q

,

−→
R︷ ︸︸ ︷

b, C0
0 , . . . , C

0
0︸ ︷︷ ︸

m−k

〉, ãäå k > 0, t > 0,

óâåëè÷èâàåò êîíòèíóàíò, ïîñêîëüêó ïåðâîå îòëè÷àþùååñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå

[
←−
P ] è [

−→
R ] ó [

−→
R ] ðàâíî +∞ è èìååò ÷åòíûé èíäåêñ. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêà-

çàòü.

Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèé êîíòèíóàíò, ñîñòàâ-

ëåííûé èç áëîêîâ (C0
1 C

0
0 , . . . , C

0
0︸ ︷︷ ︸

m

), íå áîëåå, ÷åì â 2 ðàçà îòëè÷àåòñÿ îò êîí-

òèíóàíòà òîé æå äëèíû, ñîñòàâëåííîãî èç áëîêîâ (C0
0 , . . . , C

0
0︸ ︷︷ ︸

m

, C0
1).

Ïðèâåäåì òåïåðü èíäóêòèâíîå îáîáùåíèå äîêàçàííîé ëåììû. Äëÿ ýòîãî

äàäèì èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå áëîêîâîé ñòðóêòóðû i-ãî óðîâíÿ.
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1) Êîíòèíóàíò èìååò áëîêîâóþ ñòðóêòóðó 0-ãî óðîâíÿ, åñëè åãî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü íåïîëíûõ ÷àñòíûõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

áëîêîâ C0
0 è C

0
1 . Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, ìû áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷è-

òàåì, ÷òî ëþáîé êîíòèíóàíò èç M3(n, sn) èìååò áëîêîâóþ ñòðóêòóðó 0−ãî

óðîâíÿ.

2) Åñëè êîíòèíóàíò èìååò áëîêîâóþ ñòðóêòóðó k−ãî óðîâíÿ, òî åñòü ïðåä-

ñòàâèì â âèäå

〈Ck
i1
, Ck

i2
, . . . , Ck

im
〉, il ∈ {0, 1}

è ïðè ýòîì åãî òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

〈Ck+1
j1

, Ck+1
j2

, . . . , Ck+1
jn
〉, jl ∈ {0, 1}, (1.71)

ãäå

Ck+1
0 = (Ck

b , . . . , C
k
b︸ ︷︷ ︸

n

, Ck
s ), Ck+1

1 = (Ck
b , . . . , C

k
b︸ ︷︷ ︸

n+1

, Ck
s ), b+ s = 1,

òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçîâåì áëîêîâîé ñòðóêòóðîé k+ 1−ãî óðîâíÿ. Áëîê

Ck
b ìû íàçîâåì äîìèíèðóþùèì áëîêîì, à ïàðíûé åìó áëîê C l

s - äîìèíèðóå-

ìûì. Íàçîâåì áëîêîâóþ ñòðóêòóðó k + 1−ãî óðîâíÿ âûðîæäåííîé, åñëè âñå

jl â (1.71) îäíîâðåìåííî ðàâíû ìåæäó ñîáîé, è íåâûðîæäåííîé â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå. Ëåììó 1.25 ìîæíî ñ ïîìîùüþ íîâûõ îïðåäåëåíèé ñôîðìóëèðîâàòü â

ñëåäóþùåì, áîëåå êðàòêîì âèäå:

(i) Åñëè êîíòèíóàíò èìååò íåâûðîæäåííóþ áëîêîâóþ ñòðóêòóðó 0−ãî

óðîâíÿ, òî åãî ìîæíî ïðè ïîìîùè óâåëè÷èâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðå-

âåñòè â êîíòèíóàíò, èìåþùèé áëîêîâóþ ñòðóêòóðó 1-ãî óðîâíÿ.

(ii) Åñëè â êîíòèíóàíòå áëîêîâàÿ ñòðóêòóðà 1-ãî óðîâíÿ âûðîæäåíà, òî

äàííûé êîíòèíóàíò ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì ïî ìíîæåñòâóM3(n, Sn) ñ òî÷-

íîñòüþ äî íåêîòîðîé, íå çàâèñÿùåé îò n ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû.

Èòàê, ïóñòü êîíòèíóàíò ñîñòîèò èç áëîêîâ k−ãî óðîâíÿ Ck
0 è Ck

1 . Òîãäà

ïðîâåäåì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä ê áëîêàì k + 1−ãî óðîâíÿ.
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Òåîðåìà 1.4 (Ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì ïîèñêà ìàêñèìóìà).

(i) Åñëè êîíòèíóàíò èìååò íåâûðîæäåííóþ áëîêîâóþ ñòðóêòóðó k−ãî

óðîâíÿ, òî åãî ìîæíî ïðè ïîìîùè óâåëè÷èâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðå-

âåñòè â êîíòèíóàíò, èìåþùèé áëîêîâóþ ñòðóêòóðó k + 1-ãî óðîâíÿ.

(ii)Åñëè â êîíòèíóàíòå áëîêîâàÿ ñòðóêòóðà k+1-ãî óðîâíÿ âûðîæäåíà, òî

äàííûé êîíòèíóàíò îòëè÷àåòñÿ îò ìàêñèìóìà ïî ìíîæåñòâó M3(n, Sn)

íå áîëåå ÷åì â 8 ðàç.

Äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ (i) ïðåäïîøëåì ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì

è ñëåäñòâèé. Ïðåæäå âñåãî, èçó÷èì áîëåå ïîäðîáíî ñòðóêòóðó áëîêîâ k+1−ãî

óðîâíÿ. Îáîçíà÷èì

Ck
tail = (b, C0

s , C
1
s , . . . , C

k−1
s ).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Ck
tail = (Ck−1

tail , C
k−1
s .) Íàçîâåì Ck

tail õâîñòîì k-ãî óðîâíÿ.

Ââåäåì åùå îäíî îáîçíà÷åíèå: ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïîëíûõ ÷àñòíûõ

X ïðåäñòàâèìà â âèäå X = (A,B). Òîãäà â êà÷åñòâå X r B ìû áóäåì îáî-

çíà÷àòü A. Åñëè æå äàííîå ïðåäñòàâëåíèå X íå èìååò ìåñòà, òî îáîçíà÷åíèå

X rB íåêîððåêòíî.

Ëåììà 1.26 (Ëåììà î ñóùåñòâîâàíèè õâîñòà). Ëþáîé áëîê k−ãî óðîâíÿ

Ck
i ïðåäñòàâèì â âèäå (Ck

i r Ck
tail, C

k
tail), i ∈ {0, 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå íåñëîæíî äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè. Äëÿ

k = 0 îíî î÷åâèäíî, Ck
tail â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî b. Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî

äëÿ âñåõ k < l + 1, òîãäà, ïîëüçóÿñü ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè, ïîëó÷àåì:

C l+1
0 = (C l

b, . . . , C
l
b︸ ︷︷ ︸

n

, C l
s) = (C l

b, . . . , C
l
b︸ ︷︷ ︸

n−1

, C l
b r C l

tail, C
l
tail, C

l
s︸ ︷︷ ︸

Cl+1
tail

). (1.72)

Àíàëîãè÷íî äëÿ C l+1
1 .

Ëåììà 1.27 (Îñíîâíàÿ ëåììà î õâîñòå).
←−
Ck
i = (Ck

tail, C
k
i r Ck

tail).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè. Äëÿ k = 0 î÷åâèäíî, ÷òî

←−
C0

0 = (b, C0
0 r b),

←−
C0

1 = (b, C0
1 r b).
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Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ k 6 l; ðàññìîòðèì k = l + 1 :

C l+1
0 = (C l

b, . . . , C
l
b︸ ︷︷ ︸

n

, C l
s),

←−−
C l+1

0 = (
←−
C l
s,
←−
C l
b, . . . ,

←−
C l
b︸ ︷︷ ︸

n

).

Ïîëüçóÿñü ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè, ïîëó÷àåì:

←−−
C l+1

0 = (

←−
Cls︷ ︸︸ ︷

C l
tail, C

l
s r C l

tail,

←−
Clb︷ ︸︸ ︷

C l
tail, C

l
b r C l

tail, . . . ,

←−
Clb︷ ︸︸ ︷

C l
tail, C

l
b r C l

tail︸ ︷︷ ︸
n

) =

= (C l
tail, C

l
s, C

l
b, . . . , C

l
b, C

l
b r C l

tail︸ ︷︷ ︸
n

) = (C l+1
tail , C

l
b, . . . , C

l
b, C

l
b r C l

tail︸ ︷︷ ︸
n

) =

= (C l+1
tail , C

l+1
0 r C l+1

tail ). (1.73)

Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ äëÿ C l+1
1 .Ëåììà äîêàçàíà.

Âûâåäåì òðè ïðîñòûõ ñëåäñòâèÿ äîêàçàííîé ëåììû.

Ñëåäñòâèå 1.7.
←−−−−−−
Ck
i r Ck

tail = Ck
i r Ck

tail,
←−−
Ck
tail = Ck

tail.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå èìååì:

←−
Ck
i = (Ck

tail, C
k
i r Ck

tail).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

←−
Ck
i =
←−−−−−−−−−−−−
(Ck

i r Ck
tail, C

k
tail) = (

←−−
Ck
tail,
←−−−−−−
Ck
i r Ck

tail).

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 1.28 (Îáîáùåííàÿ ëåììà î õâîñòå).

(
←−−−−−−−−−−−
Ck
i1
, Ck

i2
, . . . , Ck

in
) = (Ck

tail, C
k
in
, . . . , Ck

i2
, Ck

i1
r Ck

tail), ij ∈ {0, 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî

(
←−−−−−−−−−−−
Ck
i1
, Ck

i2
, . . . , Ck

in
) = (

←−
Ck
in
, . . . ,

←−
Ck
i2
,
←−
Ck
i1

).
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Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.27 ê êàæäîìó èç áëîêîâ Ck
ij
, ïîëó÷àåì

(
←−
Ck
in
, . . . ,

←−
Ck
i2
,
←−
Ck
i1

) = (Ck
tail, C

k
in
r Ck

tail, . . . , C
k
tail, C

k
i2
r Ck

tail, C
k
tail, C

k
i1
r Ck

tail) =

= (Ck
tail, C

k
in
, . . . , Ck

i2
, Ck

i1
r Ck

tail). (1.74)

Ñëåäñòâèå 1.8.

(
←−−−−−−−−−−−−−−−−
Ck
i1
, Ck

i2
, . . . , Ck

in
r Ck

tail) = (Ck
in
, . . . , Ck

i2
, Ck

i1
r Ck

tail), ij ∈ {0, 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ëåììû 1.28 è ñëåäñòâèÿ

1.7.

Ëåììà 1.29. Åñëè â êîíòèíóàíòå âñòðå÷àþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

íåïîëíûõ ÷àñòíûõ

(Ck
1 , C

k
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

m−k

, Ck
1 )

è

(Ck
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

m+t

)

äëÿ êàêèõ-òî íàòóðàëüíûõ k è t, òî äëÿ äàííîãî êîíòèíóàíòà ñóùåñòâóåò

àáñîëþòíî óâåëè÷èâàþùàÿ çàìåíà îòðàæåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ðàçáèåíèå êîíòèíóàíòà:

〈

−→
P︷ ︸︸ ︷

. . . , Ck
1 , C

k
0 , . . . , C

k
0 ,︸ ︷︷ ︸

m−k

−→
Q︷ ︸︸ ︷

Ck
1 , . . . , C

k
0 r Ck

tail,

−→
R︷ ︸︸ ︷

Ck
tail, C

k
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

m+t−1

, . . .〉. (1.75)

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå îòëè÷àþùååñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå â öåïíûõ äðîáÿõ [
←−
P ] è

[
−→
R ] åñòü ïåðâîå îòëè÷àþùååñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå äðîáåé [Ck

1 ] è [Ck
0 ]. Äåéñòâè-

òåëüíî,

[
−→
R ] = [Ck

tail, C
k
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

m+t−1

, . . .].
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ëåììå 1.28

[
←−
P ] = [Ck

tail, C
k
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

m−k

, Ck
1 , . . .],

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ðàññìîòðèì Q = (q1, . . . , ql), íàéäåì òàêîå ìèíèìàëüíîå i, ÷òî

qi 6= ql+1−i. Äëÿ ýòîãî ñðàâíèì
−→
Q è

←−
Q . Ïî ñëåäñòâèþ 1.8

←−
Q = (

←−−−−−−
Ck

0 r Ck
tail

←−
Ck

0 . . .),

÷òî ïî ëåììå 1.28 è ñëåäñòâèþ 1.7 ðàâíî

(Ck
0 r Ck

tail, C
k
tail, C

k
i r Ck

tail . . .) = (Ck
0 . . .).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó
−→
Q = (C1

k . . .), ïîëó÷àåì, ÷òî èñêîìîå i åñòü ïåðâîå

îòëè÷àþùååñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå öåïíûõ äðîáåé [Ck
1 ] è [Ck

0 ]. Ñëåäîâàòåëüíî

âûðàæåíèÿ ([
←−
P ]− [

−→
R ]) è ([

−→
Q ]− [

←−
Q ]) èìåþò îäèíàêîâûé çíàê, òî åñòü

([
←−
P ]− [

−→
R ])([

−→
Q ]− [

←−
Q ]) > 0.

Îòñþäà ïî ëåììå 1.8 îòðàæåíèå
−→
Q â ôîðìóëå (1.75) óâåëè÷èâàåò êîíòèíóàíò,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå çàìåíû êîíòèíóàíò ïðèìåò

âèä

〈

−→
P︷ ︸︸ ︷

. . . , Ck
1 , C

k
0 , . . . , C

k
0 ,︸ ︷︷ ︸

m−k

←−
Q︷ ︸︸ ︷

Ck
0 , . . . , C

k
1 r Ck

tail,

−→
R︷ ︸︸ ︷

Ck
tail, C

k
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

m+t−1

. . .〉 =

= 〈

−→
P︷ ︸︸ ︷

. . . , Ck
1 , C

k
0 , . . . , C

k
0 ,︸ ︷︷ ︸

m−k

←−
Q︷ ︸︸ ︷

Ck
0 , . . . , C

k
1 ,

−→
R︷ ︸︸ ︷

Ck
0 , . . . , C

k
0 ,︸ ︷︷ ︸

m+t−1

. . .〉

(1.76)

è áóäåò òàêæå èìåòü áëîêîâóþ ñòðóêòóðó k−ãî óðîâíÿ.
Ñëåäñòâèå 1.9. Åñëè êîíòèíóàíò ñîñòîèò èç áëîêîâ Ck

0 è Ck
1 ò.å. èìå-

åò âèä

〈X,Ck
0 , Y, C

k
1 , Z〉, (1.77)
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òî ñóùåñòâóåò çàìåíà îòðàæåíèåì, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé êîíòèíóàíò

ïðèìåò âèä

〈X,Ck
1 , Y

′, Ck
0 , Z〉

è áóäåò òàêæå èìåòü áëîêîâóþ ñòðóêòóðó k−ãî óðîâíÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êîíòèíóàíò èìååò âèä (1.77) Ïðîèçâåäåì ñëåäóþùåå

îòðàæåíèå Q:

〈X,

−→
Q︷ ︸︸ ︷

Ck
0 , Y, C

k
1 r Ck

tail, C
k
tail, Z〉.

Èç âûøåäîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî êîíòèíóàíò â ðåçóëüòàòå îòðàæåíèÿ ïðèìåò

âèä

〈X,

←−
Q︷ ︸︸ ︷

Ck
1 , Y

′, Ck
0 r Ck

tail, C
k
tail, Z〉 = 〈X,Ck

1 , Y
′, Ck

0 , Z〉,

ãäå Y ′ ñîñòîèò èç áëîêîâ Ck
i . ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó 1.4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (i).

Åñëè êîíòèíóàíò íå èìååò áëîêîâîé ñòðóêòóðû k+ 1−ãî óðîâíÿ, òî ýòî îçíà-

÷àåò îäíó èç òðåõ âîçìîæíûõ ñèòóàöèé:

1) Â êîíòèíóàíòå âñòðå÷àþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïîëíûõ ÷àñòíûõ

(Ck
1 , C

k
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

m−k

, Ck
1 ) è (Ck

0 , . . . , C
k
0︸ ︷︷ ︸

m+t

) äëÿ êàêèõ-òî íàòóðàëüíûõ k è t. Â ýòîì

ñëó÷àå, êàê ïîêàçàíî â ëåììå 1.29, ñóùåñòâóåò àáñîëþòíî óâåëè÷èâàþùàÿ

çàìåíà îòðàæåíèåì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîëüíûé êîíòèíóàíò 〈A〉 ìîæíî

ïðè ïîìîùè óâåëè÷èâàþùèõ îòðàæåíèé ïåðåâåñòè â íåêîòîðûé êîíòèíóàíò

〈A′〉, â êîòîðîì íå ðåàëèçóåòñÿ ñèòóàöèÿ 1)

2)Êîíòèíóàíò íà÷èíàåòñÿ ñ áëîêà C1
k èëè çàêàí÷èâàåòñÿ íà áëîê C

k
0 .

3)Êîíòèíóàíò èìååò âèä

〈Ck
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

m−k

, . . . , Ck
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

m+t

, . . .〉 èëè 〈. . . , Ck
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

m+t

, . . . , Ck
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

m−k

〉
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äëÿ êàêèõ-òî íàòóðàëüíûõ k è t.

Ðàçáåðåì 2) è 3). Ïîêàæåì, ÷òî â ýòèõ ñëó÷àÿõ 〈A′〉 ìîæíî ïðè ïîìîùè

îòðàæåíèé ïåðåâåñòè â êîíòèíóàíò, èìåþùèé áëîêîâóþ ñòðóêòóðó k + 1−ãî

óðîâíÿ. Îáîçíà÷èì çà len(k) äëèíó (ò.å. êîëè÷åñòâî íåïîëíûõ ÷àñòíûõ) áëîêà

Ck
0 . Î÷åâèäíî, len(k) > 2k+1.

2) Ïóñòü êîíòèíóàíò 〈A〉 íà÷èíàåòñÿ ñ áëîêà Ck
1 . Âûáåðåì â 〈A〉 ïðîèç-

âîëüíûé áëîê Ck
0 .

〈A〉 = 〈Ck
1 , . . . , C

k
0 , . . .〉.

Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 1.9 ñóùåñòâóåò îòðàæåíèå Q

〈

−→
Q︷ ︸︸ ︷

Ck
1 , . . . , C

k
0 r Ck

tail, C
k
tail, . . .〉,

ïðåâðàùàþùåå êîíòèíóàíò â

〈A′〉 = 〈Ck
0 , . . . , C

k
1 , . . .〉.

Äàííîå îòðàæåíèå ìîæåò áûòü óìåíüøàþùèì. Îöåíèì, âî ñêîëüêî ðàç îíî

ìîæåò óìåíüøèòü 〈A〉. Èç ôîðìóëû (1.48) ñëåäóåò, ÷òî∣∣∣∣〈A〉 − 〈A′〉〈A〉

∣∣∣∣ < |[←−Q ]− [
−→
Q ]|.

Îöåíèì ïî ìîäóëþ ðàçíîñòü [
←−
Q ] − [

−→
Q ]. Êàê óæå áûëî ïîêàçàíî, [

←−
Q ] èìååò

âèä

[Ck
0 . . .] = [Ck−1

b , . . . , Ck−1
b , Ck−1

s . . .].

Àíàëîãè÷íî

[
−→
Q ] = [Ck

1 . . .] = [Ck−1
b , . . . , Ck−1

b , Ck−1
s . . .].

Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûå len(k − 1) íåïîëíûõ ÷àñòíûõ öåïíûõ äðîáåé [
←−
Q ] è

[
−→
Q ] ñîâïàäàþò, à çíà÷èò

|[
←−
Q ]− [

−→
Q ]| 6 1

2len(k−1)
6

1

22k
.
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Òî åñòü:
〈A′〉
〈A〉

> 1− 1

22k
.

Àíàëîãè÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì îòðàæåíèÿ ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû êîíòèíó-

àíò çàêàí÷èâàëñÿ íà áëîê Ck
1 . Òîãäà 〈A′〉 èìååò âèä

〈A′〉 = 〈Ck
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

l0

, Ck
1 , C

k
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

l1

, Ck
1 , . . . , C

k
1 C

k
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

ld−1

, Ck
1 , C

k
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

ld

, Ck
1 〉.

3) Îïèñàííûìè âûøå óâåëè÷èâàþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè (1.75) ìîæíî äî-

áèòüñÿ, ÷òîáû âñå li êðîìå l0 îòëè÷àëèñü íå áîëåå ÷åì íà 1, à l0 6 max
16i6d

li.

Åñëè max
16i6d

li − l0 6 1, òî 〈A′〉 èìååò áëîêîâóþ ñòðóêòóðó k + 1−ãî óðîâíÿ, è

èíäóêòèâíûé ïåðåõîä âûïîëíåí. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò i òàêîå, ÷òî

li − l0 > 1. Ðàññìîòðèì îòðàæåíèå Q:

〈Ck
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

l0

−→
Q︷ ︸︸ ︷

Ck
1 , C

k
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

l1

, . . . , Ck
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

li−1

Ck
1 C

k
0 , . . . , C

k
0 r Ck

tail︸ ︷︷ ︸
li−l0

,

Ck
tail, C

k
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

l0

Ck
1 . . .〉.

(1.78)

Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå, àíàëîãè÷íî, óìåíüøàåò êîíòèíóàíò íå áîëåå, ÷åì â

1 + 1

22k−1
ðàç. Â ðåçóëüòàòå îòðàæåíèÿ ïîëó÷èì êîíòèíóàíò

〈Ck
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

li

, Ck
1 , C

k
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

li−1

, Ck
1 , . . . , C

k
1 C

k
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

l1

, Ck
1 , C

k
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

l0

, Ck
1 , . . .〉,

êîòîðûé óâåëè÷èâàþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè (1.75) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

〈A′′〉 = 〈Ck
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

l0

, Ck
1 , C

k
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

l1

, Ck
1 , . . . , C

k
1 C

k
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

ld−1

, Ck
1 , C

k
0 , . . . , C

k
0︸ ︷︷ ︸

ld

, Ck
1 〉,

ãäå l0 = li, à âñå lj îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íå áîëåå, ÷åì íà 1, |li − lj| 6 1.

Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîì øàãå óìåíüøàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ óìåíüøàþò

êîíòèíóàíò íå áîëåå, ÷åì â
(

1 + 1

22k−1

)3
ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðåçóëüòàòå k

øàãîâ êîíòèíóàíò ïîä äåéñòâèåì óìåíüøàþùèõñÿ ïðåîáðàçîâàíèé óìåíüøèò-

ñÿ ñóììàðíî íå áîëåå, ÷åì â
∞∏
i=1

(
1 + 1

22i−1

)3
< 8 ðàç.
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Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (ii).

Ïðèìåíÿÿ k ðàç óòâåðæäåíèå (i) ìîæíî ïðîèçâîëüíûé êîíòèíóàíò 〈A〉 èç

M3(n, Sn) óâåëè÷èâàþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè îòðàæåíèÿ ïåðåâåñòè â êîí-

òèíóàíò 〈A′m〉, èìåþùèé áëîêîâóþ ñòðóêòóðó k + 1−ãî óðîâíÿ. Ïîñêîëüêó

äàííàÿ ñòðóêòóðà ïî óñëîâèþ ëåììû ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé, êîíåö öåïî÷êè

ïðåîáðàçîâàíèé íå çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîãî êîíòèíóàíòà âM3(n, Sn). À

çíà÷èò, ïîñêîëüêó ïîä äåéñòâèåì óìåíüøàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé êîíòèíóàíò

óìåíüøèòñÿ ñóììàðíî íå áîëåå, ÷åì â 8 ðàç, òî è êîíòèíóàíò 〈A′m〉 îòëè÷àåòñÿ

îò ìàêñèìóìà ïî ìíîæåñòâó M3(n, Sn) íå áîëåå, ÷åì â 8 ðàç.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

Ñëåäñòâèå 1.10. Åñëè 〈Am〉 = max(M3(n, Sn)), òî

(i) Cóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå k, ÷òî 〈Am〉 íå áîëåå, ÷åì â 8 ðàç îò-

ëè÷àåòñÿ îò íåêîòîðîãî àëãîðèòìè÷åñêè ïîñòðîèìîãî êîíòèíóàíòà 〈A′m〉

èç M3(n, Sn), èìåþùåãî âûðîæäåííóþ áëîêîâóþ ñòðóêòóðó k−ãî óðîâíÿ.

(ii) 〈A′m, A′m, . . . , A′m︸ ︷︷ ︸
l

〉 íå áîëåå, ÷åì â 8 ðàç îòëè÷àåòñÿ îò max(M3(ln, lSn))

Äîêàçàòåëüñòâî.

(i) Ïðèìåíèì ê 〈Am〉 ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì ïîèñêà ìàêñèìóìà. Â ðåçóëüòà-

òå äàííîãî àëãîðèòìà îí ïåðåéäåò â 〈A′m〉 ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîé öåïî÷êè

îòðàæåíèé. Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.4 〈A′m〉 íå áîëåå, ÷åì â 8 ðàç îòëè÷àåòñÿ

îò 〈Am〉, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

(ii) Ïîñêîëüêó 〈A′m〉 èìååò âûðîæäåííóþ áëîêîâóþ ñòðóêòóðó k−ãî óðîâíÿ

äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k, òî 〈A′m, A′m, . . . , A′m︸ ︷︷ ︸
l

〉 òàêæå èìååò âûðîæäåí-

íóþ áëîêîâóþ ñòðóêòóðó k−ãî óðîâíÿ. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåä-

ñòâèÿ îñòàåòñÿ òîëüêî âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì (ii) òåîðåìû 1.4.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íà ïîèñê àñèìïòîòèêè ìàêñèìóìà ðåøåíà, ïðåäú-

ÿâëåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïðèéòè ê íåìó çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Íàçî-

âåì ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà àñèìïòîòè÷åñêèì ìàêñèìóìîì ïî ìíîæå-
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ñòâó M(n, Sn) è îáîçíà÷èì åãî maxa(n, Sn). Èç òåîðåì 1.1, 1.3 è 1.4 ñëåäóåò,

÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ íå çàâèñÿùàÿ îò n è Sn êîíñòàíòà c0, ÷òî âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî:

1 6
max(n, Sn)

maxa(n, Sn)
< c0.

Â çàâåðøåíèè ïåðâîé ãëàâû äîêàæåì ëåììó îá àñèìïòîòèêå ïåðèîäè÷åñêîãî

êîíòèíóàíòà.

Ëåììà 1.30.

〈A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n

〉 ∼ c(〈A〉+ 〈A−〉λ)n, (1.79)

ãäå λ = [A]− êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü, à c - íåêîòîðàÿ, çàâèñÿùàÿ

îò A, íî íå çàâèñÿùàÿ îò n êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì ðàñêðûòèÿ êîíòèíóàíòîâ (1.2), ïîëó-

÷àåì:

〈A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n

〉 = 〈A〉〈A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n−1

〉+ 〈A−〉〈A−A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n−2

〉 =

= 〈A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n−1

〉(〈A〉+ 〈A−〉[A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n−1

]).
(1.80)

Ñëåäîâàòåëüíî:

〈A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n

〉 = 〈A〉
n∏
i=2

(〈A〉+ 〈A−〉[A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
i−1

]).

Äîêàæåì, ÷òî îòíîøåíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ ê (〈A〉 + 〈A−〉λ)n ñòðåìèòñÿ ê

êîíñòàíòå. Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå

∞∏
i=2

〈A〉+ 〈A−〉λ
〈A〉+ 〈A−〉[A, . . . , A︸ ︷︷ ︸

i−1

]
=
∞∏
i=2

〈A〉+ 〈A−〉([
i−1︷ ︸︸ ︷

A, . . . , A]− rn)
〈A〉+ 〈A−〉[A, . . . , A︸ ︷︷ ︸

i−1

]
,

ãäå rn = [A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
i−1

]− λ.
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Ïîñêîëüêó |rn| < 1
2n , ïîëó÷àåì:

∞∏
i=2

〈A〉+ 〈A−〉([
i−1︷ ︸︸ ︷

A, . . . , A]− rn)
〈A〉+ 〈A−〉[A, . . . , A︸ ︷︷ ︸

i−1

]
=
∞∏
i=2

(1− 〈A−〉rn
〈A〉+ 〈A−〉[A, . . . , A︸ ︷︷ ︸

i−1

]
).

Ïî èçâåñòíîìó ñâîéñòâó ýòî áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
i=2

rn
〈A−〉

〈A〉+ 〈A−〉[A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
i−1

]
,

÷òî âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó âûðàæåíèå

〈A−〉
〈A〉+ 〈A−〉[A, . . . , A︸ ︷︷ ︸

i−1

]

îãðàíè÷åííî ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè. À ñëåäîâàòåëüíî, áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå èìååò ïðåäåë, ëåììà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 2

Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé ñåìåéñòâà Äàíæóà

2.1. Îöåíêè êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò äîêàçàíû ëåììû îá îöåíêàõ ñâåðõó è ñíèçó íà âå-

ëè÷èíû
gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x)

δ
è
gτ(x+ δ)− gτ(x)

δ

÷åðåç Sϕt (x), Sτt (x) è çíàìåíàòåëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ê èððàöèîíàëüíîìó

÷èñëó x. Âñå ëåììû äàííîãî ðàçäåëà áóäóò äîêàçàíû òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ δ > 0,

ïîñêîëüêó ñëó÷àé δ < 0 ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì ñëåäóþùåå âàæíîå ñâîéñòâî.

Ëåììà 2.1. [28, ñ. 23]. Åñëè x - ÷èñëî, çàêëþ÷åííîå ìåæäó äâóìÿ ïîäõî-

äÿùèìè äðîáÿìè pl−1
ql−1

è pl
ql
, òî l+1-å íåïîëíîå ÷àñòíîå x - ýòî ìàêñèìàëüíîå

m òàêîå, ÷òî
pl+1

ql+1
=
pl−1
ql−1
⊕ pl
ql
⊕ . . .⊕ pl

ql︸ ︷︷ ︸
m

ëåæèò ïî òó æå ñàìóþ ñòîðîíó îò x, ÷òî è pl−1
ql−1

.

Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé ëåììû åñëè i < m, òî äðîáü

pl−1
ql−1
⊕ pl
ql
⊕ . . .⊕ pl

ql︸ ︷︷ ︸
i

íàçûâàåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîé äðîáüþ ÷èñëà x.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü x = [a1, . . . , at, . . .] - èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òîãäà

äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå δ ñóùåñòâóåò t =

t(x, δ) òàêîå, ÷òî

gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x)

δ
>

qtqt−1
ϕS

ϕ
t (x)+7

,

gτ(x+ δ)− gτ(x)

δ
>

qtqt−1
ϕS

τ
t (x)+9

.

(2.1)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ îáåèõ ôóíêöèé

ïàðàëëåëüíî.

Ïóñòü ξ− ïðîìåæóòî÷íàÿ èëè ïîäõîäÿùàÿ äðîáü ê ÷èñëó x ñ ìèíèìàëü-

íûì çíàìåíàòåëåì, ïîïàâøàÿ â èíòåðâàë (x, x + δ). Ïî ëåììå 2.1 îíà èìååò

âèä

ξ =
pl−1
ql−1
⊕ pl
ql
⊕ . . .⊕ pl

ql︸ ︷︷ ︸
k+1

, k > 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ξ ïðåäñòàâèìà â âèäå ξ = ξ0⊕ ξ1, ãäå ñðåäè äðîáåé ξ0 è ξ1
îäíà ïîäõîäÿùàÿ ê ÷èñëó x, à âòîðàÿ ïîäõîäÿùàÿ èëè ïðîìåæóòî÷íàÿ. Îáî-

çíà÷èì çà ξ0 ìåíüøóþ èç äðîáåé, à çà ξ1 - áîëüøóþ. Ïîñêîëüêó çíàìåíàòåëè

ξ0 è ξ1 ìåíüøå çíàìåíàòåëÿ ξ, òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

ξ0 < x < ξ < x+ δ < ξ1.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ξ0 - ïîäõîäÿùàÿ äðîáü ê x. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ξ0 −

ïðîìåæóòî÷íàÿ äðîáü, òî ïî ëåììå 2.1 ìåäèàíòà ξ = ξ0⊕ξ1 äîëæíà ëåæàòü ïî

òó æå ñòîðîíó îò x, ÷òî è ξ0, ïðîòèâîðå÷èå. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè k = 0,

òî îáå äðîáè ξ0 è ξ1 ÿâëÿþòñÿ ïîäõîäÿùèìè ê x. Â ýòîì ñëó÷àå ïîäõîäÿùàÿ

äðîáü ξ1 èìååò ìåíüøèé ïîðÿäîê, ïîñêîëüêó ìåäèàíòà ξ0 è ξ1 ëåæèò ïî òó æå

ñòîðîíó îò x, ÷òî è ξ1. Òàêèì îáðàçîì,

ξ0 =
pl
ql
, ξ1 =

pl−1
ql−1
⊕ pl
ql
⊕ . . .⊕ pl

ql︸ ︷︷ ︸
k

.

Ïîñêîëüêó ξ0 < x < ξ1, ïîäõîäÿùàÿ äðîáü ξ0 èìååò ÷åòíûé ïîðÿäîê, ò.å.

ξ0 = [a1, . . . , a2t]. Ðàññìîòðèì 2 ñëó÷àÿ:

1) k > 0.

2) k = 0.

Ðàçáåðåì ñëó÷àé 1). Èìååì:

ξ1 = [a1, . . . , a2t, k], ξ = [a1, . . . , a2t, k + 1], k + 1 6 a2t+1. (2.2)
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Ïóñòü òåïåðü z - òàêîå ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî âûïîëíåíî õîòÿ

áû îäíî èç óñëîâèé:

ξ− = ξ0 ⊕ ξ ⊕ . . .⊕ ξ︸ ︷︷ ︸
z

> x èëè ξ+ = ξ1 ⊕ ξ ⊕ . . .⊕ ξ︸ ︷︷ ︸
z

< x+ δ.

Ââåäåì òàêæå äðîáè

ξ−− = ξ0 ⊕ ξ ⊕ . . .⊕ ξ︸ ︷︷ ︸
z−1

< x è ξ++ = ξ1 ⊕ ξ ⊕ . . .⊕ ξ︸ ︷︷ ︸
z−1

> x+ δ.

Òàêèì îáðàçîì,

ξ0 6 ξ−− < x < ξ < x+ δ < ξ++ 6 ξ1. (2.3)

Èç ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé gϕ−1(x) è gτ(x) ñëåäóåò, ÷òî

gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x) > min [gϕ−1(ξ)− gϕ−1(ξ−), gϕ−1(ξ+)− gϕ−1(ξ)], (2.4)

àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ôóíêöèè gτ(x). Ïîñìîòðèì, êàê ðàçëà-

ãàþòñÿ ξ− è ξ+ â öåïíûå äðîáè:

ξ− = ξ0 ⊕ ξ ⊕ . . .⊕ ξ︸ ︷︷ ︸
z

=
〈a2, . . . , a2t〉+ z〈a2, . . . , a2t, k + 1〉
〈a1, . . . , a2t〉+ z〈a1, . . . , a2t, k + 1〉

=

=
〈a2, . . . , a2t, k + 1, z〉
〈a1, . . . , a2t, k + 1, z〉

= [a1, . . . , a2t, k + 1, z];

ξ+ = ξ1 ⊕ ξ ⊕ . . .⊕ ξ︸ ︷︷ ︸
z

=
〈a2, . . . , a2t, k〉+ z〈a2, . . . , a2t, k + 1〉
〈a1, . . . , a2t, k〉+ z〈a1, . . . , a2t, k + 1〉

=

=
〈a2, . . . , a2t, k〉+ z〈a2, . . . , a2t, k, 1〉
〈a1, . . . , a2t, k〉+ z〈a1, . . . , a2t, k, 1〉

=
〈a2, . . . , a2t, k, 1, z〉
〈a1, . . . , a2t, k, 1, z〉

= [a1, . . . , a2t, k, 1, z].

(2.5)

Àíàëîãè÷íî, ïðè z > 1:

ξ−− = [0; a1, . . . , a2t, k + 1, z − 1], ξ++ = [0; a1, . . . , a2t, k, 1, z − 1]. (2.6)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè z = 1 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà ξ−− = ξ0, ξ++ = ξ1.

Îáîçíà÷èì Sϕt (x)− 1 = nϕ,

Sτt (x)− 1 = nτ . Ïîñ÷èòàåì òåïåðü ðàçíîñòè

gϕ−1(ξ)− gϕ−1(ξ−), gϕ−1(ξ+)− gϕ−1(ξ) è gτ(ξ)− gτ(ξ−), gτ(ξ+)− gτ(ξ).
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Öåïíûå äðîáè ξ è ξ− îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïîñëåäíèì íåïîëíûì ÷àñòíûì, ïî-

ýòîìó, ââèäó (27), (29):

gϕ−1(ξ)− gϕ−1(ξ−) =
1

ϕnϕ+k+1+2z
,

gτ(ξ)− gτ(ξ−) =
1

ϕnϕ+2k+2+z
.

(2.7)

Ïîñêîëüêó ξ = [a1, . . . , a2t, k, 1], òî, àíàëîãè÷íî,

gϕ−1(ξ+)− gϕ−1(ξ) =
1

ϕnϕ+k+2+z
,

gτ(ξ+)− gτ(ξ) =
1

ϕnϕ+2k+2z+1
.

(2.8)

Èç (2.7) è (2.8) íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî

gϕ−1(ξ)− gϕ−1(ξ−) 6 gϕ−1(ξ+)− gϕ−1(ξ),

gτ(ξ)− gτ(ξ−) > gτ(ξ+)− gτ(ξ),
(2.9)

à, ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó (2.4)

gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x) >
1

ϕnϕ+k+1+2z
,

gτ(x+ δ)− gτ(x) >
1

ϕnϕ+2k+2z+1
.

(2.10)

Îöåíèì òåïåðü δ. Ðàññìîòðèì äâà ïîäñëó÷àÿ:

1.1) ξ -ïîäõîäÿùàÿ äðîáü,

1.2) ξ− ïðîìåæóòî÷íàÿ äðîáü.

Ñëó÷àé 1.1 ðàçáèâàåòñÿ íà 2 ïîäñëó÷àÿ:

1.1.1) z = 1

1.1.2) z > 2

1.1.1) Èìååì ââèäó ëåììû 2.1 k + 1 = a2t+1,

δ 6 ξ1 − ξ0 =
1

〈a1, . . . , a2t〉〈a1, . . . , a2t, k〉
6

2

q2tq2t+1
. (2.11)

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ îöåíêè (2.11) è (2.10) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ϕ2 > 2,
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ïîëó÷àåì:

gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x)

δ
>

q2tq2t+1

ϕnϕ+k+3
=

q2tq2t+1

ϕa1+2a2+...+2a2t+a2t+1+2
,

gτ(x+ δ)− gτ(x)

δ
>

q2tq2t+1

ϕnτ+2k+3
=

q2tq2t+1

ϕ2a1+a2+...+a2t+2a2t+1+1
.

(2.12)

1.1.2) Àíàëîãè÷íî, k + 1 = a2t+1. Ïîñêîëüêó ξ−− < x, òî ïî ëåììå 2.1

z − 1 6 a2t+2. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, èñïîëüçóÿ (2.2) è (2.6):

δ 6 ξ++ − ξ−− = (ξ++ − ξ) + (ξ − ξ−−) =

=
1

〈a2, . . . , a2t, k, 1, z − 1〉〈a1, . . . , a2t, k, 1〉
+

+
1

〈a1, . . . , a2t, k + 1〉〈a1, . . . , a2t, k + 1, z − 1〉
=

=
1

q2t+1
(

1

〈a1, . . . , a2t, k, 1, z − 1〉
+

1

〈a1, . . . , a2t, k + 1, z − 1〉
) 6

6
2

q2t+1(z − 1)〈a1, . . . , a2t, k + 1〉
=

2

q22t+1(z − 1)
. (2.13)

Òî åñòü,

δ 6
2

q22t+1(z − 1)
. (2.14)

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x
ϕ2x óáûâàåò íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, èç (2.10), (2.14) ïîëó÷àåì îöåíêó:

gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x)

δ
>

q22t+1(z − 1)

ϕnϕ+k+2(z−1)+5
>

>
q22t+1(a2t+2 + 1)

ϕnϕ+k+2(a2t+2+1)+5
>

q2t+1q2t+2

ϕa1+2a2+...+2a2t+a2t+1+2a2t+2+6

(2.15)

Äëÿ ôóíêöèè gτ(x) ðàçáåðåì 2 ïîäñëó÷àÿ:

(i) z − 1 6 a2t+2

2 . Â ýòîì ñëó÷àå, ïðèìåíÿÿ îöåíêè (2.10) è (2.14), çàêëþ÷àåì:

gτ(x+ δ)− gτ(x)

δ
>

q22t+1(z − 1)

ϕnτ+2k+2(z−1)+5
>

>
q22t+1a2t+2

2ϕnτ+2k+a2t+2+5
>

q2t+1q2t+2

ϕ2a1+a2+...+a2t+2a2t+1+a2t+2+7
.

(2.16)

Âî âòîðîì íåðàâåíñòâå ìû ñíîâà âîñïîëüçîâàëèñü ìîíîòîííîñòüþ ôóíêöèè

x
ϕ2x .
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(ii) z − 1 > a2t+2

2 .

Íàïîìíèì, ÷òî ξ = p2t+1

q2t+1
. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 2.1 x < p2t+2

q2t+2
⊕ ξ < ξ.

Îòñþäà ïî ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè gτ(x) èìååì ââèäó (27):

gτ(x+ δ)− gτ(x) > gτ(ξ)− gτ(ξ ⊕
p2t+2

q2t+2
) =

1

ϕnτ+2a2t+1+a2t+2+1
. (2.17)

Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ (2.14) è çàìåíÿÿ z − 1 íà a2t+2

2 , îêîí÷àòåëüíî îöåíèâàåì:

gτ(x+ δ)− gτ(x)

δ
>

q22t+1(z − 1)

ϕnτ+2a2t+1+a2t+2+1
>

>
q22t+1a2t+2

2ϕnτ+2a2t+1+a2t+2+1
>

q2t+1q2t+2

ϕ2a1+a2+...+a2t+2a2t+1+a2t+2+5
.

(2.18)

1.2) Ïîñêîëüêó ξ - ïðîìåæóòî÷íàÿ äðîáü, òî z = 1 è

δ 6
1

〈a1, . . . , a2t〉〈a1, . . . , a2t, k〉
6

1

kq22t
.

Ïîñêîëüêó k < a2t+1+1, èìååì àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ñëó÷àÿì ñëåäóþùèå

îöåíêè:

gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x)

δ
>

kq22t
ϕnϕ+k+3

>
(a2t+1 + 1)q22t
ϕnϕ+a2t+1+4

>
q2t+1q2t

ϕa1+2a2+...+2a2t+a2t+1+4
,

gτ(x+ δ)− gτ(x)

δ
>

kq22t
ϕnτ+2k+3

>
(a2t+1 + 1)q22t
ϕnτ+2a2t+1+3

>
q2t+1q2t

ϕ2a1+a2+...+a2t+2a2t+1+4
.

(2.19)

Òåïåðü ðàçáåðåì 2), â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèå öåïíûå äðîáè èìåþò

ñëåäóþùèé âèä

ξ1 = [a1, . . . , a2t−1],

ξ = [a1, . . . , a2t + 1],

ξ− = [a1, . . . , a2t, 1, z].

(2.20)

Àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ñëó÷àþ îöåíèì:

gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x) > min (gϕ−1(ξ)− gϕ−1(ξ−), gϕ−1(ξ+)− gϕ−1(ξ)),

gτ(x+ δ)− gτ(x) > min (gτ(ξ)− gτ(ξ−), gτ(ξ+)− gτ(ξ)),

gϕ−1(ξ)− gϕ−1(ξ−) =
1

ϕnϕ+1+2z
, gτ(ξ)− gτ(ξ−) =

1

ϕnτ+z+1
,

gϕ−1(ξ+)− gϕ−1(ξ) =
1

ϕnϕ+1+z
, gτ(ξ+)− gτ(ξ) =

1

ϕnτ+1+2z
.

(2.21)



74

À çíà÷èò:

gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x) >
1

ϕnϕ+1+2z
,

gτ(x+ δ)− gτ(x) >
1

ϕnτ+1+2z
.

(2.22)

Ïîñêîëüêó îöåíêè íà âåëè÷èíû gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x) è gτ(x+ δ)− gτ(x) ñîâ-

ïàäàþò, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå òîëüêî äëÿ ôóíêöèè gϕ−1(x)

Îöåíèì δ. Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå 1), ðàññìîòðèì äâà ïîäñëó÷àÿ:

2.1) ξ -ïîäõîäÿùàÿ äðîáü;

2.2) ξ− ïðîìåæóòî÷íàÿ äðîáü.

Ñëó÷àé 2.1) äîïîëíèòåëüíî ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäñëó÷àÿ:

2.1.1) z = 1;

2.1.2) z > 2.

Ðàçáåðåì âñå ñëó÷àè.

2.1.1) Ïîëó÷àåì a2t+1 = 1, δ 6 ξ1 − ξ0 = 1
q2t−1q2t

, ñëåäîâàòåëüíî

gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x)

δ
>
q2tq2t−1
ϕnϕ+3

=
q2tq2t−1

ϕa1+2a2+...+2a2t+2
(2.23)

2.1.2) Àíàëîãè÷íî, a2t+1 = 1, è ââèäó ëåììû 2.1 z − 1 6 a2t+2. Êðîìå òîãî,

ñîîòâåòñòâóþùèå öåïíûå äðîáè â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä

ξ−− = [a1, . . . , a2t, 1, z − 1],

ξ+ = [a1, . . . , a2t + 1, z],

ξ++ = [a1, . . . , a2t + 1, z − 1].

(2.24)

Ñëåäîâàòåëüíî δ ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δ 6 ξ++ − ξ−− = (ξ++ − ξ) + (ξ − ξ−−) =

=
1

〈a2, . . . , a2t + 1, z − 1〉〈a1, . . . , a2t + 1〉
+

1

〈a1, . . . , a2t + 1〉〈a1, . . . , a2t, 1, z − 1〉
6

6
2

q2t+1(z − 1)q2t+1
=

2

(z − 1)q22t+1

. (2.25)
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Îòñþäà ïîëó÷àåì:

gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x)

δ
>

(z − 1)q22t+1

ϕnϕ+5+2(z−1) >

>
(a2t+2 + 1)q22t+1

ϕnϕ+5+2(a2t+2+1)
>

q2t+1q2t+2

ϕa1+2a2+...+2a2t+a2t+1+2a2t+2+7
.

(2.26)

2.2) Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1.2) èç ëåììû 2.1 ïîëó÷àåì, ÷òî z = 1, òîãäà δ 6

ξ1 − ξ0 = 1
q2t−1q2t

, ñëåäîâàòåëüíî

gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x)

δ
>
q2tq2t−1
ϕnϕ+3

=
q2tq2t−1

ϕa1+2a2+...+2a2t+2
. (2.27)

Îáúåäèíÿÿ âñå ðàññìîòðåííûå ñëó÷àè, èç ôîðìóë (2.12), (2.15), (2.16), (2.18),

(2.19), (2.23), (2.26) è (2.27) ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü x = [a1, . . . , at, . . .] - èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òîãäà

äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå δ ñóùåñòâóåò t =

t(x, δ) òàêîå, ÷òî

gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x)

δ
6

q2t
ϕS

ϕ
t (x)−5

,

gτ(x+ δ)− gτ(x)

δ
6

q2t
ϕS

τ
t (x)−5

.

(2.28)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ ôóíêöèè gϕ−1(x),

è ïðè δ > 0, ïîñêîëüêó ñëó÷àè, êîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ - gτ(x) èëè

δ - îòðèöàòåëüíî, ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íû.

Òàêèì æå îáðàçîì, êàê è â ëåììå 2.2 îïðåäåëèì ÷èñëà

ξ, ξ0, ξ1, ξ++, ξ−−, ξ+, ξ−, nϕ.

Ââèäó (2.3) è ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè gϕ(x), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x) 6 gϕ−1(ξ++)− gϕ−1(ξ−−) (2.29)

Ðàññìîòðèì 2 ñëó÷àÿ:

1) z = 1. Â ýòîì ñëó÷àå ξ−− = ξ0, ξ++ = ξ1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ (2.2)

â (29), ïîëó÷àåì:

gϕ−1(ξ++)− gϕ−1(ξ−−) =
1

ϕnϕ+k
. (2.30)
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2) z > 2. Â ýòîì ñëó÷àå èç (2.2), (2.6) è ôîðìóëû (29) èìååì

gϕ−1(ξ++)− gϕ−1(ξ−−) = (gϕ−1(ξ++)− gϕ−1(ξ)) + (gϕ−1(ξ)− gϕ−1(ξ−−)) =

=
1

ϕnϕ+k+2z−1 +
1

ϕnϕ+k+1+z
6

1

ϕnϕ+k+z−1
. (2.31)

Îáúåäèíÿÿ ñëó÷àè, ïîëó÷àåì

gϕ−1(ξ++)− gϕ−1(ξ−−) 6
1

ϕnϕ+k+z−1
. (2.32)

Îöåíèì òåïåðü δ. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1) ξ− > x

2) ξ− < x, ξ+ < x+ δ

1)Ââèäó (2.3) δ > ξ − ξ−. Ðàññìîòðèì åùå 2 ïîäñëó÷àÿ:

1.1) z = 1.

1.2) z > 2.

Ðàçáåðåì âñå ñëó÷àè:

1.1) ξ− = [a1, . . . , a2t, k + 2], k + 2 6 a2t+1.

Òîãäà

ξ − ξ− =
1

〈a1, . . . , a2t, k + 2〉〈a1, . . . , a2t, k + 1〉
>

1

(k + 3)2q22t
. (2.33)

Ñëåäîâàòåëüíî

gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x)

δ
6
q22t(k + 3)2

ϕnϕ+k
6

q22t
ϕnϕ−4

=
q22t

ϕa1+2a2+...+2a2t−5
. (2.34)

1.2) Ïîëó÷àåì ïî ëåììå 2.1 ξ = [a1, . . . , a2t, a2t+1], à

ξ− = [a1, . . . , a2t, a2t+1, a2t+2], k + 1 = a2t+1.

Ñëåäîâàòåëüíî

δ > ξ − ξ− =
1

〈a1, . . . , a2t, a2t+1〉〈a1, . . . , a2t, a2t+1, z〉
>

1

(z + 1)q22t+1

. (2.35)

À çíà÷èò

gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x)

δ
6

(z + 1)q22t+1

ϕnϕ+a2t+1+z−1
6

q22t+1

ϕa1+2a2+...+2a2t+a2t+1−1
. (2.36)
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2) Àíàëîãè÷íî ïðîøëîìó ñëó÷àþ èìååì

ξ = [0; a1, . . . , a2t, a2t+1], k + 1 = a2t+1.

Ïîñêîëüêó δ > ξ++ − ξ, ïîëó÷àåì:

δ > ξ++ − ξ =
1

〈a1, . . . , a2t, a2t+1〉〈a1, . . . , a2t, a2t+1 − 1, 1, z〉
>

1

(z + 1)q22t+1

.

(2.37)

À çíà÷èò, êàê è â ñëó÷àå 1.2

gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x)

δ
6

q22t+1

ϕa1+2a2+...+2a2t+a2t+1−3
. (2.38)

Îáúåäèíÿÿ âñå ðàññìîòðåííûå ñëó÷àè, èç ôîðìóë (2.34), (2.36) è (2.38) ïîëó-

÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Çàìå÷àíèå. Ëåììû 2.3 è 2.2 ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îáîáùåíèåì ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ëåìì èç [7].

2.2. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò äîêàçàíû òåîðåìû 4, 5 è 6. Íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó

òåîðåìû 4.

Òåîðåìà 4 Ïîëîæèì κ1 = 4.

(i) Ïóñòü x = [a1, . . . , at, . . .] - èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî è

lim sup
t→∞

Sϕ2t(x)

t
= κsup(x) < κ1.

Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ g′ϕ−1(x) ñóùåñòâóåò è ðàâíà +∞.

(ii) Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî δ ñóùåñòâóåò èððàöèîíàëüíîå

y = [b1, . . . , bt, . . .] òàêîå, ÷òî

lim
t→∞

Sϕ2t(y)

t
< κ1 + δ è g′ϕ−1(y) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü ëåììîé 2.3, ïîëó÷àåì

gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x)

δ
>

qtqt−1
ϕS

ϕ
t (x)−5

>
ϕ2t−1

ϕ
tκsup(x)

2

,
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÷òî ñòðåìèòñÿ ê +∞ ïðè κinf(x) < 4. Ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè âûáåðåì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:

1

2
< α < 1, 0 < ε < α− 1

2
, α ∈ Q, m ∈ N : 3m 6 ϕmε è ïðè ýòîì mα ∈ N.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êâàäðàòè÷íóþ èððàöèîíàëüíîñòü x = [1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
2m−1

, αm+ 1].

Äëÿ íåå

κinf(x) = 1 + 2
m− 1 + αm+ 1

m
= 3 + 2α.

Ïîñêîëüêó âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå x îãðàíè÷åíû, òî èç ëåììû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî

äëÿ íåêîòîðîãî t = 2Nm âûïîëíåíî

gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x)

δ
6 C

q2t
ϕa1+2a2+...+at−1+2at

, (2.39)

Îöåíèì ñâåðõó qt. Ïîñêîëüêó

〈A,B〉 6 2〈A〉〈B〉 è 〈1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
2m−1

〉 < ϕ2m−1,

ïîëó÷àåì:

qt = 〈
N ïîâòîðåíèé︷ ︸︸ ︷

1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
2m−1

, αm, . . . , 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
2m−1

, αm〉 6 2N〈1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
2m−1

, αm〉N 6

6 (4αm)Nϕ2mN−N 6

(
3αmϕ2m

)N
6 ϕ(m(2+ε)

N
) = ϕmN(2+ε). (2.40)

Òàêèì îáðàçîì, îáúåäèíÿÿ îöåíêè (2.39) è (2.40), èìååì:

gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x)

δ
6 C

ϕmN(4+2ε)

ϕmN(3+2α)
= CϕmN(1+2ε−2α),

÷òî ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè N →∞.

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó òîãî, ÷òî α ìîæíî âûáðàòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê

1
2 , âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì òåîðåìó 5.

Òåîðåìà 5 Ñóùåñòâóåò àëãîðèòìè÷åñêè âû÷èñëèìàÿ ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ
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êîíñòàíòà κ2 ≈ 13.05 . . . òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) Ïóñòü x = [a1, . . . , at, . . .] - èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî è

lim inf
t→∞

Sϕ2t(x)

t
= κinf(x) > κ2 ≈ 13.05.

Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ g′ϕ−1(x) ñóùåñòâóåò è ðàâíà 0.

(ii) Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî δ ñóùåñòâóåò èððàöèîíàëüíîå

y = [b1, . . . , bt, . . .] òàêîå, ÷òî

lim
t→∞

Sϕ2t(y)

t
> κ2 − δ è g′ϕ−1(y) = +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ìû äîêàæåì ñó-

ùåñòâîâàíèå κ2 è ïðåäúÿâèì àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü åãî ñ ëþáîé

òî÷íîñòüþ, à òàêæå îöåíèì ñíèçó ñêîðîñòü åãî ñõîäèìîñòè.

Âî-ïåðâûõ îòìåòèì, ÷òî g′ϕ−1([7, 4]) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ëåììå 1.30

q2t = 〈4, 7, . . . , 4, 7〉 � (29 + 4[7, 4])t < 30t.

À ïîñêîëüêó

ϕa1+2a2+...+a2t−1+2a2t = ϕ15t > 1000t,

ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
t→∞

q22t
ϕa1+2a2+...+a2t−1+2a2t

= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 2.3 ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå [7, 4] ñóùåñòâóåò è ðàâíà 0.

Äàëåå, ïóñòü x = [a1, . . . , at, . . .] - èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî è κinf(x) > 15. Òîãäà

ïî ëåììå 2.3
gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x)

δ
6

q2t
ϕS

ϕ
t (x)−5

(2.41)

Íàïîìíèì, ÷òî max(Mϕ(t, St)) - ìàêñèìóì ïî âñåì êîíòèíóàíòàì äëèíû t ñ

Sϕt (x) = St. Î÷åâèäíî, ÷òî

gϕ−1(x+ δ)− gϕ−1(x)

δ
6

q2t
ϕS

ϕ
t (x)−5

6 C
max2(Mϕ(t, St))

ϕS
ϕ
t (x)

< C1
max2

a(M
ϕ(t, St))

ϕS
ϕ
t (x)

.
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Ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå 1.3 〈Amax〉 = maxa(M
ϕ(t, St)) ∈ M3(t, St), à

κinf(x) > 15, òî ïî ñëåäñòâèþ 1.6 ëþáîå íåïîëíîå ÷àñòíîå 〈Amax〉 áîëüøå ëè-

áî ðàâíî ëþáîãî ñîîòâåòñòâóþùåãî íåïîëíîãî ÷àñòíîãî êîíòèíóàíòà

〈B〉 = 〈7, 4, . . . , 7, 4︸ ︷︷ ︸
t/2 ïàð

〉. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 〈B〉 ìîæíî ïðåâðàòèòü â 〈A〉 óâåëè-

÷åíèåì íåêîòîðûõ íåïîëíûõ ÷àñòíûõ íà 1 (âîçìîæíî íåñêîëüêî ðàç). Îäíàêî

íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ çàìåíà óìåíüøàåò äðîáü â ïðàâîé ÷à-

ñòè ôîðìóëû (2.41). Ñëåäîâàòåëüíî κ2 ñóùåñòâóåò è ìåíüøå 15.

Àíàëîãè÷íî íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî g′ϕ−1([7, 3]) = +∞, à çíà÷èò, κ2 > 13

Òîãäà èç òåîðåìû 1.3 ñëåäóåò, ÷òî maxa(M
ϕ(t, St)) äëÿ âñåõ x, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíåíî

13 <
Sϕt (x)

t
< 15

äîñòèãàåòñÿ íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿùåì èç êîíòèíóàíòîâ 〈A〉 òàêèõ, ÷òî N(A) =

({7}, {3, 4}). Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî C7
3,4. Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèé ïðî-

ñòîé ïðèíöèï:

Ïóñòü x = [A], y = [B] - ïåðèîäè÷åñêèå öåïíûå äðîáè, A,B ∈ C7
3,4,

l(A) = t1, l(B) = t2, ïðè÷åì:

〈A〉 = max
a

(Mϕ(t1, S
ϕ
t1(A))), 〈B〉 = max

a
(Mϕ(t2, S

ϕ
t2(B))) (2.42)

È ïóñòü g′ϕ−1(x) =∞, g′ϕ−1(y) = 0. Òîãäà

κinf(x) 6 κ2 6 κinf(y).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü κ2 < κinf(x). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ κ2, ïî-

ñêîëüêó κinf(x) > κ2, íî g
′
ϕ−1(x) =∞.

Åñëè æå κ2 > κinf(y), òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∃z : κinf(y) < κinf(z) < κ2 è

ïðè ýòîì g′ϕ−1(z) =∞. Ïóñòü z = [c1 . . . ct . . .], òîãäà

gϕ−1(z + δ)− gϕ−1(z)

δ
6

q2t (z)

ϕS
ϕ
t (z)−5

6
max2(Mϕ(t, Sϕt (z)))

ϕS
ϕ
t (z)−5

.

Ëåììà 2.4. Ôóíêöèÿ

f(Sϕt (z)) =
maxa

2(Mϕ(t, Sϕt (z)))

ϕS
ϕ
t (z)

(2.43)



81

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì t óáûâàåò ñ ðîñòîì Sϕt (z) ïðè 13 < Sϕt (z)
t < 15.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

Sϕt (z1) > Sϕt (z2) è 〈A1〉 = maxa(M
ϕ(t, Sϕt (z1))), 〈A2〉 = maxa(M

ϕ(t, Sϕt (z2))),

òî ïî òåîðåìå 1.3 A1, A2 ∈ C7
3,4. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî

〈A2〉
〈A1〉

< c0

(
4

3

)(Sϕt (z2)−S
ϕ
t (z1))/2

. (2.44)

Âîçüìåì ëþáûå Sϕt (z2)−S
ϕ
t (z1)

2 íåïîëíûõ ÷àñòíûõ 〈A2〉, ðàâíûõ 4 è çàìåíèì èõ

íà 3. Òàê êàê êàæäàÿ òàêàÿ çàìåíà óìåíüøàåò êîíòèíóàíò íå áîëåå, ÷åì â 4
3

ðàçà, èìååì îöåíêó

〈A2〉
〈A′2〉

<

(
4

3

)(Sϕt (z2)−S
ϕ
t (z1))/2

.

À ïîñêîëüêó Sϕt (A′2) = Sϕt (A1), òî 〈A′2〉 < c0maxa(M
ϕ(t, Sϕt (z1))) = c0〈A1〉,

÷òî äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî (2.44).

Äàëåå,

ϕ(Sϕt (z2))

ϕ(Sϕt (z1))
= ϕ(Sϕt (z2)−S

ϕ
t (z1)) >

(
3

2

)(Sϕt (z2)−S
ϕ
t (z1))

, (2.45)

îòêóäà, ïîäñòàâëÿÿ (2.44) è (2.45) â (2.43), ïîëó÷àåì óáûâàíèå ôóíêöèè

f(Sϕt (z)) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì t.

Òàêèì îáðàçîì,

max2
a(M(t, Sϕt (z)))

ϕS
ϕ
t (z)

6
max2

a(t, S
ϕ
t (y)

ϕS
ϕ
t (y)

6 C1
q2t (y))

ϕS
ϕ
t (y)

,

ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïî ëåììå 1.25. À èç òîãî, ÷òî

lim
t→∞

q2t (y))

ϕS
ϕ
t (y)

= 0,

ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî g′ϕ−1(z) = +∞.

Äîêàçàííûé ïðèíöèï ïîçâîëÿåò íàéòè κ2 ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ. Âû÷èñëå-

íèÿ, îïèðàþùèåñÿ íà ëåììû 2.2 è 2.3, ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ

x = [7, 3, . . . , 7, 3︸ ︷︷ ︸
37 ïàð

7, 4] g′ϕ−1(x) = 0,
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à äëÿ

y = [7, 3, . . . , 7, 3︸ ︷︷ ︸
38 ïàð

7, 4] g′ϕ−1(y)=∞.

Ñëåäîâàòåëüíî

13.0513 � 13
2

39
< κ2 < 13

2

38
� 13.0526.

Ïðîâîäÿ èòåðàöèè àëãîðèòìà ñ áëîêàìè âñå áîëåå âûñîêîãî óðîâíÿ ìîæíî

ñîñ÷èòàòü κ2 ñ ëþáîé òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ. Îöåíèì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

àëãîðèòìà.

Ïðåæäå âñåãî ðàññìîòðèì äëÿ ââåäåííûõ â (2.42) êîíòèíóàíòîâ 〈A〉 è

〈B〉 êîíòèíóàíòû 〈A′〉 ∈ M3(t1, S
ϕ
t1(A)) è 〈B′〉 ∈ M3(t2, S

ϕ
t2(B)), ÿâëÿþùèå-

ñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè ìàêñèìóìàìè ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîæåñòâàì. Ââèäó

òåîðåìû 1.4 îíè èìåþò âûðîæäåííóþ áëîêîâóþ ñòðóêòóðó. Íàïîìíèì, ÷òî t1

è t2 - ýòî äëèíû 〈A〉 è 〈B〉 ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó òåîðåìû 1.4 è ñëåäñòâèÿ

1.10 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî i âûïîëíåíû îöåíêè

1 6
〈

i︷ ︸︸ ︷
A, . . . , A〉
〈A′, . . . , A′︸ ︷︷ ︸

i

〉
< 8, 1 6

〈
i︷ ︸︸ ︷

B, . . . , B〉
〈B′, . . . , B′︸ ︷︷ ︸

i

〉
< 8.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó g′ϕ−1(x) =∞, g′ϕ−1(y) = 0,

g′ϕ−1([A]) = g′ϕ−1([A
′]) =∞, g′ϕ−1([B]) = g′ϕ−1([B

′]) = 0.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî t1 = t2, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ öåïíûõ äðîáåé

[A′, . . . , A′︸ ︷︷ ︸
t2

] = [A′] è [B′, . . . , B′︸ ︷︷ ︸
t1

] = [B′],

èìåþùèõ îäèíàêîâóþ äëèíó. Ðàññìîòðèì êîíòèíóàíò 〈A′, B′〉, îáîçíà÷èì åãî

〈C ′〉. Î÷åâèäíî, ÷òî l(C ′) = 2t1, a S
ϕ
2t1

(C ′) = Sϕt1(A
′) + Sϕt1(B

′). Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî

κinf([C ′]) =
κinf([A′]) + κinf([B′])

2
.
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Îáîçíà÷èì 〈C〉 = max(M3(2t1, S
ϕ
2t1

(C ′))). Íàéäåì, ÷åìó ðàâíà ïðîèçâîäíàÿ

â òî÷êå [C]. Åñëè îíà ðàâíà 0, òî ïî ñôîðìóëèðîâàííîìó âûøå ïðèíöèïó

ìàêñèìóìà

κinf([A′]) < κ2 < κinf([C ′]).

Åñëè, íàïðîòèâ, g′ϕ−1([C
′]) =∞, òî, àíàëîãè÷íî,

κinf([C ′]) < κ2 < κinf([B′]).

Òàêèì îáðàçîì, çà îäèí øàã àëãîðèòìà îòðåçîê, íà êîòîðîì ëåæèò κ2 óìåíü-

øàåòñÿ â 2 ðàçà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè κ2 c òî÷íîñòüþ ε

òðåáóåòñÿ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû íå áîëåå log ε−1 øàãîâ àëãîðèòìà.

Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó 6. Ïðèâåäåì åùå ðàç åå ôîðìóëèðîâêó.

Òåîðåìà 6

(i) Åñëè âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå ÷èñëà x ∈ [0, 1]rQ ìåíüøå ëèáî ðàâíû 2, òî

g′ϕ−1(x) = +∞

(ii) Ñóùåñòâóåò y ∈ [0, 1] r Q òàêîå, ÷òî âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå ÷èñëà y

ìåíüøå ëèáî ðàâíû 3 è g′ϕ−1(y) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî g′ϕ−1([1, 2]) = +∞, ïîñêîëüêó ïî ëåììå 1.30

q22t = (3 + (
√

3− 1))2t > 13t

è çíàìåíàòåëü äðîáè èç ôîðìóëû (2.1) ðàâåí ϕS
ϕ
2t(x) = ϕ5t < 12t, à çíà÷èò, ïî

äàííîé ëåììå ïðîèçâîäíàÿ ñóùåñòâóåò è ðàâíà +∞.

Ïóñòü òåïåðü x-ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ñ íåïîëíûìè ÷àñòíûìè, îãðàíè÷åí-

íûìè 2. Ðàññìàòðèâàÿ òàêæå äëÿ íåãî äðîáü

q22t(x)

ϕS
ϕ
2t(x)

, (2.46)

çàìåòèì, ÷òî êîíòèíóàíò q2t(x) ïîëó÷åí èç êîíòèíóàíòà

〈1, 2, . . . , 1, 2︸ ︷︷ ︸
t ïàð

〉
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çàìåíîé íåêîòîðûõ åäèíèö íà äâîéêè äëÿ íå÷åòíûõ íåïîëíûõ ÷àñòíûõ è çà-

ìåíîé äâîåê íà åäèíèöû äëÿ ÷åòíûõ íåïîëíûõ ÷àñòíûõ. Íåòðóäíî âèäåòü,

÷òî îáå çàìåíû óâåëè÷èâàþò äðîáü (2.46). Äåéñòâèòåëüíî, çàìåíà 1 íà 2 ïî

ôîðìóëå (1.65) óâåëè÷èâàåò êîíòèíóàíò íå ìåíåå, ÷åì â 4
3 ðàçà, à çíà÷èò ÷èñ-

ëèòåëü óâåëè÷èòñÿ êàê ìèíèìóì, â 16
9 ðàçà â òî âðåìÿ, êàê çíàìåíàòåëü óâåëè-

÷èòñÿ â ϕ ðàç, ñëåäîâàòåëüíî äðîáü (2.46) âîçðàñòåò. Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó

âñå öåïíûå äðîáè ñ íåïîëíûìè ÷àñòíûìè èç íàøåãî êîíòèíóàíòà ìåíüøå 1
3 ,

çàìåíà 2 íà 1 óìåíüøèò êîíòèíóàíò íå áîëåå, ÷åì â

2 + 2
3

1 + 2
3

=
8

5
< ϕ

ðàç, à ñëåäîâàòåëüíî äðîáü (2.46) òàêæå óâåëè÷èòñÿ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ çàìåòèì, ÷òî

g′ϕ−1([1, 3]) = 0, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

Â çàâåðøåíèå ãëàâû äîêàæåì åùå îäíó íåñëîæíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè gτ(x) òåîðåìû 4, 5 è 6 âåðíû ñ

òåìè æå ñàìûìè êîíñòàíòàìè κ1,κ2, ïðè ýòîì Sϕt (x) çàìåíÿåòñÿ âî âñåõ

ôîðìóëèðîâêàõ íà Sτt (x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî åñëè x = [
−→
A ] - ïåðèîäè÷åñêàÿ öåïíàÿ äðîáü,

ïðè÷åì äëèíà A ÷åòíàÿ, à y = [
←−
A ], òî g′ϕ−1(x) = g′τ(y). Äåéñòâèòåëüíî, ïî-

ñêîëüêó äëÿ ëþáîãî m ∈ N âûïîëíåíî

〈
−→
A, . . . ,

−→
A︸ ︷︷ ︸

m

〉 = 〈
←−
A, . . . ,

←−
A︸ ︷︷ ︸

m

〉

òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî t qt(x) � qt(y). Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó äëÿ ëþ-

áîãî m ∈ N âûïîëíåíî

Sϕ(
−→
A, . . . ,

−→
A︸ ︷︷ ︸

m

) = Sτ(
←−
A, . . . ,

←−
A︸ ︷︷ ︸

m

)

òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî t Sϕt (x) � Sϕt (y). Òåïåðü íàøå óòâåðæäåíèå àâ-

òîìàòè÷åñêè ñëåäóåò èç ëåìì 2.2 è 2.3.
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Ãëàâà 3

Ñïåêòð Ëàãðàíæà è äîñòèæèìûå ÷èñëà

3.1. λ0 êàê ýëåìåíò ñïåêòðà Ëàãðàíæà

Íàïîìíèì, ÷òî â êà÷åñòâå λ0 ìû îáîçíà÷àåì ÷èñëî

[3; 3, 3, 2, 1, 1, 2] + [0; 2, 1, 1, 2] =
62976− 1498

√
3

16357
≈ 3.6914708. (3.1)

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî λ0 ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó Ëàãðàíæà L. Îïðå-

äåëèì áåñêîíå÷íóþ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A0 ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

A0 = 2, 1, 1, 2, 3, 3∗, 3, 2, 1, 1, 2. (3.2)

Ñèìâîëîì * çäåñü îáîçíà÷åí ýëåìåíò ñ íóëåâûì èíäåêñîì.

Ëåììà 3.1.

sup
i∈Z

λi(A0) = λ1(A0) = λ−1(A0) = λ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè i íå ðàâíî −1, 0 èëè 1, òî

λi(A0) 6 2 + 2[0; 1, 3] =
√

21− 1 < 3.6 < λ1(A0),

ãäå ïåðâîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî â ñèëó òîãî, ÷òî âñå ýëåìåíòû A íå ïðå-

âîñõîäÿò 3, à çíà÷èò

[0; ai+1, ai+2, . . .] 6 [0; 1, 3], [ai; ai−1, ai−2, . . .] 6 [2; 1, 3].

λ1(A) = λ−1(A) â ñèëó ñèììåòðèè. Ïðè ýòîì λ0(A) ðàâíî

λ0(A) = 3 + 2[0; 3, 2, 1, 1, 2] =
246 +

√
3

69
≈ 3.59032 < λ1(A0).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.2. λ0 ∈ L.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî n îáîçíà÷èì Cn ñëåäóþ-

ùóþ êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïîëíûõ ÷àñòíûõ:

Cn = (1n, (2, 1)n, 1, 2, 3, 3, 3, 2, 1, (1, 2)n, 1n). (3.3)

Îïðåäåëèì èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî α0 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α0 = [0;C1, C2, . . . , Cn, . . .]. (3.4)

Ïîêàæåì, ÷òî

lim supλi(α0) = λ0. (3.5)

Ïóñòü ïðàâàÿ èç òðîåê â áëîêå Cn èìååò èíäåêñ in. Òîãäà

λin(α0) = λin−2(α0) = [3; 2, 1, (1, 2)n, . . .] + [0; 3, 3, 2, 1, (1, 2)n, . . .]. (3.6)

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
n→∞

λin(α0) = λ0 = lim
n→∞

λin−2(α0).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 3.1 íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî

åñëè i íå ðàâíî in èëè in−2 äëÿ êàêîãî-òî n, òî λi(α0) < 3.6. Ñëåäîâàòåëüíî,

ðàâåíñòâî (3.5) âûïîëíåíî, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3.2. Çàäà÷à î äîñòèæèìîì ÷èñëå - êîíòðïðèìåð

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì òåîðåìó 7 î òîì, ÷òî ëþáîå èððàöèîíàëüíîå

α òàêîå, ÷òî µ(α) = λ0, íå ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìûì. Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëî α

íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìûì, åñëè íåðàâåíñòâî∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

µ(α)q2
(3.7)

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé äëÿ öåëûõ p è q. Ïîñêîëüêó µ(α) >
√

5,

íåðàâåíñòâî (3.7) âûïîëíåíî òîëüêî êîãäà p
q ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùåé äðîáüþ ê

÷èñëó α. Äëÿ ðàçíîñòè èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà è ïîäõîäÿùåé äðîáè ê íåìó

õîðîøî èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà (ñì., íàïðèìåð, [28])∣∣∣∣α− pn
qn

∣∣∣∣ =
1

λn+1(α)q2n
. (3.8)
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Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

íåðàâåíñòâî

λi(α) > µ(α) (3.9)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ i.

Ìû áóäåì ïîñòîÿííî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé èçâåñòíîé ëåììîé äëÿ ñðàâ-

íåíèÿ öåïíûõ äðîáåé.

Ëåììà 3.3. [2] Ïóñòü α = [a0; a1, . . . , an, b1, . . .] è

β = [a0; a1, . . . , an, c1, . . .] - äâà ïðîèçâîëüíûõ ÷èñëà, b1 6= c1. Åñëè n ÷åòíîå,

òî α > β òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b1 > c1, åñëè æå n íå÷åòíîå, òî

α > β òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b1 < c1. Êðîìå òîãî,

|α− β| < 2−(n−1). (3.10)

Îáîçíà÷èì εn = 2−(n−1).

Ëåììà 3.4. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî èððàöèîíàëüíîãî α = [a0; a1, . . . , an, . . .]

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

lim supλi(α) = λ0, (3.11)

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïîëíûõ ÷àñòíûõ α ñîäåðæèò íå áîëåå, ÷åì êî-

íå÷íîå êîëè÷åñòâî íåïîëíûõ ÷àñòíûõ, áîëüøèõ 3 è íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íîå

êîëè÷åñòâî ó÷àñòêîâ èç ñïèñêà íèæå

(1, 3), (3, 1), (2, 2, 3), (3, 2, 2), (3, 2, 3), (1, 2, 3, 2, 1) (3.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â α áåñêîíå÷íî ìíîãî íåïîëíûõ ÷àñòíûõ áîëüøå èëè

ðàâíî 4, òî

lim supλi(α) > 4, (3.13)

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (3.11). Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n

lim supλi([a0; a1, a2, . . . , an, . . .]) = lim supλi([an; an+1 . . .]), (3.14)
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ìîæåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî α íå ñîäåðæèò íåïîëíûõ

÷àñòíûõ, áîëüøèõ 3. Åñëè â α áåñêîíå÷íî ìíîãî ó÷àñòêîâ (3,1), òî ïóñòü

an = 3, an+1 = 1. Â ýòîì ñëó÷àå

λn(α) = [3; 1, an+2, . . .] + [0; an−1, . . . , a1] (3.15)

Ïîñêîëüêó âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå α íå ïðåâîñõîäÿò 3, ïîëüçóÿñü ëåììîé 3.3,

ïåðâîå ñëàãàåìîå îöåíèì ñíèçó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[3; 1, an+2, . . .] > [3; 1, 1, 3] (3.16)

Âòîðîå ñëàãàåìîå íå ïðåâîñõîäèò êîíå÷íîé öåïíîé äðîáè äëèíû n−1, ðàâíîé

[0; 1, 3, 1, 3, . . .], â êîòîðîé ÷åðåäóþòñÿ 1 è 3, à çíà÷åíèå ïîñëåäíåãî íåïîëíî-

ãî ÷àñòíîãî îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòíîñòüþ n. Îáîçíà÷èì åå êàê αn. Ïîñêîëüêó αn

ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùåé äðîáüþ ê [0; 1, 3], âûïîëíåíî

αn > [0; 1, 3]− εn, (3.17)

ãäå εn ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞. Ïîëó÷àåì

λn(α) > [3; 1, 1, 3] + [0; 3, 1]− εn =
39 + 4

√
21

15
− εn ≈ 3.82202− εn, (3.18)

÷òî áîëüøå λ0 + 10−4 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n. Ïðîòèâîðå÷èå ñ (3.11).

Ïîëüçóÿñü (3.14), ìîæåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî â ðàç-

ëîæåíèè α â öåïíóþ äðîáü íåò ó÷àñòêîâ (3, 1). Ðàññóæäàÿ àáñîëþòíî àíà-

ëîãè÷íî, ïîëó÷èì, ÷òî â ðàçëîæåíèè α â öåïíóþ äðîáü íåò ó÷àñòêîâ (1, 3),

ñèììåòðè÷íûõ ðàññìîòðåííûì.

Ïóñòü â α áåñêîíå÷íî ìíîãî ó÷àñòêîâ (3, 2, 2). Òî åñòü â ðàçëîæåíèè α â

öåïíóþ äðîáü äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ n âûïîëåíû ðàâåíñòâà an = 3, an+1 =

2, an+2 = 2. Òîãäà

λn(α) = [3; 2, 2, an+3, . . .] + [0; an−1, . . . , a1] (3.19)
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ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî â ðàçëîæåíèè α â öåïíóþ äðîáü íåò íåïîëíûõ ÷àñòíûõ,

áîëüøèõ 3, è îòñóòñòâóþò ó÷àñòêè (3, 1) è (1, 3), ñëàãàåìûå îöåíèâàþòñÿ ñíè-

çó ñëåäóþùèì îáðàçîì

[3; 2, 2, an+3, . . .] > [3; 2, 2, 3, 2], [0; an−1, . . . , a1] > [0; 3, 2]− εn (3.20)

Èòîãî,

λn(α) > [3; 2, 2, 3, 2] + [0; 3, 2]− εn =
39 + 10

√
15

21
− εn ≈ 3.70142− εn, (3.21)

÷òî áîëüøå λ0 + 10−4 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n. Ïðîòèâîðå÷èå ñ (3.11). Ðàñ-

ñóæäàÿ àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì, ÷òî â α íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî

ó÷àñòêîâ (2, 2, 3), ñèììåòðè÷íûõ ðàññìîòðåííûì.

Óòâåðæäåíèå ïðî ó÷àñòîê (3, 2, 3) äîêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî

óòâåðæäåíèþ ïðî ó÷àñòîê (3, 2, 2).

Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàçëîæåíèè α â öåïíóþ äðîáü äëÿ áåñêî-

íå÷íî ìíîãèõ n âûïîëåíû ðàâåíñòâà an−2 = 1, an−1 = 2, an = 3, an+1 = 2,

an+2 = 1. Â ýòîì ñëó÷àå

λn(α) = [3; 2, 1, an+3, . . .] + [0; 2, 1, an−3, . . . , a1]. (3.22)

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî â α íåò íåïîëíûõ ÷àñòíûõ, áîëüøèõ 3, è îòñóòñòâóþò

ó÷àñòêè (3, 1) è (1, 3), ïîëó÷èì ñëåäóþùèå îöåíêè

[3; 2, 1, an+3, . . .] > [3; 2, 1, 2, 1], [0; 2, 1, an−3, . . . , a1] > [0; 2, 1]− εn. (3.23)

Èòîãî,

λin(α) > [3; 2, 1, 2, 1] + [0; 2, 1]− εn = 2 +
√

3− εn ≈ 3.73205− εn, (3.24)

÷òî áîëüøå λ0+10−4 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n. Ïðîòèâîðå÷èå ñ (3.11). Ëåì-

ìà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

Ëåììà 3.5. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî èððàöèîíàëüíîãî α = [a0, a1, . . . , an, . . .]

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

lim supλi(α) = λ0, (3.25)
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òî ñóùåñòâóåò N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N íåðàâåíñòâî

λn(α) > 3.691 (3.26)

âûïîëíåíî òîëüêî åñëè an ëèáî ëåâàÿ, ëèáî ïðàâàÿ òðîéêà, ïðèíàäëåæàùàÿ

ó÷àñòêó (1, 2, 3, 3, 3, 2, 1) â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïîëíûõ ÷àñòíûõ α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 3.4, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïîëíûõ ÷àñòíûõ α

ìîæåò áûòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íåïîëíûõ ÷àñòíûõ áîëüøèõ 3 è ó÷àñò-

êîâ âèäà (3.12). Íàçîâåì ýòè ó÷àñòêè çàïðåùåííûìè. Âûáåðåì N > 100 òà-

êèì, ÷òîáû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè aN−10, aN−9, . . . , aN , . . . íå áûëî çàïðåùåí-

íûõ ó÷àñòêîâ è ÷òîáû äëÿ âñåõ n, áîëüøèõ N − 10, áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå

an 6 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n > N è

λn(α) > 3.691. (3.27)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå εn < 10−25.

Î÷åâèäíî, ÷òî an = 3, ïîñêîëüêó åñëè an 6 2, òî

λn(α) 6 2 + 2[0; 1, 2] + εn = 2
√

3 + εn ≈ 3.464101 < 3.691.

Åñëè an = 3, òî ïî ëåììå 3.4 âîçìîæíû ëèøü äâà âàðèàíòà: ëèáî

an−1 = an+1 = 3, ëèáî ñðåäè an−1 è an+1 îäíà òðîéêà è îäíà äâîéêà. Ðàññìîò-

ðèì ïåðâûé ñëó÷àé:

λn(α) = 3 + [0; 3, an−2, . . . , a1] + [0; 3, an+2, . . .]. (3.28)

Îöåíèì (3.28) ñâåðõó, ïîëüçóÿñü ëåììîé 3.3 è îòñóòñòâèåì ó÷àñòêîâ (1, 3) è

(3, 1).

[0; 3, an+2, . . .] 6 [0; 3, 3, 2].

Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà âåðíà è äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî

[0; 3, an−2, . . . , a1] 6 [0; 3, 3, 2] + εn.
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Èòîãî ïîëó÷àåì

λn(α) = 3 + [0; 3, an−2, . . . , a1] + [0; 3, an+2, . . .] 6 3 + 2[0; 3, 3, 2] + ε =

=
33− 2

√
15

7
+ ε ≈ 3.60772 < 3.691,

(3.29)

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (3.26). Òàêèì îáðàçîì, ëèáî an−1 = 3, an+1 = 2, ëèáî

an−1 = 2, an+1 = 3. Ðàññìîòðèì òîëüêî ïåðâûé ñëó÷àé, âòîðîé àáñîëþòíî

àíàëîãè÷åí â ñèëó ñèììåòðèè. Ïîñêîëüêó ó÷àñòêè (3, 2, 3) è (3, 2, 2) çàïðåùå-

íû, an+2 = 1. Ïîñêîëüêó ó÷àñòîê (1, 3) çàïðåùåí, an−2 ðàâíî 2 èëè 3. Åñëè

an−2 = 2, òî an−3 = 1 â ñèëó çàïðåòà ó÷àñòêîâ (2, 2, 3) è (3, 2, 3). Ïîëó÷àåì

λn(α) = [3; 3, 2, 1, an−2, . . . , a1] + [0; 2, 1, an+2, . . .]. (3.30)

Â ñèëó çàïðåòà ó÷àñòêîâ (1, 3) è (3, 1) ïåðâîå ñëàãàåìîå ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó

ñëåäóþùèì îáðàçîì

[3; 3, 2, 1, an−2, . . . , a1] 6 [3; 3, 2, 1, 2, 1] + εn.

Àíàëîãè÷íî îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âòîðîå ñëàãàåìîå

[0; 2, 1, aik+2, . . .] 6 [0; 2, 1, 1, 2]. (3.31)

Èòîãî

λn(α) = 3 + [0; 3, 2, 1, an−2, . . . , a1] + [0; 2, 1, an+2, . . .] 6

6 [3; 3, 2, 1, 2, 1] + [0; 2, 1, 1, 2] + εn = 4− 2
√

3

11
+ εn ≈ 3.68508,

(3.32)

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (3.26). Ñëåäîâàòåëüíî, an−2 = 3. Â ñèëó çàïðåòà ó÷àñòêà

(1, 3), an−3 ðàâíî 2 èëè 3. Åñëè an−3 = 3, òî

λn(α) = [3; 3, 3, 3, an−4, . . . , a1] + [0; 2, 1, an+2, . . .]. (3.33)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[3; 3, 3, 3, an−4, . . . , a1] 6 [3; 3, 3, 3, 3, 2, 1, 1, 2] + εn.
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Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî èñïîëüçóåì îöåíêó (3.31), ïîëó÷èì

λn(α) = [3; 3, 3, 3, an−4, . . . , a1] + [0; 2, 1, an+2, . . .] 6

6 [3; 3, 3, 3, 3, 2, 1, 1, 2] + [0; 2, 1, 1, 2] =
681609− 16103

√
3

177122
≈ 3.69078,

(3.34)

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (3.26). Òàêèì îáðàçîì, an−3 = 2, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó

çàïðåòà ó÷àñòêîâ (2, 2, 3) è (3, 2, 3), an−4 = 1, ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.6. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî èððàöèîíàëüíîãî α = [0, a1, . . . , an, . . .]

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

lim supλi(α) = λ0, (3.35)

òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî N òàêîå, ÷òî ∀n > N λn(α) < λ0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü k(j) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî j âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî

λk(j)(α) > λ0.

Èç ëåììû 3.5 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò J òàêîå, ÷òî ∀j > J ak(j) - ëèáî ëåâàÿ,

ëèáî ïðàâàÿ òðîéêà, ïðèíàäëåæàùàÿ ó÷àñòêó (1, 2, 3, 3, 3, 2, 1) â ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè íåïîëíûõ ÷àñòíûõ α. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå j0 > J+2 è ïîëîæèì

n = k(j0). Ïóñòü an - ïðàâàÿ òðîéêà, òî åñòü an−4 = 1, an−3 = 2, an−2 =

3, an−1 = 3, an = 3, an+1 = 2, an+2 = 1. Â ýòîì ñëó÷àå

λn(α) = [3; 3, 3, 2, 1, . . . , a1] + [0; 2, 1, . . .]. (3.36)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî âåðíî íåðàâåíñòâî

[3; 3, 3, 2, 1, . . . , a1] < [3; 3, 3, 2, 1, 1, 2]. (3.37)

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Çàìåòèì, ÷òî [3; 3, 3, 2, 1, . . . , a1] íå ìîæåò áûòü

ïîäõîäÿùåé äðîáüþ äëÿ [3; 3, 3, 2, 1, 1, 2], ïîñêîëüêó â ïåðâîé öåïíîé äðîáè

ak(j0−1) = 3, à âî âòîðîé ñîîòâåòñòâóþùåå íåïîëíîå ÷àñòíîå ðàâíî 2 èëè 1.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íåïîëíîå ÷àñòíîå, â êîòîðîì ýòè äðîáè îòëè÷àþò-

ñÿ. Îáîçíà÷èì íåïîëíûå ÷àñòíûå ïåðâîé öåïíîé äðîáè êàê [b0; b1, . . . , bn−1], à

âòîðîé äðîáè - êàê [c0; cn, . . . , cn−1, . . .]. Ïóñòü ïåðâîå îòëè÷àþùååñÿ íåïîëíîå

÷àñòíîå èìååò èíäåêñ r. Î÷åâèäíî, r > 4. Åñëè r ÷åòíî, òî èç ëåììû 3.3 ïî-

ëó÷àåì br > cr. Ïîñêîëüêó cr = 2, à íåïîëíûå ÷àñòíûå áîëüøå 3 çàïðåùåíû,

èìååì br = 3. Íî òàê êàê cr−1 = br−1 = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî â [3; 3, 3, 2, 1, . . . , a1]

åñòü çàïðåùåííàÿ êîìáèíàöèÿ (1, 3). Ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè æå r íå÷åòíî, òî èç

ëåììû 3.3 ïîëó÷àåì, ÷òî br < cr, ÷òî íåâîçìîæíî ïîñêîëüêó cr = 1.

Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

[0; 2, 1, . . . , a1] < [0; 2, 1, 1, 2]. (3.38)

Îáúåäèíÿÿ (3.37) è (3.38), ïîëó÷àåì

λn(α) = [3; 3, 3, 2, 1, . . . , a1] + [0; 2, 1, . . .] < [3; 3, 3, 2, 1, 1, 2] + [0; 2, 1, 1, 2] = λ0.

(3.39)

Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëó÷àé, êîãäà an - ëåâàÿ òðîéêà, ïðèíàäëåæàùàÿ ó÷àñòêó

(1, 2, 3, 3, 3, 2, 1), ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåïåðü òåîðåìà 7 î÷åâèäíî âûòåêàåò èç ëåìì 3.2 è 3.6.

3.3. Ëåâûå êîíöû ïðîïóñêîâ â ñïåêòðå Ëàãðàíæà

Äîêàçàííàÿ Ã.À. Ôðåéìàíîì[26] è X.Øåêåðîì[17] òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî

ñïåêòð Ëàãðàíæà ñîäåðæèò ëþáîå ÷èñëî, áîëüøåå
√

21. Âûâåäåì èç íåå î÷å-

âèäíîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü a - ëåâûé êîíåö ïðîïóñêà â ñïåêòðå Ëàãðàíæà

è α = [a0; a1, a2, . . .] - èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî µ(α) = a. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî an 6 4.

Ðàññìîòðèì èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà α = [a0; a1, . . . , an, b1, . . .],

β = [a0; a1, . . . , an, c1, . . .] òàêèå, ÷òî b1 6= c1. Ëåììà 3.3 äàåò âåðõíþþ îöåíêó

äëÿ ðàçíîñòè |α − β|. Åñëè æå âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå ðàçëîæåíèÿ â öåïíóþ
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äðîáü ÷èñåë α è β îãðàíè÷åííû, òîãäà âåëè÷èíó |α−β| ìîæíî òàêæå îöåíèòü

ñíèçó. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå δn = 5−2(n+2).

Ëåììà 3.7. Ïóñòü èððàöèîíàëüíûå α è β óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ëåì-

ìû 3.3. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå ðàçëîæåíèÿ â

öåïíóþ äðîáü α è β íå ïðåâîñõîäÿò 4. Òîãäà âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

δn < |α− β| < εn. (3.40)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç pn
qn

è p′n
q′n
n-ûå ïîäõîäÿùèå äðîáè ê α è β

ñîîòâåòñòâåííî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî qn < 5n è q′n < 5n. Ïîñêîëüêó pn
qn
6= p′n

q′n
, ëèáî

pn+1

qn+1
, ëèáî pn+2

qn+2
ëåæèò ìåæäó α è β. Åñëè pn+1

qn+1
íàõîäèòñÿ ìåæäó α è β, òî

p′n+2

q′n+2

òàêæå ëåæèò ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ÷èñëàìè. Òàê êàê pn+1

qn+1
6= p′n+2

q′n+2
, ïîëó÷àåì∣∣∣∣pn+1

qn+1
−
p′n+2

q′n+2

∣∣∣∣ > 1

qn+1q′n+2

> δn

Ñëó÷àé, êîãäà pn+2

qn+2
ëåæèò ìåæäó α è β, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëî-

ãè÷íî.

Ëåììà 3.8. Ïóñòü n- ïðîèçâîëüíîå ÷åòíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Îáî-

çíà÷èì N = N(n) = n(42n+1 + 1). Ïóñòü (a1, a2, . . . , aN) - ïðîèçâîëüíàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äëèíû N , ïðè÷åì âñå åå ýëåìåíòû

íå ïðåâîñõîäÿò 4. Òîãäà ñóùåñòâóþò äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà n1, n2 òàêèõ,

÷òî an1+i = an2+i äëÿ âñåõ 0 6 i 6 2n. Áîëåå òîãî, n1 ≡ n2 (mod 2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò ëèøü 42n+1 ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

äëèíû 2n + 1, ñîñòîÿùèõ èç ÷èñåë 1, 2, 3, 4. Ðàññìîòðèì 42n+1 + 1 ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé

(a1, . . . , a2n+1), (a2n+2, . . . , a4n+2), . . . , (a(2n+1)42n+1+1, . . . , a(2n+1)42n+1+2n+2).

(3.41)

Èç ïðèíöèïà Äèðèõëå ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü õîòÿ áû äâå ñîâïàäàþùèõ.

Îáîçíà÷èì èíäåêñû èõ ïåðâûõ ýëåìåíòîâ çà n1 è n2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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áóäóò èìåòü âèä (an1, . . . , an1+2n) è (an2, . . . , an2+2n). Ïîñêîëüêó äëèíà êàæäîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â (3.41) ÷åòíàÿ, n1 ≡ n2 (mod 2), ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü CN = (c1, c2, . . . , cN) - ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû N ,

íàéäåì ÷èñëà n1 è n2 èç ëåììû 3.8. Çàäàäèì äâå íîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

C1
N = (c1, c2, . . . , cn1−1, cn2, cn2+1, . . . , cN),

C2
N = (c1, c2, . . . , cn1−1, cn1, . . . , cn2−1, cn1, . . . , cn2−1, cn2, cn2+1, . . . , cN).

(3.42)

Çäåñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü C1
N ïîëó÷åíà èç CN âûêèäûâàíèåì ó÷àñòêà

(cn1, cn1+1, . . . , cn2−1), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü C
2
N ïîëó÷åíà èç CN äîáàâëåíèåì

ýòîãî æå ó÷àñòêà âòîðîé ðàç.

Ëåììà 3.9. Ïóñòü γ = [0; c1, c2, . . . , cN , . . .] - ïðîèçâîëüíîå èððàöèîíàëü-

íîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ êâàäðàòè÷íîé èððàöèîíàëüíîñòüþ. Ðàññìîòðèì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü CN = (c1, c2, . . . , cN) è íàéäåì äâà ÷èñëà n1 è n2 èç

ëåììû 3.8. Îïðåäåëèì äâà íîâûõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñëà

γ1 = [0; c1, c2, . . . , cn1−1, cn2, cn2+1, . . . , cN , cN+1 . . .] =

= [0;C1
N , cN+1, . . .],

γ2 = [0; c1, c2, . . . , cn1−1, cn1, . . . , cn2−1, cn1, . . . , cn2−1, cn2, cn2+1, . . . , cN , . . .] =

= [0;C2
N , cN+1, . . .].

(3.43)

Òîãäà max(γ1, γ2) > γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî òà-

êîå, ÷òî cn1+r 6= cn2+r. Ïîñêîëüêó γ íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé èððàöèîíàëüíî-

ñòüþ, îïðåäåëåíèå r êîððåêòíî. Ïóñòü γ− < γ. Ïåðâîå îòëè÷àþùååñÿ íåïîë-

íîå ÷àñòíîå â èõ ðàçëîæåíèÿõ â öåïíóþ äðîáü åñòü cn2+r â γ
− è cn1+r â γ.

Òåïåðü ñðàâíèì γ+ è γ. Ïåðâîå îòëè÷àþùååñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå â èõ ðàçëî-

æåíèÿõ â öåïíóþ äðîáü åñòü cn1+r â γ
+ è cn2+r â γ. Ïîñêîëüêó n1 è n2 èìåþò

îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü, ëèáî γ−, ëèáî γ+ áîëüøå, ÷åì γ.
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Îáîçíà÷èì max(γ1, γ2) ÷åðåç γ+. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàêñèìóìó

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïîëíûõ ÷àñòíûõ (C1
N èëè C2

N) êàê C
+
N .

Êîãäà âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå ðàçëîæåíèÿ γ â öåïíóþ äðîáü îãðàíè÷åííû,

íåòðóäíî âûâåñòè êîëè÷åñòâåííóþ âåðñèþ ëåììû 3.9, èñïîëüçóÿ ëåììó 3.7.

Ñëåäñòâèå 3.2. Ïóñòü γ = [0; c1, c2, . . . , cN , . . .] - ïðîèçâîëüíîå èððàöè-

îíàëüíîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ êâàäðàòè÷íîé èððàöèîíàëüíîñòüþ. Ïóñòü

âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå ðàçëîæåíèÿ γ â öåïíóþ äðîáü íå ïðåâîñõîäÿò 4. Îïðå-

äåëèì γ+ êàê îïèñàíî â ïðåäûäóùåé ëåììå. Òîãäà

γ+ − γ > δN+r.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåììà 3.10. Ïóñòü γ = [0; c1, c2, . . . , cN , . . .] è γ
′ = [0; c′1, c

′
2, . . . , c

′
N , . . .] -

äâà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñëà, ïðè÷åì íåïîëíûå ÷àñòíûå èõ ðàçëîæåíèÿ â

öåïíóþ äðîáü íå ïðåâîñõîäÿò 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü íåïîëíûõ ÷àñòíûõ äëèíû 2n + 1, âñòðå÷àþùàÿñÿ â ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè (c′1, c
′
2, . . . , c

′
N , . . .) áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç, òàêæå âñòðå÷àåòñÿ áåñêî-

íå÷íî ìíîãî ðàç â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (c1, c2, . . . , cN , . . .). Òîãäà âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî

µ(γ′) < µ(γ) + 2εn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò ðàñòóùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü k(j) òàêàÿ, ÷òî

lim
j→∞

λk(j)(γ
′) = µ(γ′). (3.44)

Ïîñêîëüêó âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå ðàçëîæåíèÿ γ′ â öåïíóþ äðîáü îãðàíè÷åí-

íû, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü k′(j) òàêàÿ, ÷òî c′k′(j1)+i = c′k′(j2)+i äëÿ

ëþáûõ íàòóðàëüíûõ j1, j2 è −n 6 i 6 n. Îáîçíà÷èì â êà÷åñòâå D ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü

(c′k′(j)−n, c
′
k′(j)−n+1, . . . , c

′
k′(j), . . . , c

′
k′(j)+n). (3.45)

Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.45) ïî îïðåäåëåíèþ k′(j) ñîâïàäàþò ïðè

âñåõ j, îïðåäåëåíèå D áåç èíäåêñà êîððåêòíî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü D èìååò
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äëèíó 2n+ 1, à çíà÷èò âñòðå÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïîëíûõ ÷àñòíûõ

(c′1, c
′
2, . . . , c

′
N , . . .) áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ðàñòó-

ùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ l(j) òàêàÿ, ÷òî

c′k′(j)+i = cl(j)+i (3.46)

äëÿ âñåõ j ∈ N è −n 6 i 6 n. Èç ëåììû 3.7 ñëåäóåò, ÷òî

|λk′(j)(γ′)− λl(j)(γ)| < 2εn (3.47)

Çàìåòèì, ÷òî

lim
j→∞

λk′(j)(γ
′) = lim

j→∞
λk(j)(γ

′) = µ(γ′) (3.48)

è

lim sup
j→∞

λl(j)(γ) 6 µ(γ). (3.49)

Òåïåðü óñëîâèå ëåììû ñëåäóåò èç (3.47), (3.48) è (3.49).

Ëåììà 3.11. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî n îïðåäåëèì N = N(n)

èç ëåììû 3.8. Ïóñòü CN - ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü N . Ðàññìîò-

ðèì ïðîèçâîëüíîå èððàöèîíàëüíîå γ = [0; c1, c2, . . . , cN , . . .] òàêîå, ÷òî ó÷à-

ñòîê CN âñòðå÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè C = (c1, c2, . . . , cm, . . .) áåñêî-

íå÷íî ìíîãî ðàç. Îïðåäåëèì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü C+ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: çàìåíèì âñå ó÷àñòêè CN â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè C íà C+
N .

Îáîçíà÷èì γ′ = [0;C+]. Òîãäà

µ(γ′) < µ(γ) + 2εn.

Äîêàçàòåëüñòâî. C+
N ðàâíî C1

N èëè C2
N . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â îáîèõ ñëó-

÷àÿõ óñëîâèÿ ëåììû 3.10 âûïîëíÿþòñÿ.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè (a, b) - ïðîïóñê â ñïåêòðå Ëàãðàíæà L, òî ñóùå-

ñòâóåò ïåðèîäè÷åñêàÿ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A òàêàÿ, ÷òî

a = λ0(A) = M(A). Òàêèì îáðàçîì a ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû äâóõ êâàä-

ðàòè÷íûõ èððàöèîíàëüíîñòåé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (a, b) - ïðîïóñê â ñïåêòðå Ëàãðàíæà. Çàôèêñèðóåì

÷åòíîå n, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ εn <
b−a
4 . Îïðåäåëèì N = N(n) èç ëåì-

ìû 3.8. Äàëåå ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî α = [0; c1, . . .]

òàêîå, ÷òî µ(γ) = a. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå

íåïîëíûå ÷àñòíûå ðàçëîæåíèÿ γ â öåïíóþ äðîáü íå ïðåâîñõîäÿò 4. Ïîñêîëüêó

µ(γ) = a, ñóùåñòâóåò ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ k(j) òàêàÿ,

÷òî

lim
j→∞

λk(j)(γ) = a, (3.50)

ïðè÷åì ðàçíîñòü k(j + 1) − k(j) ñòðåìèòñÿ ê +∞ ïðè j → ∞. Òåïåðü

ðàññìîòðèì äëÿ êàæäîãî j ñëåäóþùóþ êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(ck(j)−N , ck(j)−N+1, . . . , ck(j), . . . , ck(j)+N). (3.51)

Ïîñêîëüêó âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå ðàçëîæåíèÿ α â öåïíóþ äðîáü îãðàíè÷åííû,

â k(j) ñóùåñòâóåò òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ jm, ÷òî

ck(jm1
)+i = ck(jm2

)+i äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ m1 è m2 è äëÿ âñåõ i â äèàïàçîíå

−N 6 i 6 N . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî ck(j1)+i =

ck(j2)+i äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ j1 è j2 è ïðè i, ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿùåìó

N . Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ck(j)+1, ck(j)+2, . . . , ck(j)+N) íå çàâèñèò

îò j. Îáîçíà÷èì åå êàê CN . Îáîçíà÷èì òàêæå ck(j) êàê c, ïîñêîëüêó îí òîæå

íå çàâèñèò îò j. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ öåïíóþ äðîáü

ηj(γ) = [ck(j); ck(j)+1, . . . , ck(j)+N , ck(j)+N+1, . . .] = [ck(j);CN , ck(j)+N+1, . . .].

Èç ëåììû 3.8 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n1 è n2

òàêèõ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî j âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

ck(j)+n1+i = ck(j)+n2+i, 0 6 i 6 n− 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç r(j)íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-

âèþ ck(j)+n1+r(j) 6= ck(j)+n2+r(j). Òàêîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó γ - íå êâàä-
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ðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî r(j) > n. Ðàññìîòðèì

äâà ñëó÷àÿ:

1. Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M, ÷òî r(j) = M äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ èí-

äåêñîâ j.

2. r(j)→∞ ïðè j →∞.

Ñëó÷àé 1.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî r(j) = M ïðè âñåõ íàòó-

ðàëüíûõ j. Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïîëíûõ ÷àñòíûõ

(ck(j)+N+1, . . . , ck(j+1))

÷åðåç Bj. Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì íà÷àëüíûé îòðåçîê íåïîëíûõ ÷àñòíûõ

(c1, c2 . . . , ck(1)−1)

êàê B0. Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé, γ ðàñêëàäûâàåòñÿ â öåïíóþ äðîáü

ñëåäóþùèì îáðàçîì

γ = [0;B0, c, CN , B1, c, CN , . . .]. (3.52)

Îïðåäåëèì íîâîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî

γ′ = [0;B0, c, C
+
N , B1, c, C

+
N , . . .]. (3.53)

Îáîçíà÷èì èíäåêñ ýëåìåíòà c, ñòîÿùåãî ïåðåä áëîêîì Bi â ðàçëîæåíèè â

öåïíóþ äðîáü γ′, çà l(i+ 1). Òîãäà

λk(j)(γ) = [c, CN , Bj, CN , . . .] + [0;
←−−
Bj−1,

←−
CN , . . . ,

←−
B0]

λl(j)(γ
′) = [c, C+

N , Bj, CN , . . .] + [0;
←−−
Bj−1,

←−
C+
N , . . . ,

←−
B0].

(3.54)

Ïî ñëåäñòâèþ 3.2 èìååì

[c, C+
N , Bj, CN , . . .] > [c, CN , Bj, CN , . . .] + δN+r. (3.55)

Ïîñêîëüêó äëèíà áëîêà Bj−1 ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì

lim
j→∞

λl(j)(γ
′) > lim

j→∞
λk(j)(γ) + δN+r > a+ δN+r. (3.56)
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Îòñþäà µ(γ′) > a. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ëåììû 3.11 ñëåäóåò, ÷òî

µ(γ′) < µ(γ) + 2εn < b.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî íà èíòåðâàëå (a, b) íåò òî÷åê ñïåêòðà Ëàãðàíæà.

Ñëó÷àé 2

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî r(j) > n2−n1 äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî j. Ðàçäåëèì r(j) íà n2 − n1 ñ îñòàòêîì - íàéäåì öåëûå q(j) è

t(j) òàêèå, ÷òî

r(j) = (n2 − n1)q(j) + t(j), ãäå 0 6 t(j) < n2 − n1.

Òîãäà èìååì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâåíñòâ

ck(j)+n1 = ck(j)+n2 = ck(j)+2n2−n1 = . . . = ck(j)+n1+q(j)(n2−n1)

ck(j)+n1+1 = ck(j)+n2+1 = ck(j)+2n2+1−n1 = . . . = ck(j)+n1+1+q(j)(n2−n1)

. . .

ck(j)+n2−1 = ck(j)+2n2−n1−1 = ck(j)+3n2−2n1−1 = . . . = ck(j)+n2−1+q(j)(n2−n1)

(3.57)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(ck(j)+n1, ck(j)+n1+1 . . . , ck(j)+n2−1)

ïîâòîðÿåòñÿ q(j) ðàç. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç P , îíà íå çàâèñèò îò j. Ïîëó÷àåì

[c;CN , Bj, CN , . . .] = [c; ck(j)+1, . . . , ck(j)+n1−1, P, P, . . . , P︸ ︷︷ ︸
q(j) ðàç

, . . .] (3.58)

Ïîñêîëüêó r(j) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, q(j) òàêæå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷-

íîñòè, ñëåäîâàòåëüíî

lim
j→∞

[c;CN , Bj, CN , . . .] = [c; ck(j)+1, . . . , ck(j)+n1−1, P ] (3.59)

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé èððàöèîíàëüíîñòüþ.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

[0; ck(j)−1, ck(j)−2, . . . , c1] - âòîðîå ñëàãàåìîå â ïåðâîì ðàâåíñòâå â (3.54) òàê-

æå ñòðåìèòñÿ ê êâàäðàòè÷íîé èððàöèîíàëüíîñòè. Ýòîò ôàêò äîêàçûâàåòñÿ
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àáñîëþòíî òàê æå, êàê è äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî. Ìû ðàññìàòðèâàåì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü C ′N = (ck(j)−N , ck(j)−N+1, . . . , ck(j)−1) äëèíû N , íàõîäèì äëÿ íåå

äâà ÷èñëà n′1 è n
′
2 èç ëåììû 3.8. Îïðåäåëÿåì r′(j) êàê íàèìåíüøåå íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî

ck(j)−n′1−r(j) 6= ck(j)−n′2−r(j).

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, â èòîãå ïîëó÷èì, ÷òî

[0; ck(j)−1, ck(j)−2, . . . , c1] = [0; ck(j)−1, ck(j)−2 . . . , ck(j)−n1+1, P
′, P ′, . . . , P ′︸ ︷︷ ︸
q′(j) ðàç

, . . . , c1],

(3.60)

ãäå ÷åðåç P ′ îáîçíà÷åíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(ck(j)−n1, ck(j)−n1−1 . . . , ck(j)−n2+1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cu ïåðèîäè÷åñêóþ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(P ′, ck(j)−n1+1, . . . , ck(j)−1, c
∗, ck(j)+1, . . . , ck(j)+n1−1, P ). (3.61)

Ñèìâîëîì ∗ îáîçíà÷åí ýëåìåíò ïîä èíäåêñîì 0. Èç äîêàçàííîãî ëåãêî âèäåòü,

÷òî

λ0(C
u) = a.

Òåîðåìà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

3.4. Çàäà÷à î äîñòèæèìîì ÷èñëå - îáùèé ñëó÷àé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü λ ∈ L íå ÿâëÿåòñÿ ëåâûì êîíöîì ïðîïóñêà â ñïåê-

òðå Ëàãðàíæà. Òîãäà ñóùåñòâóåò äîñòèæèìîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî α

òàêîå, ÷òî µ(α) = λ.

Ïóñòü Q åñòü ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ êâàäðàòè÷íûõ èððàöèîíàëüíî-

ñòåé. Èçâåñòíî, ÷òî L = µ(Q) [3]. Òàêèì îáðàçîì, åñëè λ íå ÿâëÿåòñÿ ëåâûì

êîíöîì íåêîòîðîãî ïðîïóñêà â ñïåêòðå Ëàãðàíæà, âîçìîæíû äâà âàðèàíòà:



102

1. Ñóùåñòâóåò êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü γ òàêàÿ, ÷òî µ(γ) = λ.

2. Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êâàäðàòè÷íûõ èððàöèî-

íàëüíîñòåé γn òàêàÿ, ÷òî lim
n→∞

µ(γn) = λ, ïðè÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

µ(γn) óáûâàåò.

Ñëó÷àé 1

Ìîæåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî γ ðàçëàãàåòñÿ â ÷èñòî ïå-

ðèîäè÷åñêóþ öåïíóþ äðîáü.

γ = [0;P ], (3.62)

ãäå P = (c1, c2, . . . , cn). Ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî j, íå ïðåâîñõîäÿùåå

äëèíû ïåðèîäà n, òàêîå, ÷òî

lim
m→∞

λj+mn(γ) = µ(γ) = [cj; cj+1, . . . , cn, P ] + [0; cj−1, . . . , c1, P ]. (3.63)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè R âûïîëíåíî ðàâåí-

ñòâî

µ(γ) = µ([0;R,P ]).

Îáîçíà÷èì ÷èñëî [0;R,P ] êàê γ′. Ïóñòü äëèíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè R ðàâíà

l. Òîãäà

λj+mn+l(γ
′) = [cj; cj+1, . . . , cn, P ] + [0; cj−1, . . . , c1, P, P, . . . , P︸ ︷︷ ︸

m ðàç

,
←−
R ]. (3.64)

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü R òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðà-

âåíñòâî

[0; cj−1, . . . , c1,
←−
R ] > [0; cj−1, . . . , c1, P ]. (3.65)

Òîãäà

[0; cj−1, . . . , c1, P, P, . . . , P︸ ︷︷ ︸
2m ðàç

,
←−
R ] > [0; cj−1, . . . , c1, P ] (3.66)

ïðè âñåõ m. Òî åñòü

λj+2mn+l(γ
′) > µ(γ) = µ(γ′) ∀m ∈ N. (3.67)
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Ïîñêîëüêó

lim
m→∞

λj+mn+l(γ
′) = µ(γ) = µ(γ′), (3.68)

÷èñëî γ′ ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìûì, è â ñëó÷àå 1 òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëó÷àé 2

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn ïåðèîäû ðàçëîæåíèÿ â öåïíóþ äðîáü êâàäðàòè÷íûõ

èððàöèîíàëüíîñòåé γn. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëå-

ìåíòû Pn äëÿ âñåõ n íå ïðåâîñõîäÿò µ(γ)+1. Êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëàãàåì,

÷òî âñå γn ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêîé öåïíîé äðîáè.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà î÷åâèäíî ñëåäóåò èç îáùèõ ñâîéñòâ öåïíûõ äðîáåé.

Ëåììà 3.12. Ïóñòü γn êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü, ðàçëàãàþùà-

ÿñÿ â ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêóþ öåïíóþ äðîáü ñ ïåðèîäîì Pn = (cn1 , c
n
2 , . . . , c

n
ln

)

äëèíû ln. Ðàññìîòðèì íàòóðàëüíîå ÷èñëî j, íå ïðåâîñõîäÿùåå j è îáëàäàþ-

ùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì

lim
m→∞

λj+mn(γn) = lim
m→∞

[cnj ; c
n
j+1, . . . , c

n
ln
, P ]+[0; cnj−1, . . . , c

n
1 , P, P, . . . , P︸ ︷︷ ︸

m ðàç

] = µ(γn).

(3.69)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî εn > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî N = N(εn) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþ-

áûõ êîíå÷íûõ èëè áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé R, S âûïîëíåíî íåðà-

âåíñòâî

[cnj ; c
n
j+1, . . . , c

n
ln
, P, P, . . . , P︸ ︷︷ ︸

N ðàç

, R] + [0; cnj−1, . . . , c
n
1 , P, P, . . . , P︸ ︷︷ ︸

N ðàç

, S] > µ(γn)− εn.

(3.70)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëèíû ïåðèîäîâ Pn ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Ëåììà 3.13. Ïóñòü γn - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêèõ

êâàäðàòè÷íûõ èððàöèîíàëüíîñòåé ñ ïåðèîäîì Pn = (cn1 , c
n
2 , . . . , c

n
ln

) äëèíû

ln. Ïóñòü λ - èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ êâàäðàòè÷íîé èððàöèî-

íàëüíîñòüþ, òàêîå, ÷òî lim
n→∞

µ(γn) = λ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µ(γn) óáûâà-

åò. Òîãäà äëèíû ïåðèîäîâ ln ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè n→∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî M òà-

êîå, ÷òî ó áåñêîíå÷íî ìíîãèõ ïåðèîäîâ äëèíà ðàâíà M . Ïîñêîëüêó ñóùå-

ñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíûM ñ ýëåìåíòàìè, íå

ïðåâîñõîäÿùèìè µ(γ)+1, íàéäåòñÿ òàêîé ïåðèîä P ′ äëèíûM , êîòîðûé âñòðå-

÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè P1, P2, . . . , Pn, . . . áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç. Ïóñòü

in - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ èíäåêñîâ, ÷òî Pin = P ′. Òîãäà

λ = lim
n→∞

µ(γn) = lim
n→∞

µ([0;Pn]) = lim
n→∞

µ([0;Pin]) = µ([0;P ′]) > λ. (3.71)

Ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.14. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé ëåììû ìîæíî âûäåëèòü èç ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè Pn ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü P ′n ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

ïåðâûå n ïåðèîäîâ P ′n, P
′
n+1, . . . ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå ïåðèîäîâ îãðàíè÷åííû,

ñóùåñòâóåò ÷èñëî, ñ êîòîðîãî íà÷èíàþòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ïåðèîäîâ. Òà-

êèì îáðàçîì îò Pn ìîæíî ïåðåéòè ê áåñêîíå÷íîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â

êîòîðîé âñå ïåðèîäû íà÷èíàþòñÿ íà îäíî è òîæå ÷èñëî. Äàëåå ïðîöåññ ïî-

âòîðÿåòñÿ äëÿ âòîðîãî è âñåõ ïîñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ ïåðèîäîâ. Ïîñêîëüêó

äëèíà Pn ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè âñåãäà ìîæíî ïðîäîëæèòü.

Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó 3.2 âî âòîðîì ñëó÷àå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P ′n èç ëåììû 3.14 è ñîîò-

âåòñòâóþùóþ åé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êâàäðàòè÷íûõ èððàöèîíàëüíîñòåé

γ′n = [0;P ′n]. Âûáåðåì εn = (µ(γn)− λ)/3 è N(n) = N(εn). Ðàññìîòðèì èððà-

öèîíàëüíîå ÷èñëî

γ′ = [0;P ′1, P
′
1, . . . , P

′
1︸ ︷︷ ︸

2N(1)+1 ðàç

, P ′2, P
′
2, . . . , P

′
2︸ ︷︷ ︸

2N(2)+1 ðàç

, . . . , P ′n, P
′
n, . . . , P

′
n︸ ︷︷ ︸

2N(n)+1 ðàç

, . . .]. (3.72)
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Èç ëåììû 3.12 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî èíäåêñîâ j, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ óñëîâèþ λj(γ
′) > λ. Èç ëåìì 3.13 è 3.14 ñëåäóåò, ÷òî

µ(γ′) = λ. (3.73)

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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