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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ íåêîòîðûõ
êëàññîâ öèêëè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáð Ëè.

Âîïðîñàì ðó÷íîñòè è äèêîñòè ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò, íàïðèìåð, [Gel],
[D], [D1], [Han], [Sam] è ìíîãèå äðóãèå. Êëàññèôèêàöèîííàÿ çàäà÷à íàçû-
âàåòñÿ ðó÷íîé, åñëè ìíîæåñòâî åå ðåøåíèé ïàðàìåòðèçóåòñÿ êîíå÷íûì
ñåìåéñòâîì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ. Íåòðèâèàëüíûìè ïðèìåðà-
ìè ðó÷íûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ïðåäñòàâëåíèé êîë÷à-
íîâ, ó êîòîðûõ ïîäëåæàùèé ãðàô (òî åñòü ãðàô, ïîëó÷àþùèéñÿ çàáûâà-
íèåì íàïðàâëåíèé ñòðåëîê) ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé äèàãðàììîé Äûíêèíà.
Äèêîé íàçûâàåòñÿ çàäà÷à, ê êîòîðîé ñâîäèòñÿ çàäà÷à êëàññèôèêàöèè
ïàðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîâðåìåííîé çàìåíû áà-
çèñà. Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ýòàëîííîé ñëîæíîé çàäà÷åé. Òàê ìîæíî
ñ÷èòàòü, íàïðèìåð, ïîòîìó, ÷òî ê äàííîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à êëàññè-
ôèêàöèè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ëþáîé êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû.
Þ. Äðîçä äîêàçàë, ÷òî çàäà÷è êëàññèôèêàöèè êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé ëþáîé êîíå÷íîìåðíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ëèáî ðó÷-
íîé, ëèáî äèêîé. Ïîýòîìó äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ êàòåãîðèé åñòåñòâåííî âîç-
íèêàåò âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè çàäà÷à êëàññèôèêàöèè íåðàçëîæèìûõ
îáúåêòîâ ýòîé êàòåãîðèè ðó÷íîé èëè äèêîé. Â ÷àñòíîñòè, åñòåñòâåííî
ïîñòàâèòü âîïðîñ î òîì, âñåãäà ëè çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ïðåäñòàâëåíèé
êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû Ëè ÿâëÿåòñÿ ëèáî ðó÷íîé, ëèáî äèêîé, è åñëè
äà, òî îïðåäåëèòü, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ðó÷íîé.

Â ñòàòüå [2] àâòîðà áûëî äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à êëàññèôèêàöèè êîíå÷-
íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû Ëè ïðàêòè÷åñêè âî
âñåõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ äèêîé, òî åñòü â íåêîòîðîì ñìûñëå ýòà êëàññè-
ôèêàöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîé. Ýòà êëàññèôèêàöèÿ âîçìîæíà (çàäà÷à
êëàññèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ ðó÷íîé) òîëüêî äëÿ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè è
îäíîìåðíûõ ðàñøèðåíèé ïîëóïðîñòûõ. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë èçó÷àòü
ñïåöèàëüíûå êëàññû ïðåäñòàâëåíèé.

Â äàííîé äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ ìîäóëè Âåéëÿ. Ýòî öèêëè÷åñêèå
ïðåäñòàâëåíèÿ áîðåëåâñêèõ ïîäàëãåáð àôôèííûõ àëãåáð, îïðåäåëåííûå
íåêîòîðûì íàáîðîì ñîîòíîøåíèé. Îíè èçó÷àëèñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, íà-
ïðèìåð, [CL], [FL1], [FL2], [Kn], [S], [I]. Â ÷àñòíîñòè, èçó÷àëàñü èç âçàèìî-
ñâÿçü ñ ìíîãî÷ëåíàìè Ìàêäîíàëüäà. Â ðàáîòàõ Ñàíäåðñîí, Èîíà è ×àðè
áûëî äîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåð ìîäóëåé Âåéëÿ ñîâïàäàåò ñ ìíîãî÷ëåíàìè
Eλ(x, q, 0), λ ∈ −P+, òî åñòü ñî ñïåöèàëèçàöèÿìè â íóëå íåñèììåòðè-
÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëüäà. Äëÿ íåñêðó÷åííûõ òèïîâ A,D,E è
äëÿ ñêðó÷åííûõ àôôèííûõ àëãåáð Ëè ýòî ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî ñî-
ïîñòàâëåíèÿ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, íåñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû Ìàêäî-
íàëüäà ïîðîæäàþòñÿ äðóã èç äðóãà ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ íåêîòîðûõ
ñïëåòàþùèõ îïåðàòîðîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, õàðàêòåðû ìîäóëåé Äåìà-
çþðà ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ Äåìàçþðà. Äàëåå



4

îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå t = 0 â ñïëåòàþùèå îïåðàòîðû ïî-
ëó÷àþòñÿ îïåðàòîðû Äåìàçþðà, à àíòèäîìèíàíòíûå ìîäóëè Äåìàçþðà
ñîâïàäàþò ñ ìîäóëÿìè Âåéëÿ.

Îäíàêî íà ýòîì ñâÿçü ìîäóëåé Âåéëÿ è ñïåöèàëèçàöèé íåñèììåòðè÷å-
ñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëüäà íå çàêàí÷èâàåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, ×åðåä-
íèêîì è Îððîì [CO1] èçó÷àëèñü ñïåöèàëèçàöèè íåñèììåòðè÷åñêèõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëüäà â t =∞. Â ÷àñòíîñòè, ó íèõ âîçíèêàåò ãèïîòåçà î
ñâÿçè ìíîãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëüäà è ôèëüòðàöèé Ïóàíêàðå-Áèðêãîôôà-
Âèòòà. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ïóñòü M � íåêîòîðûé öèêëè÷åñêèé ìîäóëü íàä
àëãåáðîé Ëè g. Òîãäà íà ýòîì ìîäóëå ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðå-
äåëèòü ÏÁÂ ôèëüòðàöèþ. Â ÷àñòíîñòè, íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ÏÁÂ-
ôèëüòðàöèè íà ìîäóëÿõ ÂåéëÿWµ. Ïóñòü U(n[t])s � ÏÁÂ-ôèëüòðàöèÿ íà
óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðå. Òàê êàê Wµ = U(n[t])wµ, ìû ïî-
ëó÷àåì èíäóöèðîâàííóþ ôèëüòðàöèþ íà ìîäóëå Äåìàçþðà. Ïóñòü W gr

µ

� àññîöèèðîâàííûé ãðàäóèðîâàííûé ìîäóëü. Òîãäà:

W gr
µ =

⊕
s≥0

W gr
µ (s), W gr

µ (s) =
U(n[t])swµ

U(n[t])s−1wµ
.

Îòìåòèì, ÷òî W gr
µ � ïðåäñòàâëåíèå àáåëåâîé àëãåáðû na[t], ãäå na � àáå-

ëåâà àëãåáðà Ëè ñ ïîäëåæàùèì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì n. Ïóñòü D �
îïåðàòîð ÏÁÂ-ñòåïåíè íà W gr

µ , òî åñòü D|W gr
µ (s) = s · Id. Ïóñòü d � îïåðà-

òîð ñòåïåíè ïî t â àôôèííîé àëãåáðå Ëè. Ïîëîæèâ dwµ = 0, ìû ïîëó÷à-
åì äåéñòâèå îïåðàòîðà d íà Wµ. Ïóñòü W

gr
µ (s, r) � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

v ∈ W gr
µ (s), òàêèõ ÷òî dv = rv. Îòìåòèì, ÷òî êàæäûé Wµ(s, r) åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ ĥ-ìîäóëåì. Ìû îáîçíà÷àåì ÏÁÂ-õàðàêòåð
Wµ êàê

chq,pWµ =
∑
r,s≥0

qrps chW gr
µ (s, r).

Ãèïîòåçà ×åðåäíèêà-Îððà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñïåöèàëèçàöèè àíòè-
äîìèíàíòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëüäà Ew0(λ)(x, q

−1,∞) ñîâïàäàåò ñî
ñïåöèàëèçàöèåé ÏÁÂ-õàðàêòåðà ìîäóëÿ Wλ ïðè p = q. Â äàííîé äèñ-
ñåðòàöèè ýòà ãèïîòåçà äëÿ òèïà A äîêàçûâàåòñÿ â ñëåäóþùèõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àÿõ: åñëè âåñ ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì ôóíäàìåíòàëüíîìó è åñëè âåñ ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ôóíäàìåíòàëüíîãî.

Â ñòàòüå Êàöà è Âàêèìîòî ñêàçàíî, ÷òî õàðàêòåðû èíòåãðèðóåìûõ
ïðåäñòàâëåíèé ñî ñòàðøèì âåñîì äëÿ àôôèííûõ àëãåáð Ëè òèïà A(2)

2n
ñîâïàäàþò ñ õàðàêòåðàìè èíòåãðèðóåìûõ ïðåäñòàâëåíèé ìîäóëåé íàä

àôôèííûìè ñóïåðàëãåáðàìè Ëè òèïà ̂osp(1, 2n). Â äàííîé äèññåðòàöèè

èññëåäóåòñÿ âîïðîñ ñâÿçè àôôèííûõ ñóïåðàëãåáð Ëè òèïà ̂osp(1, 2) è

ïîëèíîìîâ Ìàêäîíàëüäà òèïà A(2)
2 .
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Öåëü ðàáîòû. Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå äèêîñòè çàäà÷è
êëàññèôèêàöèè ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè, íå ÿâëÿþùèõ-
ñÿ ïîëóïðîñòûìè èëè îäíîìåðíûìè ðàñøèðåíèÿìè ïîëóïðîñòûõ. Òàêæå
öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ìîäóëåé Âåéëÿ è èçó÷åíèå ñâÿçè èõ õàðàê-
òåðîâ ñî ñïåöèàëèçàöèÿìè íåñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëü-
äà. Â äèññåðòàöèè îïðåäåëåíû îáîáùåííûå ìîäóëè Âåéëÿ è äîêàçàíî,
÷òî ñïåöèàëèçàöèè ìíîãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëüäà â t = ∞ ñîâïàäàþò ñ õà-
ðàêòåðàìè íåêîòîðûõ îáîáùåííûõ ìîäóëåé Âåéëÿ. Òàêæå â ðàáîòå äî-
êàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ãèïîòåçû ×åðåäíèêà-Îððà. Òàê-
æå â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñâÿçü ìíîãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëüäà-Êîîðíâèíäåðà ñ
ïðåäñòàâëåíèÿìè ñóïåðàëãåáðû osp(1, 2).

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â íàøåé äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû
òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíîâ äëÿ èçó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íî-
ìåðíûõ àëãåáð Ëè. Ïðèìåíåíà êîíñòðóêöèÿ äóáëÿ Ãàáðèåëÿ êîë÷àíà è
ôîðìà Òèòñà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äèêîñòè çàäà÷ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáð
Ëè ñ áîëåå ÷åì îäíîìåðíûì ðàäèêàëîì.

Ïðèìåíÿåòñÿ ïîäõîä Õàãëóíäà-Õàèìàíà-Ëîåðà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëüäà â òèïå A. Òàêæå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ
Ìàêäîíàëüäà ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìóëà Îððà è Øèìîçîíî. Äëÿ îöåíêè ñíè-
çó ðàçìåðíîñòåé ìîäóëåé ïðèìåíÿåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ôüþæåí-ïðîèçâåäåíèÿ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò ñëåäó-
þùèå íîâûå îïðåäåëåíèÿ, ðåçóëüòàòû è ìåòîäû:

• Äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷è êëàññèôèêàöèé ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íî-
ìåðíûõ àëãåáð Ëè ðàçáèâàþòñÿ íà ðó÷íûå è äèêèå è îïðåäåëåíî.
êîãäà ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ðó÷íîé, à êîãäà � äèêîé.
• Îïðåäåëåíû îáîáùåííûå ìîäóëè Âåéëÿ.
• Äîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåðû îáîáùåííûõ ìîäóëåé Âåéëÿ ñîâïàäàþò
ñî ñïåöèàëèçàöèÿìè àíòèäîìèíàíòíûõ íåñèììåòðè÷åñêèõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëüäà â t =∞.
• Ïîëó÷åíî íîâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ×àðè-Èîíà î òîì, ÷òî
õàðàêòåðû (êëàññè÷åñêèõ) ìîäóëåé Âåéëÿ ñîâïàäàþò ñî ñïåöèà-
ëèçàöèÿìè àíòèäîìèíàíòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëüäà â t = 0.
• Äîêàçàíà ãèïîòåçà ×åðåäíèêà-Îððà â òèïå A äëÿ âåñîâ, êðàò-
íûõ ôóíäàìåíòàëüíûì, è äëÿ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ïåðâîãî è
ïîñëåäíåãî ôóíäàìåíòàëüíûõ âåñîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îïðåäåëåíèå 2 ÿâëÿåòñÿ íîâûì. Òåîðåìû 1,2,3,4,5,6
ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Äèññåðòàöèÿ èìååò òåî-
ðåòè÷åñêèõ õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü ïîëåçíû ìà-
òåìàòèêàì, çàíèìàþùèìñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè,
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ñïåöèàëèñòàì ïî ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèÿì, ñïåöèàëèñòàì ïî ìîäóëÿì
Âåéëÿ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëå-
äóþùèõ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ: � Ãîìîòîïè÷åñêèé ñåìè-
íàð ÂØÝ;

� ñåìèíàð ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è òåîðèè ïðåäñòàâëå-
íèé ÂØÝ.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöè-
ÿõ: � PBW �ltrations of modules for Lie algebras and their appearance/applications
in Representation Theory, Ãëàçãî, ìàé 2014;

� Àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû, àëãåáðû Ëè è òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ, Ñàìàðà,
èþëü 2015;

� Integrability in algebra, geometry and physics: new trends, Àñêîíà,
èþëü 2015;

� PBW Structures in Representation Theory, Îáåðâîëüôàõ, ìàðò 2016.

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 2 ðàáîòàõ, ñïè-
ñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ðàçäåëîâ
è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè � 107 ñòðàíèö, ñïèñîê
ëèòåðàòóðû ñîñòîèò èç 63 íàèìåíîâàíèé.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

0.1. Ðó÷íîñòü è äèêîñòü. Î ðó÷íîñòè è äèêîñòè çàäà÷ òåîðèè ïðåä-
ñòàâëåíèé ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [Gel], [D], [D1], [Han], [Sam] è ìíîãèå
äðóãèå. Â ýòèõ ðàáîòàõ ñðåäè íåêîòîðûõ êëàññîâ çàäà÷ âûäåëåíû ðó÷íûå
è äèêèå.

Ðàññìîòðèì àëãåáðó Ëè L. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó êëàññèôèêà-
öèè åå êîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. Â äàííîé äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î òîì, äëÿ êàêèõ
àëãåáð Ëè L äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ äèêîé èëè ðó÷íîé. Òàêèå àëãåáðû
áóäåì íàçûâàòü, ñîîòâåòñòâåííî, äèêèìè è ðó÷íûìè. Íà äàííûé âîïðîñ
äàåòñÿ ñëåäóþùèé îòâåò.

Òåîðåìà 1. Ðó÷íûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå àëãåáðû Ëè:

1) ïîëóïðîñòûå;

2) îäíîìåðíàÿ àëãåáðà;

3) ïðÿìûå ñóììû ïîëóïðîñòûõ ñ îäíîìåðíîé.

Âñå îñòàëüíûå � äèêèå.

Èç ýòîé Òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû Ëè ðàçáèâàþò-
ñÿ íà äâà êëàññà � ðó÷íûõ è äèêèõ.

Ïðåäñòàâëåíèÿ íåïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè èçó÷àþòñÿ ïðè ïîìîùè íåêî-
òîðîãî áåñêîíå÷íîãî êîë÷àíà. Àëãåáðà ïóòåé ýòîãî êîë÷àíà íå èçîìîðô-
íà îáåðòûâàþùåé àëãåáðå èñõîäíîé àëãåáðû Ëè. Îäíàêî êàòåãîðèÿ êî-
íå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòîé àëãåáðû ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè êî-
íå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé èñõîäíîé àëãåáðû Ëè.

0.2. Ìîäóëè Âåéëÿ è ÏÁÂ-ôèëüòðàöèè. Ïîñêîëüêó çàäà÷à êëàññè-
ôèêàöèè ïðåäñòàâëåíèé àëãåáð Ëè ïî÷òè âñåãäà ÿâëÿåòñÿ äèêîé, èìååò
ñìûñë èçó÷àòü íåêîòîðûå êîíêðåòíûå êëàññû ïðåäñòàâëåíèé, èìåþùèõ
õîðîøèå ñâîéñòâà. Â äàííîé äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ ìîäóëè Âåéëÿ è
íåêîòîðûå èõ îáîáùåíèÿ. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
g � ïðîñòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà. Ìû èçó÷àåì ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû
òîêîâ íàä íåé, òî åñòü àëãåáðû g⊗K[t]. h � ïîäàëãåáðà êàðòàíà êîíå÷íî-
ìåðíîé àëãåáðû, ∆ � ñèñòåìà êîðíåé g, ∆+ � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ
êîðíåé, eα, fα � îáðàçóþùèå Øåâàëëå. Òîãäà îáîáùåííûé ìîäóëü Âåéëÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè.
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Îïðåäåëåíèå 2.

(1) h⊗ tkv = 0 äëÿ ëþáîãî h ∈ h, k > 0;

(eα ⊗ t)v = 0, α ∈ σ(∆+) ∩∆+;

(fα ⊗ 1)v = 0, α ∈ σ(∆+) ∩∆−;

(eσ(α) ⊗ t)−〈α
∨,λ〉+1v = 0, α ∈ ∆−, σ(α) ∈ ∆+;

(fσ(α) ⊗ 1)−〈α
∨,λ〉+1v = 0, α ∈ ∆−, σ(α) ∈ ∆−.

Â ñëó÷àå òðèâèàëüíîãî ýëåìåíòà èç ãðóïïû Âåéëÿ ïîëó÷àåòñÿ îïðåäå-
ëåíèå êëàññè÷åñêîãî ìîäóëÿ Âåéëÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà ãðóï-
ïû Âåéëÿ ïîëó÷åííûé ìîäóëü íàçîâåì îáîáùåííûì ìîäóëåì Âåéëÿ. Ýòè
ìîäóëè õîðîøè òåì, ÷òî äëÿ íèõ ïèøåòñÿ óäîáíàÿ ðåêóðñèÿ. Òî÷íåå ãî-
âîðÿ, êàæäûé òàêîé ìîäóëü ðàçáèðàåòñÿ íà ïîäôàêòîðû òîãî æå âèäà,
íî ñîîòâåòñòâóþùèå ìåíüøåìó âåñó. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ðàçáîðêè ïîëó÷à-
åòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå íà õàðàêòåðû. Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøå-
íèå ïîëó÷àåòñÿ äëÿ ñïåöèàëèçàöèé ìíîãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëüäà ñ ïîìî-
ùüþ ïîäõîäà Îððà èØèìîçîíî. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ ñîâïàäåíèå õàðàêòå-
ðîâ íåêîòîðûõ îáîáùåííûõ ìîäóëåé Âåéëÿ è íåêîòîðûõ ñïåöèàëèçàöèé
íåñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëüäà. Òî÷íåå, âåðíà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü λ � äîìèíàíòíûé âåñ, σ ∈W . Òîãäà

(i) dimWσ(λ) = dimWλ.

(ii) chWw0λ = Ew0λ(x, q−1,∞).
(iii) chWλ = Ew0λ(x, q, 0).
(iv) Äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , rk(g)-ìîäóëè Wσ(λ) ðàñêëàäûâàþòñÿ íà

ïîäôàêòîðû âèäà Wκ(λ−ωi), κ ∈ W . Ïîäôàêòîðû ñîîòâåòñòâó-
þò íåêîòîðûì àëüêîâíûì ïóòÿì è êîëè÷åñòâî ïîäôàêòîðîâ
ðàâíî ðàçìåðíîñòè Wωi .

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ äëÿ ïðîñòåéøåé ñóïåðàëãåáðû
osp(1, 2). Ñóïåðàëãåáðû osp(1, 2l) èìåþò ìíîãî îáùèõ ñâîéñòâ ñ îáû÷íû-
ìè ïîëóïðîñòûìè àëãåáðàìè Ëè. Â ÷àñòíîñòè, â îòëè÷èå îò äðóãèõ ïðî-
ñòûõ ñóïåðàëãåáð ó íèõ åñòü ãðóïïà Âåéëÿ è îíà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
îáîáùåííûå ìîäóëè Âåéëÿ. Òàêèì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî õàðàêòåðû
ìîäóëåé Âåéëÿ äëÿ ñóïåðàëãåáðû osp(1, 2) ñîâïàäàþò ñî ñïåöèàëèçàöèÿ-

ìè ìíîãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëüäà òèïà A(2)
2 .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ÿâíî íàõîäèòñÿ áàçèñ ìîäó-
ëÿ Âåéëÿ íàä èññëåäóåìîé ñóïåðàëãåáðîé. Ïåðâîèñòî÷íèê ïðèâåäåííûõ
íèæå îïðåäåëåíèé � â ñòàòüÿõ [P, Mus1, Mus2]. Ñóïåðàëãåáðà Ëè osp(1, 2)
èçîìîðôíà ïðÿìîé ñóììå sl2 ⊕ π1, ãäå sl2 � ÷åòíàÿ ÷àñòü è äâóìåðíûé
sl2-ìîäóëü π1 â íå÷åòíîé ÷àñòè. Ïóñòü e, h, f � ñòàíäàðòíûé áàçèñ sl2 è
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ïóñòü g+, g− � áàçèñ π1. Èìååì ñëåäóþùèå íåòðèâèàëüíûå êîììóòàöè-
îííûå ñîîòíîøåíèÿ:

[e, f ] = h, [h, e] = 2e, [h, f ] = −2f,

[h, g+] = g+, [h, g−] = −g−, [g+, g−]+ = h,

[g+, g+]+ = 2e, [g−, g−]+ = −2f, [f, g+] = g−, [e, g−] = −g+.
Èìååì ðàçëîæåíèå Êàðòàíà

osp(1, 2) = n− ⊕ h⊕ n+, n− = span(f, g−), n+ = span(e, g+), h = span(h).

Ðàññìîòðèì àëãåáðó òîêîâ osp(1, 2][t] = osp(1, 2)⊗K[t], åå ìîäóëü Âåé-
ëÿ W−n îïðåäåëåí êàê öèêëè÷åñêèé ìîäóëü ñ îáðàçóþùåé w−n è ñîîò-
íîøåíèÿìè

(n− ⊕ h)⊗ tC[t].w−n = 0, (n− ⊗ 1).w−n = 0,

h0.w−n = −nw−n, (e⊗ 1)n+1.w−n = 0.

Äëÿ x ∈ osp(1, 2) îïðåäåëèì êàê xi ∈ osp(1, 2)[t] ýëåìåíò x⊗ ti.

Òåîðåìà 4. Èìååì osp(1, 2)⊗ tnK[t].w−n = 0 è W−n ïîðîæäåí ìîíîìà-
ìè âèäà

ea1 . . . easg
+
b1
. . . g+bkw−n,(2)

0 ≤ b1 < · · · < bk ≤ n− 1, 0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ as ≤ n− k − s.

Ýòîò áàçèñ äàåò ôîðìóëó äëÿ õàðàêòåðà. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ýëå-
ìåíòû:

(3) c1(k22, k12, k11) = qk
2
12+2k22

(
k22 + k12 + k11
k22, k12, k11

)
q2
,

Òåïåðü ïîëó÷àåì, ÷òî õàðàêòåð ðàâåí:

chW−m =
∑

k11,k12,k22

xk11−k22c1(k22, k12, k11).

Äàëüøå, âû÷èñëÿÿ ìíîãî÷ëåíûÌàêäîíàëüäà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ðàìà-
Éèï, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ Òåîðåìó:

Òåîðåìà 5. Õàðàêòåðû ìîäóëåé Âåéëÿ íàä osp(1, 2) ÿâëÿþòñÿ ñïåöè-

àëèçàöèÿìè íåñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëüäà òèïà A
(2)
2 â

òî÷êå t = 0.

Òàêæå â äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé ãèïîòåçû ×åðåäíèêà-
Îððà, à èìåííî, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ âåñîâ, êðàòíûõ îäíîìó ôóíäà-
ìåíòàëüíîìó è äëÿ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ôóí-
äàìåíòàëüíîãî äëÿ àëãåáð Ëè òèïîâ An ñïåöèàëèçàöèÿ íåñèììåòðè÷å-
ñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëüäà, ñîîòâåòñòâóþùèõ àíòèäîìèíàíòíîìó



10

âåñó, â òî÷êå t = ∞, ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðîì ýòèõ ìîäóëåé, ïîäêðó÷åí-
íûõ íà ÏÁÂ-ôèëüòðàöèþ. Äëÿ ýòîé öåëè òàêæå íàõîäèòñÿ ÏÁÂ-áàçèñ
äëÿ èññëåäóåìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Íà îñíîâå ýòîãî áàçèñà âûïèñûâàåòñÿ
ÏÁÂ-õàðàêòåð. Òàêæå ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðíîé ôîðìóëû Õàãëóíäà-
Õàèìàíà-Ëîåðà âû÷èñëÿåòñÿ ñïåöèàëèçàöèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ìàêäîíàëüäà
è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíè ñîâïàäàþò. Òî÷íåå ãîâîðÿ, âåðíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü g � ïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè òèïà An è ïðåäïîëîæèì,
÷òî λ = −mωi èëè λ = −m1ω1 −mnωn. Òîãäà

Eλ(x, q−1,∞) = chPBW Wλ|p=q.
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