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Введение

Общая характеристика работы

Актуальность темы. В индустриальной инженерии одной из основных задач

является задача проектирования изделия, характеристики которого удовлетво-

ряют заданным требованиям. Часто в задачах индустриальной инженерии при-

меняют подход, основанный на использовании быстро вычислимой регрессион-

ной модели, построенной по выборке пар «параметры изделия (входной вектор,

точка) — его характеристики (выходной вектор)», где характеристики изделия

получаются в результате ресурсоемкого численного моделирования или натур-

ных экспериментов.

В задачах индустриальной инженерии используемые данные могут быть

разными по точности и стоимости получения, разнородными: часть данных мо-

жет быть порождена источником данных высокой точности, а другая часть —

источником данных низкой точности, при этом ресурсоемкость использования

источника данных высокой точности обычно существенно выше ресурсоемкости

использования источника данных низкой точности. Например, в задаче построе-

ния модели зависимости подъемной силы крыла самолета от его формы данные

высокой точности могут быть получены из экспериментов в аэродинамической

трубе, а данные низкой точности — из расчетов с помощью численного модели-

рования. При наличии разнородных источников данных можно выбирать для

каких изделий использовать источник данных высокой точности, а для каких

— низкой, чтобы для заданного общего ресурсного ограничения построить по

полученным данным как можно более точную регрессионную модель.
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Не существует универсального алгоритма для построения регрессионных

моделей. Часто применяют метод, основанный на предположении о том, что

моделируемая функция есть реализация гауссовского процесса. Такой метод на-

зывают регрессией на основе гауссовских процессов. Он широко используется

для построения нелинейных регрессионных моделей, в том числе и по выборкам

разнородных данных. Для однородных данных исследования регрессии на осно-

ве гауссовских процессов проводились в работах А.Н. Колмогорова, М. Штайна,

А. Ван Дер Ваарта, и других, минимаксная ошибка — ошибка для наилучшей

аппроксимации для наихудшей целевой функции заданной гладкости — была

получена в работе Г.К. Голубева и Е.А. Крымовой. Однако, для разнородных

данных существующие результаты либо опираются на эвристики, либо полу-

чены в предположениях, не позволяющих использовать такие результаты на

практике. Часто эффективный план экспериментов для разнородных источни-

ков данных таков, что требуется использование чрезмерных вычислительных

ресурсов для построения регрессионной модели. Однако, на сегодняшний день

вычислительно эффективные подходы к регрессии на основе гауссовских про-

цессов разработаны только для однородных данных. Таким образом, актуаль-

ны разработка вычислительно эффективных методов построения регрессион-

ных моделей разнородных данных на основе гауссовских процессов, проведение

исследования таких моделей данных и разработка метода выбора эффективно-

го плана экспериментов для разнородных источников данных для подхода на

основе гауссовских процессов в условиях заданного ресурсного ограничения.

Объектом исследования являются регрессионные модели индустриальной

инженерии на основе гауссовских процессов, параметры которых оцениваются

по разнородным данным. Предметом исследования являются методы построе-

ния регрессионных моделей разнородных данных и метод выбора эффективного

плана экспериментов, предназначенного для построения таких моделей.

Целями данной работы является разработка вычислительно эффективных

методов построения регрессионных моделей разнородных данных, оценка каче-

ства таких регрессионных моделей, и разработка методов выбора эффективного
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плана экспериментов для таких моделей.

Поставленные цели определили следующие задачи исследования:

1. Разработать вычислительно эффективные методы построения регресси-

онных моделей разнородных данных, которые учитывают типичные осо-

бенности таких данных, и создать их программную реализацию.

2. Получить оценку качества регрессионных моделей данных на основе гаус-

совских процессов.

3. Разработать метод выбора эффективного плана экспериментов — соот-

ношения между размерами выборок разнородных данных при заданном

ресурсном ограничении, которое максимизирует качество получаемой ре-

грессионной модели.

Научная новизна работы состоит в том, что в ней впервые были получены

следующие результаты:

1. Разработан новый метод построения регрессионных моделей на основе

гауссовских процессов по выборкам разнородных данных, основанный на

численных методах для низкоранговой аппроксимации.

2. В многомерном случае получены минимаксные ошибки интерполяции для

моделей нелинейной регрессии на основе гауссовских процессов, постро-

енных по выборкам как однородных, так и разнородных данных.

3. Разработан новый метод выбора соотношения размеров выборок разно-

родных данных, минимизирующего минимаксную ошибку интерполяции

при заданном ресурсном ограничении.

Теоретическая и практическая значимость представленной диссерта-

ционной работы определяется строгостью полученных математических резуль-

татов и широким использованием рассмотренных методов для моделирования

по выборкам разнородных данных. Предложенные в работе методы использу-

ются для решения прикладных задач, возникающих в инженерной практике.
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Общая методика исследования. Для решения поставленных задач в ра-

боте используются методы математической статистики, теории случайных про-

цессов, аппарата анализа Фурье, статистической теории машинного обучения,

матричной алгебры.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Разработанный метод построения нелинейных регрессионных моделей для

выборок разнородных данных на основе низкоранговой аппроксимации

имеет трудоемкость 𝑂(𝜑(𝑛)2𝑛) вместо 𝑂(𝑛3) для стандартного подхода.

Значение 𝜑(𝑛) обычно выбирают порядка min(𝑐, 𝑛), где 𝑐 — константа,

задаваемая требованием к качеству модели.

2. Полученная теоретическая оценка качества регрессионной модели много-

мерных нелинейных зависимостей, в том числе в случае наличия разно-

родных источников данных, позволяет определить целесообразность ис-

пользования разнородных источников данных.

3. Разработанный метод выбора соотношения между размерами выборок

разнородных данных является теоретически оптимальным и обеспечивает

высокое качество регрессионных моделей на практике.

4. Разработанные методы вошли в состав программного комплекса, предна-

значенного для решения задач анализа данных в индустриальной инже-

нерии.

5. С помощью разработанного программного комплекса решен ряд задач ин-

дустриальной инженерии.

Достоверность изложенных в работе результатов определяется использо-

ванием корректных математических методов, основанных на хорошо изучен-

ных подходах из теории математической статистики; результатами проведен-

ных численных экспериментов; согласованностью полученных результатов с

ранее известными; а также успешным использованием предложенных подходов

для решения реальных задач индустриальной инженерии.
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Апробация работы. Результаты диссертации докладывались и обсуж-

дались на следующих конференциях: международная конференция молодых

ученых «Информационные Технологии и Системы» (2012, Петрозаводск; 2016,

Репино), 9-ая Международная конференция «Интеллектуализация обработки

информации» (2012, Будва, Черногория), Conference on Structural Inference in

Statistics (2013, Потсдам, Германия), конференции 5th Symposium on Conformal

and Probabilistic Prediction with Applications (2016, Мадрид, Испания). Так-

же результаты работы обсуждались на семинарах лаборатории структурных

методов анализа данных в предсказательном моделировании МФТИ (2013,

2015, 2016, Москва), «Математические модели информационных техноло-

гий» НИУ ВШЭ (2015, Москва), отдела Интеллектуальных систем ВЦ РАН

(2015, Москва), «Байесовские методы машинного обучения» ВМК МГУ (2015,

Москва), И. Оселедца Сколтеха (2016, Москва); различных лабораторий ИППИ

РАН (2016, Москва).

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 7 пе-

чатных работах, из которых 6 [1–6] изданы в журналах, рекомендованных ВАК.

Личный вклад автора. Содержание диссертации и основные положения,

выносимые на защиту, отражают персональный вклад автора в опубликованные

работы. Подготовка к публикации выносимых на защиту результатов проводи-

лась совместно с соавторами.

В цикле работ [1, 2, 3] постановки задач принадлежат соавторам, доказа-

тельство результатов получено лично диссертантом. Идеи некоторых вычисли-

тельных экспериментов принадлежат Е.В. Бурнаеву, постановка экспериментов

и анализ их результатов были сделаны автором.

В работе [4] основные результаты получены автором, вычислительные экс-

перименты проведены автором. Е.В. Бурнаевым предложены постановки задач.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 5
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Глава 1

Постановка задачи

моделирования по выборкам

разнородных данных

1.1 Введение

В индустриальной инженерии одной из основных задач является задача проек-

тирования изделия, характеристики которого удовлетворяют заданным требо-

ваниям. Зачастую для одного изделия получение его характеристик является

ресурсоемкой задачей, так как сегодня как проведение натурных эксперимен-

тов, так и использование вычислительных кодов требуют существенных вре-

менных и материальных затрат [33]. В то же время в процессе проектирования

изделия часто необходимо провести большое количество экспериментов.

Одним из способов преодоления этой проблемы является использование ре-

грессионных моделей, построенных по выборкам данных, или суррогатных мо-

делей [33]. В таком случае модели строятся на основе выборки пар "параметры

изделия (входной вектор) — его характеристики (выходной вектор)". Стоимость

использования построенных по данным моделей существенно ниже стоимости

использования вычислительных кодов и тем более проведения натурных экспе-
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риментов. Кроме того, большая свобода в выборе метода моделирования поз-

воляет учесть априорные требования инженера к модели.

Часто встречающейся особенностью задач в индустриальной инженерии яв-

ляется наличие разнородных источников данных, отличающихся по стоимости

получения ответа и его точности. Например, дорогим, но достаточно точным

способом измерения аэродинамических характеристик крыла самолета явля-

ются эксперименты в аэродинамической трубе, другим, менее точным и более

дешевым способом измерения аэродинамических характеристик является ис-

пользование кодов вычислительной гидродинамики.

Не существует универсального алгоритма регрессионного моделирования.

В диссертации рассматривается популярный в индустриальной инженерии под-

ход, основанный на предположении о том, что целевая зависимость есть реали-

зация гауссовского процесса [33] (обычно, в том числе и в многомерном случае, в

литературе используют термин «гауссовские процессы» вместо математически

более правильного термина «гауссовское случайное поле», в исследовании так

же используются принятая в литературе терминология). Такой подход получил

название регрессии на основе гауссовских процессов или кригинга.

Приведем сперва несколько примеров задач индустриальной инженерии, в

которых используются модели, построенные по выборкам данных, в том чис-

ле полученных из разных источников, с использованием регрессии на основе

гауссовских процессов. Затем дадим формальную постановку задачи, мотиви-

рованную рассмотренными примерами.
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1.2 Задачи индустриальной инженерии, в кото-

рых доступны разнородные источники дан-

ных

1.2.1 Задача оптимизации формы вращающегося диска

Описание модели вращающегося диска

Вращающийся диск является важной частью двигателя самолета (см. Рису-

нок 1.1а). Три характеристики определяют качество диска: масса, максималь-

ное радиальное смещение 𝑢max при заданной нагрузке и максимальная нагрузка

𝑠max при вращении [6, 66, 12]. Массу диска легко подсчитать явно, зная геомет-

рические параметры диска. Зависимости максимального радиального смещения

и нагрузки от формы диска сложнее [66, 44], для подсчета 𝑢max и 𝑠max необхо-

димо использование вычислительных кодов.

В данной задаче параметризация геометрии диска — вектор из 8 парамет-

ров: радиусов 𝑟𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 6, которые задают места, в которых меняется тол-

щина диска, и значения 𝑡1, 𝑡3, 𝑡5, которые задают соответствующие толщины. В

рассматриваемой задаче фиксированы значения радиусов 𝑟4, 𝑟5 и толщины 𝑡3.

Таким образом, размерность пространства параметров изделия равна шести.

Геометрия и параметризация вращающегося диска приведены на рисунке 1.1б.

Сравнение вычислительных кодов низкой и высокой точности

Рассмотрим два вычислительных кода для подсчета 𝑢max и 𝑠max. Источник дан-

ных низкой точности — вычислительный код, решающий систему обыкновен-

ных дифференциальных уравнений, используя метод Рунге-Кутты. Источник

данных высокой точности — вычислительного кода на основе метода конечных

элементов. Для обычного персонального компьютера использование источни-

ка данных низкой точности занимает примерно 0.01 секунду, а использование

источника данных высокой точности — примерно 300 секунд.
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(а) Двигатель самолета. Вращающийся диск
выделен голубым прямоугольником в правой

части рисунка.
(б) Геометрия вращающегося

диска

Рис. 1.1 – Задача о вращающемся диске

Для сравнения источников данных разной точности приведем диаграммы

рассеяния значений разной точности, полученных в одинаковых точках, и сре-

зы, полученные с помощью разнородных источников данных.

Используя метод оптимальных латинских гиперкубов, предназначенный для

генерации близкого к равномерному случайного плана экспериментов, получа-

ем выборку случайных точек из заданного диапазона входных переменных. Для

такого плана экспериментов вычислим значения, полученные после применения

разнородных источников данных. Полученные значения изображены на рисун-

ке 1.2. Видно, что для больших значений целевых функций разница между

результатами работы вычислительных кодов возрастает.

Для центральной точки области плана экспериментов (𝑟1 = 0.06, 𝑟2 =

0.13, 𝑟3 = 0.16, 𝑟4 = 0.185, 𝑡1 = 0.027, 𝑡3 = 0.027) были построены одномер-

ные срезы по каждому из входных параметров. То есть, все переменные кроме

одной фиксировалось, а оставшаяся варьировалась в заданном диапазоне. Ха-

рактерные срезы для выхода 𝑢max приведены на рисунке 1.3, а для выхода 𝑠max

— на рисунке 1.4. Для 𝑢max у разнородных источников данных поведение схо-

жее. Для 𝑠max поведение разнородных источников данных не всегда совпадает:

нелинейное поведение отличается для входа 𝑟1, а локальные максимумы отли-
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(а) Диаграмма рассеяния для 𝑢max (б) Диаграмма рассеяния для 𝑠max

Рис. 1.2 – Сравнение вычислительных кодов разной точности с помощью
диаграмм рассеяния

(а) Срез для 𝑢max
относительно входа 𝑟1

(б) Срез для 𝑢max
относительно входа 𝑟4

(в) Срез для 𝑢max
относительно входа 𝑡3

Рис. 1.3 – Сравнение срезов для разнородных источников данных для выхода
𝑢max

чаются для среза по входу 𝑡3.

Так как поведение источников данных достаточно регулярное и разнород-

ные источники данных похожи друг на друга, можно сгенерировать начальный

план экспериментов, подсчитать для него выходы с помощью разнородных ис-

точников данных, а затем построить на основе полученных выборок регресси-

онную модель, которая бы достаточно точно описывала разнородные источники

данных.

Оптимизация формы вращающегося диска

Важной является задача поиск вращающегося диска, масса которого была бы

как можно меньше, но который бы вместе с тем был бы еще достаточно проч-
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(а) Срез для 𝑠max
относительно входа 𝑟1

(б) Срез для 𝑠max
относительно входа 𝑟4

(в) Срез для 𝑠max
относительно входа 𝑡3

Рис. 1.4 – Сравнение срезов для разнородных источников данных для выхода
𝑠max

ным:

𝑚,𝑢max → min
𝑟1,...,𝑟6,𝑡1,𝑡3,𝑡5

, (1.1)

𝑢max ≤ 0.3, 𝑠𝑚𝑎𝑥 ≤ 600,

10 ≤ 𝑟1 ≤ 110, 120 ≤ 𝑟2 ≤ 140,

150 ≤ 𝑟3 ≤ 168, 170 ≤ 𝑟4 ≤ 200,

4 ≤ 𝑡1 ≤ 50, 4 ≤ 𝑡3 ≤ 50,

𝑟5 = 210, 𝑟6 = 230, 𝑡5 = 32.

Для численного решения такой оптимизационной задачи можно использо-

вать регрессионную модель зависимости характеристик диска от его формы

вместо исходного ресурсоемкого вычислительного кода.

1.2.2 Регрессионная модель зависимости характеристик

крыла самолета от его геометрии и режима полета

Во многих работах рассматривается построение регрессионных моделей для за-

висимости аэродинамического качества крыла самолета от его геометрии и ре-

жима полета [39, 34].

Будем рассматривать три различных сетки для вычислительного кода, ре-

шающего уравнения Эйлера [11], и, таким образом, получим источники данных

трех различных точностей. 60 входных параметров включают описание режима
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полета (число Маха и угол атаки) и геометрии крыла самолета (58 параметров).

Обычно для регрессионного моделирования используют более компактную па-

раметризацию крыла самолета [13]. В данном случае использовалась процеду-

ра, обобщающая метод главных компонент на случай нелинейных моделей [14],

что позволило снизить размерность пространства параметров с 60 до шести.

Две целевые характеристики — коэффициент подъемной силы 𝐶𝑙 и коэффи-

циент сопротивления 𝐶𝑑 — обычно используют для оценки аэродинамического

качества крыла самолета. Таким образом, задача состоит в построении по вы-

борке разнородных данных модели зависимости аэродинамического качества

крыла самолета от его геометрии и режима полета.

1.2.3 Задача построения модели зависимости характери-

стик С-образного пресса от его геометрии

Прочность С-образного пресса для заданной нагрузки зависит от его геомет-

рии. В данном случае используется параметризация геометрии, изображенная

на рисунке 1.5. Подсчет целевых выходов — максимального смещения и мак-

симальной нагрузки — производится с помощью вычислительно трудоемкого

метода конечных элементов. Таким образом, для ускорения процесса инженер-

ного проектирования необходимо построить регрессионную модель зависимости

прочности пресса от его геометрии.

Единственный параметр сетки — размер элемента. Меняя размер элемента,

мы модифицируем время вычислений и точность полученных значений прочно-

сти. Рисунок 1.5 представляет результат использования вычислительных кодов

для различных размеров элемента. Время получения одного значения на персо-

нальном компьютере Intel-Core 𝑖7 с 4 физическими ядрами, 3.4 GHz, 8гигабайт

RAM составило для кода с малым размером элемента порядка 27.8 секунд, для

кода со средним размером элемента порядка 3.0 секунд, для кода с большим

размером элемента порядка 2.3 секунд.
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(а) Большой размер элемента,
≈ 160mm

(б) Малый размер элемента,
≈ 20mm

Рис. 1.5 – Результаты использования вычислительного кода для различных
размеров элемента сетки

Рис. 1.6 – Параметризация геометрии C-образного пресса
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1.3 Формальная постановка задачи

Таким образом, для большого количества задач индустриальной инженерии

имеет смысл использовать регрессионные модели разнородных данных вместо

исходных вычислительно тяжелых разнородных источников данных. При этом,

обычно используют методологию регрессии на основе гауссовских процессов,

которая может быть использована в том числе и в случае наличия разнородных

источников данных.

Существует большое разнообразие моделей разнородных данных. Однако,

из-за ограниченного объема данных и инженерной направленности таких мо-

делей обычно используют линейную модель связи между источниками разно-

родных данных. Ряд прикладных исследований подтверждает, что линейная

модель оказывается лучше прочих на целом ряде задач [51, 33, 76, 107]. Кроме

того, она предоставляет простую интерпретацию искомой зависимости [51], что

является преимуществом для модели, используемой широким кругом инжене-

ров, для которых математическая статистики или анализ данных не являются

основной специальностью [33]. Более подробный обзор современных моделей

разнородных данных приведен в разделе 3.1.

В исследовании рассматривается линейную модель корегионализации или

кокригинг как модель разнородных данных [51]. Такая модель имеет следую-

щий вид:

𝑢(x) = 𝜌𝑓(x) + 𝑔(x) , (1.2)

где 𝜌 — фиксированная константа, а 𝑓(x) и 𝑔(x) — реализации двух независи-

мых стационарных гауссовских процессов определенных на R𝑑.

Будем говорить о 𝑢(x) как об источнике данных высокой точности, а о 𝑓(x)

как об источнике данных низкой точности. Тогда 𝑔(x) — поправка к 𝑓(x), воз-

никающая из-за низкой точности источника данных, соответствующего 𝑓(x).

Параметр 𝜌 содержит информацию о силе связи между 𝑓(x) и 𝑢(x), и исполь-

зуется в модели, так как обычно 𝑓(x) и 𝑢(x) нормированы.

Наблюдаются значения 𝑢(x) и 𝑓(x), и задача состоит в построении интерпо-
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ляции ̃︀𝑢(x) функции, порожденной источником данных высокой точности 𝑢(x)

на основе наблюдений, порожденных разнородными источниками данных.

1.4 Выводы

Оказывается, что в большом числе задач индустриальной инженерии для по-

строения регрессионных моделей, служащих заменой ресурсоемким моделям,

основанным на первых принципах, могут использоваться разнородные источ-

ники данных. Данная глава описывает такой подход и приводит примеры задач

индустриальной инженерии, в которых он может использоваться.

Для построения регрессионных моделей разнородных данных используют

подход на основе гауссовских процессов. В диссертационном исследовании рас-

сматривается линейная модель связи между разнородными источниками дан-

ных, формально представленная в этой главе. Исследованию таких моделей как

с теоретической, так и с практической точки зрения и посвящено диссертаци-

онное исследование.
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Глава 2

Регрессия на основе

гауссовских процессов

Пусть задана выборка S = (𝐷,u) = {x𝑖, 𝑢𝑖}𝑛𝑖=1, размера 𝑛 состоящая из точек

x𝑖 ∈ X ⊆ R𝑑 и значений целевой функции 𝑢𝑖 = 𝑢(x𝑖) в этих точках. Зада-

ча состоит в построении регрессионной модели ̃︀𝑢(x) целевой функции 𝑢(x) с

использованием выборки S.

Предположим, что 𝑢(x) является реализацией гауссовского процесса. Для

ясности и упрощения выкладок будет считать среднее значение гауссовского

процесса равным нулю. Ковариационная функция для гауссовского процесса,

задающего 𝑢(x) в точках x и x′ имеет вид

cov(𝑢(x), 𝑢(x′)) = 𝑐(x,x′).

Обозначим такие предположения как 𝑢(x) ∼ 𝒢𝒫 (0, 𝑐(x,x′)). В таком случае

совместное распределение вектора u — нормальное, u ∝ 𝒩 (0,C), где C —

ковариационная матрица вида C = {𝑐(x𝑖,x𝑗)}𝑛𝑖,𝑗=1.

Для гауссовского процесса апостериорное распределение 𝑢(x) при заданной

выборке S в точке x ∈ 𝐼𝑅𝑑 будет нормальным:

𝑢(x)|S ∝ 𝒩 (𝜇(x), 𝑣2(x)).
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Выражения для апостериорного среднего 𝜇(x) и дисперсии 𝑣2(x) по выборке

записываются аналитически:

𝜇(x) = cT(x)C−1u,

𝑣2(x) = 𝑐(x,x)− cT(x)C−1c(x).

Здесь c(x) = (𝑐(x,x1), . . . , 𝑐(x,x𝑛))
T — вектор ковариаций между 𝑢(x) и значе-

ниями (𝑢(x1), . . . , 𝑢(x𝑛)). Апостериорное среднее 𝜇(x) используется как прогноз̃︀𝑢(x) целевой функции 𝑢(x), а апостериорная дисперсия 𝑣2(x) используется как

оценка неопределенности прогноза.

Введем параметрическое предположение, состоящее в том, что ковариаци-

онная функция принадлежит семейтву

𝑐(x,x′) ∈ {𝑐𝜃(x,x′),𝜃 ∈ 𝛩 ⊆ 𝐼𝑅𝑝} ,

где 𝛩 — компактное множество. Тогда для построения прогноза нужно оце-

нить вектор параметров ковариационной функции 𝜃. Параметрическое предпо-

ложение может быть неправильно специфицированным, то есть возможно, что

истинная ковариационная функция 𝑐(x,x′) ̸∈ {𝑐𝜃(x,x′), 𝜃 ∈ 𝛩 ⊆ 𝐼𝑅𝑝}, и насто-

ящая ковариационная матрица C отличается от C𝜃 для любых 𝜃 ∈ 𝛩.

Совместное распределение вектора u — многомерное нормальное с нулевым

средним. Ковариационная матрица распределения для фиксированной ковари-

ационной функции 𝑐𝜃(x,x
′) имеет вид C𝜃 = {𝑐𝜃(x𝑖,x𝑗)}𝑛𝑖,𝑗=1. Следовательно,

логарифм (квази)правдоподобия имеет вид

𝐿(𝜃) = −1
2

[︀
𝑛 ln 2𝜋 + ln |𝐶𝜃|+ uTC−1𝜃 u

]︀
. (2.1)

Оценка максимума правдоподобия ̃︀𝜃 = argmax𝜃∈𝛩 𝐿(𝜃) часто используется для

оценки параметров 𝜃 ковариационной функции гауссовского процесса. Если за-

дано априорное распределение параметров ковариационной функции 𝛱(𝑑𝜃) ,

то их апостериорное распределение 𝜃 при заданной выборке S имеет вид

𝜃
⃒⃒
S ∝ exp

{︀
𝐿(𝜃)

}︀
𝛱(𝑑𝜃).
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Математическое ожидание апостериорного распределения 𝜃 будет байесовской

оценкой параметров 𝜃.

2.1 Оценка параметров в регрессии на основе

гауссовских процессов

Рассмотрим подробнее процедуру оценки параметров 𝜃. Пусть так же наблю-

даются только зашумелнные нормальным белым шумом с дисперсией 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑎
2

значения. Логарифм правдоподобия гауссовского процесса запишем в виде:

log 𝑝(u|𝐷,𝜃, ̃︀𝜎) = −1
2

(︁
𝑛 log 2𝜋 + log |C𝜃,̃︀𝜎|+ uTC−1𝜃,̃︀𝜎u

)︁
, (2.2)

здесь C𝜃,̃︀𝜎 = C𝜃 + ̃︀𝜎2𝐼𝑛 — матрица ковариаций для обучающей выборки, а

‖C𝜃,̃︀𝜎‖ — ее определитель.

Логарифм правдоподобия зависит от параметров 𝜃 ковариационной функ-

ции и дисперсии шума ̃︀𝜎2. Максимизируя (2.2), получаем оценку максимума

правдоподобия для 𝜃 и ̃︀𝜎2 :

log 𝑝(u|𝐷,𝜃, ̃︀𝜎)→ max
𝜃,̃︀𝜎 . (2.3)

В этом разделе будем рассматривать ковариционную функцию из семейства

квадратичных экспоненциальных ковариационных функций:

𝑐𝜃(x, ̃︀x) = 𝜃20 exp

(︃
−

𝑝∑︁
𝑖=1

𝜃2𝑖 (𝑥𝑖 − ̃︀𝑥𝑖)2
)︃
. (2.4)

При оптимизации обычно используют параметризацию 𝜃: 𝜃𝑖 = exp (𝜏𝑖) , 𝑖 =

1, . . . , 𝑝 [67, 63].

Приведем так же для сравнения семейство ковариционных функций на ос-

нове расстояния Махалонобиса:

𝑐𝛬,𝜎(x− ̃︀x) = 𝜎2 exp
(︀
(x− ̃︀x)𝑇𝛬2(x− ̃︀x))︀ ,

где 𝛬2 — некоторая положительно определенная матрица. Семейство ковари-
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ационных функций на основе расстояния Махаланобиса богаче, чем семейство

квадратичных экспоненциальных ковариационных функций. Однако, количе-

ство параметров ковариационной функции, которые нужно оценить получается

квадратичным от размерности входной размерности задачи.

2.1.1 Использование байесовского подхода для оценки па-

раметров модели регрессии на основе гауссовского

процесса

Недостатки стандартного подхода к оценке параметров модели

В разделе 2.1 описан базовый алгоритм построения модели на основе гауссов-

ских процессов. На большом классе задач этот алгоритм обеспечивает хорошее

качество аппроксимации моделируемой зависимости, однако в некоторых слу-

чаях приводит к вырожденной модели.

Рассмотрим, например, ковариационную функцию из семейства (2.4). При

оптимизации правдоподобия по параметрам ковариационной функции 𝜃′ ={︀
𝜃0, . . . , 𝜃𝑝

}︀
,𝜃 =

{︀
𝜃1, . . . , 𝜃𝑝

}︀
и дисперсии шума ̃︀𝜎 могут наблюдаться следу-

ющие эффекты:

∙ Оптимум может лежать в области, где ‖𝜃‖ ∼ 0, при этом матрица C в

этой области плохо обусловлена,

∙ При ‖𝜃‖ ≫ 1 матрица C → 𝐼𝑛, что приводит к вырожденной аппрокси-

мации,

∙ Правдоподобие log 𝑝(u|𝐷,𝜃, ̃︀𝜎) может слабо зависеть от значений пара-

метров 𝜃 и ̃︀𝜎.
В случае, когда максимум правдоподобия лежит в области малых значе-

ний параметров ‖𝜃‖ ∼ 0, матрица ковариаций C плохо обусловлена. Из фор-

мулы (2.1) следует, что аппроксимация ̃︀𝑢(x) может быть представлена в виде
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̃︀𝑢(x) = ∑︀𝑛
𝑖=1 𝛼𝑖𝑐(x,x𝑖), где 𝛼 =

(︀
C𝜃 + ̃︀𝜎2𝐼𝑛

)︀−1
u. Если значение ̃︀𝜎 недостаточ-

но большое, то из-за плохой обусловленности матрицы C𝜃 норма вектора 𝛼

принимает большие значения, и в результате в аппроксимации ̃︀𝑢(x) становит-

ся существенным численный шум. В случае, когда максимум правдоподобия

лежит в области больших значений параметров ‖𝜃‖ ≫ 1 также происходит вы-

рождение аппроксимационной модели: при ̃︀𝜎 ≈ 0 для (x𝑖, 𝑢𝑖) ∈ S выполнено̃︀𝑢(x𝑖) ≈ 𝑢𝑖, при этом ̃︀𝑢(x) ≈ 1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑢𝑖 для x /∈ 𝐷.

Байесовский вывод

Описанные выше проблемы можно решить с помощью байесовской регуляри-

зации параметров ковариационной функции. Предположим, что параметры 𝜃

распределены с некоторой априорной плотностью 𝑝(𝜃|𝛾), где 𝛾 — гиперпара-

метры априорного распределения параметров ковариационной функции. Тогда

логарифм совместной плотности распределения данных и параметров модели

имеет вид:

log𝑃 (u,𝜃|𝐷, 𝜎, ̃︀𝜎, 𝛾) = log 𝑝(u|𝐷,𝜃, 𝜎, ̃︀𝜎) + log 𝑝(𝜃|𝛾). (2.5)

Слагаемое log 𝑝(𝜃|𝛾) выполняет роль регуляризации значений параметров

ковариационной функции 𝜃. Максимизация совместной апостериорной плот-

ности параметров ковариационной функции и выборки (2.5) по ̃︀𝜎, 𝛾,𝜃′ дает
MAP-оценку (Maximum Aposteriori Probability) параметров модели ̃︀𝜎,𝜃′ и па-

раметров априорного распределения 𝛾. В данной работе в качестве априорного

распределения 𝑝(𝜃|𝛾) используются нормальное и гамма- распределения.

Для нормального априорного распределения на параметры ковариационной

функции рассмотрим следующее преобразование вектора 𝜃:

𝜃 = 𝜃‖ + 𝜃⊥,

где 𝜃‖ = |𝜃‖| · e, e =
(︀

1√
𝑝 , . . . ,

1√
𝑝

)︀
, а вектор 𝜃⊥ ортогонален вектору e. Пред-

положим, что величина |𝜃‖| распределена нормально со средним 𝜇‖ > 0 и дис-

персией 𝑑‖, а вектор 𝜃⊥ не зависит от |𝜃‖| и имеет нормальное распределе-
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ние с нулевым средним и диагональной ковариационной матрицей 𝑑⊥𝐼⊥, где

𝐼⊥ — единичная матрица размера (𝑝 − 1), 𝑑⊥ — дисперсия компонент векто-

ра 𝜃⊥. Такое предположение основано на априорном предположении о пара-

метрах ковариационной функции, которое состоит в том, что все компоненты

вектора 𝜃 не слишком велики и не слишком малы по величине и не сильно

отличаются друг от друга. Таким образом, в данном случае 𝛾 = {𝜇‖, 𝑑‖, 𝑑⊥},
а log 𝑝(𝜃|𝛾) = log 𝑝𝒩 (𝜇‖,𝑑‖)(𝜃) + log 𝑝𝒩 (0,𝑑⊥𝐼⊥)(𝜃), где 𝑝𝒩 (𝜇,𝛴)(·) — функция плот-

ности нормального распределения со средним 𝜇 и ковариационной матрицей

𝛴.

Опишем теперь априорное гамма распределение параметров ковариацион-

ной функции. Пусть все компоненты вектора 𝜃 независимы и распределены с

одним и тем же гамма-распределением с параметрами 𝛼 и 𝛽. В таком случае

log 𝑝(𝜃|𝛾) = log 𝑝(𝜃|𝛼, 𝛽) =
𝑑∑︁

𝑖=1

[︀
𝛼 log 𝛽 + (𝛼− 1) log 𝜃𝑖 − 𝛽𝜃𝑖 − log𝛤 (𝛼)

]︀
,

(2.6)

где 𝛼 > 1, 𝛽 > 0, а 𝛤 (𝛼) — гамма-функция. Такой выбор априорного распреде-

ления параметров штрафует слишком большие и слишком маленькие значения

𝜃𝑖. Отметим, что аналогичным образом можно проводить регуляризацию пара-

метра 𝜃0.

Раздел 2.1.2 содержит ряд экспериментальных результатов, которые пока-

зывают что оба предложенных метода байесовской регуляризации приводят к

заметному улучшению надежности работы алгоритма и качеству полученной

модели.

Многоуровневый байесовский вывод

Для того, чтобы процедуры, основанные на байесовском подходе, могли исполь-

зоваться для решения прикладных задач, необходимо обеспечить разумный вы-

бор параметров априорного распределения [80]. Часто исследователь не может

выбрать параметры априорного распределения для каждой задачи — если, на-
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пример, число задач велико, или разработанный алгоритм будет использоваться

как черный ящик, то есть, пользователь не будет обладать необходимыми зна-

ниями для выбора параметров априорного распределения в байесовском подхо-

де.

В данном разделе предложен многоуровневый байесовский вывод [17] для

модели регрессии на основе гауссовских процессов, позволяющий избежать опи-

санной выше проблемы. Идея подхода состоит во введении дополнительного ги-

пераприорного распределения гиперпараметров априорного распределения па-

раметров исходной модели. Процедура выбора модели в таком случае состо-

ит в выборе параметров модели, гиперпараметров априорного распределения

и параметров гипераприорного распределения исходя из принципа максиму-

ма апостериорной вероятности. При этом, выбор параметров гипераприорного

распределения меньше влияет на функционал правдоподобия, а вводимая этим

распределением регуляризация позволяет избежать получения вырожденных

значений гиперпараметров априорного распределения при оптимизации (2.5)

и, как следствие, параметры ковариационной функции не будут вырожденны-

ми.

После введения дополнительного априорного распределения получим сле-

дующую вероятностную модель:

∙ априорное гамма-распределение 𝛤 (𝛼, 𝛽) на параметры ковариационной

функции 𝜃,

∙ априорное гамма-распределение 𝛤 (𝛼𝜎, 𝛽𝜎) на параметр ковариационной

функции 𝜎,

∙ гипераприорное лог-нормальное распределение с заранее фиксированны-

ми параметрами 𝜇, 𝜎2
𝑝𝑟𝑖𝑜𝑟 на каждый из параметров 𝛼, 𝛽, 𝛼𝜎, 𝛽𝜎 байесовской

регуляризации.

Тогда совместная плотность распределения будет пропорциональна:

𝑝(u|𝐷,𝜃, 𝜎2, 𝛼, 𝛽, 𝛼𝜎, 𝛽𝜎, 𝜇, 𝜎
2
𝑝𝑟𝑖𝑜𝑟) ∝ 𝑝(u|𝐷,𝜃, 𝜎2) · 𝛤 (𝜃|𝛼, 𝛽) · 𝛤 (𝜎2|𝛼𝜎, 𝛽𝜎)×
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× log𝒩 (𝛼|𝜇, 𝜎2
𝑝𝑟𝑖𝑜𝑟) · log𝒩 (𝛽|𝜇, 𝜎2

𝑝𝑟𝑖𝑜𝑟) · log𝒩 (𝛼𝜎|𝜇, 𝜎2
𝑝𝑟𝑖𝑜𝑟) · log𝒩 (𝛽𝜎|𝜇, 𝜎2

𝑝𝑟𝑖𝑜𝑟),

где 𝛤 (·) — плотность гамма-распределения, а log𝒩 (·) — плотность лог-

нормального распределения. Подставляя явные выражения для распределений

получаем явное выражение для максимизации:

log 𝑝(u|𝐷,𝜃, 𝜎2, 𝛼, 𝛽, 𝛼𝜎, 𝛽𝜎, 𝜇, 𝜎
2
𝑝𝑟𝑖𝑜𝑟) ∝

∝ −1
2

[︁
𝑛 log 2𝜋 + log |C𝜃,𝜎|+ u𝑇C−1𝜃,𝜎u

]︁
−

− log𝛤 (𝛼) + 𝛼 log 𝛽 + (𝛼− 1)
𝑑∑︁

𝑖=1

log 𝜃𝑖 − 𝛽
𝑑∑︁

𝑖=1

𝜃𝑖−

− log𝛤 (𝛼𝜎) + 𝛼𝜎 log 𝛽𝜎 + (𝛼𝜎 − 1) log 𝜎2 − 𝛽𝜎𝜎
2−

− 1

2

[︃
2 log𝛼 +

1

𝜎2
𝑝𝑟𝑖𝑜𝑟

(log𝛼− 𝜇)2 + 2 log 𝛽 +
1

𝜎2
𝑝𝑟𝑖𝑜𝑟

(log 𝛽 − 𝜇)2

]︃
−

− 1

2

[︃
2 log𝛼𝜎 +

1

𝜎2
𝑝𝑟𝑖𝑜𝑟

(log𝛼𝜎 − 𝜇)2 + 2 log 𝛽𝜎 +
1

𝜎2
𝑝𝑟𝑖𝑜𝑟

(log 𝛽𝜎 − 𝜇)2

]︃
.

2.1.2 Вычислительные эксперименты

Ниже представлены полученные результаты вычислительных экспериментов

при использовании байесовской регуляризации и многоуровневой байесовской

регуляризации.

Байесовская регуляризация

В данном разделе приведено сравнение байесовского подхода с подходом на

основе оценки максимума правдоподобия для задачи аппроксимации большого

набора тестовых функций.

В экспериментах сравнивается работа трех алгоритмов оценки параметров

модели регрессии на основе гауссовских процессов:

∙ MLE GP — метод максимума правдоподобия для оценки параметров;

∙ Gamma GP — байесовский метод оценки параметров с априорным гамма-
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распределением;

∙ Normal GP — байесовский метод оценки параметров с априорным нор-

мальным распределением.

Сравнение алгоритмов проводилось с помощью кривых Долана-Мора [30],

которые позволяют наглядно представить результаты тестирования несколь-

ких алгоритмов на большом наборе задач. Пусть у нас есть набор алгоритмов

𝑎𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝐴 и набор задач 𝑡𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑇 . Тогда для каждого алгоритма мы

можем измерить качество его работы (например, среднюю абсолютную ошиб-

ку на тестовой выборке) на каждой задаче и получить набор чисел 𝑞𝑖𝑗. Пусть

лучший алгоритм для рассматриваемой задачи имеет качество 𝑞𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑇 ,

такое что ∀𝑖 = 1, . . . , 𝐴 : 𝑞𝑖𝑗 ≥ 𝑞𝑗. Определим 𝑟𝑖𝑗 =
𝑞𝑖𝑗
𝑞𝑗
≥ 1. Чем ближе 𝑟𝑖𝑗 к еди-

нице — тем лучше сработал алгоритм 𝑎𝑖 на задаче 𝑡𝑗. Будем менять параметр 𝜏

от 1 до ∞. Для каждого 𝜏 определим точку 𝑐𝑖(𝜏) на кривой Долана-Мора для

алгоритма 𝑎𝑖 как долю задач, на которых 𝑟𝑖𝑗 меньше, чем 𝜏 . С увеличением

𝜏 величина 𝑐𝑖(𝜏) стремится к единице, и чем выше лежит кривая 𝑐𝑖(𝜏) — тем

лучше работает алгоритм по сравнению с другими.

Для демонстрации экспериментальных результатов использовался набор из

30 тестовых функций, которые применяются для тестирования задач оптими-

зации [85, 84, 46]. Для каждой функции равномерно случайно генерировалось

по 2 обучающие выборки с размерами 10, 20, 40, 80 и 160 точек. 95% квантиль

абсолютной ошибки на контрольных выборках размером 10000 точек служила

мерой качества алгоритмов.

Результаты представлены в Таблице 2.1. В качестве меры качества работы

алгоритма так же использовалась площадь под кривой Долана-Мора. Оба алго-

ритма с байесовской регуляризацией показали результаты лучше, чем алгоритм

без регуляризации. Таким образом, использование байесовской регуляризации

позволяет улучшить качество модели и устранить случаи появления вырожден-

ных аппроксимаций.
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Таблица 2.1 – Площадь под кривой Долана-Море для трех различных алгорит-
мов оценки параметров модели регрессии на основе гауссовских процессов

Площадь под кривой
Долана-Море

MLE GP 1.926
Gamma GP 1.930
Normal GP 1.951

Многоуровневая байесовская регуляризация

При оптимизации (2.5) по параметрам 𝛾 = (𝛼, 𝛽) априорного распределения

могут возникать ситуации, в которых, например, 𝛽 ≈ 0. Для такого 𝛽 регуля-

ризация не штрафует большие значения параметров 𝜃 = {𝜃𝑖}𝑝𝑖=1, и возможно

вырождение итоговой аппроксимации в константу с “пиками” в точках обу-

чающей выборки. Приведем результаты тестирования многоуровневого байе-

совского вывода, предложенного в разделе 2.1.1, проводимого с целью понять,

наблюдается ли описанное выше поведение на практике.

Тестирование проводилось на большом наборе функций разных входных

размерностей. Параметр 𝜇 логнормального распределения был выбран рав-

ным 1.5. Сравнивались две меры качества аппроксимации: среднеквадратич-

ная ошибка и мера изменчивости аппроксимации, позволяющая детектировать

ее вырождение. Мера изменчивости аппроксимации оценивалась по значениям̃︀u = ̃︀𝑢(𝐷*) и u* согласно формуле

variability =
max(̃︀u)−min(̃︀u)
max(u*)−min(u*)

,

гдеmax(u) — максимальное значение вектора u. Для каждого размера выборки

подсчитывалось количество задач, для которых изменчивость меньше 10−4 (в

этом случае полагаем, что аппроксимация выродилась в константу).

В экспериментах параметр 𝜎2
𝑝𝑟𝑖𝑜𝑟 брался равным 1.5, 1, 0.5, 0.3, 0.2. Кривая

Долана-Море, построенная по значению среднеквадратичной ошибки, приведе-

на на рисунке 2.1. Видно, что при уменьшении значения 𝜎2
𝑝𝑟𝑖𝑜𝑟 точность аппрок-

симации уменьшается.
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Рис. 2.1 – Кривая Долана-Мора для байесовской регуляризации и
многоуровневой байесовской регуляризации при различных значениях 𝜎2

𝑝𝑟𝑖𝑜𝑟

В таблице 2.2 приведены результаты статистики по количеству случаев по-

строения моделей с ошибками аппроксимации, близкими к ошибкам аппрокси-

мации константой. Уже для значения 𝜎2
𝑝𝑟𝑖𝑜𝑟 = 0.5 вырожденных регрессионных

моделей нет, в то же время среднеквадратичная ошибка модели остается при-

мерно такой же, как и при использовании обычного байесовского подхода.

Таблица 2.2 – Выбор параметра 𝜎2
𝑝𝑟𝑖𝑜𝑟 в многоуровневой байесовской регуляри-

зации (МБР): число задач, на которых изменчивость аппроксимации меньше
10−4, то есть произошло вырождение итоговой аппроксимации. Всего рассмат-
ривалось 190 тестовых задач для каждого размера обучающей выборки 𝑛, ко-
торый варьировался в пределах от 10 и до 320 точек.

Размер Байесовская Значение 𝜎2
𝑝𝑟𝑖𝑜𝑟 для МБР

выборки регуляризация 1.5 1 0.5 0.3 0.2
10 16 0 0 0 0 0
20 2 0 0 0 0 0
40 31 0 0 0 0 0
80 37 14 0 0 0 0
160 24 15 1 0 0 0
320 3 1 0 0 0 0

Таким образом, предложенный подход позволяет избежать вырожденных

моделей регрессии на основе гауссовских процессов, не ухудшая качество моде-

ли в среднем.
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2.1.3 Выводы

Регрессия на основе гауссовских процессов широко используется для построе-

ния регрессионных моделей в прикладных задачах. Однако, метод максимума

правдоподобия обладает рядом недостатков, связанных с тем, что он не учи-

тывает наши априорные представления о регрессионной модели. Использова-

ние байесовской регуляризации позволяет на практике учесть наши априорные

представления о модели и улучшить качество полученных суррогатных моде-

лей.

В отличие от других пакетов для построения регрессионных моделей на

основе гауссовских процессов, таких как DACE [62], предложенный метод пол-

ностью автоматизирован. Экспериментальные результаты показывают высокое

качество работы предложенного алгоритма по сравнению с обычными метода-

ми, особенно для пространственно неоднородных функций.

2.2 Теорема Бернштейна-фон Мизеса для ре-

грессии на основе гауссовских процессов

В регрессии на основе гауссовских процессов предполагается, что заданная вы-

борка значений целевой функции является реализацией гауссовского процесса,

и ковариационная функция процесса зависит только от взаимного расположе-

ния точек в пространстве. Апостериорное среднее гауссовского процесса в новой

точке используется для прогноза целевой функции в этой точке, а апостериор-

ная дисперсия используется в качестве оценки неопределенности прогноза.

Обычно предполагают, что ковариационная функция гауссовского процес-

са лежит в параметрическом семействе. Тогда задание регрессионной модели

эквивалентно выбору параметров ковариационной функции. Для оценки пара-

метров используют метод максимального правдоподобия и байесовские методы,

особенно эффективные в случае наличия априорных знаний о модели [68, 80].

Теорема Бершнтейна-фон Мизеса [100] обосновывает использование байе-
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совского подхода: теорема утверждает, что апостериорное распределение асимп-

тотически нормальное, а математическое ожидание и ковариационная матрица

близки к оценке максимума правдоподобия и ее ковариационной матрице соот-

ветственно. Классическая версия теоремы Бернштейна-фон Мизеса, изложен-

ная, например, Л. Ле Камом [59], использует типичные для математической

статистики условия: предполагается, что параметрическое предположение вы-

полняется (введенное параметрическое семейство содержит истинную модель)

и размер выборки стремится к бесконечности (такие результаты верны только

асимптотически).

Подобные условия использовались и для получения теоретических резуль-

татов для регрессии на основе гауссовских процессов в работах К. Мардиа[65],

Б. Шаби[86, 49] и Т. Чу[26], при этом некоторые результаты были получены

лишь для случая ограничения ковариации [86]. Однако, в реальных задачах

параметрическое предположение как правило нарушено, а размер выборки ко-

нечен. Более того, для размера выборки стремящегося к бесконечности оценка

функции в новой точке будет достаточно точной, даже если ковариационная

функция изначально была выбрана неправильно [93].

Отметим, что для некоторых классов моделей современные версии теоре-

мы Берншейтна-фон Мизеса учитывают возможность ошибочности парамет-

рического предположения и содержат неасимптотические результаты [70, 69,

90]. Как правило, рассматриваются выборки с независимыми одинаково рас-

пределенными наблюдениями. Однако, модель регрессии на основе гауссовских

процессов предполагает, что корреляции между наблюдениями существенны,

таким образом, существующие подходы к доказательству теоремы Бернштейна-

фон Мизеса для других классов параметрических моделей могут быть исполь-

зованы лишь частично.

Данный раздел диссертации содержит теорему Бернштейна-фон Мизеса для

регрессии на основе гауссовских процессов. Полученный результат выполнен

для конечного размера выборки и возможной неверной спецификации пара-

метрического предположения. В разделе 2.2.1 содержится утверждение теоре-
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мы и введенные предположения. Раздел 2.2.2 описывает примеры ковариаци-

онных функций, которые удовлетворяет введенным предположениям. В разде-

ле 2.2.3 приведены результаты проведенных вычислительных экспериментов.

Раздел 2.2.4 содержит доказательство сформулированных в этой части диссер-

тации утверждений.

2.2.1 Утверждение теоремы

Обозначим ‖·‖2 спектральную норму матрицы, 𝐼𝐼𝑛 ∈ R𝑛×𝑛 обозначим единичную

матрицу, 𝐼𝐸{·} обозначим математическое ожидание, Var{·} обозначим опера-

тор ковариации относительно распределения 𝒢𝒫 (0, 𝑐(x,x′)) рассматриваемого

гауссовского процесса.

Далее будем рассматривать неинформативное априорное распределение па-

раметров 𝛱(𝑑𝜃) и возможную неправильную спецификацию параметрической

модели 𝑐(x,x′) ̸∈ {𝑐𝜃(x,x′), 𝜃 ∈ 𝛩}, то есть реальное распределение данных

может не соответствовать выбранному параметрическому семейству моделей.

Пусть выполнены следующие предположения:

(A1) Существует центральная точка 𝜃* = argmax𝜃∈𝛩 𝐼𝐸𝐿(𝜃).

(A2) Ковариационная функция 𝑐𝜃(x,x
′) три раза непрерывно дифференциру-

ема относительно 𝜃 ∈ 𝛩 для x,x′ ∈ X,

(A3) Существуют такие константы 0 < 𝜆 < ∞ и 0 < 𝜆0 < ∞, что ‖C‖2 ≤
𝜆, ‖C𝜃‖2 ≤ 𝜆, ‖C−1‖2 ≤ 𝜆0, ‖C−1𝜃 ‖2 ≤ 𝜆−10 . для 𝜃 ∈ 𝛩,

(A4) Существуют такие константы 0 < 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 < ∞, что
⃦⃦⃦
𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑖

⃦⃦⃦
2
≤ 𝜆1,⃦⃦⃦

𝜕2C𝜃

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗

⃦⃦⃦
2
≤ 𝜆2,

⃦⃦⃦
𝜕3C𝜃

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗𝜕𝜃𝑚

⃦⃦⃦
2
≤ 𝜆3 для 𝜃 ∈ 𝛩 и для всех 𝑖, 𝑗,𝑚 ∈ {1, . . . , 𝑝}.

(A5) Существует достаточно маленькая константа 𝐶 > 0, такая что 𝜆𝑖

𝜆0
< 𝐶

для 𝑖 = 1, 2, 3.

(A6) Минимальное собственное значение матрицы 1
𝑛𝐷

2
0 больше чем d0 > 0, и

минимальное собственное значение матрицы 1
𝑛𝑉

2
0 больше чем v0 > 0, где
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𝐷2
0 = −∇2𝐼𝐸𝐿(𝜃)

⃒⃒
𝜃=𝜃* и 𝑉 2

0 = Var
{︀
∇𝐿(𝜃)

}︀⃒⃒
𝜃=𝜃* .

Эти предположения близки к предположениям, которые используются для

получение асимптотических результатов для процедур оценки параметров гаус-

совских процессов.

Мы рассматриваем свойства апостериорного среднего и апостериорной кова-

риационной матрицы для вектора параметров модели. Апостериорное среднее

𝜃 является байесовской оценкой для центральной точки 𝜃*:

𝜃
def
= 𝐼𝐸

{︀
𝜃
⃒⃒
S
}︀
.

Апостериорная ковариационная матрица имеет вид:

𝑆2 def
= 𝐼𝐸

{︁(︀
𝜃 − 𝜃

)︀ (︀
𝜃 − 𝜃

)︀T ⃒⃒
S
}︁
.

Ниже мы рассматриваем некоторую окрестность центральной точки 𝜃* =

argmax𝜃∈𝛩 𝐼𝐸𝐿(𝜃):

𝛩0(r0) = {𝜃 ∈ 𝛩 : ‖𝐷0(𝜃 − 𝜃*)‖ ≤ r0}.

Теорема 2.1. Пусть предположения (A1)—(A6) выполняются, и для размера

выборки 𝑛 выполнено:

𝑛 ≥ 4𝐶r20𝑝
3

для фиксированной константы 𝐶 > 0, зависящей только от констант в

предположениях (A1)—(A6). Тогда существует ♢(r0, x) ≤ ♢0(r0,x)√
𝑛

и случай-

ное множество 𝛺(x) с вероятностью по меньшей мере 1 − 5𝑒−x такие, что

на 𝛺(x)

P(̃︀𝜃 /∈ 𝛩0(r0)) ≤ 3𝑒−x, (2.7)

P(𝜃 /∈ 𝛩0(r0)) ≤ 5𝑒−x. (2.8)

Так же выполнено для 𝛥∘ = r0♢(r0, x)

‖𝐷0(𝜃 − ̃︀𝜃)‖2 ≤ 4𝛥∘(x) +♢2(r0, x) + 4𝑒−x, (2.9)
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‖𝐼𝐼𝑝 −𝐷0𝑆
2𝐷0‖2 ≤ 4𝛥∘(x) + 4𝑒−x. (2.10)

Более того, для любого измеримого множества 𝐴 ⊂ 𝐼𝑅𝑝 и вектора 𝛾 ∝
𝒩 (0, 𝐼𝑝) выполнено

𝐼𝑃
(︁
𝐷0(𝜃 − ̃︀𝜃) ∈ 𝐴|S

)︁
≥ (2.11)

≥ exp
{︀
−2𝛥∘(x)− 3𝑒−x

}︀
(𝐼𝑃 (𝛾 ∈ 𝐴)−♢(r0, x))− 𝑒−x,

𝐼𝑃
(︁
𝐷0(𝜃 − ̃︀𝜃) ∈ 𝐴|S

)︁
≤ (2.12)

≤ exp
{︀
2𝛥∘(x) + 2𝑒−x

}︀
(𝐼𝑃 (𝛾 ∈ 𝐴) +♢(r0, x)) + 𝑒−x.

Полученная теорема типа теоремы Бернштейна-фон Мизеса отличается от

доказанных ранее:

∙ Результаты выполняются для конечных выборок — мы не требуем стрем-

ления размера выборки к бесконечности,

∙ Параметрическое предположение может быть неправильно специфициро-

вано — мы не требуем корректной спецификации параметрической моде-

ли.

Неравенства (2.7) и (2.8) утверждают, что оценка максимума правдоподобия

и байесовская оценка близки к центральной точке, и расстояние до централь-

ной точки убывает со скоростью 1√
𝑛
, так как мы можем выбрать r0 так, что с

ростом выборки r0 будет убывать как 1√
𝑛
. (для правильно специфицированной

модели центральная точка совпадает с вектором истинных значений ковариа-

ционной функции, для неправильно специфицированной модели центральная

точка — точка, которая определяет ковариационную функцию, ближайшую к

истинной ковариационной функции). Неравенства (2.9) и (2.10) показывают,

что байесовская оценка 𝜃 близка к оценке максимального правдоподобия ̃︀𝜃, и
ковариационная матрица апостериорного распределения 𝑆2 близка к матрице

𝐷−20 . Неравенства (2.11) и (2.12) утверждают, что апостериорное распределение

Law(𝜃
⃒⃒
S) близко к нормальному, а именно расстояние полной вариации между

апостериорным распределением и нормальным мало.
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Приведем значения констант в теореме:

g
def
=

√
𝑛v0

2
√
𝑝 1
𝜆2
0
𝜆𝜆1

, 𝐵
def
= 𝐷−10 𝑉 2

0 𝐷
−1
0 ,

v ≥ 1

𝑛
‖𝑉 2

0 ‖2 и d ≥ 1

𝑛
‖𝐷2

0‖2,

p𝐵
def
= tr(𝐵) ≤ 𝑝 (v/d0)

2 , v2𝐵
def
= 2 tr(𝐵2) ≤ 2 (v/d0)

4 ,

𝜆𝐵
def
= 𝜆max(𝐵) ≤ 𝑝 (v/d0)

2 , g𝑐
def
=
√︀
g2 − 2p𝐵/3, y

2
𝑐 ≤ p𝐵 + 6𝜆𝐵x𝑐,

2x𝑐
def
=
(︀
3/2g2 − p𝐵

)︀
/𝜆𝐵 + log ‖𝐼𝑝 − 2𝐵/(3𝜆𝐵)‖2,

𝑧(𝐵, x)
def
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
p𝐵 + 2v𝐵x

1/2, x ≤ v𝐵/(18𝜆𝐵),

p𝐵 + 6𝜆𝐵x, v𝐵/(18𝜆𝐵) < x ≤ x𝑐,

|y𝑐 + 2𝜆𝐵(x− x𝑐)/g𝑐|, x > x𝑐,

𝑧H(x)
def
=

⎧⎪⎨⎪⎩
√
4𝑝+ 2x, 4𝑝+ 2x ≤ g2,

g−1x+ 1
2(g
−14𝑝+ g), 4𝑝+ 2x > g2,

𝐶3
def
= 4

1

𝜆6
0

𝜆3
1𝜆

3
+ 5.5

1

𝜆4
0

𝜆
2
𝜆1𝜆2 +

1

𝜆2
0

𝜆𝜆3,

𝛿(r)
def
=

𝐶3𝑝
3
2

√
𝑛d

3
2
0

, 𝜈20
def
= max

(︃
1, 2

(︂ √
𝑝

√
v0

1

𝜆2
0

𝜆𝜆1

)︂2
)︃
, b =

d0
2d

,

♢(r, x) def
=

(︂
𝛿(r) + 6

1

𝑛
𝜈0𝑧H(x)

)︂
r.

2.2.2 Примеры ковариационных функций, удовлетворяю-

щих предположениям теоремы

Рассмотрим широко используемое параметрическое семейство квадратичных

экспоненциальных ковариационных функций:

𝑐𝜃(x,x
′) = 𝜃21 exp

(︃
−𝜃22

𝑑∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥′𝑖)
2

)︃
+ 𝜎2𝛿(x− x′), (2.13)
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где 𝛿(·) обозначает функцию Кронекера. Первое слагаемое в (2.13) определя-

ет ковариацию между наблюдениями гауссовского процесса, второе слагаемое

задает дополнительный белый шум с дисперсией 𝜎2.

Такая ковариационная функция удовлетворяет предположениям (A1)—(A6),

а именно выполнена следующая теорема.

Теорема 2.2. Для плана экспериментов 𝐷 = {x𝑖}𝑛𝑖=1, такого что 𝑥𝑖𝑗 ∈
{𝜎𝑚,𝑚 ∈ Z}, и достаточно большой дисперсии шума 𝜎2 > 0 для парамет-

рического семейств квадратичных экспоненциальных ковариационных функ-

ций (2.13) выполнены предположения (A1)—(A6) и выполнено условие (2.35)

на собственные числа ковариационных матриц для правильно специфициро-

ванной модели.

Теорема 2.3. Если ковариационная функция имеет вид (2.38), то существу-

ет такой дизайн экспериментов, что выполнены предположения (A1)—(A6)

без необходимости выполнения условия типа (2.35).

Подробное доказательство приведенных утверждений содержится в разде-

ле 2.2.4.

2.2.3 Вычислительные эксперименты

Мы проводим вычислительные эксперименты для различных размерностей про-

странства параметров. Используются следующие ковариационные функции:

изотропная квадратичная экспоненциальная ковариационная функция (2.13)

и анизотропная квадратичная экспоненциальная ковариационная функция

𝑐𝜃(x,x
′) = exp

(︃
−

𝑑∑︁
𝑖=1

𝜃2𝑖 (𝑥𝑖 − 𝑥′𝑖)
2

)︃
+ 𝜎2𝛿(x− x′). (2.14)

Мы рассматриваем случай известной дисперсии шума 𝜎2 = 0.001. В дисертации

в качестве неинформативного априорного распределения выступает многомер-

ное равномерное распределение на гиперкубе 𝛩 = [0, 𝜃max
1 ]× . . .× [0, 𝜃max

𝑝 ] .
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Мы генерируем выборку S для параметров ковариационной функции 𝜃 ∈ 𝛩

используя, что совместное распределение u является нормальным с нулевым

средним и заданной ковариационной матрицей C𝜃 = {𝑐𝜃(x𝑖,x𝑗)}𝑛𝑖,𝑗=1: для точек

𝐷 = {x𝑖}𝑛𝑖=1, x𝑖 ∈ X = [0, 1]𝑑 из равномерного распределения на гиперкубе X =

[0, 1]𝑑 мы подсчитываем ковариационную матрицу и генерируем нормальный

случайный вектор для заданной ковариационной матрицы.

Рассмотрим как распределение полученных оценок максимума правдоподо-

бия ̃︀𝜃 и байесовских оценок 𝜃 зависит от размера выборки; неравенства (2.7)

и (2.8) утверждают, что ОМП ̃︀𝜃 и байесовские оценки 𝜃 концентрируются во-

круг центральной точки с возрастанием размера выборки.

Для выбранного размера выборки сгенерируем 200 различных выборок по

заданному правилу и получим ̃︀𝜃 и 𝜃 для каждой сгенерированной выборки,

то есть получим всего 200 различных ̃︀𝜃 и 𝜃. Используя такие ̃︀𝜃 и 𝜃, сделаем

непараметрическую оценку плотности (используется ядерная оценка плотности

с гауссовским ядром [104], ширина ядра подбирается с помощью процедуры

скользящего контроля).

Рассмотрим одномерный случай 𝑝 = 1 для ковариационной функции (2.14)

и двумерный случай 𝑝 = 2 для ковариационной функции (2.13). Для одномер-

ного случая приведем оценки плотности и 95% доверительные интервалы оцен-

ки плотности для 𝜃 на рисунке 2.2. Для двумерного случая приведем оценки

плотности для ̃︀𝜃 и 𝜃 на рисунке 2.3.

В обоих случаях с увеличением размера выборки распределения оценок ̃︀𝜃 и

𝜃 концентрируются около настоящего значения 𝜃*. Кроме того на рисунке 2.3

видно, что форма распределений ОМП ̃︀𝜃 и байесовских оценок 𝜃 сходная.

Рассмотрим верхние оценки уклонений апостериорного среднего и ковари-

ационной матрицы. Будем проводить эксперимент для одномерной (𝑝 = 1) и

двумерной (𝑝 = 2) ковариационных функций. В Теореме 2.1 показано, что нор-

мы
⃦⃦⃦
𝐷0

(︁
𝜃 − ̃︀𝜃)︁⃦⃦⃦2

2
и
⃦⃦
𝐼𝐼𝑝 −𝐷0𝑆

2𝐷0

⃦⃦
2
ограничены сверху величинами, которые

убывают со скоростью 1√
𝑛
с увеличением размера выборки 𝑛. Рисунки 2.4б и 2.4г

показывают как ведут себя эти уклонения для одномерной квадратичной экс-
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Рис. 2.2 – Ядерная оценка плотности для 𝜃, одномерное пространство
параметров 𝑝 = 1
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Рис. 2.3 – Ядерная оценка плотности (ЯОП) для ̃︀𝜃 и 𝜃, двумерное
пространство параметров 𝑝 = 2
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поненциальной ковариационной функции (2.14) и двумерной изотропной квад-

ратичной экспоненциальной ковариационной функции (2.13) соответственно. И

в одномерном случае, и в двумерном случае уклонения уменьшаются с увели-

чением размера выборки 𝑛.

Рассмотрим так же шестимерное пространство параметров 𝑝 = 6 и ковари-

ационную функцию (2.14). Из рисунка 2.6 видно, как величина
⃦⃦⃦
𝐷0

(︁
𝜃 − ̃︀𝜃)︁⃦⃦⃦2

2

убывает с увеличением размера выборки 𝑛.
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Рис. 2.4 – Зависимость (2.9) and (2.10) от размера выборки 𝑛 для размерности
пространства параметров 𝑝 равной 1 и 2

Теорема Бернштейна-фон-Мизеса утверждает, что апостериорное распреде-

ление вектора параметров 𝜃 близко к нормальному распределению: расстояние

полной вариации между этими распределениями уменьшается с увеличением

размера выборки 𝑛. Мы сравниваем апостериорное распределение параметров

ковариационной функции и нормальное распределение с тем же средним зна-

чением 𝜃 и такой же ковариационной матрицей 𝑆2. Мы приводим результаты
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Рис. 2.5 – Зависимость расстояния полной вариации между апостериорным
распределением вектора параметров ковариационной функции и

соответствующим нормальным распределением, размерность пространства
параметров равна двум, 𝑝 = 2

для ковариационной функции (2.13), для которой выполнены предположения

теоремы БвМ.

На рисунке 2.5 показано, что расстояние полной вариации между апостери-

орным распределением и ближайшим нормальным распределением уменьша-

ется с увеличением размера выборки 𝑛. Следовательно, оценки (2.11) и (2.12)

действительно имеют место.

Неравенство (2.1) определяет минимальный необходимый размер выборки

𝑛, который гарантирует выполнение теоремы БвМ. Рассмотрим риск оценок

параметров ковариационной функции. На рисунке 2.7 показана зависимость

качества оце‖𝜃* − 𝜃*‖ от размера выборки 𝑛 и размерности пространства па-

раметров 𝑝. Для размерности 𝑝 если размер выборки 𝑛 больше критического

значения, байесовские оценки параметров достаточно точны. Следовательно,

можно оценить размер выборки, необходимый для получения достаточной точ-

ной байесовской оценки параметров.

2.2.4 Доказательство теоремы

Доказательство приведенной теоремы построено следующим образом. Показа-

но, что если выполнены предположения из раздела 2.2.1, то выполнены гло-

бальные условия (𝐸𝐷2) , (L ) и локальные условия (𝐸𝐷0) , (L0) , (ℐ) . Эти
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Рис. 2.7 – Зависимость риска
оценки параметров

ковариационной функции от
размер выборки 𝑛 и

размерности пространства
параметров 𝑝

оценки экспоненциальных моментов квазиправдоподобия 𝐿(𝜃) и его производ-

ных позволяют нам использовать современную теорию эмпирических процес-

сов [97, 19] для получения для конечной выборки гауссовской аппроксимации

логарифма квази-правдоподобия и соответствующего апостериорного распре-

деления. Следовательно, выполнена теорема Бернштейна-фон Мизеса [97, 89,

90].

Вспомогательные утверждения

В этом разделе собраны вспомогательные результаты, которые необходимы для

доказательства основных результатов. Так же введены необходимые обозначе-

ния.

Логарифм правдоподобия выборки S зависит от параметров ковариацион-

ной функции 𝜃

𝐿(𝜃) = −1
2

[︀
𝑛 log 2𝜋 + ln |C𝜃|+ uTC−1𝜃 u

]︀
,

где C𝜃 = {𝑐𝜃(x𝑖,x𝑗)}𝑛𝑖,𝑗=1, u ∼ 𝒩 (0,C), C ∈ R𝑛×𝑛 — истинная ковариационная

матрица.

Обозначим 𝜁(𝜃) = 𝐿(𝜃) − 𝐼𝐸𝐿(𝜃) и обозначим 𝐿(𝜃,𝜃*) = 𝐿(𝜃) − 𝐿(𝜃*)
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эксцесс.

Лемма 1. Математическое ожидание логарифма правдодоподобия имеет вид

E𝐿(𝜃) = −1
2

[︀
𝑛 log 2𝜋 + ln |C𝜃|+ tr

(︀
C−1𝜃 C

)︀]︀
. (2.15)

Доказательство. Так как uTC−1𝜃 u = 𝜀T𝛺𝜃𝜀, где 𝜀 ∼ 𝒩 (0, 𝐼), 𝐼 ∈ R𝑛×𝑛 —

единичная матрица, 𝑆𝜃 = C1/2C−1𝜃 C1/2. Используя Лемму B.1 из [91], получаем

EuTC−1𝜃 u = tr(𝑆𝜃) = tr
(︀
C−1𝜃 C

)︀
.

Используем здесь стандартные формулы для матричных производных (они

приведены, например, в [75]). Тогда матрица 𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑖
может быть вычислена по

формуле
𝜕C−1𝜃

𝜕𝜃𝑖
= −𝑈𝑖.

Частные производные логарифма детерминанта ковариационной матрицы рав-

ны
𝜕 ln |C𝜃|

𝜕𝜃𝑖
= tr

(︂
C−1𝜃

𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑖

)︂
= tr(𝑈𝑖C𝜃).

Частные производные следа матрица равны

𝜕 trC𝜃

𝜕𝜃𝑖
= tr

[︂
𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑖

]︂
.

Частная производная логарифма правдоподобия имеет вид

∇𝑖𝐿(𝜃) = −
1

2

[︂
tr

(︂
C−1𝜃

𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑖

)︂
− uTC−1𝜃

𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑖
C−1𝜃 u

]︂
.

Частная производная математического ожидания логарифма правдоподобия

равна

∇𝑖𝐼𝐸𝐿(𝜃) = −1
2

[︂
tr

(︂
C−1𝜃

𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑖

)︂
− tr

(︂
C−1𝜃

𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑖
C−1𝜃 C

)︂]︂
. (2.16)

Для того, чтобы записать явное выражение для матрицы 𝑉 2
0 нужно про-

интегрировать функционал вида (uT𝐴u)(uT𝐵u) по многомерной нормальной

плотности. Выполнена следующая лемма [75]

Лемма 2. Пусть 𝐴 = {𝑎𝑖𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1 и 𝐵 = {𝑏𝑖𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1 — симметричные матрицы, и

C = {𝑐𝑖𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1 — положительно определенная матрица. Тогда для u ∼ 𝒩 (0,C)
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выполнено, что

𝐼𝐸(uT𝐴u)(uT𝐵u) = 2 tr(𝐴C𝐵C) + tr(𝐴C) tr(𝐵C).

Лемма 3. Матрица 𝑉 2
0 = Var

{︀
∇𝜁(𝜃*)

}︀
имеет вид

𝑉 2
0 =

{︂
1

2
tr(𝑈𝑖C𝑈𝑗C)

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝜃*

}︂𝑝

𝑖,𝑗=1

. (2.17)

Доказательство. Используя Лемму 2 с 𝐴 = 𝑈𝑖, 𝐵 = 𝑈𝑗 и u ∼ 𝒩 (0,C),C ∈
𝐼𝑅𝑛×𝑛, получаем

𝐼𝐸(uT𝑈𝑖u)(u
T𝑈𝑗u) = 2 tr (𝑈𝑖C𝑈𝑗C) + tr (𝑈𝑖C) tr(𝑈𝑗C) . (2.18)

Так как

𝑉 2
0 =

{︂
1

4

(︀
𝐼𝐸(uT𝑈𝑖u)(u

T𝑈𝑗u)− 𝐼𝐸(uT𝑈𝑖u)𝐼𝐸(uT𝑈𝑗u)
)︀⃒⃒

𝜃=𝜃*

}︂𝑝

𝑖,𝑗=1

,

то используя (2.18), мы получаем утверждение леммы.

Лемма 4. Матрица 𝐷2
0 = −∇2 𝐼𝐸𝐿(𝜃)|𝜃=𝜃* имеет вид:

𝐷2
0 =

{︂
1

2
tr
[︁
𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑗C+ 𝑈𝑗C𝜃𝑈𝑖C− 𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑗C𝜃 + 𝑈𝑖𝑗(C𝜃 −C)

]︁⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝜃*

}︂𝑝

𝑖,𝑗=1

.

Доказательство. Мы получаем матрицу 𝐷2
0 = −∇2 𝐼𝐸𝐿(𝜃)|𝜃=𝜃* непосред-

ственным вычислением из (2.16):

𝜕2𝐼𝐸𝐿(𝜃)

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗
= −1

2

𝜕

𝜕𝜃𝑗

[︂
tr

(︂
C−1𝜃

𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑖

)︂
− tr

(︂
C−1𝜃

𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑖
C−1𝜃 C

)︂]︂
=

= −1
2
tr

[︂
−𝑈𝑗

𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑖
+C−1𝜃

𝜕2C𝜃

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗
+ 𝑈𝑗

𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑖
C−1𝜃 C− 𝑈𝑖𝑗C+C−1𝜃

𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑖
𝑈𝑗C

]︂
.

Лемма 5. Для симметричных матриц 𝐴,𝐵 ∈ 𝐼𝑅𝑛×𝑛 выполнено, что

tr(𝐴𝐵) ≤ 1

2

(︀
‖𝐴‖2𝐹 + ‖𝐵‖2𝐹

)︀
.
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Доказательство.

1

2

(︀
‖𝐴‖2𝐹 + ‖𝐵‖2𝐹

)︀
=

1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑎𝑗𝑖 + 𝑏𝑖𝑗𝑏𝑗𝑖 ≥
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗𝑖 = tr(𝐴𝐵).

Лемма 6. Для матрицы 𝐴 ∈ 𝐼𝑅𝑛×𝑛 выполнено, что |tr(𝐴)| ≤ 𝑛‖𝐴‖2.

Доказательство. Выполнено

|tr(𝐴)|2 =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖(𝐴)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

≤ 𝑛
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜆2
𝑖 (𝐴) = 𝑛 tr(𝐴2) ≤

≤ 𝑛 tr(𝐴𝑇𝐴) = 𝑛
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜆𝑖(𝐴
T𝐴) ≤ 𝑛2𝜆max(𝐴

T𝐴) = 𝑛2‖𝐴‖22.

Следовательно,

|tr(𝐴)| ≤ 𝑛‖𝐴‖2.

Мы получаем ниже верхние оценки для норм 𝑉 2
0 и 𝐷2

0 .

Лемма 7. Существует 0 < v2 <∞, которое не зависит от размера выборки,

такое что

‖𝑉 2
0 ‖22 ≤ 𝑛2v2.

Доказательство. Лемма 3 дает точный вид 𝑉 2
0 :

𝑉 2
0 =

{︂
1

2
tr(𝑈𝑖C𝑈𝑗C)

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝜃*

}︂𝑝

𝑖,𝑗=1

.

Получим верхние оценки для элементов tr(𝑈𝑖C𝑈𝑗C) матрицы 𝑉 2
0 .

|tr(𝑈𝑖C𝑈𝑗C)| ≤ 1

2

(︀
‖𝑈𝑖C‖2𝐹 + ‖𝑈𝑗C‖2𝐹

)︀
≤ 𝑛max

𝑖=1,𝑝
‖𝑈𝑖C‖22.

Для ‖𝑈𝑖C‖2 выполнено, что:

‖𝑈𝑖C‖2 =
⃦⃦⃦⃦
C−1𝜃

𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑖
C−1𝜃 C

⃦⃦⃦⃦
2

≤ ‖C−1𝜃 ‖2
⃦⃦⃦⃦
𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑖

⃦⃦⃦⃦
2

‖C−1𝜃 ‖2‖C‖2 ≤
1

𝜆2
0

𝜆𝜆1.
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Следовательно,

‖𝑉 2
0 ‖max = max

𝑖,𝑗=1,𝑝

1

2
|tr(𝑈𝑖C𝑈𝑗C)| ≤ 1

2
𝑛
1

𝜆4
0

𝜆
2
𝜆2
1.

Тогда спектральная норма матрицы 𝑉 2
0 ограничена сверху

‖𝑉 2
0 ‖2 ≤ 𝑝‖𝑉 2

0 ‖max ≤
1

2
𝑝𝑛

1

𝜆4
0

𝜆
2
𝜆2
1 = 𝑛v,

где v имеет вид

v =
1

2
𝑝
1

𝜆4
0

𝜆
2
𝜆2
1.

Аналогичным способом получим оценку сверху для спектральной нормы𝐷2
0.

Лемма 8. Существует 0 < d2 <∞, которое не зависит от размера выборки,

такое что

‖𝐷2
0‖22 < 𝑛2d2.

Доказательство. Лемма 4 дает точный вид матрицы 𝐷2
0:

𝐷2
0 =

{︂
1

2
tr
[︁
𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑗C+ 𝑈𝑗C𝜃𝑈𝑖C− 𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑗C𝜃 + 𝑈𝑖𝑗(C𝜃 −C)

]︁⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝜃*

}︂𝑝

𝑖,𝑗=1

.

Теперь ограничим все компоненты матрицы 𝐷2
0. Из Леммы 5:

‖ tr (𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑗C𝜃) ‖ ≤
1

2

(︀
‖𝑈𝑖C𝜃‖2𝐹 + ‖𝑈𝑗C𝜃‖2𝐹

)︀
≤ 𝑛 max

𝑖∈{1,2,...,𝑝}
‖𝑈𝑖C𝜃‖22 ≤ 𝑛

1

𝜆0
4
𝜆
2
𝜆2
1.

Аналогично получаем:

tr (𝑈𝑖C𝑈𝑗C𝜃) ≤ 𝑛
1

𝜆0
4
𝜆
2
𝜆2
1,

tr (𝑈𝑖C𝑈𝑗C) ≤ 𝑛
1

𝜆0
4
𝜆
2
𝜆2
1.

Так же нам нужна верхняя оценка для ‖ tr(𝑈𝑖𝑗(C𝜃 −C))‖:

‖ tr(𝑈𝑖𝑗(C𝜃 −C))‖ ≤ 1

2

(︂
‖C−1𝜃

𝜕2C𝜃

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗
C−1𝜃 ‖

2
𝐹 + ‖C−C𝜃‖2𝐹

)︂
≤

≤ 1

2

(︂
‖C−1𝜃

𝜕2C𝜃

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗
C−1𝜃 ‖

2
𝐹 + 2‖C‖2𝐹 + 2‖C𝜃‖2𝐹

)︂
≤
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≤ 1

2
𝑛

(︂
‖C−1𝜃 ‖

2
2‖

𝜕2C𝜃

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗
‖22‖C−1𝜃 ‖

2
2 + 2‖C‖22 + 2‖C𝜃‖22

)︂
≤

≤ 1

2
𝑛

(︂
1

𝜆4
0

𝜆2
2 + 4𝜆

2
)︂

Используя полученные выше результаты, запишем верхнюю оценку

для ‖𝐷2
0‖max:

‖𝐷2
0‖max =

1

2
max
𝑖,𝑗=1,𝑝

⃒⃒⃒
tr
[︁
𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑗C+ 𝑈𝑗C𝜃𝑈𝑖C− 𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑗C𝜃 + 𝑈𝑖𝑗(C𝜃 −C)

]︁⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝜃*
≤

≤ 1

2
𝑛

(︂
3
1

𝜆0
4
𝜆
2
𝜆2
1 +

1

2

1

𝜆4
0

𝜆2
2 + 2𝜆

2
)︂
.

Тогда для ‖𝐷2
0‖2 выполнено, что:

‖𝐷2
0‖2 ≤ 𝑝‖𝐷2

0‖max ≤ 𝑝𝑛
1

2

(︂
3
1

𝜆0
4
𝜆
2
𝜆2
1 +

1

2

1

𝜆4
0

𝜆2
2 + 2𝜆

2
)︂
.

Наконец,

‖𝐷2
0‖22 < 𝑛2d2,

для

d = 𝑝
1

2

(︂
3
1

𝜆0
4
𝜆
2
𝜆2
1 +

1

2

1

𝜆4
0

𝜆2
2 + 2𝜆

2
)︂
.

Лемма 9. Для 𝜃 ∈ 𝛩 выполнено, что⃒⃒⃒⃒
𝜕3𝐼𝐸𝐿(𝜃)

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗𝜕𝜃𝑘

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑛𝐶3, (2.19)

с

𝐶3 = 4
1

𝜆6
0

𝜆3
1𝜆

3
+ 5.5

1

𝜆4
0

𝜆
2
𝜆1𝜆2 +

1

𝜆2
0

𝜆𝜆3. (2.20)

Доказательство. Заметим, что

𝜕2𝐼𝐸𝐿(𝜃)

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗
= −1

2
tr [𝑈𝑗C𝜃𝑈𝑖C+ 𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑗C− 𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑗C𝜃 + 𝑈𝑖𝑗(C𝜃 −C)]

и
𝜕𝑈𝑖

𝜕𝜃𝑘
= −𝑈𝑘C𝜃𝑈𝑖 − 𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑘 + 𝑈𝑖𝑗.
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Тогда выполнено, что

𝜕3𝐼𝐸𝐿(𝜃)

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗𝜕𝜃𝑘
=

−1
2
tr
[︁
−
(︀
𝑈𝑘C𝜃𝑈𝑗C𝜃𝑈𝑖 + 𝑈𝑗C𝜃𝑈𝑘C𝜃𝑈𝑖 + 𝑈𝑗C𝜃𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑘+

+ 𝑈𝑘C𝜃𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑗 + 𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑘C𝜃𝑈𝑗 + 𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑗C𝜃𝑈𝑘

)︀
C+

+ (𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑘C𝜃𝑈𝑗 + 𝑈𝑗C𝜃𝑈𝑘C𝜃𝑈𝑖)C𝜃+

+ (𝑈𝑘𝑗C𝜃𝑈𝑖 + 𝑈𝑗C𝜃𝑈𝑖𝑘 + 𝑈𝑖𝑘C𝜃𝑈𝑗 + 𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑘𝑗)C−

− (𝑈𝑖𝑘C𝜃𝑈𝑗 − 𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑘𝑗)C𝜃 − 𝑈𝑘C𝜃𝑈𝑖𝑗(C𝜃 −C)−

− 𝑈𝑖𝑗C𝜃𝑈𝑘(C𝜃 −C) + 𝑈𝑖𝑗C𝜃𝑈𝑘C𝜃 + 𝑈𝑖𝑗𝑘(C𝜃 −C)
]︁
.

Выполнены следующие оценки для спектральных норм

‖𝑈𝑖‖2 ≤
1

𝜆2
0

𝜆1,

‖𝑈𝑖𝑗‖2 ≤
1

𝜆2
0

𝜆2,

‖𝑈𝑖𝑗𝑘‖2 ≤
1

𝜆2
0

𝜆3.

Используя Лемму 6, мы получаем верхнюю оценку для |tr [𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑗C𝜃𝑈𝑘C𝜃]|:

|tr [𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑗C𝜃𝑈𝑘C𝜃]| ≤ 𝑛‖𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑗C𝜃𝑈𝑘C𝜃‖2 ≤ 𝑛‖𝑈𝑖‖2‖𝑈𝑗‖2‖𝑈𝑘‖2‖C𝜃‖32 ≤ 𝑛
1

𝜆6
0

𝜆3
1𝜆

3
.

Верхние оценки для | tr [𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑗C𝜃𝑈𝑘C] |, | tr [𝑈𝑖𝑗C𝜃𝑈𝑘C𝜃] | и | tr [𝑈𝑖𝑗𝑘(C𝜃 −C)] |
получаем аналогично:

|tr [𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑗C𝜃𝑈𝑘C𝜃]| ≤ 𝑛
1

𝜆6
0

𝜆3
1𝜆

3
,

|tr [𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑗C𝜃𝑈𝑘C]| ≤ 𝑛
1

𝜆6
0

𝜆3
1𝜆

3
,

|tr [𝑈𝑖𝑗C𝜃𝑈𝑘C𝜃]| ≤ 𝑛
1

𝜆4
0

𝜆2𝜆
2
𝜆1,

|tr [𝑈𝑖𝑗𝑘(C𝜃 −C)]| ≤ 2𝑛
1

𝜆2
0

𝜆𝜆3.
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Используя полученные верхние оценки, получаем утверждение Леммы.

Глобальные условия

В этом разделе доказаны условия о глобальных свойствах эмпирического про-

цесса, необходимые для выполнения утверждения теоремы.

(𝐸𝐷2) Существует величина 𝜔 > 0, и для каждого r > 0 существует

константа g(r), такие что для всех 𝜃 ∈ 𝛩0(r) выполнено следующее

неравенство

sup
𝛽,𝛾∈𝐼𝑅𝑝

log 𝐼𝐸 exp

{︂
𝜆

𝜔

𝛽T∇2𝜁(𝜃)𝛾

‖𝐷0𝛽‖2‖𝐷0𝛾‖2

}︂
≤ 𝜈20𝜆

2/2, |𝜆| ≤ g(r). (2.21)

Доказательство. Верно, что

∇𝑖𝜁(𝜃) =
1

2

[︀
uT𝑈𝑖u− tr(𝑈𝑖C)

]︀
.

Тогда

∇2
𝑖𝑗𝜁(𝜃) = −

1

2

[︀
uT𝐴𝑖𝑗u− tr(𝐴𝑖𝑗C)

]︀
,

где

𝐴𝑖𝑗 = 𝐴𝑖𝑗(𝜃) = 𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑗 − 𝑈𝑖𝑗 + 𝑈𝑗C𝜃𝑈𝑖.

Выполнена следующая верхняя оценка для ‖𝐴𝑖𝑗‖2:

‖𝐴𝑖𝑗‖2 ≤ sup
𝑖,𝑗∈{1,2,...,𝑝}

2‖𝑈𝑖C𝜃𝑈𝑗‖2 + ‖𝑈𝑖𝑗‖2 ≤ (2.22)

≤ sup
𝑖,𝑗∈{1,2,...,𝑝}

2‖C−1𝜃

𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑖
C−1𝜃

𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑗
C−1𝜃 ‖2 + ‖C

−1
𝜃

𝜕2C𝜃

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗
C−1𝜃 ‖2 ≤

≤ sup
𝑖,𝑗∈{1,2,...,𝑝}

2‖C−1𝜃 ‖
3
2‖
𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑖
‖2‖

𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑗
‖2 + ‖C−1𝜃 ‖

2
2‖

𝜕2C𝜃

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗
‖2 ≤ 2

1

𝜆3
0

𝜆2
1 +

1

𝜆2
0

𝜆2.

Обозначим 𝑍

𝑍 = 𝑍(𝜃) =
1

‖𝐷0𝛽‖2‖𝐷0𝛾‖2

𝑝∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛽𝑖𝛾𝑗𝐴𝑖𝑗.
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Для каждого 𝛾, такого что ‖𝛾‖ = 1, выполнено

‖𝐷0𝛾‖ ≥
√︁

𝜆min(𝐷2
0) ≥

√︀
𝑛d0.

Тогда используя (2.22), получаем:

‖𝑍C‖2 =

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

‖𝐷0𝛾‖‖𝐷0𝛽‖

𝑝∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛽𝑖𝛾𝑗𝐴𝑖𝑗C

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

≤ (2.23)

≤ 𝑝2
1

‖𝐷0𝛾‖‖𝐷0𝛽‖
sup

𝑖,𝑗=1,𝑝

‖𝐴𝑖𝑗C‖2 ≤

≤ 𝑝2
1

𝑛d0
sup

𝑖,𝑗=1,𝑝

‖𝐴𝑖𝑗C‖2

≤ 𝑝2
1

𝑛d0

(︂
2
1

𝜆3
0

𝜆2
1 +

1

𝜆2
0

𝜆2

)︂
.

Мы выбираем 𝜔 как 1
𝑛 и g(r) как

g(r) =
d0

2𝑝2
(︁
2𝜆3

0

𝜆

2
+ 1

𝜆2
0
𝜆2

)︁ , (2.24)

тогда для любого |𝜆| ≤ g(r) выполнено, что

‖𝜆𝑍C‖2 ≤
1

2
.

Следовательно, матрица 𝐼 − 𝜆𝑍C положительно определена для |𝜆| ≤ g(r).

Левая часть выражения (2.21) может быть переписана как

sup
𝜃∈𝛩0(r)

sup
𝛽,𝛾∈𝐼𝑅𝑝

log

[︂
exp

(︂
−𝜆
2
tr(𝑍C)

)︂∫︁
𝐼𝑅𝑛

1

(2𝜋)
𝑛
2 |C| 12

exp

(︂
−1
2
u𝑇 (C−1 − 𝜆𝑍)u

)︂
𝑑u

]︂
.

(2.25)

Математическое ожидание в (2.25) существует, так как матрица 𝐼−𝜆𝑍C по-

ложительно определена для |𝜆| ≤ g(r). Мы интегрируем математическое ожи-

дание, и получаем, что (2.21) эквивалентно

sup
𝜃∈𝛩0(r)

sup
𝛽,𝛾∈𝐼𝑅𝑝

−1
2
[tr𝜆𝑍C+ log |𝐼 − 𝜆𝑍C|] ≤ 𝜈20𝜆

2

2
, |𝜆| ≤ g(r).
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Для положительно определенной 𝐼 − 𝜆𝑍C выполнено

log |𝐼 − 𝜆𝑍C| = − tr
∞∑︁
𝑖=1

1

𝑖
(𝜆𝑍C)𝑖.

Тогда

−1
2
[tr𝜆𝑍C+ log |𝐼 − 𝜆𝑍C|] = 1

2
tr

(︃ ∞∑︁
𝑖=2

1

𝑖
(𝜆𝑍C)𝑖

)︃
.

Следовательно, достаточно показать

sup
𝜃∈𝛩0(r)

sup
𝛽,𝛾∈𝐼𝑅𝑝

1

2
tr

(︃ ∞∑︁
𝑖=2

1

𝑖
(𝜆𝑍C)𝑖

)︃
≤ 𝜈20𝜆

2

2
, |𝜆| < g(r).

Заметим, что

| tr
(︀
(𝜆𝑍C)𝑖

)︀
| = |𝜆𝑖 tr((𝑍C)𝑖)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜆𝑖

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜆𝑖
𝑗(𝑍C)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑛|𝜆|𝑖‖𝑍C‖𝑖2.

Следовательно, достаточно показать

sup
𝜃∈𝛩0(r)

sup
𝛽,𝛾∈𝐼𝑅𝑝

𝑛

∞∑︁
𝑖=2

|𝜆|𝑖‖𝑍C‖𝑖2 ≤ 𝜈20𝜆
2, |𝜆| < g.

Для 𝑖 ≥ 3 нужно доказать выполнение неравенства

𝑛 |𝜆|𝑖−2 ‖𝑍C‖𝑖2 ≤
1

2𝑖−1
𝜈20 .

Используя верхнюю оценку (2.23) для ‖𝑍C‖2, получаем

𝑛 |𝜆|𝑖−2 ‖𝑍C‖𝑖2 ≤ 𝑛|𝜆|𝑖−2
(︂
𝑝2

1

𝑛d0

(︂
2
1

𝜆3
0

𝜆2
1 +

1

𝜆2
0

𝜆2

)︂)︂𝑖

.

Используя g(r) из (2.24) и 𝜈20 вида

𝜈20 = max

(︃
1, 2

(︂
𝑝2

1

𝑛d0

(︂
2
1

𝜆3
0

𝜆2
1 +

1

𝜆2
0

𝜆2

)︂)︂2
)︃
,

получаем, что для любого |𝜆| ≤ g(r) выполнено

𝑛 |𝜆|𝑖−2 ‖𝑍C‖𝑖2 ≤
(︂
𝑝2

1

𝑛d0

(︂
2
1

𝜆3
0

𝜆2
1 +

1

𝜆2
0

𝜆2

)︂)︂2
1

2𝑖−2
≤ 𝜈20

2𝑖−1
.
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Следовательно, так как 𝑛‖𝑍C‖22 ≤
𝜈20
2 , то выполнено

sup
𝜃∈𝛩0(r)

sup
𝛽,𝛾∈𝐼𝑅𝑝

𝑛
∞∑︁
𝑖=2

|𝜆|𝑖‖𝑍C‖𝑖2 ≤ 𝜆2𝜈20

∞∑︁
𝑖=2

1

2𝑖−1
≤ 𝜈20𝜆

2, |𝜆| < g(r).

Таким образом, для выбранных 𝜈20 ≥ 1 и g(r) утверждение леммы выпол-

няется.

(L ) Существует функция b(r) > 0 , такая что rb(r) — неубывающая

функция r и

−2𝐼𝐸𝐿(𝜃,𝜃*)

‖𝐷0(𝜃 − 𝜃*)‖22
≥ b(r),∀r ≥ r0,𝜃 ∈ 𝛩0(r).

Доказательство. Утверждение леммы эквивалентно утверждению

−2𝐼𝐸𝐿(𝜃,𝜃*) ≥ b(r)‖𝐷0(𝜃 − 𝜃*)‖22.

Разложение в ряд Тейлора 𝐼𝐸𝐿(𝜃) имеет вид:

𝐼𝐸𝐿(𝜃) = 𝐼𝐸𝐿(𝜃*) +∇𝐼𝐸𝐿(𝜃*)(𝜃 − 𝜃*)− 1

2
(𝜃 − 𝜃*)T𝐷2

0(
̃︀𝜃)(𝜃 − 𝜃*)

для некоторых ̃︀𝜃 ∈ [𝜃*,𝜃].

Так как 𝜃* — локальный минимум функции 𝐼𝐸𝐿(𝜃), то выполнено, что

∇𝐼𝐸𝐿(𝜃*) = 0. Для 𝐼𝐸𝐿(𝜃,𝜃*) = 𝐼𝐸𝐿(𝜃)− 𝐼𝐸𝐿(𝜃*) неравенство из утверждения

имеет вид:

‖𝐷0(̃︀𝜃)(𝜃 − 𝜃*)‖22 ≥ b(r)‖𝐷0(𝜃 − 𝜃*)‖22.

Используя Лемму 8, получаем верхнюю границу для ‖𝐷0(𝜃 − 𝜃*)‖22:

‖𝐷0(𝜃 − 𝜃*)‖22 ≤ 𝑛𝑑‖𝜃 − 𝜃*‖22.

Давайте теперь получим нижнюю границу для ‖𝐷0(̃︀𝜃)(𝜃 − 𝜃*)‖22:

‖𝐷0(̃︀𝜃)(𝜃 − 𝜃*)‖22 ≥ 𝜆min(𝐷
2
0(
̃︀𝜃))‖𝜃 − 𝜃*‖22.
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Для элементов матрицы 𝐷2
0(
̃︀𝜃) выполнено:

(𝐷2
0(
̃︀𝜃))𝑖𝑗 = (𝐷2

0)𝑖𝑗 +

𝑝∑︁
𝑘=1

(̃︀𝜃𝑘 − 𝜃*𝑘)
𝜕3𝐼𝐸𝐿(�̆�)

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗𝜕𝜃𝑘

для некоторого �̆� ∈ [𝜃*,𝜃]. Обозначим матрицу, которая состоит из элементов∑︀𝑝
𝑘=1(

̃︀𝜃𝑘−𝜃*𝑘)
𝜕3𝐼𝐸𝐿(�̆�)
𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗𝜕𝜃𝑘

как 𝐴. Используя Лемму 9, получаем следующую оценку:

‖𝐴‖2 ≤ 𝑝‖𝐴‖max ≤ 𝑝
3
2 sup
𝑖,𝑗,𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜕3𝐼𝐸𝐿(�̆�)

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗𝜕𝜃𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ ‖̃︀𝜃 − 𝜃*‖2 ≤ 𝑝

3
2𝑛𝐶3‖̃︀𝜃 − 𝜃*‖2.

Нам нужно получить оценку минимального собственного значения матрицы

𝐷0(̃︀𝜃), и мы получаем:

𝜆min(𝐷0(̃︀𝜃)) = inf
𝛾∈𝐼𝑅𝑝,‖𝛾‖=1

𝛾T𝐷2
0(
̃︀𝜃)𝛾 =

= inf
𝛾∈𝐼𝑅𝑝,‖𝛾‖=1

𝛾T(𝐷2
0 + 𝐴)𝛾 ≥ 𝑛d0 − sup

‖𝛾‖=1

‖𝛾T𝐴𝛾‖ ≥

≥ 𝑛d0 − ‖𝐴‖2 ≥ 𝑛d0 − 𝑝
3
2𝑛𝐶3‖̃︀𝜃 − 𝜃*‖2 ≥

≥ 𝑛d0 − 𝑝
3
2𝑛𝐶3

√︂
d

d0
𝛿𝜃,

здесь 𝛿𝜃 = sup𝜃∈𝛩 ‖𝜃 − 𝜃*‖2.

Таким образом, достаточно показать, что:

𝑛d0 − 𝑝
3
2𝑛𝐶3

√︂
d

d0
𝛿𝜃 ≥ b(r)𝑛d или

d0 − b(r)d ≥ 𝑝
3
2𝐶3

√︂
d

d0
𝛿𝜃. (2.26)

Предположение (A5) дает (2.26) для достаточно малого 𝜆𝑖

𝜆0
< 𝐶, 𝑖 = 1, 2, 3,

таким образом выполнено утверждение выше, и Лемма (L ) выполнена. Отме-

тим, что мы можем выбрать b(r) как

b(r) = b
def
=

d0
2d

.
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Локальные условия

Покажем, что для введенных в разделе 2.2.1 предположений выполнены следу-

ющие локальные условия.

(𝐸𝐷0) Существует матрица 𝑉 2
0 = Var

{︀
∇𝜁(𝜃*)

}︀
и константы g > 0 ,

𝜈0 ≥ 1 , такие что для всех |𝜆| ≤ g выполнено следующее неравенство

sup
𝛾∈𝐼𝑅𝑝

log 𝐼𝐸 exp

{︂
𝜆
𝛾T∇𝜁(𝜃*)
‖𝑉0𝛾‖2

}︂
≤ 𝜈20𝜆

2/2. (2.27)

Доказательство. Обозначим

𝑍 =
1

‖𝑉0𝛾‖2

𝑝∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖𝑈𝑖(𝜃
*).

Мы получим верхнюю оценку для спектральной нормы ‖𝑍C‖2. Здесь и да-

лее мы предполагаем без ограничения общности, что ‖𝛾‖ = 1. Заметим, что

‖C−1𝜃 ‖2 < 1
𝜆0
, ‖C‖2 < 𝜆 из-за предположения (A3), ‖𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑖
‖2 < 𝜆1 из-за предпо-

ложения (A4). Следовательно, ‖𝑈𝑖C‖2 < 1
𝜆2
0
𝜆𝜆1 и ‖

∑︀𝑝
𝑖=1 𝛾𝑖𝑈𝑖C‖2 < 𝑝 1

𝜆2
0
𝜆𝜆1. Из

предположения (А6) следует ‖𝑉0𝛾‖2 ≥
√︀
𝜆min(𝑉 2

0 ) ≥
√
𝑛v0.

Матрица 𝑍C = 1
‖𝑉0𝛾‖

∑︀𝑝
𝑖=1 𝛾𝑖𝑈𝑖C. Следовательно, используя верхние оценки

выше, получаем

‖𝑍C‖2 =

⃦⃦⃦⃦
⃦ 1

‖𝑉0𝛾‖

𝑝∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖𝑈𝑖C

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

≤
√
𝑝

√
𝑛v0

1

𝜆2
0

𝜆𝜆1. (2.28)

Мы выбираем g как

g =
1

2
𝑛

1
2

√
v0

√
𝑝 1
𝜆2
0
𝜆𝜆1

, (2.29)

таким образом для любого |𝜆| ≤ g выполнено, что

‖𝜆𝑍C‖2 ≤
1

2
.

Напомним, что 𝜁(𝜃) = 𝐿(𝜃)− 𝐼𝐸𝐿(𝜃) . Градиент 𝜁(𝜃) имеет вид

∇𝑖𝜁(𝜃) = −
1

2

[︂
−u𝑇C−1𝜃

𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑖
C−1𝜃 u+ tr

(︂
C−1𝜃

𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑖
C−1𝜃 C

)︂]︂
.
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Тогда (2.27) эквивалентно

sup
𝛾∈𝐼𝑅𝑝

log 𝐼𝐸 exp

{︃
𝜆

1

2‖𝑉0𝛾‖

𝑝∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖
(︀
u𝑇𝑈𝑖u− tr(𝑈𝑖C)

)︀}︃
≤ 𝜈20𝜆

2

2
. (2.30)

Левая часть (2.30) может быть переписана как

sup
𝛾∈𝐼𝑅𝑝

log

[︂
exp

(︂
−𝜆
2
tr(𝑍C)

)︂∫︁
𝐼𝑅𝑛

1

(2𝜋)
𝑛
2 |C| 12

exp

(︂
−1
2
u𝑇 (C−1 − 𝜆𝑍)u

)︂
𝑑u

]︂
.

(2.31)

Математическое ожидание в (2.31) существует, так как матрица 𝐼 − 𝜆𝑍C

положительно определена для |𝜆| ≤ g. Интегрируя математическое ожидание,

получаем, что (2.21) эквивалентно

sup
𝛾∈𝐼𝑅𝑝

−1
2
[tr𝜆𝑍C+ log |𝐼 − 𝜆𝑍C|] ≤ 𝜈20𝜆

2

2
, |𝜆| < g.

Для положительно определенной 𝐼 − 𝜆𝑍C выполнено

log |𝐼 − 𝜆𝑍C| = − tr
∞∑︁
𝑖=1

1

𝑖
(𝜆𝑍C)𝑖.

Тогда

−1
2
[tr𝜆𝑍C+ log |𝐼 − 𝜆𝑍C|] = 1

2
tr

(︃ ∞∑︁
𝑖=2

1

𝑖
(𝜆𝑍C)𝑖

)︃
.

Таким образом, необходимо доказать, что

sup
𝛾∈𝐼𝑅𝑝

1

2
tr

(︃ ∞∑︁
𝑖=2

1

𝑖
(𝜆𝑍C)𝑖

)︃
≤ 𝜈20𝜆

2

2
, |𝜆| < g.

Заметим, что

| tr
(︀
(𝜆𝑍C)𝑖

)︀
| = |𝜆𝑖 tr((𝑍C)𝑖)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜆𝑖

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜆𝑖
𝑗(𝑍C)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑛|𝜆|𝑖‖𝑍C‖𝑖2.

Следовательно, необходимо доказать, что

𝑛
∞∑︁
𝑖=2

|𝜆|𝑖‖𝑍C‖𝑖2 ≤ 𝜈20𝜆
2, |𝜆| < g.
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Для 𝑖 ≥ 3 нужно получить неравенство вида

𝑛 |𝜆|𝑖−2 ‖𝑍C‖𝑖2 ≤
1

2𝑖−1
𝜈20 .

Так как выполнена верхняя оценка (2.28) для ‖𝑍C‖2, то имеет место

𝑛 |𝜆|𝑖−2 ‖𝑍C‖𝑖2 ≤ 𝑛|𝜆|𝑖−2
(︂ √

𝑝
√
𝑛v0

1

𝜆2
0

𝜆𝜆1

)︂𝑖

.

Используя g из (2.29) и 𝜈20 вида

𝜈20 = max

(︃
1, 2

(︂ √
𝑝

√
v0

1

𝜆2
0

𝜆𝜆1

)︂2
)︃
, (2.32)

получаем, что для любых |𝜆| ≤ g выполнено

𝑛 |𝜆|𝑖−2 ‖𝑍C‖𝑖2 ≤
(︂ √

𝑝
√
v0

1

𝜆2
0

𝜆𝜆1

)︂2
1

2𝑖−2
≤ 𝜈20

2𝑖−1
.

Следовательно, так как 𝑛‖𝑍C‖22 ≤
𝜈20
2 , то выполнено, что

sup
𝛾∈𝐼𝑅𝑝

𝑛

∞∑︁
𝑖=2

|𝜆|𝑖‖𝑍C‖𝑖2 ≤ 𝜆2𝜈20

∞∑︁
𝑖=2

1

2𝑖−1
≤ 𝜈20𝜆

2, |𝜆| < g.

Таким образом, для выбранного в (2.32) 𝜈20 ≥ 1 и выбранного в (2.29) g

утверждение Леммы выполнено.

(L0) Для каждого r ≤ r0, существует константа 𝛿(r) ≤ 1
2, такая, что для

любого 𝜃 ∈ 𝛩0(r) и для 𝐷0 = −∇2𝐼𝐸𝐿(𝜃) выполнено, что:⃦⃦
𝐷−10 𝐷2(𝜃)𝐷−10 − I𝑝

⃦⃦
∞ ≤ 𝛿(r). (2.33)

Доказательство. Для того, чтобы доказать (2.33), достаточно показать, что⃦⃦
𝐷2(𝜃)−𝐷2

0

⃦⃦
2
≤ ‖𝐷2

0‖2
1
√
𝑝
𝛿(r).
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Переходя от норм к их явным выражениям, получаем:

max
𝑖,𝑗∈{1,2,...,𝑝}

⃒⃒
𝐷2(𝜃)−𝐷2

0

⃒⃒
𝑖𝑗
≤ ‖𝐷2

0‖2
1

𝑝
3
2

𝛿(r).

Для max𝑖,𝑗∈{1,2,...,𝑝}
⃒⃒
𝐷2(𝜃)−𝐷2

0

⃒⃒
𝑖𝑗

имеет место следующее разложение по

Тейлору:

max
𝑖,𝑗∈{1,2,...,𝑝}

⃒⃒
𝐷2(𝜃)−𝐷2

0

⃒⃒
𝑖𝑗
= max

𝑖,𝑗∈{1,2,...,𝑝}

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑝∑︁
𝑘=1

𝜕3𝐼𝐸𝐿(̃︀𝜃)
𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗𝜕𝜃𝑘

(𝜃𝑘 − 𝜃*𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 𝐶3𝑛‖𝜃 − 𝜃*‖2 ≤ 𝐶3𝑛
r0√
𝑛d0

,

здесь 𝐶3 имеет вид из (2.20), ̃︀𝜃 ∈ [𝜃,𝜃*]

Теперь нужно доказать, что:

𝐶3

√
𝑛

r0√
d0
≤ 𝑛

d0𝛿(r)

𝑝
3
2

.

Это эквивалентно:

𝐶3r0 ≤
√
𝑛
𝑑

3
2
0 𝛿(r)

𝑝
3
2

.

Так как 𝛿(r) ≤ 1
2 , нужно, чтобы размер выборки был по крайней мере

𝑛 ≥ 4d30𝐶
2
3r

2
0𝑝

3. (2.34)

Следовательно, взяв значение 𝛿(r) меньшее, чем 1
2 и вида C√

𝑛
, мы можем

контролировать значение константы 𝐶3, используя предположение (A5).

(ℐ) Существует константа a > 0 , такая что a2𝐷2
0 ≥ 𝑉 2

0 .

Доказательство. В силу введенных предположений для 𝐷2
0 и 𝑉 2

0 Лемма вы-

полнена с a2 = v
d0
.
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Примеры ковариационной функций, которые удовлетворяют предпо-

ложениям

Квадратичная экспоненциальная ковариационная функция Прове-

рим теперь введенные предположения для квадратичной экспоненциальной ко-

вариационной функции:

𝑐𝜃(x,x
′) = 𝜃22 exp

(︀
−𝜃21‖x− x′‖22

)︀
+ 𝜎2𝛿(x,x′).

Ниже мы предполагаем, что

∙ Дисперсия шума 0 < 𝜎2 < ∞ известна и фиксирована. Более того, она

достаточно велика.

∙ Выполняется параметрическое предположение, то есть 𝑐(x,x′) = 𝑐𝜃*(x,x′)

для некоторого 𝜃 = 𝜃*.

∙ Точки дизайна 𝐷 = {x𝑖}𝑛𝑖=1,x𝑖 ∈ 𝐼𝑅𝑑 лежат на сетке {𝛿𝑚,𝑚 ∈ Z𝑑}.

∙ Параметрическое множество имеет вид 𝛩 ∈ [𝜃1, 𝜃1] × [𝜃2, 𝜃2] с 0 < 𝜃1 <

𝜃1 <∞, 0 < 𝜃2 < 𝜃2 <∞.

Матрица 𝜕C𝜃

𝜕𝜃1
= −2𝜃1C0 ∘ 𝐻, матрица 𝜕C𝜃

𝜕𝜃2
= 2

𝜃2
C0, где C0 =

{𝜃22 exp
(︀
−𝜃21‖x𝑖 − x𝑗‖22

)︀
}𝑛𝑖,𝑗=1, ∘ — Адамарово произведение двух матриц, 𝐻 =

{ℎ𝑖𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1 = {‖x𝑖 − x𝑗‖22}𝑛𝑖,𝑗=1.

Так как выполнено параметрическое предположение, то𝐷2
0 = 𝑉 2

0 и𝐷2
0 имеет

вид

1

𝑛
𝐷2

0 =
4

𝑛

⎛⎝𝜃21 tr
(︀
𝐾−1𝜃 (𝐾0

𝜃 ∘𝐻)𝐾−1𝜃 (𝐾0
𝜃 ∘𝐻)

)︀
−𝜃1

𝜃2
tr
(︀
𝐾−1𝜃 (𝐾0

𝜃 ∘𝐻)C−1𝜃 C0

)︀
−𝜃1

𝜃2
tr
(︀
𝐾−1𝜃 (𝐾0

𝜃 ∘𝐻)C−1𝜃 C0

)︀
1
𝜃22
tr
(︀
C−1𝜃 C𝜃C

−1
𝜃 C0

)︀
⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒

𝜃=𝜃*

.

Лемма 10. Предположение (A2) выполняется, более того, ковариационная

функция бесконечно дифференцируема.

Лемма 11. Предположения (A3)—(A5) выполняются.
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Доказательство. Доказательство следует подходу, предложенному в [86]. Так

как спектральная норма матрицы ограничена сверху нормой по строкам, то

‖C𝜃‖2 ≤ ‖C𝜃‖∞ = sup
1≤𝑖≤𝑛

𝜃22

𝑛∑︁
𝑗=1

exp(−𝜃21ℎ𝑖𝑗) + 𝜎2
𝑖𝑗 ≤

≤ 𝜃
2

2

∑︁
𝑠∈𝛿Z𝑑

exp(−𝜃21‖𝑠‖22) + 𝜎2 ≤ 𝜃
2

2

∑︁
𝑠∈𝛿Z𝑑

exp(−𝜃21‖𝑠‖22) + 𝜎2 ≤

≤ 𝜃
2

2

(︃
1 +

(︂
2

𝛿

)︂𝑑 ∫︁
𝐼𝑅𝑑

exp(−𝜃21‖x‖22)𝑑x

)︃
+ 𝜎2 ≤ 𝜃

2

2

⎛⎝1 +

(︃
2
√
2𝜋

𝛿𝜃21

)︃𝑑
⎞⎠+ 𝜎2.

Следовательно, для любого 𝑛 выполнено, что ‖C𝜃‖2 ≤ 𝜃
2

2

(︂
1 +

(︁
2
√
2𝜋

𝛿𝜃1

)︁𝑑)︂
+ 𝜎2 .

Нижняя оценка для ‖C𝜃‖2 выполнена, так как матрица C0 неотрицательно

определена. Таким образом, выполнено (A3).

Аналогичные оценки выполнены для 𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑖
, 𝜕2C𝜃

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗
, 𝜕3C𝜃

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗𝜕𝜃𝑘
, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑝, сле-

довательно (A4) выполнено. Более того, оценки 𝜕C𝜃

𝜕𝜃𝑖
, 𝜕2C𝜃

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗
, 𝜕3C𝜃

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗𝜕𝜃𝑘
, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑝

не зависят от дисперсии шума 𝜎2. Например, аналогично мы получаем, что

‖𝜕C𝜃

𝜕𝜃2
‖2 ≤ 𝜃

2

2𝜃1

(︁
2
√
2𝜋

𝛿𝜃31

)︁𝑑
и ‖𝜕C𝜃

𝜕𝜃1
‖2 ≤ 2𝜃2

(︁
2
√
2𝜋

𝛿𝜃1

)︁𝑑
таким образом, для достаточно

большого 𝜎2 мы гарантируем выполнение (A5), так как 𝜆0 ≥ 𝜎2.

Обозначим {𝑎𝑖}𝑛𝑖=1 собственные значения матрицы 2𝜃1𝐾
−1
𝜃 (𝐾0

𝜃 ∘𝐻)
⃒⃒
𝜃=𝜃* и

{𝑏𝑖}𝑛𝑖=1 собственные значения матрицы 2
𝜃2
C−1𝜃 C0. Пусть так же {𝑎𝑖}𝑛𝑖=1 и {𝑏𝑖}𝑛𝑖=1

упорядочены по возрастанию. Предположим, что {𝑎𝑖}𝑛𝑖=1 и {𝑏𝑖}𝑛𝑖=1 достаточно

разные, то есть существует константа 𝜇 > 0, такая что

1

𝑛2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑎𝑖𝑏𝑗 − 𝑎𝑗𝑏𝑖)
2 ≥ 𝜇. (2.35)

Проверим теперь предположение (A6).

Лемма 12. Пусть выполнено неравенство (2.35). Тогда предположение (A6)

выполнено.

Доказательство. Обозначим как 𝐴 матрицу−2𝜃1𝐾−1𝜃 (𝐾0
𝜃∘𝐻) и как𝐵 матрицу
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2
𝜃2
C−1𝜃 C0. Тогда 𝐷2

0 имеет вид:

𝐷2
0 =

(︃
tr
(︀
𝐴2
)︀

tr (𝐴𝐵)

tr (𝐴𝐵) tr
(︀
𝐵2
)︀)︃ .

Наименьшее собственно значение матрицы 𝐷2
0 имеет вид

1

𝑛
𝜆min(𝐷

2
0) =

1

𝑛

(︂
tr𝐴2 + tr𝐵2 −

√︁
(tr𝐴2 − tr𝐵2)2 + 4 tr(𝐴𝐵)2

)︂
.

Посмотрим на выражение(︀
tr(𝐴2) + tr(𝐵2)

)︀2 − (︀tr(𝐴2)− tr(𝐵2)
)︀2 − 4 tr(𝐴𝐵)2 = 4

(︀
tr𝐴2 tr𝐵2 − tr(𝐴𝐵)2

)︀
.

Заметим, что

4
(︀
tr𝐴2 tr𝐵2 − tr(𝐴𝐵)2

)︀
≥ 4𝑛2𝜇, (2.36)

так как выполнено (2.35).

Теперь ограничим

tr(𝐴2) + tr(𝐵2) +

√︁
(tr𝐴2 − tr𝐵2)2 + 4 tr(𝐴𝐵)2 ≤

≤ ‖𝐴|2𝐹 + ‖𝐵‖2𝐹 +
√︁
‖𝐴‖4𝐹 + 2‖𝐴‖2𝐹‖𝐵‖2𝐹 + ‖𝐵‖4𝐹 + 4‖𝐴𝐵‖2𝐹 .

Выполнено, что

‖𝐴‖2𝐹 ≤ 𝑛‖𝐴‖22 ≤ 𝑛4𝜃
2

1‖C−1𝜃 ‖
2
2‖C0

𝜃 ∘𝐻‖22 ≤ 𝑛
1

𝜆2
0

⃦⃦⃦⃦
𝜕C𝜃

𝜕𝜃1

⃦⃦⃦⃦2
2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜃=𝜃*

≤ 𝑛
1

𝜆2
0

𝜆2
1.

Аналогично получаем для ‖𝐵‖2𝐹 :

‖𝐵‖2𝐹 ≤ 𝑛‖𝐵‖22 ≤ 𝑛4
1

𝜃
2

1

‖C−1𝜃 ‖
2
2‖C0

𝜃‖22 ≤ 𝑛
1

𝜆2
0

⃦⃦⃦⃦
𝜕C𝜃

𝜕𝜃2

⃦⃦⃦⃦2
2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜃=𝜃*

≤ 𝑛
1

𝜆2
0

𝜆2
1.

Так же выполнено

‖𝐴𝐵‖2𝐹 ≤ 𝑛‖𝐴𝐵‖22 ≤ 𝑛‖𝐴‖22‖𝐵‖22 ≤ 𝑛

(︂
1

𝜆2
0

𝜆2
1

)︂2

.

Следовательно,
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tr(𝐴2) + tr(𝐵2) +

√︁
(tr𝐴2 − tr𝐵2)2 + 4 tr(𝐴𝐵)2 ≤ 2(1 +

√
2)𝑛

1

𝜆2
0

𝜆2
1. (2.37)

Тогда

1

𝑛
𝜆min(𝐷

2
0) ≥

4𝑛2𝜇

2(1 +
√
2)𝑛2 1

𝜆2
0
𝜆2
1

=
2

1 +
√
2

𝜆2
0𝜇

𝜆2
1

> 0.

Здесь мы использовали неравенства (2.36), (2.37) и утверждение, состоящее

в том, что если 𝑥2 − 𝑦2 ≥ 𝑧 и 𝑥+ 𝑦 ≤ 𝑡, то выполнено 𝑥− 𝑦 ≥ 𝑧
𝑡 .

Лемма 13. Предположение (A1) выполнено.

Доказательство. Параметрическое предположение выполнено, и, следователь-

но, расстояние Кульбака-Лейблера KL(𝒩 (0,C𝜃*)‖𝒩 (0,C𝜃)) равно нулю тогда

и только тогда, когда 𝜃 = 𝜃*. Следовательно, предположение (A1) выполне-

но.

Произвдение ковариационных функций Рассмотрим теперь пример ко-

вариационной функции, которая удовлетворяет (А1)–(А8) без дополнительного

предположения 2.35. Пусть теперь ковариационная функция имеет вид:

𝑐𝜃(x,x
′) = 𝜃2 exp

(︀
−𝜃1‖x− x′‖22

)︀
𝑐(x,x′) + 𝜎2𝛿(x,x′), (2.38)

здесь 𝜃11 > 𝜃1 > 𝜃10, 𝜃21 > 𝜃2 > 𝜃20. Функция 𝑐(x,x′) = 𝑐(‖x − x′‖) = 𝑐(𝑑)

кусочно полиномиальная ковариационная функция, такая что

𝑐(𝑑) = 𝑣(1−𝑙𝑑)𝑗+3
+ ((𝑗3+9𝑗2+23𝑗+15)(𝑙𝑑)3+(6𝑗2+36𝑗+45)(𝑙𝑑)2+(15𝑗+45)𝑙𝑑+15),

здесь 𝑗 = ⌊𝑑2⌋+ 𝑞 + 1, 𝑣, 𝑙 — параметры ковариационной функции.

Функция 𝑐(𝑑) является ковариационной функцией [80]. Исследуемая кова-

риационная функция — произведение квадратичной экспоненциальной ковари-

ационной функции и кусочно полиномиальной ковариационной функции, сло-

женная с ковариационной функцией, соответствующей белому шуму. Следова-
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тельно, 𝑐𝜃(x,x′) — корректная ковариационная функция.

Ниже так же предполагаем, что

∙ Дисперсия шума 0 < 𝜎2 < ∞ известна и фиксирована. Более того, она

достаточно велика.

∙ Выполняется параметрическое предположение, то есть 𝑐(x,x′) = 𝑐𝜃*(x,x′)

для некоторого 𝜃 = 𝜃*.

∙ Параметрическое множество имеет вид 𝛩 ∈ [𝜃1, 𝜃1] × [𝜃2, 𝜃2] с 0 < 𝜃1 <

𝜃1 <∞, 0 < 𝜃2 < 𝜃2 <∞.

Будем рассматривать такой дизайн {x𝑖}𝑛𝑖=1, что расстояние ‖x𝑖 − x𝑖+1‖ = 𝑑

постоянно, и расстояние ‖x𝑖 − x𝑗‖ > 1.5𝑑 для |𝑖 − 𝑗| > 1. Возьмем такой на-

бор точек на горизонтальной прямой в R𝑑. Тогда для такого дизайна так же

будут выполнены свойства, полученные для рассмотренной выше ковариацион-

ной функции. Выберем такие 𝑣, 𝑙, что 𝑐(0) = 1 > 𝑐(𝑑) = 𝑐 > 0, 𝑐(1.5𝑑) = 0.

Очевидно, что так сделать можно.

Для такого плана экспериментов ковариационная матрица C = {𝑐𝑖𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1 —

трехдиагональная:

𝑐𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜃2(1 + 𝜎2), 𝑖 = 𝑗,

𝜃2(𝑐 exp(−𝜃1𝑑2) + 𝜎2), |𝑖− 𝑗| = 1,

0, |𝑖− 𝑗| > 1.

(2.39)

Обозначим 𝜆𝑖 собственные числа матрицы C𝜃.

Матрица 𝜕C𝜃

𝜕𝜃1
= −2𝜃1C0 ∘ 𝐻, матрица 𝜕C𝜃

𝜕𝜃2
= 2

𝜃2
C0, где C0 =

{𝜃22 exp
(︀
−𝜃21‖x𝑖 − x𝑗‖22

)︀
}𝑛𝑖,𝑗=1, ∘ — Адамарово произведение двух матриц, 𝐻 =

{ℎ𝑖𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1 = {‖x𝑖 − x𝑗‖22}𝑛𝑖,𝑗=1.

Так как выполнено параметрическое предположение, то𝐷2
0 = 𝑉 2

0 и𝐷2
0 имеет

вид

1

𝑛
𝐷2

0 =
4

𝑛

⎛⎝𝜃21 tr
(︀
𝐾−1𝜃 (𝐾0

𝜃 ∘𝐻)𝐾−1𝜃 (𝐾0
𝜃 ∘𝐻)

)︀
−𝜃1

𝜃2
tr
(︀
𝐾−1𝜃 (𝐾0

𝜃 ∘𝐻)C−1𝜃 C0

)︀
−𝜃1

𝜃2
tr
(︀
𝐾−1𝜃 (𝐾0

𝜃 ∘𝐻)C−1𝜃 C0

)︀
1
𝜃22
tr
(︀
C−1𝜃 C𝜃C

−1
𝜃 C0

)︀
⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒

𝜃=𝜃*

.
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Доказательство предположений (A1-A6) не отличается от доказательств,

приведенных выше для квадратичной экпоненциальной ковариационной функ-

ции.

Лемма 14. Предположение (А8) выполнено.

Доказательство. Параметрическое предположение выполнено. Аналогично

предыдущей ковариационной функции достаточно показать, что выполнено

(2.36). А именно:

𝑍 =tr(C−1𝜃 C0
𝜃C
−1
𝜃 C0

𝜃) tr(C
−1
𝜃 (C𝜃 ∘𝐻)C−1𝜃 (C𝜃 ∘𝐻))− (2.40)

− tr(C−1𝜃 (C𝜃 ∘𝐻)C−1𝜃 C0
𝜃) tr(C

−1
𝜃 (C𝜃 ∘𝐻)C−1𝜃 C0

𝜃) > 𝑛2𝜇

для некоторого 𝜇 > 0.

Получим tr(C−1𝜃 C0
𝜃C
−1
𝜃 C0

𝜃). Для этого воспользуемся тем, что C0
𝜃 = C𝜃 −

𝜃1𝜎
2𝐼.

tr(C−1𝜃 C0
𝜃C
−1
𝜃 C0

𝜃) = tr(C−1𝜃 C0
𝜃C
−1
𝜃 (C𝜃 − 𝜃1𝜎

2𝐼)) =

= tr(C−1𝜃 C0
𝜃C
−1
𝜃 C𝜃)− tr(C−1𝜃 C0

𝜃C
−1
𝜃 𝜃1𝜎

2𝐼) = tr(C−1𝜃 C0
𝜃)− 𝜃1𝜎

2 tr(C−1𝜃 C0
𝜃C
−1
𝜃 ).

Рассмотрим сначала tr(C−1𝜃 C0
𝜃):

tr(C−1𝜃 C0
𝜃) = tr(C−1𝜃 (C𝜃 − 𝜃1𝜎

2𝐼)) =

= tr(C−1𝜃 C𝜃)− tr(C−1𝜃 𝜃1𝜎
2𝐼) = tr(𝐼)− 𝜃1𝜎

2 tr(C−1𝜃 ) =

= 𝑛− 𝜃1𝜎
2

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝜆𝑖
,

𝜆𝑖 — собственные числа матрицы C𝜃.

Теперь рассмотрим tr(C−1𝜃 C0
𝜃C
−1
𝜃 ):

tr(C−1𝜃 C0
𝜃C
−1
𝜃 ) = tr(C−1𝜃 C−1𝜃 C0

𝜃) =

= tr(C−1𝜃 C−1𝜃 (C𝜃 − 𝜃1𝜎
2𝐼))

= tr(C−1𝜃 C−1𝜃 C𝜃)− tr(C−1𝜃 C−1𝜃 𝜃1𝜎
2𝐼)) =

= tr(C−1𝜃 )− 𝜃1𝜎
2 tr(C−1𝜃 C−1𝜃 ) =

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝜆𝑖
− 𝜃1𝜎

2
𝑛∑︁

𝑖=1

1

𝜆2
𝑖

.
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Следовательно, подставляя полученные выражения для tr(C−1𝜃 C0
𝜃) и

tr(C−1𝜃 C0
𝜃C
−1
𝜃 ) в выражением выше, получаем:

tr(C−1𝜃 C0
𝜃C
−1
𝜃 C0

𝜃) =
𝑛∑︁

𝑖=1

(︂
1− 2𝜃1𝜎

2 1

𝜆𝑖
+ 𝜃21𝜎

4 1

𝜆2
𝑖

)︂
.

Получим tr(C−1𝜃 (C𝜃 ∘𝐻)C−1𝜃 (C𝜃 ∘𝐻)). Так как матрица C𝜃 трехдиагональ-

ная и имеет вид (2.39), то

C𝜃 ∘𝐻 = 𝑑2(C𝜃 − 𝜃1(1 + 𝜎2)𝐼).

Следовательно,

tr(C−1𝜃 (C𝜃 ∘𝐻)C−1𝜃 (C𝜃 ∘𝐻)) =

= tr(C−1𝜃 (C𝜃 ∘𝐻)C−1𝜃 𝑑2(C𝜃 − 𝜃1(1 + 𝜎2)𝐼)) =

=𝑑2
[︀
tr(C−1𝜃 (C𝜃 ∘𝐻)C−1𝜃 C𝜃)− tr(C−1𝜃 C𝜃 ∘𝐻)C−1𝜃 𝜃1(1 + 𝜎2)𝐼)

]︀
=

=𝑑2
[︀
tr(C−1𝜃 (C𝜃 ∘𝐻))− 𝜃1(1 + 𝜎2) tr(C−1𝜃 (C𝜃 ∘𝐻)C−1𝜃 )

]︀
=

Рассмотрим слагаемое tr(C−1𝜃 (C𝜃 ∘𝐻)):

tr(C−1𝜃 (C𝜃 ∘𝐻)) =

= tr(C−1𝜃 𝑑2(C𝜃 − 𝜃1(1 + 𝜎2)𝐼)) =

=𝑑2 tr(C−1𝜃 (C𝜃 − 𝜃1(1 + 𝜎2)𝐼)) =

=𝑑2
[︀
tr(C−1𝜃 C𝜃)− tr(C−1𝜃 𝜃1(1 + 𝜎2)𝐼)

]︀
=

=𝑑2
[︀
tr(𝐼)− 𝜃1(1 + 𝜎2) tr(C−1𝜃 )

]︀
=

=𝑑2

[︃
𝑛− 𝜃1(1 + 𝜎2)

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝜆𝑖

]︃
.

Рассмотрим слагаемое tr(C−1𝜃 (C𝜃 ∘𝐻)C−1𝜃 ):

tr(C−1𝜃 (C𝜃 ∘𝐻)C−1𝜃 ) =

= tr(C−1𝜃 C−1𝜃 𝑑2(C𝜃 − 𝜃1(1 + 𝜎2)𝐼)) =
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=𝑑2 tr(C−1𝜃 C−1𝜃 (C𝜃 − 𝜃1(1 + 𝜎2)𝐼)) =

=𝑑2
[︀
tr(C−1𝜃 C−1𝜃 C𝜃)− tr(C−1𝜃 𝜃1(1 + 𝜎2)𝐼)

]︀
=

=𝑑2
[︀
tr(C−1𝜃 )− 𝜃1(1 + 𝜎2) tr(C−1𝜃 C−1𝜃 )

]︀
=

=𝑑2

[︃
𝑛∑︁

𝑖=1

1

𝜆𝑖
− 𝜃1(1 + 𝜎2)

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝜆2
𝑖

]︃
.

Тогда

tr(C−1𝜃 (C𝜃 ∘𝐻)C−1𝜃 (C𝜃 ∘𝐻)) =

= 𝑑4

[︃
𝑛− 2𝜃1(1 + 𝜎2)

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝜆𝑖
+ 𝜃21(1 + 𝜎2)2

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝜆𝑖

]︃
.

Получим таким же способом tr(C−1𝜃 (C𝜃 ∘𝐻)C−1𝜃 C0
𝜃):

tr(C−1𝜃 (C𝜃 ∘𝐻)C−1𝜃 C0
𝜃) = 𝑑2

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
1− 𝜃1(1 + 2𝜎2)

1

𝜆𝑖
+ 𝜃21𝜎

2(1 + 𝜎2)
1

𝜆2
𝑖

)︂

Введем обозначения 𝑎𝑖 = 𝜃1𝜎
2 1
𝜆𝑖
, 𝑏𝑖 = 𝜃1(1 + 𝜎2) 1

𝜆𝑖
, 𝑐𝑖 = 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖 = 𝜃1

1
𝜆𝑖
. Тогда

tr(C−1𝜃 C0
𝜃C
−1
𝜃 C0

𝜃) =
𝑛∑︁

𝑖=1

(1− 2𝑎𝑖 + 𝑎2𝑖 ) =
𝑛∑︁

𝑖=1

(1− 𝑎𝑖)
2.

tr(C−1𝜃 (C𝜃 ∘𝐻)C−1𝜃 (C𝜃 ∘𝐻)) =
𝑛∑︁

𝑖=1

(1− 2(𝑎𝑖+ 𝑐𝑖)+ (𝑎𝑖+ 𝑐𝑖)
2) =

𝑛∑︁
𝑖=1

(1− 𝑎𝑖− 𝑐𝑖)
2.

tr(C−1𝜃 (C𝜃 ∘𝐻)C−1𝜃 C0
𝜃) =

𝑛∑︁
𝑖=1

(1− (2𝑎𝑖+𝑐𝑖)+𝑎𝑖(𝑎𝑖+𝑐𝑖)) =
𝑛∑︁

𝑖=1

(1−𝑎𝑖)(1−𝑎𝑖−𝑐𝑖).

Обозначим 𝛼𝑖 = 1− 𝑎𝑖, 𝛽𝑖 = 1− 𝑎𝑖 − 𝑐𝑖. Тогда 𝑍 из (2.40) имеет вид:

1

𝑑4
𝑍 =

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼2
𝑖

)︃(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛽2
𝑖

)︃
−

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝛽𝑖

)︃2

=

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝛼𝑖𝛽𝑗 − 𝛼𝑗𝛽𝑖)
2 =
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=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

((1− 𝑎𝑖)(1− 𝑎𝑗 − 𝑐𝑗)− (1− 𝑎𝑗)(1− 𝑎𝑖 − 𝑐𝑖))
2 =

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

((1− 𝑎𝑖)(−𝑐𝑗)− (1− 𝑎𝑗)(−𝑐𝑖))2 =

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑐𝑖 − 𝑐𝑗 + 𝑐𝑗𝑎𝑖 − 𝑐𝑖𝑎𝑗)
2 =

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

(︂
1

𝜆𝑖
𝜃1 −

1

𝜆𝑗
𝜃1 +

1

𝜆𝑖𝜆𝑗
𝜃21𝜎

2 − 1

𝜆𝑖𝜆𝑗
𝜃21𝜎

2

)︂2

=

=𝜃1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

(︂
1

𝜆𝑖
− 1

𝜆𝑗

)︂2

.

Так как выполнено условие (A3), то(︂
1

𝜆𝑖
− 1

𝜆𝑗

)︂2

=
(𝜆𝑖 − 𝜆𝑗)

2

𝜆2
𝑖𝜆

2
𝑗

≥ 1

𝜆4
𝑚𝑎𝑥

(𝜆𝑖 − 𝜆𝑗)
2.

Следовательно,

1

𝑑4
𝑍 ≥ 𝜃1

𝜆4
𝑚𝑎𝑥

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝜆𝑖 − 𝜆𝑗)
2 =

𝜃1
𝜆4
𝑚𝑎𝑥

(𝑛 tr(C2)− tr(C)2) =

=
𝜃1

𝜆4
𝑚𝑎𝑥

⎛⎝𝑛

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑐2𝑖𝑗 −

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑐𝑖𝑖

)︃2
⎞⎠ =

=
𝜃1

𝜆4
𝑚𝑎𝑥

(𝑛2𝑐(0)2 + 2𝑛(𝑛− 1)𝑐(𝑑)2 − 𝑛2𝑐(0)2) = 2𝑛(𝑛− 1)
𝜃1𝑐(𝑑)

2

𝜆4
𝑚𝑎𝑥

.

Следовательно, 𝑍 ≥ 𝑛2𝜇 с 𝜇 = 𝜃1𝑐(0)
2𝑑4

2𝜆4
𝑚𝑎𝑥

, что и требовалось доказать.

Лемма 15. Предположение (A1) выполнено.

Доказательство. Параметрическое предположение выполнено, и, следователь-

но, расстояние Кульбака-Лейблера KL(𝒩 (0,C𝜃*)‖𝒩 (0,C𝜃)) равно нулю тогда

и только тогда, когда 𝜃 = 𝜃*. Следовательно, предположение (A1) выполне-

но.
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2.3 Выводы

Рассматривалась модель регрессии на основе гауссовских процессов. В первой

части главы введенны основные определения для регрессии на основе гауссов-

ских процессов, описаны процедуры оценки параметров для такой регресси-

онной модели. В том числе описана байесовская процедура с использованием

гипераприорного распределения, которая оказывается менее подвержена вы-

числительным проблемам, характерным для данного метода, и, кроме того,

позволяет получать более точные регрессионные модели.

Во второй части главы рассмотрено использование байесовского подхода для

оценки параметров ковариационной функции гауссовского процесса для неин-

формативного априорного распределения. Для случая возможной неправль-

ной спецификации модели в неассимптотическом случае доказана теорема тиаа

Бернштейна-фон-Мизеса: апостериорное распределение параметров ковариаци-

онной функции близко к нормальному со средним близким к оценке максиму-

ма правдоподобия (ОМП) и ковариационной матрицей близкой к ковариацион-

ной матрице ОМП. В работе показано, что предположения, сделанные в теоре-

ме, выполняются для широко используемого класса ковариационных функций.

Полученные теоретические результаты проиллюстрированы вычислительными

экспериментами.
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Глава 3

Регрессия на основе

гауссовских процессов для

разнородных данных

Часто инженер может варьировать качество полученного решения, и данные

для построения модели состоят не только из точных значений целевой функ-

ции, но и из приближенных значений целевой функции, полученных с помощью

более грубого, но менее затратного источника данных [50, 33].

Для моделирования таких разнородных данных удобной оказывается мо-

дель регрессии на основе гауссовских процессов[51], с помощью которой можно

эффективно восстанавливать нелинейные зависимости и оценивать точность

прогноза зависимости в заданной точке. Использование такой модели описа-

но, например, М. Кеннеди[51], и в работах по геостатистике [28]. После этого

похожая модель широко использовалась для решения различных прикладных

задач в индустриальной инженерии [34, 77, 40]. Такая модель близка к модели,

которая используется для суррогатного моделирования с помощью регрессии на

основе гауссовских процессов для многомерного выхода [5, 20]. Размер выборки,

которая может использоваться для построения регрессионной модели с исполь-

зованием регрессии на основе гауссовских процессов, ограничен несколькими

тысячами точек, так как в процессе оценки параметров регрессии необходимо
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обращать матрицу ковариаций точек выборки[35].

Поэтому если выборка однородных данных большого размера, то для по-

строения модели регрессии на основе гауссовских процессов используют при-

ближенные подходы. Приведем их краткий обзор. Аппроксимация Нистер-

ма [31] исходной ковариационной матрицы выборки на основе подмножества

базовых точек существенно сокращает сложность вычислений. Использование

аппроксимации Нистрема для регрессии на основе гауссовских процессов дано

в работе Л. Фостера[35], так же похожие подходы описаны в книге К. Расмус-

сена[80], вариации подхода и обзор литературы приведены в работах [78, 35,

95]. Другим возможным подходом для работы с выборками большого размера

в регрессии на основе гауссовских процессов является ограничение ковариации:

за счет того, что значения ковариации меньше заданного порога считаются ну-

левыми, удается получать разреженные ковариационные матрицы, и использо-

вать математический аппарат для работы с такими матрицами — Р. Фуррер[36]

предложил такую процедуру в 2006 году, и затем в серии работ К. Кауфманн,

Б. Шаби, Т. Чу[26, 86, 49] провели ее теоретический анализ. Еще один тип при-

ближений основан на использования разных вариантов приближенного байе-

совского вывода, так в работах Дж. Хенсмана [42] и Титсиаса [99] используется

вариационный вывод. Иной способ увеличить допустимый размер выборки —

разбиение пространства дизайна на отдельные области, в каждой из которых

для оценки значений модели используется только подвыборка исходной выбор-

ки. Существует ряд работ [72, 87, 9], в которых продемонстрирована эффектив-

ность такого подхода. Использование специальной структуры данных так же

позволяет работать с выборками большого размера для построения регресси-

онной модели на основе гауссовских процессов. Например, Д. Зиммерман[114]

предложил эффективный алгоритм для данных, которые представляются в ви-

де тензорного произведения одномерных факторов, а М. Беляев[12] предложил

эффективный алгоритм для тензорного произведения многомерных факторов,

в которых часть значений пропущена; но в большинстве случаев такую специ-

альную структуру данных выделить не удается.
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Однако, для построения регрессии на основе гауссовских процессов по дан-

ным разной точности без специальной структуры до настоящего времени не

было предложено способа работы с выборками размера больше нескольких ты-

сяч точек. В то же время, в случае использования данных разной точности

выборки большого размера встречаются чаще, поскольку “стоимость” получе-

ния одного значения из источника данных низкой точности обычно значительно

ниже “стоимости” вычисления одного значения из источника данных высокой

точности, и выборка данных низкой точности обычно большого размера.

В диссертации предложено два подхода к моделированию разнородных дан-

ных в случае наличия возможности получить выборку большого размера из

сточника данных низкой точности. Первым подход использует аппроксимацию

Нистрема для приближения ковариационных матриц больших размеров, вто-

рой подход предполагает наличия черного ящика для источника данных низкой

точности.

3.1 Построение регрессионных моделей разно-

родных данных

В данном описаны основные подходы к построению регрессионных моделей раз-

нородных данных, предложена классификация работ по использованным под-

ходам и решенным прикладным задачам.

3.1.1 Постановки задач

Пусть для описания характеристики некоторой системы существуют две моде-

ли. Модель, порожденная источником данных высокой точности, 𝑢(x) позво-

ляет получать точные оценки характеристики, однако, стоимость использова-

ния такой модели высока. Качество модели, порожденной источником данных

низкой точности, 𝑓(x𝑓) ниже, но стоимость ее вычисления невелика.

В работах встречаются различные вариации такого описания моделей. Вме-
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сто двух моделей может быть задана иерархия моделей. То есть, задан ряд мо-

делей, отсортированных по точности 𝑢(x𝑢), 𝑓
1(x𝑓), 𝑓 2(x𝑓), . . . , 𝑓

𝐿(x𝑓) [38]. Так

же может использоваться информация о градиентах модели[40].

Точки, в которых задано значение функции высокой точности принадлежат

пространству дизайна X𝑢 ⊆ R𝑑𝑢, точки, в которых задано значение функции

низкой точности принадлежат пространству дизайна X𝑓 ⊆ R𝑑𝑓 . Пространства

дизайна для функций низкой и высокой точности могут отличаться. То есть,

для точек из пространства дизайна x𝑢 ∈ X𝑢 ⊆ R𝑑𝑢, x𝑓 ∈ X𝑓 ⊆ R𝑑𝑓 размерности

𝑑𝑓 и 𝑑𝑢 могут не совпадать [82].

Рассмотрим теперь возможные способы решения поставленных задач.

3.1.2 Эвристические модели

Многие подходы к построению суррогатных моделей переменной точности ис-

пользуют эвристики, которые явно задают вид связи между источниками дан-

ных разной точности [52, 2, 64, 94, 109, 40]. Как правило, используемая модель

— частный случай модели, представленной ниже:

̃︀𝑢(x) = 𝜌(x) ̃︀𝑓(x) + 𝑔(x),

где ̃︀𝑢(x) — суррогатная модель 𝑢(x), ̃︀𝑓(x) — суррогатная модель 𝑓(x), 𝜌(x),

𝑔(x) — функции из некоторых заданных семейств.

В разных работах используются различные семейства в качестве 𝜌(x) и 𝛿(x).

Кроме того, используются различные суррогатные модели для ̃︀𝑓(x). Во многих

случаях оправдано вычисление значения источника данных низкой точности

𝑓(x) в каждой точке оценки ̃︀𝑢(x), и, таким образом, суррогатная модель 𝑓(x)

не строится. Используются квадратичные и линейные регрессионные модели,

локальные линейные модели, модели регрессии на основе гауссовских процессов

(GP) и модели на основе радиальных базисных функций (RBF). Конкретные

примеры различных семейств функций 𝜌(x), ̃︀𝑓(x), 𝛿(x) приведены в таблице 3.1.
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Статья Год Модель ̃︀𝑓(x) Модель 𝜌(x) Модель 𝑔(x)
[2] 2000 𝑓(x) Локальная линейная 0
[64] 2001 𝑓(x) Линейная 0
[94] 2010 𝑓(x) или RBF Квадратичная 0

0 Квадратичная
[109] 2012 𝑓(x) 0 GP
[40] 2012 GP 0 GP

Таблица 3.1 – Используемые семейства функций 𝜌(x), ̃︀𝑓(x), 𝑔(x). Пояснения к
таблице приведены в тексте.

3.1.3 Кокригинг

Предложенный довольно давно в геостатистике [27], кокригинг в его текущем

виде приведен в работах [51, 50]. Предполагается, что точная функция 𝑢(x) —

реализация гауссовского процесса, который является суммой двух независимых

гауссовских процессов, один из которых есть 𝑓(x), умноженное на заданный

коэффициент 𝜌, а 𝑔(x) моделирует разность между источниками данных разной

точности:

𝑢(x) = 𝜌𝑓(x) + 𝑔(x).

Кокригинг обладает рядом преимуществ по сравнению с эвристическими моде-

лями, которые были описаны выше:

∙ не требует дополнительной обработки ситуаций, когда план эксперимен-

тов для точной функции не является подмножеством плана экспериментов

для источника данных низкой точности функции,

∙ учитывает корреляции между источниками данных низкой и высокой точ-

ности,

∙ позволяет получать оценку неопределенности модели в точке.

Кокригинг используется для решения различных задач:

∙ аппроксимации[51, 50, 77, 76, 103, 107],

∙ оптимизации и адаптивного планирования экспериментов [54, 106],
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∙ построения поверхности, на которой функция имеет заданное значе-

ние [25].

Отметим, что для суррогатной оптимизации и адаптивного дизайна экспе-

римента используются простые эвристические подходы. Например, в работе [34]

предлагается использовать ожидаемое улучшение для получения новых точек,

в которых нужно вычислить точную функцию, в работе [43] предлагается взве-

шивать ожидаемое улучшение для источника данных низкой и высокой точно-

сти в соответствии с относительной стоимостью вычисления этих функций.

Так же отметим, что в работах[76, 107] используется модель вида

𝑢(x) = 𝜌(x)𝑓(x) + 𝑔(x), (3.1)

где 𝜌(x) — функция из некоторого семейства (например, линейная функция).

Кокригинг используется и для построения аппроксимации точной функции

в случае наличия множества моделей, упорядоченных по точности 𝑢(xℎ), 𝑓
1(x𝑙),

𝑓 2(x𝑙), . . . , 𝑓
𝐿(x𝑙) [38]. В этом случае используется следующее предположение о

зависимости между моделями:

𝑓𝐿−1(x) = 𝜌𝐿𝑓
𝐿(x) + 𝑔𝐿(x),

· · · = · · ·

𝑓 1(x) = 𝜌2𝑓
2(x) + 𝑔2(x),

𝑢(x) = 𝜌1𝑓
1(x) + 𝑔1(x).

Предполагается, что 𝑢(x), 𝑓 𝑖(x), 𝑔𝑖(x) — реализации гауссовских процессов.

3.1.4 Отображение пространства

Пусть теперь существует отображение из пространства дизайна для источни-

ка данных высокой точности в пространство дизайна для источника данных
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низкой точности x𝑓 = 𝑡(x𝑢) такое, что

𝑢(x𝑢) ≈ 𝑓(𝑡(x𝑢)).

Тогда, восстановив такое отображение, мы получим способ оценки выхода ис-

точника данных низкой точности с использованием источника данных низкой

точности или его суррогатной модели. Так же, используя якобиан такого отоб-

ражения, можно оценить градиенты функции, порожденной источником дан-

ных высокой точности.

Подход был, видимо, впервые предложен в работе [7] в 1994 году. Была по-

казана тесная связь такого подхода с методом доверительной области [8]. Обзор

работ, опубликованных до 2004 года, приведен в статье [8]. Работы отличаются

семейством отображений 𝑇 = {𝑡(x)}, способом выбора отображений и методом

оптимизации, который затем используется. В некоторых работах было получе-

но описание теоретических свойств метода оптимизации, основанного на таком

подходе [82, 83].

3.1.5 Другие подходы

Для решения некоторых прикладных задач используются подходы, которые не

укладываются в перечисленные выше модели.

В работе [29] предложен следующий подход. Для выборки данных низкой

точности строится аппроксимация вида:

̃︀𝑓(x) = 𝐻∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖(x),

где ℎ𝑖(x) — некоторый набор базисных функций. Затем для источника данных

высокой точности строится регрессионная модель вида:

̃︀𝑢(x) = 𝐻∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖ℎ𝑖(x).

Таким образом, для источника данных высокой точности необходимо настро-
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ить лишь 𝐻 параметров, решив задачу построения модели линейной регрессии.

Другим достоинством такого подхода является возможность проведения регу-

ляризации весов базисных функций 𝑤𝑖.

В работе [10] источник данных низкой точности использовался для вос-

становления по профилю давления геометрии крыла. Для вычисления точной

функции использовалась следующая процедура:

∙ Для заданного профиля давления восстановить геометрию, используя ис-

точник данных низкой точности.

∙ По геометрии крыла вычислить значение источника данных высокой точ-

ности.

Затем проводилась оптимизация профиля давления. Мотивацией для использо-

вания такого подхода являлась меньшая размерность параметризации профиля

давления по сравнению с размерностью параметризации геометрии крыла (6 и

13 соответственно).

В некоторых работах [32, 81] источник низкой точности или его суррогатная

модель используются в качестве одного из признаков, по которым строится

суррогатная модель для источника данных высокой точности.

Так же отметим задачу, решаемую в работе [4]. Предполагается, что заданы

две модели, на основании которых нужно оценить значение функции в точке.

Предложенный подход к решению состоит в семплировании обоих моделей в

окрестности искомой точки и восстановлении матрицы ковариации таких мо-

делей. Тогда можно явно минимизировать дисперсию оценки функции в точке

в классе оценок, линейных по известным значениям моделей в точке.

3.1.6 Выводы

Во всех представленных работах делается явное предположение о модели дан-

ных, то есть, о связи между источниками данных низкой и высокой точности.

Попытки учета особенностей задачи ограничиваются наложением специальных
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байесовских предположений о параметрах модели [50, 76]. Например, в работе

[50] дисперсия априорного распределения параметров была задана исходя из

того, что реальные значения не могли отличаться больше чем на два поряд-

ка от априорных. Как правило, в статьях предлагается развитие методов уже

представленных в литературе, таких как кокригинг и отображение простран-

ства, или рассматриваются простые [2, 64, 94, 109, 40, 32, 81] или сложные [10]

эвристики.

3.2 Регрессия на основе гауссовских процессов

для разнородных данных

Рассмотрим случай разнородных данных: задана выборка данных низкой точ-

ности S𝑓 = (𝐷𝑓 , f) =
{︁
x𝑓
𝑖 , 𝑓(x

𝑓
𝑖 )
}︁𝑛𝑓

𝑖=1
и выборка данных высокой точности

S𝑢 = (𝐷𝑢,u) = {x𝑢
𝑖 , 𝑢(x

𝑢
𝑖 )}

𝑛𝑢

𝑖=1 с x𝑓
𝑖 ,x

𝑢
𝑖 ∈ R𝑑, 𝑓(x), 𝑢(x) ∈ R. Источники дан-

ных низкой точности 𝑓(x) и высокой точности 𝑢(x) моделируют одно и то же

физическое явление, но с разной точностью.

Используя выборки значений данных разной точности, необходимо постро-

ить суррогатную модель ̃︀𝑢(x) ≈ 𝑢(x) источника данных высокой точности.

Кроме того, мы хотим получить оценку неопределенности прогноза значений

источника данных высокой точности в новых точках.

Для моделирования данных разной точности мы используем широко рас-

пространенную модель кокригинга, описанную А. Форрестером [34]:

𝑓(x) = 𝑓0(x) + 𝜀𝑓 , 𝑢(x) = 𝜌𝑓0(x) + 𝑔(x),

где 𝑔(x) = 𝑔0(x)+𝜀𝑔, 𝑓0(x), 𝑔0(x)— независимые гауссовские процессы с нулевы-

ми средними и ковариационными функциями 𝑐𝑓(x,x
′) и 𝑐𝑔(x,x

′) соответствен-

но, и 𝜀𝑓 , 𝜀𝑔 — гауссовский белый шум с дисперсиями 𝜎2
𝑙 и 𝜎2

𝑑, соответственно.

Обозначим 𝐷 = (𝐷𝑓 , 𝐷𝑢)
𝑇 , y = (f ,u)𝑇 .

Тогда апостериорное среднее для значений источника данных высокой точ-
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ности в новых точках 𝐷 имеет вид

̃︀u(𝐷*) = C(𝐷*, 𝐷)C−1y,

где

C(𝐷*, 𝐷) =

(︃
𝜌C𝑓(𝐷

*, 𝐷𝑓)

𝜌2C𝑓(𝐷
*, 𝐷𝑢) +C𝑔(𝐷

*, 𝐷𝑢)

)︃
,

C(𝐷,𝐷) =

(︃
C𝑓(𝐷𝑓 , 𝐷𝑓) 𝜌C𝑓(𝐷𝑓 , 𝐷𝑢)

𝜌C𝑓(𝐷𝑢, 𝐷𝑓) 𝜌2C𝑓(𝐷𝑢, 𝐷𝑢) +C𝑔(𝐷𝑢, 𝐷𝑢)

)︃
,

C𝑓(𝐷𝑎, 𝐷𝑏), C𝑔(𝐷𝑎, 𝐷𝑏) — матрицы попарных ковариаций гауссовских процес-

сов 𝑓(x) и 𝑔(x) в точках из некоторых множеств 𝐷𝑎 и 𝐷𝑏 соответственно. Апо-

стериорная ковариационная матрица имеет вид:

V (𝐷*) = 𝜌2C𝑓(𝐷
*, 𝐷*) +C𝑔(𝐷

*, 𝐷*)−

−C(𝐷*, 𝐷)C−1 (C(𝐷*, 𝐷))𝑇 .

Для оценки параметров ковариационных функций гауссовских процессов

𝑓(x) и 𝑔(x) используют следующий алгоритм:

1. Оценить параметры ковариационной функции 𝑐𝑓(x,x), используя алго-

ритм для регрессии на основе гауссовских процессов с данными одной

точности и выборкой S = S𝑓 ,

2. Подсчитать оценки апостериорного среднего ̃︀𝑓(x) для гауссовского про-

цесса 𝑓0(x) и x ∈ 𝐷ℎ,

3. Оценить параметр 𝜌 и параметры гауссовского процесса 𝑔(x) с ковариаци-

онной функцией 𝑐𝑔(x,x
′), максимизируя правдоподобие (2.1) с выборкой

S = Sdiff = (𝐷𝑢,u− 𝜌̃︀f(𝐷ℎ)) и 𝑐(x,x′) = 𝑐𝑔(x,x
′).
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3.3 Разреженная регрессия на основе гауссов-

ских процессов для разнородных данных

Эффективное использование регрессии на основе гауссовских процессов для

разнородных данных возможно только для выборок с размером не больше

нескольких тысяч точек, так как в процессе обучения модели и ее использования

приходится обращать ковариационную матрицу размера 𝑛×𝑛, где 𝑛 = 𝑛𝑢+𝑛𝑓

— общий размер выборки. Вычислительная сложность такой процедуры состав-

ляет 𝑂(𝑛3).

В исследовании предлагается новый приближенный метод для регрессии на

основе гауссовских процессов для выборок разнородных данных, который мо-

жет быть использован в том числе для разнородных данных. Подход основан

на использовании аппроксимации Нистрема матриц C(𝐷*, 𝐷), C и C(𝐷*, 𝐷*)

для подвыборки базовых точек исходной выборки. Представленные результа-

ты являются обобщением результатов Л. Фостера [35] на случай разнородных

данных.

Зададим подвыборку S1 = (𝐷1,y1), 𝐷1 =
(︀
𝐷1

𝑓 , 𝐷
1
𝑢

)︀𝑇
,y1 =

(︀
f(𝐷1

𝑓),u(𝐷
1
𝑢)
)︀𝑇

базовых точек из исходной выборки такого размера 𝑛1 = 𝑛1
𝑢 + 𝑛1

𝑓 , что для за-

данной подвыборки имеющиеся вычислительные ресурсы позволяют обратить

соответствующие ковариационные матрицы и оценить параметры гауссовскго

процесса за разумное время. Достаточно надежный метод задания подвыборки

базовых точек состоит в случайном выборе без повторения точек из исходной

выборки [78].

Тогда используя подвыборку базовых точек и положив

C11 =

(︃
C𝑓(𝐷

1
𝑓 , 𝐷

1
𝑓) 𝜌C𝑓(𝐷

1
𝑓 , 𝐷

1
𝑢)

𝜌C𝑓(𝐷
1
𝑢, 𝐷

1
𝑓) 𝜌2C𝑓(𝐷

1
𝑢, 𝐷

1
𝑢) +C𝑔(𝐷

1
𝑢, 𝐷

1
𝑢)

)︃
,

C1 =

(︃
C𝑓(𝐷

1
𝑓 , 𝐷𝑓) 𝜌C𝑓(𝐷

1
𝑓 , 𝐷𝑢)

𝜌C𝑓(𝐷
1
𝑢, 𝐷𝑓) 𝜌2C𝑓(𝐷

1
𝑢, 𝐷𝑢) +C𝑔(𝐷

1
𝑢, 𝐷𝑢)

)︃
,
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C*1 =

(︃
𝜌C𝑓(𝐷

*, 𝐷1
𝑓)

𝜌2C𝑓(𝐷
*, 𝐷1

𝑢) +C𝑔(𝐷
*, 𝐷1

𝑢)

)︃

для новых точек 𝐷* = {x*𝑖}𝑛
*

𝑖=1, получаем аппроксимации матриц C(𝐷*, 𝐷), C

и C(𝐷*, 𝐷*) соответственно:

̂︀C(𝐷*, 𝐷) = C*1C
−1
11 C1,̂︀C = (C1)
𝑇C−111 C1,̂︀C(𝐷*, 𝐷*) = C*1C
−1
11 (C

*
1)

𝑇 .

Определим

𝑅 =

⎛⎝ 1
𝜎𝑙
𝐼𝑛𝑙

0

0 1√
𝜌2𝜎2

𝑓+𝜎2
𝑔

𝐼𝑛𝑢

⎞⎠ ,

где 𝐼𝑘 — единичная матрица размера 𝑘, C1 = 𝑅C1, и 𝑉 = C1𝑉
−𝑇
11 , 𝑉11 —

разложение Холецкого матрицы C11.

Утверждение 3.1. Для апостериорного среднего аппроксимация Нистрема

имеет вид: ̃︀u(𝐷*) = C*1𝑉11(𝐼𝑛1
+ 𝑉 𝑇𝑉 )−1𝑉 𝑇y,

Для оценки неопределенности прогноза результат будет зависеть от исполь-

зуемого приближения ковариационных матриц. Рассмотрим следующий вари-

ант приближения ковариационных матриц: 𝑐(x*, 𝐷) ≈ C*1C
−1
11 C

𝑇
1 , 𝑐(𝐷,𝐷) ≈

𝑅−2 +C1C
−1
11 C

𝑇
1 .

Утверждение 3.2. Для апостериорной дисперсии в случае использования

описанного выше приближения для ковариационных матриц аппроксимации

Нистрема будут иметь следующий вид:

̂︀𝜎2(x*) = 𝑣(x*,x*)−C*1𝑉
−1
11 (𝐼 + 𝑉 𝑇𝑉 )−1(𝑉 𝑇𝑉 )𝑉 −𝑇11 C*𝑇1 .

Отметим, что прямое применение результата, полученного в работе [57] для

данных одной точности дает оценку точности используемой аппроксимации Ни-
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стрема для разнородных данных. А именно, с вероятностью 1− 𝛿 выполнено:

‖C(𝐷*, 𝐷*)− ̂︀C(𝐷*, 𝐷*)‖2
‖C(𝐷*, 𝐷*)‖2

≤ ‖C(𝐷*, 𝐷*)− ̂︀C𝑛1
(𝐷*, 𝐷*)‖2

‖C(𝐷*, 𝐷*)‖2
+𝛥,

‖C(𝐷*, 𝐷)− ̂︀C(𝐷*, 𝐷)‖2
‖C(𝐷*, 𝐷)‖2

≤ ‖C(𝐷*, 𝐷)− ̂︀C𝑛1
(𝐷*, 𝐷)‖2

‖C(𝐷*, 𝐷)‖2
+𝛥,

где 𝛥 порядка 𝑂
(︁

1√
𝑛

)︁
𝑂
(︁√︁

log 1
𝛿

)︁
, ‖ · ‖2 — 𝑙2 матричная норма, а ̂︀C𝑛1

(𝐷*, 𝐷*)

— наилучшая в смысле 𝑙2 нормы аппроксимация ранга 𝑛1.

Полученные теоретические оценки качества аппроксимации мотивируют ис-

пользованние Алгоритма для построения регрессионных моделей разнородных

данных

Алгоритм 1 Построение регрессионной модели разнородных данных с исполь-
зование низкоранговой аппроксимации ковариационных матриц
Вход: Выборки разнородных данных S𝑢, S𝑓 , размеры подвыборок базовых то-

чек 𝑛1
𝑓 , 𝑛

1
𝑢

1: Выбрать случайным образом подвыборки базовых точек S1
𝑓 , S

1
𝑢 размером

𝑛1
𝑓 , 𝑛

1
𝑢 из выборок S𝑓 , S𝑢 соответственно.

2: Используя подвыборки S1
𝑓 , S

1
𝑢 оценить параметры ковариационных функ-

ций для регрессионной модели разнородных данных на основе гауссовских
процессов.

3: Подсчитать матрицы 𝛼 = 𝑉11(𝐼𝑛1
+ 𝑉 𝑇𝑉 )−1𝑉 𝑇y, 𝑀1 = 𝑉 −111 (𝐼 +

𝑉 𝑇𝑉 )−1(𝑉 𝑇𝑉 )𝑉 −𝑇11 , необходимые для вычисления регрессионной модели и
ее неопределенности.

4: Вернуть 𝛼,𝑀1.

3.4 Регрессия на основе гауссовских процессов

для разнородных данных при наличии чер-

ного ящика для источника данных низкой

точности

Часто инженеру доступен черный ящик для источника данных низкой точно-

сти 𝑓(x); черный ящик вычисляет значение источника данных низкой точности
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в любой точке из пространства дизайна X ⊆ R𝑑 в режиме реального времени.

Пусть мы построили регрессионную модель для гауссовских процессов с исполь-

зованием данных разной точности. Для того чтобы улучшить качество модели

обновим апостериорное среднее и апостериорную дисперсию для прогноза 𝑢(x)

в новой точке x используя значение источника данных низкой точности в этой

точке 𝑓(x), подсчитанное с помощью черного ящика. Опишем вычислительно

эффективную процедуру обновления модели.

Зададим

c𝑓(x, 𝐷) =

(︃
C𝑓(x, 𝐷𝑓)

𝜌C𝑓(x, 𝐷𝑢)

)︃
,

где x — некоторая новая точка, в который мы хотим оценить значение источ-

ника данных высокой точности. Для выборки с включенной дополнительной

точкой x мы получим обновленную ковариационную матрицу:

Cexp =

(︃
C c𝑓

c𝑇𝑓 𝑐𝑓(x,x)

)︃
.

Обновленный вектор ковариаций между обучающей выборкой и значением

источника данных высокой точности в точке x имеет вид

cexp =

⎛⎜⎜⎝
𝜌C𝑓(x, 𝐷𝑓)

𝜌2C𝑓(x, 𝐷𝑢) +C𝑔(x, 𝐷𝑢)

𝜌𝑐𝑓(x,x)

⎞⎟⎟⎠ .

Используя значение 𝑓(x), подсчитанное с помощью черного ящика, зададим

yexp =

(︃
y

𝑓(x)

)︃
. Тогда обновленные значения для апостериорного среднего и

дисперсии имеют вид:

̃︀𝑢exp(x) = kexpC
−1
expyexp, (3.2)

Vexp (x) = 𝜌2C𝑓(x,x) +C𝑔(x,x)− c𝑇expC
−1
expcexp. (3.3)

Утверждение 3.3. Пусть мы знаем разложение Холецкого 𝐿 и его обратную

матрицу 𝐿−1 для ковариационной матрицы исходной обучающей выборки C.
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Тогда подсчет обновленного апостериорного среднего ̃︀𝑢exp(x) с использованием

(3.2) и обновленной апостериорной дисперсии Vexp (x) с использованием (3.3)

требует 𝑂(𝑛2) операций, где 𝑛 = 𝑛𝑢 + 𝑛𝑓 .

Такая вычислительно эффективная процедура обновления регрессионной

модели путем добавления к выборке значения функции низкой точности может

быть описана в виде алгоритма 2.

Алгоритм 2 Процедура эффективного использования черного ящика для ис-
точника данных низкой точности для подсчета аппроксимации и неопределен-
ности аппроксимации
Вход: Выборки разнородных данных S𝑢, S𝑓 , точка x*, в которой нужно оце-

нить ̃︀𝑢(x)
1: Вычислить значение функции низкой точности 𝑓(x*) в точке x*.
2: Подсчитать разложение Холецкого ковариационной матрицы расширенной

выборки, в которую добавили 𝑓(x*).
3: Получить на основе разложения Холецкого для расширенной выборки про-

гноз ̃︀𝑢exp(x*) и его неопределенность Vexp (x
*).

4: Вернуть ̃︀𝑢exp(x*),Vexp (x
*).

3.5 Комплекс программ

Разработанные алгоритмы были переписаны на языке C++ и вошли в состав

комплекса программ MACROS и pSeven компании DATADVANCE. Компонента

Generic Tool for Data Fusion в библиотеке MACROS получила третий уровень

готовности технологии, что соответствует возможности решения прикладных

задач с помощью такой технологии [18, 47]. Перечислим способы моделирования

данных разной точности, представленную в этой компоненте:

∙ на основе построения модели разности между функцией высокой точности

и функцией низкой точности;

∙ на основе гауссовских процессов;

∙ на основе гауссовских процессов для больших выборок;
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∙ на основе гауссовских процессов для случая наличия черного ящика для

функции низкой точности;

∙ на основе гауссовских процессов при наличии данных более чем двух раз-

личных упорядоченных точностей.

Отметим дополнительные функциональные особенности модуля:

∙ Для каждого способа моделирования использовалась байесовская проце-

дура оценки параметров, аналогичная представленной в разделе 2 насто-

ящей диссертации. Использование такой процедуры позволило избежать

ухудшения вычислительных свойств задачи, связанных с плохой обуслов-

ленностью ковариационной матрицы данных [68, 74].

∙ Предложен механизм обеспечения близости модели, построенной с исполь-

зование данных разной точности, к данным высокой точности, то есть для

модели и точек из выборки значений функции высокой точности будет

выполнено, что |̃︀𝑢(x𝑖)− 𝑢(x𝑖)| мало, при этом гарантируются достаточно

хорошие вычислительные свойства задачи [98, 80].

∙ Разработана процедура скользящего контроля, позволяющая проводить

его в случае наличия данных разной точности.

∙ Предложен алгоритм, позволяющий эффективно строить модели с раз-

мерностью выхода больше одного для данных разной точности.

∙ Предложена эвристика для выбора способа моделирования данных разной

точности, основанная на размере выборки и размерности данных.

∙ Предложена эвристика для выбора дизайна функции низкой точности в

случае наличия черного ящика для функции низкой точности.

∙ Разработана опция, позволяющая пользователю выбирать разумный с его

точки зрения компромисс между временем обучения модели и ее точно-

стью.
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Благодаря разработанному набору опций инструмент с одной стороны ока-

зывается достаточно гибким, с другой — является доступным для неспециали-

ста в анализе данных. Таким образом, разработанный модуль позволяет решать

задачи инженерного проектирования тем, кто является специалистами в инже-

нерном проектировании, а не в анализе данных.

3.6 Выводы

В работе рассмотрено два подхода к построению и использованию регрессион-

ных моделей разнородных данных, которые позволяют работать с выборками

большого размера в случае использования регрессии на основе гауссовских про-

цессов: первый из предложенных подходов аппроксимирует ковариационную

матрицу выборки и ее обратную матрицу, второй подход использует возмож-

ность использования источника данных низкой точности в режиме реального

времени для обновления модели, добавляя в выборку значение источника дан-

ных низкой точности в той точке, в которой аппроксимируется значение ис-

точника данных высокой точности. Предложенные здесь подходы позволяют

увеличить размер выборки, для которой оказывается применима регрессия на

основе гауссовских процессов для разнородных данных.

Предложенные подходы вошли в состав библиотеки MACROS, содержащей

функциональность для интеллектуального анализа данных и многокритериаль-

ной оптимизации, и платформе pSeven, предназначенной для автоматизации

инженерного анализа, многодисциплинарной оптимизации и анализа данных.
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Глава 4

Выбор соотношения между

размерами выборок

разнородных данных,

минимизирующего

минимаксную ошибку

интерполяции

4.1 Введение

В некоторых случаях данные для регрессионного моделирования могут быть

разнородными: некотрые данные поступают из источника данных высокой точ-

ности, а другие — из источника данных низкой точности [34]. В этой главе будет

говорить о подходах на основе гауссовских процессов [111, 80] для построения

регрессионных моделей разнородных источников данных [108, 40, 55].

Первыми работами, дающими оценку точности методов регрессионного мо-
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делирования на основе гауссовских процессов, видимо, следует считать работы

Винера и Колмогорова [105, 53]. В этих работах была получена ошибка интерпо-

ляции в точке для одномерного пространства признаков и бесконечной выборки

на сетке. Дальнейшее развитие подходов к оценке точности таких методов дано

в книге Штайна [92], работы которого вдохновлены фундаментальными резуль-

татами Ибрагимова и Розанова [45].

В последнее десятилетие удалось наконец получить результаты для ошиб-

ки интерполяции в области — интегралу математического ожидания квадрата

ошибки регрессионной модели по заданной области. Достаточно представитель-

но современные результаты отражают работы Ван Дер Ваарта [101] и Голубева

и Крымовой [37]. В работе Ван Дер Ваарта результаты получены для конечной

выборки, но для сложных предположениях об истинной функции. В работе Го-

лубева и Крымовой результаты получены для выборки на бесконечной решетке,

в том числе и в минимаксном смысле, то есть когда известна гладкость гаус-

совского процесса, но неизвестна его ковариационная функция. Отметим так

же, что этими двумя работами современный прогресс в решении задачи оценки

интерполяции не исчерпывается, смотрите, например, работы [113, 96, 16].

В то время как для однородных данных полученные результаты в доста-

точно многих случаях позволяют получить ошибку интерполяции, для разно-

родных данных рассмотрение ошибки интерполяции для регрессии на основе

гауссовских процессов с теоретической точки зрения удалось найти лишь в ра-

боте [112]. В ней для квадратичной экспоненциальной ковариационной функции

и квадратичной ошибки в заданной одной точке получен критерий целесообраз-

ности использования разнородных данных. Другие работы, посвященные ре-

грессионному моделированию разнородных данных с теоретической точки зре-

ния [102, 15, 73] фокусируются на результатах, связанных с качеством оценки

параметров в таких моделях, и не освещают вопрос применимости и оптималь-

ности подхода на основе использования разнородных данных.

Из-за отсутствия теоретических результатов инженерам приходится исполь-

зовать различные эвристики для выбора плана экспериментов, позволяющего
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получить высокие по качеству модели [3, 88, 58]; или использовать адаптивные

планы экспериментов [79, 48, 21, 60], которые предполагают наличие достаточно

точной регрессионной модели данных.

В данной главе диссертационной работы получены следующие результаты:

∙ Минимаксная ошибка интерполяции для многомерного случая.

Получена ошибка интерполяции для регрессии на основе гауссовских

процессов для многомерного случая и известной ковариационной функ-

ции. Затем получена минимаксная ошибка интерполяции для функций из

заданного класса гладкости для многомерного пространства признаков.

Этот результат является нетривиальным обобщением результата, полу-

ченного в [37].

∙ Оптимальное соотношение размеров выборок разнородных дан-

ных. Получена ошибка интерполяции для заданной ковариационной

функции для разнородных данных для аддитивной модели кокригин-

га [51]. Затем получена в тех же условиях минимаксная ошибка интер-

поляции. С использованием полученной минимаксной ошибки становится

возможным выявить, в каких случаях использование разнородных дан-

ных позволяет улучшить модель по сравнению со случаем однородных

данных для заданного бюджета вычислений. Так же получено оптималь-

ное соотношение между размерами выборок разнородных данных. Ис-

пользованная теоретическая постановка отличается от того, что происхо-

дит в реальных задачах: рассматривается выборка на бесконечной решет-

ке и для получения минимаксно оптимальной ошибки требуется знание

относительных гладкостей случайных процессов, соответствующих источ-

никам данных высокой и низкой точности. Однако, полученные теорети-

ческие результаты позволяют обосновать предложенный в исследовании

алгоритм для решения реальных задач.

∙ Алгоритм для выбора соотношения между размерами выборок

разнородных данных. Предложен алгоритм для выбора соотношения
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между размерами выборок разнородных данных, мотивированный полу-

ченными теоретическими результатами. В то время как обычно подход

к выбору плана эксперимента предполагает наличие достаточно точной

модели данных [79], предложенный в исследовании метод требует лишь

знания коэффициента корреляции между источниками разнородных дан-

ных и относительной стоимости использования таких источников даных.

Применимость предложенного алгоритма исследуется путем сравнения с

рядом естественных эвристик на искусственных и реальных данных в раз-

деле 5.3 следующей главы.

Так же глава содержит доказательства полученных теорем.

4.2 Минимаксная ошибка интерполяции для ре-

грессии на основе гауссовских процессов

Для регрессии на основе гауссовских процессов существует зазор между теоре-

тическими результатами и приложениями. А именно, так как основной подход к

теоретическому исследованию задачи включает преобразования Фурье, обычно

рассматривают план экспериментов на бесконечной решетке [37, 92]. Однако,

ясно, что несмотря на это, во многих случаях схожие результаты имеют ме-

сто на практике. Поэтому в этой главе рассматриваются планы экспериментов

на бесконечных решетках, а в следующей главе, посвященной вычислительным

экспериментам, показано, как соотносятся полученные теоретические выводы с

тем, что происходит на практике, а именно для случайных планов эксперимен-

тов конечного размера.

4.2.1 Ошибка интерполяции

Пусть 𝑓(x) — стационарный гауссовский процесс на R𝑑 с ковариационной функ-

цией 𝑐(x) = E(𝑓(x0+x)−E𝑓(x0+x))(𝑓(x0)−E𝑓(x0)) и спектральной плотно-
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Рис. 4.1 – План экспериментов 𝐷𝐻 для 𝑑 = 2.

стью 𝐹 (𝜔)

𝐹 (𝜔) =

∫︁
R𝑑

𝑒2𝜋i𝜔
Tx𝑐(x)𝑑x .

Пусть мы знаем значения реализации 𝑓(·) на бесконечной прямоугольной

сетке 𝐷𝐻 = {xk : xk = 𝐻k,k ∈ Z𝑑}, где 𝐻 — диагональная матрица с элемен-

тами ℎ1, . . . , ℎ𝑑 на диагонали. Пример такого плана эксперимента для размер-

ности пространства признаков 𝑑 = 2 приведен на рисунке 4.1.

Ошибка интерполяции для области 𝛺𝐻 = [0, ℎ1]× . . .× [0, ℎ𝑑] определяется

как:

𝜎2
𝐻(
̃︀𝑓, 𝐹 ) =

1

𝜇(𝛺𝐻)

∫︁
𝛺𝐻

E
[︁ ̃︀𝑓(x)− 𝑓(x)

]︁2
𝑑x , (4.1)

где 𝜇(𝛺𝐻) =
∏︀𝑑

𝑖=1 ℎ𝑖 — мера Лебега 𝛺𝐻 , и ̃︀𝑓(x) — интерполяция 𝑓(x). Мы будем

рассматривать ̃︀𝑓(x) вида
̃︀𝑓(x) = 𝜇(𝛺𝐻)

∑︁
x′∈𝐷𝐻

𝐾(x− x′)𝑓(xk) , (4.2)

где 𝐾(·) — симметричное ядро.

Теорема 4.1. Ошибка интерполяции для ̃︀𝑓(x) из (4.2) и наблюдений на 𝐷𝐻

для стационарного гауссовского процесса 𝑓(x) со спектральной плотностью

𝐹 (𝜔) имеет вид

𝜎2
𝐻(
̃︀𝑓, 𝐹 ) =

∫︁
R𝑑

𝐹 (𝜔)

⎡⎣(︁1− ̂︀𝐾(𝜔)
)︁2

+
∑︁

x∈𝐷𝐻−1∖{0}

̂︀𝐾2 (𝜔 + x)

⎤⎦ 𝑑𝜔 ,

91



где ̂︀𝐾(𝜔) — преобразование Фурье 𝐾(𝜔). Более того, оптимальное ̂︀𝐾(𝜔), ми-

нимизирующее ошибку интерполяции, имеет вид:

̂︀𝐾(𝜔) =
𝐹 (𝜔)∑︀

x∈𝐷𝐻−1
𝐹 (𝜔 + x)

.

Следствие 1. Функция ̃︀𝑓(x), которая минимизирует квадратичную ошибку

E( ̃︀𝑓(x)− 𝑓(x))2 имеет вид (4.2), где 𝐾(·)— симметричное ядро. Это обосно-

вывает использование ̃︀𝑓(x) вида (4.2) для интерполяции.

Следствие 2. Легко видеть, что для ̃︀𝑓(x) из (4.2) выполнено, что

𝜎2
𝐻(
̃︀𝑓, 𝐹 ) = 𝜎2

𝑆𝐻(
̃︀𝑓, 𝐹 ) ,

где 𝑆 = diag(𝑠1, . . . , 𝑠𝑑), и 𝑠𝑖 ∈ Z+, 𝑖 = 1, . . . , 𝑑.

Используя теорему 4.1 можно получать ошибки интерполяции для различ-

ных ковариационных функций. Например,

Следствие 3. Для гауссовского процесса на R с экспоненциальной ковариаци-

онной функцией, которой соответствует спектральная плотность 𝐹𝜃(𝜔) =

𝜃
𝜃2+𝜔2 ошибка интерполяции (4.1) для наилучшей интерполяции имеет вид:

𝜎2
ℎ(
̃︀𝑓, 𝐹𝜃) ≈

2

3
𝜋2𝜃ℎ+𝑂((𝜃ℎ)2), 𝜃ℎ→ 0 .

Следствие 4. Для гауссовского процесса на R с квадратичной экспоненциаль-

ной ковариационной функцией, которой соответствует спектральная плот-

ность 𝐹𝜃(𝜔) = 1√
𝜃
exp

(︁
−𝜔2

2𝜃

)︁
ошибка интерполяции (4.1) для наилучшей ин-

терполяции ограничена сверху и снизу:

4

3
ℎ
√
𝜃 exp

(︂
− 1

8ℎ2𝜃

)︂
≤ 𝜎2

ℎ(
̃︀𝑓, 𝐹𝜃) ≤ 7ℎ

√
𝜃 exp

(︂
− 1

8ℎ2𝜃

)︂
, 𝜃ℎ2 → 0 .

4.2.2 Минимаксная ошибка интерполяции

Для многих ковариационных функций явное вычисление ошибки интерполя-

ции в наилучшем случае не может быть сделано аналитически. Кроме того,
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(а) ℱ(10, 1) (б) ℱ(100, 1) (в) ℱ(1000, 1)

Рис. 4.2 – Реализации гауссовских процессов для ковариационной функции
Матерна 𝑐(𝑥) = (1 +

√
3𝜃|𝑥|) exp(−

√
3𝜃|𝑥|) (𝜈 = 3

2) и различных значений 𝐿 в
ℱ(𝐿, 1) и 𝑑 = 1.

во многих случаях истинная ковариационная функция неизвестна, а получение

ошибок интерполяции для неверно заданной ковариационной функции — еще

более технически сложная задача.

Вместо этого рассмотрим минимаксную ошибку интерполяции, которая со-

ответствует ответу в наихудшем случае. Определим множество ℱ(𝐿,𝜆) спек-

тральных плотностей 𝐹 (𝜔) для заданного 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑑) ∈ R𝑑 и 𝐿 > 0 как

ℱ(𝐿,𝜆) =

{︃
𝐹 : E

𝑑∑︁
𝑖=1

𝜆2
𝑖

(︂
𝜕𝑓𝐹 (x)

𝜕𝑥𝑖

)︂2

≤ 𝐿 ,x ∈ R𝑑

}︃
, (4.3)

где 𝑓(x) = 𝑓𝐹 (x) — гауссовский процесс со спектральной плотностью 𝐹 (𝜔),

наблюдаемый в точке x ∈ R𝑑. Примеры реализаций гауссовских процессов для

различных 𝐿 для 𝑑 = 1 и ковариационной функции Матерна [80] показаны на

рисунке 4.2.

Определим минимаксную ошибку интерполяции (или минимаксный риск)

как

𝑅𝐻(𝐿,𝜆) = inf̃︀𝑓 sup
𝐹∈ℱ(𝐿,𝜆)

𝜎2
𝐻(
̃︀𝑓, 𝐹 ) .

Ошибка описывает насколько большой будет ошибка интерполяции в наихуд-

шем случае. Выполнена следующая теорема:

Теорема 4.2. Для гауссовского процесса 𝑓(x) определенного на R𝑑 и известно-

го для точек из 𝐷𝐻 , такого что его спектральная плотность принадлежит
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ℱ(𝐿,𝜆), минимаксная ошибка интерполяции имеет вид

𝑅𝐻(𝐿,𝜆) =
𝐿

2𝜋2
max

𝑖∈{1,...,𝑑}

(︂
ℎ𝑖

𝜆𝑖

)︂2

.

Более того, ̃︀𝑓(x), минимизирующая минимаксную ошибку интерполяции,

имеет вид ̃︀𝑓(x) = 𝜇(𝛺𝐻)
∑︁

x′∈𝐷𝐻

𝐾(x− x′)𝑓(x′) ,

где 𝐾(x) — симметричное ядро, Фурье преобразование которого ̂︀𝐾(𝜔) имеет

вид

̂︀𝐾(𝜔) =

⎧⎪⎨⎪⎩1−
√︁∑︀𝑑

𝑖=1 𝜔
2
𝑖 · ℎ2

𝑖 если
∑︀𝑑

𝑖=1 𝜔
2
𝑖 · ℎ2

𝑖 ≤ 1 ,

0, иначе .

Отметим, что можно минимизировать минимаксную ошибку интерполя-

ции по матрице 𝐻 для заданного среднего количества точек в гиперкубе со

стороной один:
∏︀𝑑

𝑖=1
1
ℎ𝑖

= 𝑛. Соответствующая оптимальная матрица 𝐻* =

diag(ℎ*1, . . . , ℎ
*
𝑑) имеет вид:

ℎ*𝑖 =
𝑑

√︃
𝑛𝜆𝑑

𝑖∏︀𝑑
𝑗=1 𝜆𝑗

.

И для нее минимаксная ошибка интерполяции: 𝑅𝐻*
(𝐿,𝜆) = 𝐿

2𝜋2
𝑑
2

√︁
𝑛∏︀𝑑

𝑖=1 𝜆𝑖
.

4.3 Минимаксная ошибка интерполяции для мо-

дели разнородных источников данных

4.3.1 Модель разнородных источников данных

Приведем еще раз определение модели, идентичное введенному в разделе 1.3.

Пусть истинная функция имеет вид:

𝑢(x) = 𝜌𝑓(x) + 𝑔(x) , (4.4)
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где 𝜌 — фиксированная константа, и 𝑓(x) и 𝑔(x) — реализации двух независи-

мых стационарных гауссовских процессов определенных на R𝑑. Спектральная

плотность случайного процесса, соответствующего 𝑓(x) — 𝐹 (𝜔), а спектраль-

ная плотность случайного процесса, соответствующего 𝑔(x) — 𝐺(𝜔).

Будем говорить о реализации 𝑢(x) как об источнике данных высокой точ-

ности, и о реализации 𝑓(x) как об источнике данных низкой точности. Тогда

𝑔(x)— поправка к 𝑓(x), возникающая из-за низкой точности источника данных,

соответствующего 𝑓(x).

Наблюдаются значения 𝑢(x) и 𝑓(x), и задача состоит в построении аппрок-

симации ̃︀𝑢(x) функции, порожденной источником данных высокой точности

𝑢(x) на основе наблюдений, порожденных разнородными источниками данных.

4.3.2 Ошибка интерполяции

Естественно предположить, что мы наблюдаем дешевый источник данных низ-

кой точности 𝑓(x) на более плотной сетке, чем дорогой источник данных вы-

сокой точности 𝑢(x). А именно, мы наблюдаем 𝑢(x) на 𝐷𝑢 = 𝐷𝐻 , и 𝑓(x) на

𝐷𝑓 = 𝐷𝐻
𝑚
с 𝑚 ∈ Z+. Таким образом, 𝐷𝑢 ⊆ 𝐷𝑓 .

Используя эти наблюдения, мы строим интерполяцию 𝑢(x) на гиперкубе

𝛺𝐻 . Функция ̃︀𝑢(x) минимизирует ошибку интерполяции 𝜎2
𝐻,𝑚(̃︀𝑢, 𝐹,𝐺, 𝜌) для

наблюдений 𝑢(x) на 𝐷𝐻 и 𝑓(x) на 𝐷𝐻
𝑚
:

𝜎2
𝐻,𝑚(̃︀𝑢, 𝐹,𝐺, 𝜌) =

1

𝜇(𝛺𝐻)

∫︁
𝛺𝐻

E [̃︀𝑢(x)− 𝑢(x)]2 𝑑x . (4.5)

Теорема 4.3. Минимум ошибки интерполяции (4.5) для модели разнородных

источников данных (4.4) и наблюдений 𝑢(x) на 𝐷𝐻 и 𝑓(x) на 𝐷𝐻
𝑚

имеет вид:

𝜎2
𝐻,𝑚(̃︀𝑢, 𝐹,𝐺, 𝜌) = 𝜎2

𝐻(̃︀𝑔,𝐺) + 𝜌2𝜎2
𝐻
𝑚
( ̃︀𝑓, 𝐹 ) , (4.6)

где ̃︀𝑔(x) и ̃︀𝑓(x) минимизируют 𝜎2
𝐻(̃︀𝑔,𝐺) и 𝜎2

𝐻
𝑚

( ̃︀𝑓, 𝐹 ) соответственно.
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4.3.3 Минимаксная ошибка интерполяции

Получим минимаксную ошибку интерполяции для разнородных данных так-

же, как для случая однородных данных. Предположим, что настоящие спек-

тральные плотности процессов 𝑓(·) и 𝑔(·) неизвестны, но процессы достаточно

гладкие и принадлежат классам ℱ(𝐿𝑓) = ℱ(𝐿𝑓 ,1) и ℱ(𝐿𝑔) = ℱ(𝐿𝑔,1) соответ-

ственно. Для ясности ограничим изложение случаем 𝜆 = 1 ∈ R𝑑 и 𝐻 = ℎI для

некоторого ℎ > 0, где I ∈ R𝑑×𝑑. Результаты, приведенные ниже, выполнены в

более общей постановке, описанной в разделе 4.2 и определенных там 𝜆 ∈ R𝑑 и

𝐻. Однако, изложение для такой более широкой постановки делает полученные

выводы более громоздкими и не добавляет глубины полученным результатам.

Задача состоит в получении минимаксной ошибки интерполяции для 𝑢(x).

В частности хотим получить минимаксную ошибку интерполяции для разно-

родных данных:

𝑅ℎ,𝑚(𝐿𝑓 , 𝐿𝑔) = inf
𝑓,𝑔

sup
𝐹∈ℱ(𝐿𝑓 ),
𝐺∈ℱ(𝐿𝑔)

𝜎2
ℎI,𝑚(̃︀𝑢, 𝐹,𝐺, 𝜌) . (4.7)

Теорема 4.4. Минимаксная ошибка интерполяции (4.7) для модели (4.4) и

наблюдений 𝑢(x) в точках из 𝐷𝐻 , а 𝑓(x) — в точках из 𝐷𝐻
𝑚
, имеет вид

𝑅ℎ,𝑚(𝐿𝑓 , 𝐿𝑔) = 𝜌2
𝐿𝑓

2

(︂
ℎ

𝑚𝜋

)︂2

+
𝐿𝑔

2

(︂
ℎ

𝜋

)︂2

. (4.8)

4.4 Оптимальное отношение между размерами

выборок разнородных данных

Полученные результаты позволяют получить оптимальное отношение 𝑚 разме-

ров сеток для разнородных данных. Рассмотрим следующую постановку зада-

чи: одно вычисление 𝑢(x) стоит w, а одно вычисление 𝑓(x) — только 1; общий

бюджет вычислений равен числу точек в единичном гиперкубе 1
ℎ𝑑 , умноженному

на стоимость вычислений; бюджет ограничен сверху 𝐵.

Для такой постановки общий бюджет равен 𝐵 = w 1
ℎ𝑑 + 𝛿 1

ℎ𝑑 , где 𝛿 = 𝑚𝑑

96



Рис. 4.3 – Зависимость отношения 𝑅2

𝑅1
минимаксных ошибок интерполяции от

коэффициента корреляции 𝑟 для 𝐿𝑓 = 3, 𝐿𝑔 = 1,w = 5, 𝑑 = 1.

отношение размеров выборок разнородных данных.

Используя Теорему 4.4, получаем:

Теорема 4.5. Минимум минимаксной ошибки интерполяции (4.8) для задан-

ного 𝐵 имеет вид

min
ℎ,𝛿:

𝐵ℎ𝑑=w+𝛿

𝑅ℎ,𝑚(𝐿𝑓 , 𝐿𝑔) = 𝜌2
𝐿𝑓

2

(︂
w + 𝛿*

𝜋𝐵𝛿*

)︂ 2
𝑑

+
𝐿𝑔

2

(︂
w + 𝛿*

𝜋𝐵

)︂ 2
𝑑

,

и оптимальное отношение размеров выборок 𝛿* =
(︁
𝐿𝑓

𝐿𝑔
w𝜌2

)︁ 𝑑
𝑑+2

.

Оптимальное отношение 𝛿* зависит от отношения стоимости вычислений

w, коэффициента 𝜌 и гладкостей 𝐿𝑓 и 𝐿𝑔 гауссовских процессов 𝑓(x) и 𝑔(x)

соответственно.

Если использовать только источник данных высокой точности 𝑢(x), то полу-

чаем следующую минимаксную ошибку интерполяции для заданного бюджета

вычислений 𝐵:

min
ℎ:𝐵ℎ𝑑=w

𝑅ℎ(𝐿𝑓 , 𝐿𝑔) = 𝜌2
𝐿𝑓

2

(︁ w

𝜋𝐵

)︁ 2
𝑑

+
𝐿𝑔

2

(︁ w

𝜋𝐵

)︁ 2
𝑑

.

Отметим, что мы можем получить схожие результаты для заданной ковариа-

ционной функции, а не только в минимаксном случае, используя Теорему 4.3 и

следствие 3 или 4.
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4.4.1 Сравнение минимаксных ошибок интерполяции для

различных значений параметров

Рассмотрим теперь при каких условиях и до какой степени использование раз-

нородных источников данных уменьшает ошибку интерполяции в сравнении с

использованием только источника точных данных для фиксированного обще-

го бюджета вычислений. Обозначим как 𝑅2 = 𝑅ℎ,𝛿*(𝐿𝑓 , 𝐿𝑔, 𝜌) — минимаксную

ошибку интерполяции, полученную при использовании разнородных источни-

ков данных, и как 𝑅1 = 𝑅ℎ(𝐿𝑓 , 𝐿𝑔, 𝜌) — минимаксную ошибку интерполяции,

полученную при использовании данных только одной точности для такого же

общего бюджета вычислений. Отношение 𝑅2

𝑅1
характеризует насколько выгодно

использовать разнородные источники данных: 𝑅2

𝑅1
≥ 1 означает, что никакого

дополнительного преимущества нет, а 𝑅2

𝑅1
< 1 означает, что удалось уменьшить

минимаксную ошибку интерполяции.

Отношение 𝑅2

𝑅1
имеет вид:

𝑅2

𝑅1
=

(︂
1 +

(︁
𝐿𝑑
𝑓𝜌

2𝑑

𝐿𝑑
𝑔w

2

)︁ 1
𝑑+2

)︂𝑑+2
𝑑

1 + 𝜌2
𝐿𝑓

𝐿𝑔

.

Положим 𝑉𝑓 = E𝑓 2(x) и 𝑉𝑔 = E𝑔2(x). Тогда коэффициент корреляции 𝑟

между 𝑢(x) и 𝑓(x) есть 𝑟 = 1√︂
1+

𝑉𝑔
𝑉𝑓

1
𝜌2

. Тогда выполнено

𝑟 → 0 :
𝑅2

𝑅1
≈ 1 +

𝑑+ 2

𝑑

(︂
𝐿𝑓𝑉𝑓

𝐿𝑔𝑉𝑔

)︂ 𝑑
𝑑+2 𝑟

2𝑑
𝑑+2

w
2

𝑑+2

,

𝑟 → 1 :
𝑅2

𝑅1
≈ 1

w
2
𝑑

+
2 + 𝑑

𝑑

(︂
𝐿𝑔𝑉𝑓

𝐿𝑓𝑉𝑔

)︂ 𝑑
𝑑+2 (1− 𝑟2)

𝑑
𝑑+2

w
4

𝑑(𝑑+2)

.

Если 𝑟 → 0, то использование разнородных источников данных не позволяет

уменьшить ошибку, в то время как для 𝑟 → 1 отношение 𝑅2

𝑅1
стремится к 1

w
2
𝑑
,

и обычно w ≫ 1. Скорость сходимости к такому значению увеличивается при

увеличении w и уменьшении 𝐿𝑔

𝐿𝑓
.

Рисунок 4.3 показывает как отношение 𝑅2

𝑅1
зависит от 𝑟 = 𝑟(𝜌) для 𝑑 = 1.
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Рис. 4.4 – Кривые 𝑅2 = 𝑘𝑅1 for 𝐿𝑓 = 2, 𝐿𝑔 = 1, 𝑑 = 1. Если 𝑅2 < 𝑅1 имеет
смысл использовать разнородные данные

Для малых 𝑟 выполнено, что 𝑅2 > 𝑅1, в то время как для больших 𝑟 значение
𝑅2

𝑅1
сходится к 1

w2 , w≫ 1.

Рисунок 4.4 показывает наименьшее значение 𝑟 для 𝑑 = 1, для которого при

заданном w > 1 выполнено 𝑅2 ≤ 𝑅1.

Для 𝑑 > 1 и 𝑐 ≫ 1 минимальное значение 𝑟, такое что 𝑅2 ≤ 𝑅1 — поряд-

ка 1√
w
:

𝑟 ≈ 1√
w

(︂
𝑉𝑓

𝑉𝑔

)︂ 1
2
(︂
𝐿𝑔

𝐿𝑓

)︂ 1
2

.

4.4.2 Алгоритма выбора оптимального соотношения раз-

меров выборок разнородных данных

Если известны параметры ковариационной функции, то оценку параметров 𝐿𝑓

и 𝐿𝑔 легко получить, используя производные ковариационной функции 𝜕2w(x)
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

в точке x = 0 по аргументам. Однако, для маленьких выборок оценка пара-

метров ковариационных функций может быть достаточно плохой [111], так же

достаточно сложно оценить 𝐿𝑓 и 𝐿𝑔 непосредственно по данным [56].

Таким образом, предположим, что 𝐿𝑓 = 𝐿𝑔 и, используя Теорему 4.4, полу-

чим Алгоритм 3, который может быть использован для оценки оптимального

отношения размеров выборок разнородных данных 𝛿* и создания плана экспе-

риментов, для которого такое отношение имеет место. Преимущество предло-
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женной техники состоит в том, что она может быть использована для создания

планов экспериментов даже для подход, не основанных на методологии гаус-

совских процессов.; кроме того она практически не требует знаний о природе

зависимости между источниками данных низкой и высокой точности, а именно,

нужна лишь оценка коэффициента корреляции 𝑟.

Алгоритм 3 Создание планов экспериментов 𝐷𝑓 и 𝐷𝑢 для источников данных
низкой и высокой точности соответственно
Вход: Корреляция 𝑟 между источниками данных, бюджет 𝐵, стоимость ис-

пользования источника данных высокой точности w (стоимость использо-
вания источника данных низкой точности 1)

1: 𝜌2 ← 1/(1− 1
𝑟2 )

2: 𝛿* ← (w𝜌2)
𝑑

𝑑+2

3: 𝑛𝑓 ← 𝐵𝛿*

w+𝛿*

4: 𝑛𝑢 ← 𝐵
w+𝛿*

5: Сгенерировать план экспериментов 𝐷𝑓 , 𝐷𝑢 такой, что 𝐷𝑢 ⊆ 𝐷𝑓 , с |𝐷𝑓 | = 𝑛𝑓 ,
|𝐷𝑢| = 𝑛𝑢.

6: Вернуть 𝐷𝑓 , 𝐷𝑢.

4.5 Доказательства

В этом разделе собраны доказательства утверждений, приведенных ранее в этой

главе диссертационного исследования.

4.5.1 Доказательства для раздела 4.2.1

Доказательство теоремы 4.1. Выполнено, что

E[𝑓(x)− ̃︀𝑓(x)]2 =∫︁
R𝑑

𝐹 (𝜔)

⃒⃒⃒⃒
⃒1− |𝐻|∑︁

k∈Z𝑑

𝐾(x− xk)𝑒
−2𝜋i𝜔𝑇 (xk−x)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝜔 =

∫︁
R𝑑

𝐹 (𝜔)

⃒⃒⃒⃒
⃒1− |𝐻|∑︁

k∈Z𝑑

(︂∫︁
R𝑑

̂︀𝐾(u)𝑒−2𝜋iu
𝑇 (x−xk)𝑑u

)︂
𝑒−2𝜋i𝜔

𝑇 (xk−x)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝜔,
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где ̂︀𝐾(u) — преобразование Фурье 𝐾(x). В соответствии с формулой суммиро-

вания Пуассона: ∑︁
k∈Z𝑑

exp(2𝜋ik𝑇𝜔) =
∑︁
k∈Z𝑑

𝛿(𝜔 + k),

где 𝛿(𝜔) — дельта функция Дирака, получаем

E[𝑓(x)− ̃︀𝑓(x)]2 =∫︁
R𝑑

𝐹 (𝜔)

⃒⃒⃒⃒
⃒1− |𝐻|∑︁

k∈Z𝑑

∫︁
R𝑑

̂︀𝐾(u) exp(2𝜋i(𝜔 − u)𝑇x)𝛿(u− 𝜔 +𝐻−1k)𝑑u

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝜔 =

=

∫︁
R𝑑

⃒⃒⃒⃒
⃒1−∑︁

k∈R𝑑

̂︀𝐾(𝜔 −𝐻−1k) exp(2𝜋i𝐻−1x𝑇k)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝜔.

Используя ортогональность системы функций exp(2𝜋i𝐻−1x𝑇k) on x ∈
[0, ℎ1]× . . .× [0, ℎ𝑑] интегрируем равенство, чтобы получить:

𝜎2
𝐻(
̃︀𝑓, 𝐹 ) =

∫︁
R𝑑

𝐹 (𝜔)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒[1− ̂︀𝐾(𝜔)]2 +

∑︁
k∈Z𝑑∖{0}

̂︀𝐾2(𝜔 +𝐻−1k)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝜔.

Для того чтобы получить ̂︀𝐾(𝜔), которая минимизирует ошибку интерполя-

ции, перепишем ее как

𝜎2
𝐻(
̃︀𝑓, 𝐹 ) =

∫︁
R𝑑

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒[1− ̂︀𝐾(𝜔)]2𝐹 (𝜔) + ̂︀𝐾(𝜔)2

∑︁
k∈Z𝑑∖{0}

̂︀𝐹 (𝜔 +𝐻−1k)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝜔.

Решая квадратичную задачу оптимизации для каждого 𝜔, получаем:

̂︀𝐾(𝜔) =
̂︀𝐹 (𝜔)∑︀

k∈Z𝑑
̂︀𝐹 (𝜔 +𝐻−1k)

.

Тогда

𝜎2
𝐻(
̃︀𝑓, 𝐹 ) =

∫︁
R𝑑

𝐹 (𝜔)

∑︀
k∈Z𝑑∖{0}

̂︀𝐹 (𝜔 +𝐻−1k)∑︀
k∈Z𝑑

̂︀𝐹 (𝜔 +𝐻−1k)
𝑑𝜔. (4.9)

Доказательство следствия 1. Выполнено, что наилучшая интерполяция име-
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ет вид ̃︀𝑓(x) = 𝜇(𝛺𝐻)
∑︁
k∈Z𝑑

𝜑(x,xk)𝑓(xk)

для некоторых 𝜑(x,x′). Записывая уравнения Колмогорова-Винера-Хопфа для

ковариационной функции 𝑐(x), получаем∑︁
k∈Z𝑑

𝜑(x,xk)𝑐(xk − xm) = 𝑐(x− xm) (4.10)

для всех m ∈ Z𝑑. Докажем, что 𝜑(x,xk) = 𝜑(x− xk).

Рассмотрим две суммы из (4.10):∑︁
k∈Z𝑑

𝜑(x,xk)𝑐(xk − xm) = 𝑐(x− xm),∑︁
k∈Z𝑑

𝜑(x− xs,xk)𝑐(xk − xm−s) = 𝑐(x− xs − xm−s).

В силу xm−s = 𝐻m−𝐻s = xm − xs выполнено∑︁
k∈Z𝑑

𝜑(x,xk)𝑐(xk − xm) = 𝑐(x− xm) = 𝑐(x− xs − xm−s) =∑︁
k∈Z𝑑

𝜑(x− xs,xk)𝑐(xk − xm−s).

Следовательно,∑︁
k∈Z𝑑

[𝜑(x,xk)− 𝜑(x− xs,xk − xs)] 𝑐(xk − xm) = 0.

Положительная определенность ковариационной функции 𝑐(x) дает

𝜑(x,xk) = 𝜑(x− xs,xk − xs).

Для xs = xk получаем

𝜑(x,xk) = 𝜑(x− xk,0) = 𝐾(x− xk).
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Используя формулу суммирования Пуассона,

1

𝜇(𝛺𝐻)
𝛷(𝜔)

∑︁
k∈Z𝑑

𝐹 (𝜔 − 𝜔k) = 𝐹 (𝜔),

где 𝛷(𝜔) — преобразование Фурье 𝜑(x). Тогда

𝛷(𝜔) =
𝜇(𝛺𝐻)𝐹 (𝜔)∑︀
k∈Z𝑑 𝐹 (𝜔 − 𝜔k)

.

Таким образом, оптимальная интерполяция имеет вид:

̃︀𝑓(x) = 𝜇(𝛺𝐻)
∑︁
k∈Z𝑑

𝐾(x− xk)𝑓(xk).

И ̂︀𝐾(𝜔) =
𝛷(𝜔)

𝜇(𝛺𝐻)
.

Доказательство следствия 3. Получим ошибку интерполяции для экспонен-

циальной ковариационной функции вида 𝑐(𝑥) =
√︀

𝜋
2 exp (−𝜃|𝑥|) для 𝑥 ∈ R.

Спектральная плотность для такой ковариационной функции есть 𝐹 (𝜔) =

𝜃
𝜃2+𝜔2 .

Подсчитаем ошибку интерполяции

𝜎2
ℎ

(︁ ̃︀𝑓, 𝐹)︁ =

∫︁ ∞
−∞

𝐹 (𝜔)

∑︀
𝑘 ̸=0 𝐹 (𝜔 + 𝑘

ℎ)∑︀
𝑘 𝐹 (𝜔 + 𝑘

ℎ)
𝑑𝜔.

Выполнено, что

∞∑︁
𝑘=−∞

𝐹 (𝜔 +
𝑘

ℎ
) =

∞∑︁
𝑘=−∞

𝜃

(𝜔 + 𝑘
ℎ)

2 + 𝜃2
= ℎ

∞∑︁
𝑘=−∞

ℎ𝜃

(ℎ𝜔 + 𝑘)2 + ℎ2𝜃2
=

= 𝜋ℎ coth(𝜋𝜃ℎ)
1

1 + sin2(𝜋ℎ𝜔)(coth2(𝜋𝜃ℎ)− 1)
.

Тогда∫︁ ∞
−∞

𝐹 (𝜔)

∑︀
𝑘 ̸=0 𝐹 (𝜔 + 𝑘

ℎ)∑︀
𝑘 𝐹 (𝜔 + 𝑘

ℎ)
𝑑𝜔 =
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∫︁ ∞
−∞

𝜃

𝜃2 + 𝜔2

(︂
1− 𝜃

𝜃2 + 𝜔2

1 + sin2(𝜋ℎ𝜔)(coth2(𝜋𝜃ℎ)− 1)

𝜋ℎ coth(𝜋𝜃ℎ)

)︂
𝑑𝜔.

Возьмем интегралы аналитически. А именно,∫︁ ∞
−∞

𝜃

𝜃2 + 𝜔2
𝑑𝜔 = 𝜋.

Также ∫︁ ∞
−∞

𝜃2

(𝜃2 + 𝜔2)2
𝑑𝜔 =

𝜋

2𝜃
.

Наконец∫︁ ∞
−∞

𝜃2

(𝜃2 + 𝜔2)2
sin2(𝜋𝜔ℎ)𝑑𝜔 =

− 𝜋2ℎ

2
(cosh(𝜋𝜃ℎ)− sinh(𝜋𝜃ℎ))

(︂
cosh(𝜋𝜃ℎ)−

(︂
1

𝜋𝜃ℎ
+ 1

)︂
sinh(𝜋𝜃ℎ)

)︂
.

Следовательно,∫︁ ∞
−∞

𝜃

𝜃2 + 𝜔2

(︂
1− 𝜃

𝜃2 + 𝜔2

1 + sin2(𝜋ℎ𝜔)(coth2(𝜋𝜃ℎ)− 1)

𝜋ℎ coth(𝜋𝜃ℎ)

)︂
𝑑𝜔 =

𝜋 − 𝜋

2𝜋𝜃ℎ coth(𝜋𝜃ℎ)
+

+
𝜋2

2
exp(−𝜋𝜃ℎ)

(︂
exp(−𝜋𝜃ℎ)− 1

𝜋𝜃ℎ
sinh(𝜋𝜃ℎ)

)︂
coth2(𝜋𝜃ℎ)− 1

coth(𝜋𝜃ℎ)
.

Для ℎ→ 0 раскладывая по Тейлору получаем:

𝜎2
ℎ(
̃︀𝑓, 𝐹 ) =

2𝜋2

3
𝜃ℎ+𝑂((𝜃ℎ)2).

Доказательство следствия 4. Заметим, что ошибка интерполяции имеет вид

𝜎2
ℎ(
̃︀𝑓, 𝐹 ) =

∫︁ ∞
−∞

𝐹 (𝜔)

∑︀
𝑘 ̸=0 𝐹 (𝜔 + 𝑘

ℎ)∑︀
𝑠 𝐹 (𝜔 + 𝑠

ℎ)
𝑑𝜔.

Получим верхнюю и нижнюю оценку для такого выражения. Обозначим 𝑣 = 1
ℎ .

Получим верхнюю оценку, разбив область интегрирования (−∞,∞) на три

части (−∞,−𝑣/2], (−𝑣/2, 𝑣/2], (𝑣/2,+∞) и получив верхнюю оценку для каж-
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дой части.

Заметим, что

0 ≤
∑︀

𝑘 ̸=0 𝐹 (𝜔 + 𝑘𝑣)∑︀
𝑠 𝐹 (𝜔 + 𝑠𝑣)

≤ 1.

Следовательно, используя оценки типа Чернова [24], мы получаем∫︁ ∞
𝑣/2

𝐹 (𝜔)

∑︀
𝑘 ̸=0 𝐹 (𝜔 + 𝑘𝑣)∑︀
𝑠 𝐹 (𝜔 + 𝑠𝑣)

𝑑𝜔 ≤
∫︁ ∞
𝑣/2

𝐹 (𝜔)𝑑𝜔 = (4.11)

=

∫︁ ∞
𝑣/2

1√
𝜃
exp

(︂
−𝜔

2

2𝜃

)︂
𝑑𝜔 ≤

√
2 exp

(︂
−𝑣2

8𝜃

)︂
.

Аналогично для (−∞,−𝑣/2).

Теперь получим верхнюю оценку для (−𝑣/2, 𝑣/2). Получим сперва нижнюю

и верхнюю оценку для суммы ряда
∑︀

�̸�=0 𝐹 (𝜔+𝑠𝑣). Спектральная плотность для

квадратичной экспоненциальной плотности убывает на [0,+∞) относительно 𝜔.

Таким образом,∫︁ +∞

𝛥+𝑢

𝐹 (𝑥)𝑑𝑥 ≤
∞∑︁
𝑠=1

𝛥𝐹 (𝛥𝑠+ 𝑢) ≤ 𝛥𝐹 (𝑠+ 𝑢) +

∫︁ +∞

𝛥+𝑢

𝐹 (𝑥)𝑑𝑥.

Используя [1], формула 7.1.13, получаем для 𝜔 таких, что |𝜔| ≤ 𝑣
2 :

4
√
𝜃

𝑣 +
√
𝑣2 + 16𝜃

exp

(︂
−𝑣2

8𝜃

)︂
≤
∫︁ ∞

𝑣
2

𝐹 (𝜔)𝑑𝜔 ≤ 4
√
𝜃

𝑣 +
√︁
𝑣2 + 32

𝜋 𝜃
exp

(︂
−𝑣2

8𝜃

)︂
.

Так же

𝑣
∑︁
𝑘∈Z+

𝐹 (𝜔 + 𝑘𝑣) ≤ 𝑣𝐹 (𝜔 + 𝑣) +

∫︁ ∞
𝑣
2

𝐹 (𝜔)𝑑𝜔 ≤

𝑣√
𝜃
exp

(︂
−𝑣2

8𝜃

)︂
+

4
√
𝜃

𝑣 +
√︁

𝑣2 + 32
𝜋 𝜃

exp

(︂
−𝑣2

8𝜃

)︂
.

Теперь получим искомую верхнюю оценку для интеграла по интерва-

лу (−𝑣/2, 𝑣/2) для достаточно больших 𝑣:∫︁ 𝑣/2

−𝑣/2
𝐹 (𝜔)

∑︀
𝑘 ̸=0 𝐹 (𝜔 + 𝑘𝑣)∑︀
𝑠 𝐹 (𝜔 + 𝑠𝑣)

𝑑𝜔 ≤
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≤
∫︁ 𝑣/2

−𝑣/2
𝐹 (𝜔)

𝐹 (𝜔 + 𝑣) + 𝐹 (𝜔 − 𝑣) + 4
√
𝜃

𝑣
(︁
𝑣+
√

𝑣2+ 32
𝜋 𝜃
)︁ exp(︁−𝑣2

8𝜃

)︁
𝐹 (𝜔) + 𝐹 (𝜔 + 𝑣) + 𝐹 (𝜔 − 𝑣) + 4

√
𝜃

𝑣
(︁
𝑣+
√

𝑣2+ 32
𝜋 𝜃
)︁ exp (︀−𝑣2

8𝜃

)︀𝑑𝜔 ≤
≤
∫︁ 𝑣/2

−𝑣/2
𝐹 (𝜔)

𝐹 (𝜔 + 𝑣) + 𝐹 (𝜔 − 𝑣)

𝐹 (𝜔) + 𝐹 (𝜔 + 𝑣) + 𝐹 (𝜔 − 𝑣)
𝑑𝜔+

+

∫︁ 𝑣/2

−𝑣/2
𝐹 (𝜔)

4
√
𝜃

𝑣
(︁
𝑣+
√

𝑣2+ 32
𝜋 𝜃
)︁ exp(︁−𝑣2

8𝜃

)︁
𝐹 (𝜔) + 4

√
𝜃

𝑣
(︁
𝑣+
√

𝑣2+ 32
𝜋 𝜃
)︁ exp (︀−𝑣2

8𝜃

)︀𝑑𝜔 ≤
≤
∫︁ 𝑣/2

−𝑣/2
𝐹 (𝜔 + 𝑣) + 𝐹 (𝜔 − 𝑣)𝑑𝜔 +

4
√
𝜃

𝑣 +
√︁

𝑣2 + 32
𝜋 𝜃

exp

(︂
−𝑣2

8𝜃

)︂
≤

≤ 12
√
𝜃

𝑣 +
√︁
𝑣2 + 32

𝜋 𝜃
exp

(︂
−𝑣2

8𝜃

)︂
≤ 7
√
𝜃

𝑣
exp

(︂
−𝑣2

8𝜃

)︂
.

Выполнено, что∑︀
𝑘 ̸=0 𝐹 (𝜔 + 𝑘𝑣)∑︀
𝑠 𝐹 (𝜔 + 𝑠𝑣)

≥ 𝐹 (𝜔 + 𝑣) + 𝐹 (𝜔 − 𝑣)

𝐹 (𝜔) + 𝐹 (𝜔 + 𝑣) + 𝐹 (𝜔 − 𝑣)
.

Для 𝜔 таких что |𝜔| ≤ 𝑣
2 имеет место:

1 +
𝐹 (𝜔 + 𝑣)

𝐹 (𝜔)
+

𝐹 (𝜔 − 𝑣)

𝐹 (𝜔)
≤ 3.

Тогда для достаточно больших 𝑣 выполнена следующая нижняя оценка:∫︁ ∞
−∞

𝐹 (𝜔)

∑︀
𝑘 ̸=0 𝐹 (𝜔 + 𝑘𝑣)∑︀
𝑠 𝐹 (𝜔 + 𝑠𝑣)

𝑑𝜔 ≥
∫︁ 𝑣/2

−𝑣/2
𝐹 (𝜔)

∑︀
𝑘 ̸=0 𝐹 (𝜔 + 𝑘𝑣)∑︀
𝑠 𝐹 (𝜔 + 𝑠𝑣)

𝑑𝜔 ≥

≥
∫︁ 𝑣

2

− 𝑣
2

𝐹 (𝜔)
𝐹 (𝜔 + 𝑣) + 𝐹 (𝜔 − 𝑣)

𝐹 (𝜔) + 𝐹 (𝜔 + 𝑣) + 𝐹 (𝜔 − 𝑣)
𝑑𝜔 ≥

∫︁ 𝑣
2

−𝑣
2

𝐹 (𝜔 + 𝑣) + 𝐹 (𝜔 − 𝑣)

3
𝑑𝜔 =

=
2

3

∫︁ 3𝑣
2

𝑣
2

𝐹 (𝜔)𝑑𝜔 ≥≥ 4

3

√
𝜃

𝑣
exp

(︂
−𝑣2

8𝜃

)︂
.

4.5.2 Доказательства для раздела 4.2.2

Для доказательства основного результата потребуется следующая лемма
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Лемма 16. Пусть 𝑐 ≥ 0 и 𝜔 ≥ 0 такое что 𝑐2 + 𝜔2 ≤ 1, 𝑐2 + (1 − 𝜔2) ≤ 1.

Тогда(︁
1−

√︀
𝑐2 + 𝜔2

)︁2
+
(︁
1−

√︀
𝑐2 + (1− 𝜔)2

)︁2
≤
(︁
1−
√
𝑐2
)︁2

= (1− 𝑐)2. (4.12)

Доказательство. Приведем сперва схему доказательства. Докажем, что для 𝜔,

которое максимизирует левую часть неравенства (4.12), это неравенство выпол-

нено. Для этого докажем, что для допустимых 𝜔 ∈ [1−
√
1− 𝑐2, 12 ] производная

левой части по 𝜔 меньше нуля для всех допустимых 𝑐, так что 𝜔 = 1−
√
1− 𝑐2

доставляет максимум левой части. Затем покажем, что для такого 𝜔 неравен-

ство выполняется.

Частные производные левой и правой части относительно 𝜔 равны

𝑔(𝜔, 𝑐) =
𝜕

𝜕𝜔

(︂(︁
1−

√︀
𝑐2 + 𝜔2

)︁2
+
(︁
1−

√︀
𝑐2 + (1− 𝜔)2

)︁2)︂
=

= −2
(︀
1−
√
𝑐2 + 𝜔2

)︀
𝜔

√
𝑐2 + 𝜔2

+ 2

(︁
1−

√︀
𝑐2 + (1− 𝜔)2

)︁
(1− 𝜔)√︀

𝑐2 + (1− 𝜔)2
=

= −2
(︂

1√
𝑐2 + 𝜔2

− 1

)︂
𝜔 + 2

(︃
1√︀

𝑐2 + (1− 𝜔)2
− 1

)︃
(1− 𝜔).

Если 𝜔 = 1
2 , частная производная равна нулю. Покажем, что для таких

𝜔 < 1
2 , что 𝑐2 + 𝜔2 < 1, 𝑐2 + (1 − 𝜔)2 < 1, выполнено 𝑔(𝜔, 𝑐) < 0. Это будет

означать, что исходная функция убывает для 𝜔 ∈ [1−
√
1− 𝑐2, 12 ].

Промаксимизируем 𝑔(𝜔, 𝑐) по 𝑐. Функция 𝑔(𝜔, 𝑐) достигает максимума на

краю области допустимости или в локальном оптимуме по 𝑐. Найдем локальный

оптимум по 𝑐, то есть такое 𝑐, что частная производная 𝑔(𝜔, 𝑐) по 𝑐 равна нулю:

𝑐(1− 𝜔)

((1− 𝜔)2 + 𝑐2)
3
2

− 𝑐𝜔

(𝜔2 + 𝑐2)
3
2

= 0.

Следовательно,
1− 𝜔

𝜔
=

((1− 𝜔)2 + 𝑐2)
3
2

(𝜔2 + 𝑐2)
3
2

. (4.13)

И

𝑐2 = 𝜔
2
3 (1− 𝜔)

2
3 (𝜔

2
3 + (1− 𝜔)

2
3 ).
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Покажем, что это локальный максимум. А именно, докажем, что вторая

производная 𝑔(𝜔, 𝑐) по 𝑐 меньше 0:

− (1− 𝜔)

((1− 𝜔)2 + 𝑐2)
3
2

+
𝜔

(𝜔2 + 𝑐2)
3
2

+
3𝑐2(1− 𝜔)

((1− 𝜔)2 + 𝑐2)
5
2

− 3𝑐2𝜔

(𝜔2 + 𝑐2)
5
2

≤ 0.

Или:

𝜔

(𝜔2 + 𝑐2)
5
2

((𝜔2 + 𝑐2)− 3𝑐2)− (1− 𝜔)

((1− 𝜔)2 + 𝑐2)
5
2

(((1− 𝜔)2 + 𝑐2)− 3𝑐2) ≤ 0.

В локальном оптимуме выполнено (4.13), следовательно:

(1− 𝜔)

(𝜔2 + 𝑐2)((1− 𝜔)2 + 𝑐2)
3
2

(𝜔2 − 2𝑐2)− (1− 𝜔)

((1− 𝜔)2 + 𝑐2)
5
2

((1− 𝜔)2 − 2𝑐2) ≤ 0.

Тогда,

(1− 𝜔)

((1− 𝜔)2 + 𝑐2)
5
2 (𝜔2 + 𝑐2)

(︀
((1− 𝜔)2 + 𝑐2)(𝜔2 − 2𝑐2)− (𝜔2 + 𝑐2)((1− 𝜔)2 − 2𝑐2)

)︀
≤ 0.

Из-за ограничения на значения 𝜔 это неравенство эквивалентно:

((1− 𝜔)2 + 𝑐2)(𝜔2 − 2𝑐2)− (𝜔2 + 𝑐2)((1− 𝜔)2 − 2𝑐2) ≤ 0,

или

2𝑐2𝜔2 − 𝑐2(1− 𝜔)2 − 2𝑐2(1− 𝜔)2 + 𝑐2𝜔2 ≤ 0.

Это неравенство выполнено, так как 𝜔 ≤ 1
2 и (1− 𝜔)2 ≥ 𝜔2.

Таким образом, локальный экстремум есть локальный минимум, и функция

достигает максимальных значений на границе допустимой области. А именно,

𝑐2 = 1− (1− 𝜔)2 или 𝑐2 = 0 дают максимальные значения.

Для таких значений 𝑐 производная меньше нуля. Используя 𝑐2 = 1−(1−𝜔)2,
получаем

−2

(︃
1√︀

1− (1− 𝜔)2 + 𝜔2
− 1

)︃
𝜔 ≤ 0.

Аналогично для 𝑐2 = 0

−2(1− 𝜔) + 2𝜔 = 4𝜔 − 2 ≤ 0.
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Следовательно, целевая функция убывает по 𝜔 на [1 −
√
1− 𝑐2, 12 ], и 𝜔 = 1

2

доставляет локальный минимум. Таким образом, максимум левой части — в

𝜔 = 1−
√
1− 𝑐2. Легко видеть, что в таком случае левая часть неравенства (4.12)

всегда меньше правой.

Докажем теперь основную теорему.

Доказательство теоремы 4.2. Докажем верхние и нижние оценки для𝑅𝐻(𝐿,𝜆)

равные 𝐿
2𝜋2 max𝑖∈{1,...,𝑑}

(︁
ℎ𝑖

𝜆𝑖

)︁2
. Сначала докажем нижнюю оценку, потом верх-

нюю.

Рассмотрим функционал

𝛷(𝐹, ̂︀𝐾) =

∫︁
R𝑑

𝐹 (𝜔)

⎡⎣(1− ̂︀𝐾(𝜔))2 +
∑︁

x∈𝐷𝐻−1∖{0}

̂︀𝐾2(𝜔 + x)

⎤⎦ 𝑑𝜔,

который равен ошибке интерполяции 𝜎2
𝐻(
̃︀𝑓, 𝐹 ) для

̃︀𝑓(x) = 𝜇(𝛺𝐻)
∑︁

x′∈𝐷𝐻

𝐾(x− x′)𝑓(x′),

такого что ̂︀𝐾(𝜔) — преобразования Фурье 𝐾(x).

Функционал линеен по 𝐹 (𝜔) и квадратичен по ̂︀𝐾(𝜔), а нам нужна седловая

точка 𝑅𝐻(𝐿,𝜆), такая что:

𝑅𝐻(𝐿,𝜆) = inf̃︀𝑓 sup
𝐹∈ℱ(𝐿,𝜆)

𝜎2
𝐻(
̃︀𝑓, 𝐹 ) = sup

𝐹∈ℱ(𝐿,𝜆)
inf̃︀𝑓 𝜎2

𝐻(
̃︀𝑓, 𝐹 ).

Выполнено, что (4.9)

min̂︀𝐾 𝛷(𝐹, ̂︀𝐾) =

∫︁
R𝑑

𝐹 (𝜔)

∑︀
x∈𝐷𝐻−1∖{0} 𝐹 (𝜔 + x)∑︀

x∈𝐷𝐻−1
𝐹 (𝜔 + x)

𝑑𝜔.

Рассмотрим класс спектральных плотностей 𝐹𝜀(𝜔):

𝐹𝜀(𝜔) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐴𝜀

(2𝜀)𝑑
, ∃s ∈ 𝑈ℎ : ‖𝜔 − s‖∞ ≤ 𝜀,

0, иначе,
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здесь 𝑈ℎ =
{︁(︁

0, 0, . . . , 1
2ℎ𝑗

, . . . , 0
)︁
,
(︁
0, 0, . . . ,− 1

2ℎ𝑗
, . . . , 0

)︁}︁
, и индекс 𝑗такой, что

𝑗 = arg max
𝑖∈{1,...,𝑑}

(︂
ℎ𝑖

𝜆𝑖

)︂2

.

В силу (4.3)

(2𝜋)2
∫︁
R𝑑

𝐹 (𝜔)
𝑑∑︁

𝑖=1

𝜆2
𝑖𝜔

2
𝑖 𝑑𝜔 ≤ 𝐿,

и для 𝜀→ 0

𝐴𝜀 →
𝐿

2𝜋2

(︂
ℎ𝑗

𝜆𝑗

)︂2

.

Действительно, для 𝜀→ 0:

(2𝜋)2
∫︁
R𝑑

𝐹 (𝜔)
𝑑∑︁

𝑖=1

𝜆2
𝑖𝜔

2
𝑖 𝑑𝜔 → 2(2𝜋)2

𝐴𝜀

(2𝜀)𝑑
(2𝜀)𝑑

(︂
𝜆𝑗

ℎ𝑗

)︂2

= 2𝐴𝜀

(︂
𝜋𝜆𝑗

ℎ𝑗

)︂2

= 𝐿.

Для 𝜀→ 0 выполнено что

min̂︀𝐾 𝛷(𝐹𝜀, ̂︀𝐾)→ 2
1

2

𝐴𝜀

(2𝜀)𝑑
(2𝜀)𝑑 = 𝐴𝜀 =

𝐿

2𝜋2

(︂
ℎ𝑗

𝜆𝑗

)︂2

.

Следовательно, получили нижнюю оценку, равную 𝐿
2𝜋2

(︁
ℎ𝑗

𝑤𝑗

)︁2
.

Получим теперь верхнюю оценку.

Для произвольного ̂︀𝐾(𝜔) выполнено, что

𝑅𝐻(𝐿,𝜆) ≤ max
𝐹∈ℱ(𝐿,𝜆)

𝛷(𝐹, ̂︀𝐾) ≤

≤ 𝐿

(︂
1

2𝜋

)︂2

max
𝜔

⎧⎨⎩ 1∑︀𝑑
𝑖=1 𝜆

2
𝑖𝜔

2
𝑖

⎡⎣(1− ̂︀𝐾(𝜔))2 +
∑︁

x∈𝐷𝐻−1∖{0}

̂︀𝐾2(𝜔 + x)

⎤⎦⎫⎬⎭ .

Рассмотрим теперь

̂︀𝐾(𝜔) =

⎧⎪⎨⎪⎩1− ‖𝜔‖, ‖𝜔‖2 ≤ 1,

0, иначе.
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Теперь докажем, что для такого ̂︀𝐾(𝜔) выполнено⎡⎣(1− ̂︀𝐾(𝜔))2 +
∑︁

x∈Z𝑑∖{0}

̂︀𝐾2(𝜔 + x)

⎤⎦ ≤ 2‖𝜔‖2. (4.14)

Выполнено (1− ̂︀𝐾(𝜔))2 ≤ ‖𝜔‖2. Осталось показать, что∑︁
x∈Z𝑑∖{0}

̂︀𝐾2(𝜔 + x) ≤ ‖𝜔‖2. (4.15)

Докажем, что для ‖𝜔‖∞ < 1 и 𝑐2 ≥ 0:

∑︁
x∈Z𝑑∖{0},
‖𝜔+x‖2+𝑐2≤1

⎛⎝1−

⎯⎸⎸⎷𝑐2 +
𝑑∑︁

𝑖=1

(𝜔𝑖 + 𝑥𝑖)2

⎞⎠2

≤
∑︁

𝑖∈{1,··· ,𝑑},
𝑐2+(1−𝜔𝑖)

2≤1

(︁
1−

√︀
𝑐2 + (1− 𝜔𝑖)2

)︁2
.

Будем проводить индукцию по 𝑑. Для 𝑑 = 1 левая часть совпадает с правой.

Пусть теперь для (𝑑− 1) утверждение индукции выполнено. Покажем, что оно

выполняется и для 𝑑.

Для 𝜔 = (𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑑) такого что ‖𝜔‖∞ < 1, 𝑖-ая компонента вектора

𝜔+x,x ∈ Z𝑑∖{0} такого что ‖𝜔+x‖ ≤ 1 либо 𝜔𝑖, либо (1−𝜔𝑖). Следовательно,

все такие 𝜔 + x имеют вид s𝜔 + (1 − s)(1 − 𝜔), где s — вектор, компоненты

которого либо ноль, либо один.

Выполнено, что (1−
√︀

𝑐2 + (1− 𝜔1)2 + 𝜔2
2 + . . .+ 𝜔2

𝑑)
2 ≤ (1−

√︀
𝑐2 + (1− 𝜔1)2)

2,

if 𝑐2 + (1− 𝜔1)
2 + 𝜔2

2 + . . .+ 𝜔2
𝑑 ≤ 1.

Теперь рассмотрим все члены вида (1 −
√︀

𝑐2 + (1− 𝜔1)2 + . . .)2, для кото-

рых существует 𝑗 ̸= 1, такой что (1− 𝜔𝑗)
2 находится в сумме под квадратным

корнем. В силу утверждения индукции сумма таких членов ограничена сверху

следующей суммой: ∑︁
𝑖∈{2,...,𝑑},

𝑐2+(1−𝜔1)
2+(1−𝜔𝑖)

2≤1

(1−
√︀

𝑐2 + (1− 𝜔1)2 + (1− 𝜔𝑖)2)
2.

Аналогично получим оценку сверху для суммы членов (1 −
√︀
𝑐2 + 𝜔2

1 + . . .)2 с
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(1− 𝜔𝑗)
2 в сумме под корнем:∑︁

𝑖∈{2,...,𝑑},
𝑐2+𝜔2

1+(1−𝜔𝑖)
2≤1

(1−
√︁
𝑐2 + 𝜔2

1 + (1− 𝜔𝑖)2)
2.

Используя Лемму 16 для пары слагаемых (1−
√︀

𝑐2 + (1− 𝜔1)2 + (1− 𝜔𝑖)2)
2+

(1−
√︀
𝑐2 + 𝜔2

1 + (1− 𝜔𝑖)2)
2 получаем:

(1−
√︀

𝑐2 + (1− 𝜔1)2 + (1− 𝜔𝑖)2)
2 + (1−

√︁
𝑐2 + 𝜔2

1 + (1− 𝜔𝑖)2)
2 ≤

≤ (1−
√︀
𝑐2 + (1− 𝜔𝑖)2)

2.

Эта верхняя оценка так же выполнена, если есть только один член или нет

ни одного для 𝑖-го индекса. Следовательно, выполнено утверждение индукции:

целевая сумма ограничена сверху
∑︀𝑑

𝑖=1(1−
√︀

𝑐2 + (1− 𝜔𝑖)2)
2.

Подставляя 𝑐2 = 0, получаем (4.15).

Рассмотрим теперь случай ‖𝜔‖∞ ≥ 1. А именно 𝜔 = {̂︀𝜔1 + 1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑑},
причем ‖(̂︀𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑑)‖∞ < 1, и ̂︀𝜔1 ≥ 0, 𝜔𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 2, 𝑑. Тогда ‖𝜔‖2 =

1+2̂︀𝜔1+̂︀𝜔2
1+
∑︀𝑑

𝑖=2 𝜔
2
𝑖 . Для вектора (̂︀𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑑) выполнено (4.15). Для исход-

ного вектора 𝜔 появляется дополнительное слагаемое ̂︀𝐾2((̂︀𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑑)), если

Евклидова норма такого вектора меньше либо равна 1 — но это новое слагае-

мое меньше либо равно 1, так как иначе в сумме такого слагаемого нет. Таким

образом, выполнена целевая оценка для 𝜔. Остальные случаи для ‖𝜔‖∞ > 1

рассматриваются так же. Следовательно, для всех 𝜔 оценка (4.14) имеет место.

Выполнено что

max
𝜔

∑︀𝑑
𝑖=1 𝜔

2
𝑖∑︀𝑑

𝑖=1

(︁
𝜆𝑖

ℎ𝑖

)︁2
𝜔2
𝑖

= max
𝑖∈{1,...,𝑑}

(︂
ℎ𝑖

𝜆𝑖

)︂2

.

Следовательно, выполнена следующая верхняя оценка минимаксной ошибки

интерполяции

𝑅𝐻(𝐿,𝜆) ≤ 𝐿

2𝜋2
max

𝑖∈{1,...,𝑑}

(︂
ℎ𝑖

𝜆𝑖

)︂2

.

Верхняя оценка совпадает с нижней. Теорема доказана.
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4.5.3 Доказательства для раздела 4.3.2

Доказательство теоремы 4.3. Для удобства обозначим все точки из 𝐷𝐻 =

{x𝑖} и аналогично все точки из 𝐷𝐻
𝑚

= {̃︀x𝑗}. Тогда для регрессии на основе

гауссовских процессов наилучшая оценка в точке имеет вид:

̃︀𝑢(x) =∑︁
𝑖

𝑘𝑖𝑢(x𝑖) +
∑︁
𝑗

̃︀𝑘𝑗𝑓(̃︀x𝑗).

для некоторых 𝑘𝑖,̃︀𝑘𝑗. Задача состоит в поиске коэффициентов 𝑘𝑖, ̃︀𝑘𝑗, минимизи-
рующих E(𝑢(x) − ̃︀𝑢(x))2. Используя независимость случайных процессов 𝑓(x)

и 𝑔(x), получаем:

E(𝑢(x)− ̃︀𝑢(x))2 = E

[︃
𝜌𝑓(x) + 𝑔(x)−

∑︁
𝑖

𝑘𝑖(𝜌𝑓(x𝑖) + 𝑔(x𝑖))−
∑︁
𝑗

̃︀𝑘𝑗𝑓(̃︀x𝑗)

]︃2
=

= E

[︃
𝜌𝑓(x)−

∑︁
𝑖

𝜌𝑘𝑖𝑓(x𝑖)−
∑︁
𝑗

̃︀𝑘𝑗𝑓(̃︀x𝑗)

]︃2
+

= E

[︃
𝑔(x)−

∑︁
𝑖

𝑘𝑖𝑔(x𝑖)

]︃2
.

Для всех 𝑖 существует такой индекс 𝑗, что x𝑖 = ̃︀x𝑗. Обозначим

̃︀𝑘′𝑗 =
⎧⎪⎨⎪⎩

1
𝜌
̃︀𝑘𝑗, ∀𝑖, ̃︀x𝑗 ̸= x𝑖,

1
𝜌
̃︀𝑘𝑗 + 𝑘𝑖, ∃𝑖, ̃︀x𝑗 = x𝑖.

Тогда существует взаимнооднозначное соответствие между ({𝑘𝑖}, {̃︀𝑘𝑗}) и

({𝑘𝑖}, {̃︀𝑘′𝑗}), так что минимизация E(𝑢(x) − ̃︀𝑢(x))2 по 𝑘𝑖,̃︀𝑘𝑗 эквивалента ми-

нимизации этой функции по 𝑘𝑖,̃︀𝑘′𝑗. Тогда
E

[︃
𝜌𝑓(x)−

∑︁
𝑖

𝑘𝑖𝜌𝑓(x𝑖)−
∑︁
𝑗

̃︀𝑘𝑗𝑓(̃︀x𝑗)

]︃2
+ E

[︃
𝑔(x)−

∑︁
𝑖

𝑘𝑖𝑔(x𝑖)

]︃2
=

=𝜌2E

[︃
𝑓(x)−

∑︁
𝑗

̃︀𝑘′𝑗𝑓(̃︀x𝑗)

]︃2
+ E

[︃
𝑔(x)−

∑︁
𝑖

𝑘𝑖𝑔(x𝑖)

]︃2
.
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Для слагаемых E
[︁
𝑓(x)−

∑︀
𝑗
̃︀𝑘′𝑗𝑓(̃︀x𝑗)

]︁2
и E [𝑔(x)−

∑︀
𝑖 𝑘𝑖𝑔(x𝑖)]

2 получили задачу

минимизации эквивалентную задаче для однородных данных, причем в первой

задаче минимизируем по коэффициентам ̃︀𝑘′𝑗, а во второй — по коэффициен-

там 𝑘𝑖.

Для 𝑘𝑖 и ̃︀𝑘′𝑗, которые минимизируют ошибку интерполяции в точке для одно-

родных данных выполнено, что ̃︀𝑘′𝑗 = 𝐾𝑓(x−x𝑗), 𝑘𝑖 = 𝐾𝑔(x−x𝑖) для некоторых

симметричных ядер 𝐾𝑓(x− x𝑗), 𝐾𝑔(x− x𝑖).

Далее продолжим доказательство для 𝑓(x) и 𝑔(x) аналогично случаю одно-

родных данных Для E [𝑔(x)−
∑︀

𝑖𝐾𝑔(x− x𝑖)𝑔(x𝑖)]
2 выполнено, что

1

|𝐻|

∫︁
𝑥𝑖∈[0,ℎ𝑖],

𝑖=1,𝑑

E

[︃
𝑔(x)−

∑︁
𝑖

𝐾𝑔(x− x𝑖)𝑔(x𝑖)

]︃2
𝑑x =

=

∫︁
R𝑑

𝐺(𝜔)

⎡⎣[︁1− ̂︀𝐾𝑔(𝜔)
]︁2

+
∑︁

k∈Z𝑑∖{0}

̂︀𝐾2
𝑔

(︀
𝜔 +𝐻−1k

)︀⎤⎦ 𝑑𝜔

Аналогично для интервала [0, ℎ1

𝑚 ]·. . .·[0, ℎ𝑑

𝑚 ] for E
[︁
𝑓(x)−

∑︀
𝑗 𝐾𝑓(x− ̃︀x𝑗)𝑓(̃︀x𝑗)

]︁2
:

𝑚𝑑

|𝐻|

∫︁
𝑥𝑖∈[0,ℎ𝑖𝑚 ],

𝑖=1,𝑑

E

[︃
𝑓(x)−

∑︁
𝑗

𝐾𝑓(x− ̃︀x𝑗)𝑓(̃︀x𝑗)

]︃2
𝑑x =

=

∫︁
R𝑑

𝐹 (𝜔)

⎡⎣[︁1− ̂︀𝐾𝑓(𝜔)
]︁2

+
∑︁

k∈Z𝑑∖{0}

̂︀𝐾2
𝑓

(︀
𝜔 +𝐻−1k

)︀⎤⎦ 𝑑𝜔.

Следовательно,

1

|𝐻|

∫︁
𝑥𝑖∈[0,ℎ𝑖],

𝑖=1,𝑑

E

[︃
𝑓(x)−

∑︁
𝑗

𝐾𝑓(x− ̃︀x𝑗)𝑓(̃︀x𝑗)

]︃2
𝑑x =

=

∫︁
R𝑑

𝐹 (𝜔)

⎡⎣[︁1− ̂︀𝐾𝑓(𝜔)
]︁2

+
∑︁

k∈Z𝑑∖{0}

̂︀𝐾2
𝑓

(︀
𝜔 +𝑚𝐻−1k

)︀⎤⎦ 𝑑𝜔.
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Таким образом, целевая ошибка интерполяции (4.5) имеет вид:

𝜎2
𝐻,𝑚(̃︀𝑢, 𝐹,𝐺, 𝜌) =

∫︁
R𝑑

𝐺(𝜔)

⎡⎣[︁1− ̂︀𝐾𝑔(𝜔)
]︁2

+
∑︁

k∈Z𝑑∖{0}

̂︀𝐾2
𝑔

(︀
𝜔 +𝐻−1k

)︀⎤⎦ 𝑑𝜔+

+ 𝜌2
∫︁
R𝑑

𝐹 (𝜔)

⎡⎣[︁1− ̂︀𝐾𝑓(𝜔)
]︁2

+
∑︁

k∈Z𝑑∖{0}

̂︀𝐾2
𝑓

(︀
𝜔 +𝑚𝐻−1k

)︀⎤⎦ 𝑑𝜔.

Наконец,

𝜎2
𝐻,𝑚(̃︀𝑢, 𝐹,𝐺, 𝜌) = 𝜎2

𝐻(̃︀𝑔,𝐺) + 𝜌2𝜎2
𝐻
𝑚
( ̃︀𝑓, 𝐹 ).

4.5.4 Доказательства для раздела 4.4

В этом разделе приведем доказательство теоремы 4.5.

Доказательство Теоремы 4.5. Минимаксная ошибка интерполяции имеет вид:

𝑅2 =
𝐿𝑔

2

1

𝜋2

(︂
w + (𝑚*)𝑑

𝐵

)︂ 2
𝑑

+ 𝜌2
𝐿𝑓

2

1

𝜋2

(︂
w + (𝑚*)𝑑

(𝑚*)𝑑𝐵

)︂ 2
𝑑

.

Обозначим 𝛿 = (𝑚*)𝑑. Тогда необходимо минимизировать по 𝑎 следующее

выражение
𝐿𝑔

2
(w + 𝛿)

2
𝑑 + 𝜌2

𝐿𝑓

2

(︂
w + 𝛿

𝛿

)︂ 2
𝑑

.

Частные производные по 𝛿 должны равняться 0:

𝐿𝑔

2
(w + 𝛿)

2
𝑑−1 2

𝑑
+ 𝜌2

𝐿𝑓

2

(︂
w + 𝛿

𝛿

)︂ 2
𝑑−1 2

𝑑

−𝑐
𝛿2

= 0.

Следовательно,

𝑚* = 𝑑+2

√︃
w𝜌2

𝐿𝑓

𝐿𝑔
.
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4.6 Выводы

В этом разделе получена минимаксная ошибка интерполяции для регрессии на

основе гауссовских процессов для случая многомерного входа, в том числе и

для разнородных источников данных. Полученные результаты использованы

для оценки ошибки интерполяции в случае наличия источников разнородных

данных. Такая ошибка позволяет охарактеризовать случаи, в которых точность

регрессионной модели может быть улучшена в случае использования разнород-

ных данных.

Более того, получено оптимальное соотношение между размерами выборок

разнородных данных. Предложен мотивированный полученными теоретически-

ми результатами алгоритм выбора соотношения между размерами выборок раз-

нородных данных.
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Глава 5

Приложения разработанных

методов построения

регрессионных моделей

разнородных источников

данных

В данном разделе рассматривается использование разработанных методов для

построения регрессионных моделей разнородных данных для решения приклад-

ных задач индустриальной инженерии. Рассматривается, в каких случаях мо-

гут использоваться подходы, разработанные в исследовании, как полученные

регрессионные модели могут использоваться для оптимизации изделий, каким

образом может быть выбран оптимальным образом план экспериментов.

Для краткости в этой главе будем говорить об источнике данных низкой

точности как о грубой функции, а об источнике данных высокой точности как

о точной функции.
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5.1 Использование предложенных в диссерта-

ции методов для построения регрессионных

моделей разнородных данных

В этом разделе рассматриваются несколько искусственных задач и реальную за-

дачу построения регрессионной модели для характеристик вращающегося дис-

ка в двигателе самолета и оптимизацию формы этого вращающегося диска.

5.1.1 Методология вычислительных экспериментов

Сравниваются четыре перечисленных ниже подхода для построения регресси-

онных моделей разнородных данных, которые затем используются для реше-

ния оптимизационной задачи; последние два подхода впервые предложены в

диссертационном исследовании в разделе 3:

∙ GP — регрессия на основе гауссовских процессов с использованием только

данных от источника данных высокой точности,

∙ VFGP — регрессия на основе гауссовских процессов для данных разной

точности,

∙ SVFGP — регрессия на основе гауссовских процессов для данных разной

точности для больших выборок, описанная в разделе 3.3,

∙ BB VFGP — регрессия на основе гауссовских процессов для данных раз-

ной точности с использованием черного ящика для источника данных низ-

кой точности, описанная в разделе 3.4. В экспериментах используется ис-

ходный план эксперимента такой же, как для VFGP, а для обновления

модели в каждой новой точке подсчитывается значение функции низкой

точности в этой точке.

В качестве ковариационной функции для описанных выше алгоритмов ис-

пользуется широко распространенная квадратичная экспоненциальная ковари-

ационная функция, описанная в разделе 2.1 и в [80]. Для того, чтобы избежать
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обращения плохо обусловленных матриц [68, 74], вводится байесовское априор-

ное распределение для параметров ковариационной функции, аналогичное 2.1.1

и затем используются байесовские оценки параметров, полученные из принци-

па максимума апостериорной вероятности. Кроме того, для повышения устой-

чивости процедуры оценки параметров, в реализованном комплексе программ

используется нормализациях исходных входных и выходных данных.

Для оценки параметров SVFGP используется только подвыборка базовых

точек, в то время как для предсказания значений в новых точках используется

вся выборка.

Оценка качества полученных регрессионных моделей для искусственных

данных проводится с использованием отложенной тестовой выборки, так как

искусственную аналитическую функцию мы можем мгновенно подсчитать в лю-

бом числе точек. Оценка качества моделей для реальных данных проводится с

помощью скользящего контроля [41]. Отметим, что значение грубой функции

в точке используется для построения модели, только если такая точка не при-

надлежит к выбранной тестовой выборке. Для одномерной целевой функции

и тестовой выборки значений точной функции Stest = {xtest
𝑖 , 𝑢test

𝑖 = 𝑢(xtest
𝑖 )}𝑛𝑡

𝑖=1

значение ошибки RRMS для регрессионной модели ̃︀𝑢(x) равно
𝑅𝑅𝑀𝑆(𝐷test, ̃︀𝑢) =

√︃∑︀𝑛𝑡

𝑖=1(̂︀𝑢(xtest
𝑖 )− 𝑢test

𝑖 )2∑︀𝑛𝑡

𝑖=1(𝑢− 𝑢test
𝑖 )2

, (5.1)

здесь 𝑢 = 1
𝑛𝑡

∑︀𝑛𝑡

𝑖=1 𝑢
test
𝑖 . Значение RRMS обычно лежит от 0 до 1. Для регресси-

онных моделей высокого качества значение RRMS близко к 0, а для регресси-

онных моделей низкого качества значения RRMS близки или больше чем 1.

5.1.2 Задача с искусственными данными

Мы рассматриваем задачу построения регрессионной модели для разнородных

данных для широко используемой в литературе искусственной задачи[34]. В

этой задаче точная функция 𝑢(𝑥) и грубая функция 𝑓(𝑥) заданы следующим
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Таблица 5.1 – RRMS ошибки для различных размеров выборки значений точной
функции 𝑛𝑢

𝑛𝑢 6 15 30
GP 0.7102 0.0159 3.83𝑒− 04

VFGP 0.3036 7.42𝑒− 04 1.38𝑒− 04
BB VFGP 0.1610 6.90𝑒− 07 1.67𝑒− 07

образом:

𝑢(𝑥) = (6𝑥− 2)2 sin(12𝑥− 4),

𝑓(𝑥) = 0.5𝑢(𝑥) + 10(𝑥− 1).

Для того, чтобы оценить точность построенных регрессионных моделей ис-

пользуется следующая процедура:

∙ Сгенерировать выборку значений точной функции размера 𝑛𝑢 ≤ 100 с

точками, равномерно распределенными на [0, 1]. Мы рассматриваем 𝑛𝑓 =

6, 15 и 30,

∙ Сгенерировать выборку значений грубой функции с точками из выборки

для точной функции и дополнительными (100−𝑛𝑢) точками, равномерно

распределенными на [0, 1],

∙ Построить регрессионные модели, используя алгоритмы GP, VFGP и BB

VFGP.

∙ Оценить точность построенных регрессионных моделей с помощью тесто-

вой выборки размера 1000 значений точной функции.

Усредняя результаты по 50 запускам для каждого значения 𝑛𝑢, получаем ошиб-

ки RRMS, представленные в Таблице 5.1. Видно, что использование черного

ящика для источника данных низкой точности существенно улучшает качество

моделей для всех рассмотренных значений 𝑛𝑢.
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5.1.3 Задача с искусственными данными для обучающей

выборки большого размера

Для того, чтобы оценить качество предложенных методов, будем использовать

искусственную функцию со множеством локальных особенностей и размерно-

стью входа 𝑑 = 6. Для построения достаточно точной регрессионной модели в

таком случае действительно нужна большая обучающая выборка. В качестве

точной функции 𝑢(x) и грубой функции 𝑓(x) используются

𝑢(x) = 20 +
𝑑∑︁

𝑖=1

(𝑥2𝑖 − 10 cos(2𝜋𝑥𝑖)) + 𝜀𝑢, x ∈ [0, 1]𝑑,

𝑓(x) = 𝑢(x) + 0.2
𝑑∑︁

𝑖=1

(𝑥𝑖 + 1)2 + 𝜀𝑓 , x ∈ [0, 1]𝑑.

Точная функция зашумлена гауссовскм белым шумом 𝜀𝑢 с дисперсией 0.001, и

грубая функция зашумлена гауссовским белым шумом 𝜀𝑓 с дисперсией 0.002.

При генерации выборок используются точки из [0, 1]𝑑 полученные с помо-

щью метода оптимальных латинских гиперкубов OLHS [71]. Для тестирования

свойств экстраполяции ограничивается область генерации точек обучающей вы-

борки до [0, 0.5] вместо [0, 1] по очереди для каждой входной размерности из

6, в то время как точки тестовой выборки равномерно распределены на всем

гиперкубе [0, 1]6. Размер выборки для точной функции равнялся 𝑛𝑢 = 100, раз-

мер выборок, которые использовались в качестве базовых для SVFGP, равнялся

𝑛1 = 1000 во всех экспериментах.

Результаты усреднены по 5 запускам для каждого рассмотренного значе-

ния 𝑛𝑓 .

∙ Таблица 5.2 содержит RRMS ошибки для VFGP, SVFGP и BB VFGP,

∙ Таблица 5.3 содержит RRMS ошибки для VFGP, SVFGP и BB VFGP в

случае использования модели для экстраполяции,

∙ Таблица 5.4 содержит время обучения для алгоритмов VFGP, SVFGP и

BB VFGP.
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Таблица 5.2 – Сравнение ошибок RRMS для VFGP, SVFGP и BB VFGP. При-
ведены так же стандартные отклонения ошибок, подсчитанные на основе про-
веденных 5 запусках для различных обучающих выборок

𝑛𝑓 1000 3000 5000
VFGP 0.0502± 0.0018 0.0170± 0.0005 0.0058± 0.0004
SVFGP 0.0502± 0.0018 0.0305± 0.0010 0.0260± 0.0017

BB VFGP 0.0010± 6 · 10−5 0.00029± 8 · 10−5 0.00017± 8 · 10−6

Таблица 5.3 – Сравнение ошибок RRMS для VFGP, SVFGP и BB VFGP. Экстра-
поляция. Приведены так же стандартные отклонения ошибок, подсчитанные на
основе проведенных 5 запусках для различных обучающих выборок

𝑛𝑓 1000 3000 5000
VFGP 0.3636± 0.1315 0.1351± 0.0075 0.1028± 0.0177
SVFGP 0.3636± 0.1315 0.3281± 0.0186 0.3586± 0.0987

BB VFGP 0.00099± 0.00058 0.00113± 0.00042 0.00034± 0.00010

Ошибки RRMS для SVFGP сравнимы с RRMS ошибкам VFGP для одинаково-

го размера выборки, но время обучения для SVFGP существенно меньше, если

общий размер обучающей выборки равен 5000. Для BB VFGP время обучения в

этом эксперименте совпадает со временем обучения для VFGP, но для размера

выборки 1000 для BB VFGP получаются ошибки меньше, чем при использова-

нии выборки размера 5000 и алгоритма VFGP. В случае экстраполяции модели,

результаты существенно лучше для BB VFGP.

5.1.4 Задача о вращающемся диске

Сравним работу методов построения регрессионных моделей в реальной задаче

построения модели зависимости характеристик вращающегося диска в двига-

теле самолета от его формы, описанной в разделе 1.2.1.

Таблица 5.4 – Сравнение времени обучения в секундах для VFGP, SVFGP и BB
VFGP

𝑛𝑓 1000 3000 5000
VFGP 30.46 852.70 7283.27
SVFGP 30.46 33.42 37.50

BB VFGP 30.38 842.97 7672.60
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Таблица 5.5 – RRMS ошибки для четырех предложенных подходов. Выход 𝑢max

𝑛𝑢 20 40 60 80 100
GP 0.3368 0.1826 0.1305 0.1091 0.0756

VFGP 0.1679 0.0998 0.0822 0.0564 0.0435
SVFGP 0.1018 0.0658 0.0494 0.0427 0.0339

BB VFGP 0.0964 0.0717 0.0503 0.0434 0.0347

Таблица 5.6 – RRMS ошибки для четырех предложенных подходов. Выход 𝑠max

𝑛𝑢 20 40 60 80 100
GP 0.5261 0.3181 0.2164 0.2095 0.1643

VFGP 0.2336 0.2326 0.2058 0.1321 0.1088
SFGP 0.1674 0.1095 0.1023 0.0939 0.0812

BB VFGP 0.1583 0.1283 0.1295 0.0899 0.0793

Построение регрессионных моделей

В данном разделе сравниваются подходы SVFGP (регрессия на основе разре-

женных гауссовских процессов для данных разной точности) и BB VFGP (ре-

грессия на основе гауссовских процессов для данных разной точности с исполь-

зованием черного ящика для грубой функции), предложенные в данной работе,

и широко используемые подходы GP (регрессия на основе гауссовских процес-

сов с использованием только точных данных) и VFGP.

Выборка была получена с помощью техники OLHS. Для построения регрес-

сионной модели использовались выборка размером 𝑛𝑢 значений точной функ-

ции и выборка размером 1000 для грубой функции; 𝑛𝑢 изменялось от 20 до 100.

Для оценки качества модели использовался скользящий контроль для выборки

значений точной функции размером 140 точек. Для SVFGP мы использовали

выборку размером 𝑛𝑓 = 5000 значений грубой функции, из которой случайным

образом выбиралось 𝑛1
𝑓 = 1000 базовых точек.

Результаты представлены в таблице 5.5 для выхода 𝑢max и в таблице 5.6 для

выхода 𝑠max. VFGP работает лучше, чем GP, и оба предложенных в работе под-

хода SVFGP и BB VFGP работают лучше VFGP и GP. В рассмотренной задаче

SVFGP и BB VFGP дают примерно одинаковые значения ошибок скользящего

контроля; таким образом, выбор техники из двух предложенных может быть
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задан дополнительными сведениями о задаче. Например, доступен ли черный

ящик для грубой функции при использовании регрессионной модели, будет ли

использоваться модель для экстраполяции данных и так далее.

5.1.5 Оптимизация формы вращающегося диска

Решается задача оптимизации формы вращающегося диска, описанная в раз-

деле 1.2.1. В представленной задаче несколько целевых функций, поэтому ре-

зультатом оптимизации будет Парето фронт, а не единственная точка.

Один запуск алгоритма оптимизации состоит в данном случае из следующих

шагов:

∙ Сгенерировать начальную выборку размера 30, используя LHS.

∙ Построить регрессионные модели, используя GP, VFGP, SVFGP и BB

VFGP.

∙ Решить задачу мультикритериальной оптимизации, используя в качестве

целевых функций и ограничений их регрессионные модели, полученные

на предыдущем шаге.

∙ Для оценки качества модели подсчитать истинные значения целевых

функций и ограничений.

Для выбранных настроек алгоритма оптимизации размер Парето фронта был

около 30, таким образом, для каждого запуска нам понадобилось около 60 за-

пусков вычислительного кода для точной функции. Так как количество точек,

полученных в результате каждого запуска оптимизации, порядка 300 и всего

было сделано 10 запусков, вместо истинных значений целевых функций и огра-

ничений использовались их регрессионные модели, полученные с использова-

нием всей доступной выборки значений точной функции размеров 500 точек,

расположенных равномерно по всей области дизайна с дополнительными точ-

ками в окрестности целевого Парето фронта.
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Рис. 5.1 – Сравнение Парето фронтов, полученных оптимизацией
регрессионных моделей, построенных с помощью GP, VFGP и BB VFGP с

настоящим Парето фронтом

Примеры полученных Парето фронтов — на рисунке 5.1. Для проведенных

запусков SVFGP и BB VFGP работают лучше, чем GP и VFGP.

Результаты оптимизации представлены в таблице 5.7. Сравниваются мини-

мальные значения для различных взвешенных сумм двух целевых функций

𝑚 и 𝑢max, усредненные по 10 запускам оптимизации для различных началь-

ных выборок. Мы получаем наилучшее значения массы 𝑚, используя алгоритм

SVFGP и наилучшее значение 𝑢max, используя алгоритм BB VFGP, вто время

как алгоритмы GP и VFGP работают хуже. Так же используя BB VFGP мы

получаем существенно большую долю точек в Парето фронте, которые удо-

влетворяют ограничениям оптимизационной задачи, чем для алгоритмов GP,

VFGP и SVFGP. Так как необходимо вычислять значения точной функции во

всех точках Парето фронта, большая доля точек, которые удовлетворяют огра-

ничениям снижает количество лишних вычислений точной функции.

5.2 Построение регрессионных моделей для кры-

ла самолета и для С-образного пресса

Рассматривались задачи построения регрессионных моделей зависимости ха-

рактеристик изделия от его параметров, описанные в разделах 1.2.2 и 1.2.3. В

этом случае использовалась предложенная в диссертационной работе техника
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Таблица 5.7 – Результаты оптимизации для 3 различных алгоритмов построения
регрессионной модели. Представлена доля полученных точек, которые удовле-
творяют ограничениям.

Целевая функция GP VFGP SVFGP BB VFGP
𝑚 16.62 15.69 15.09 15.63

0.8𝑚+ 0.2𝑢max 73.65 70.74 70.71 68.10
0.6𝑚+ 0.4𝑢max 125.10 117.37 116.21 112.55
0.4𝑚+ 0.6𝑢max 176.55 163.89 161.18 156.99
0.2𝑚+ 0.8𝑢max 228.00 210.33 206.12 201.44

𝑢max 279.44 256.77 251.05 245.89
Доля допустимых точек 0.54 0.57 0.55 0.75

MFGP, предназначенная для построения моделей в случае наличия двух и более

различных источников данных, упорядоченных по точности. В силу требова-

ний к задаче вместо ошибки RRMS использовалась ошибка RMAE, которая для

тестовой выборки значений точной функции Stest = {xtest
𝑖 , 𝑢test

𝑖 = 𝑢(xtest
𝑖 )}𝑛𝑡

𝑖=1 и

регрессионной модели ̃︀𝑢(x) имеет вид:

𝑅𝑀𝐴𝐸(𝐷test, ̃︀𝑢) =
√︃∑︀𝑛𝑡

𝑖=1 |̂︀𝑢(xtest
𝑖 )− 𝑢test

𝑖 |2∑︀𝑛𝑡

𝑖=1 |𝑢− 𝑢test
𝑖 |

,

Результаты для задач построения регрессионных моделей для крыла самоле-

та и для С-образного пресса представлены в таблице 5.8. Для задачи построения

регрессионной модели зависимости аэродинамического качества крыла самоле-

та от геометрии крыла и режим полета представленные результаты демонстри-

руют, что для построения модели коэффициента сопротивления использование

дополнительных источников данных низкой точности позволяет улучшить ка-

чество модели, улучшение есть также и при добавлении еще одного источника

данных более низкой точности. Для моделей коэффициента подъемной силы

улучшение не так заметно, но значимо в большинстве проведенных экспери-

ментов.

Для задачи построения модели зависимости прочности C-образного диска

приведенные результаты показывают, что использование разнородных источни-

ков данных значимо улучшает качество для модели максимального смещения,

но слабо улучшает качество модели максимального стресса, так как получен-
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Таблица 5.8 – RMAE ошибки со стандартными отклонениями для реальных за-
дач. Отмеченные знаком * ошибки с 𝑝 < 0.05 меньше ошибок для других тех-
ник (например, в случае если ошибки для техники MFGP существенно меньше
ошибок для техник GP и VFGP)

Выход Размер выборки GP VFGP MFGP
|𝐷1| |𝐷2| |𝐷3|

Задача моделирования крыла самолета
20 40 80 0.8162 0.7874 0.7406*

Коэффициент 50 100 200 0.678 0.616 0.559*

подъемной 100 200 400 0.578 0.523 0.483*

силы 300 300 300 0.396 0.375 0.364*

20 40 80 0.2107 0.2055 0.2043
Коэффициент 50 100 200 0.150 0.147 0.133*

сопротивления 100 200 400 0.129 0.124 0.103*

300 300 300 0.111 0.100 0.093*

Задача моделирования С-образного диска
20 40 80 0.9338 0.9568 0.9239*

Максимальный 50 100 200 0.9178 0.8217 0.8007*

стресс 100 200 400 0.9155 0.7770 0.7668*

300 300 300 0.8564 0.7222 0.7223
20 40 80 0.6653 0.5803 0.4532*

Максимальное 50 100 200 0.4606 0.3417 0.2565*

смещение 100 200 400 0.3087 0.2218 0.1693*

300 300 300 0.1694 0.1504 0.1385*

ные модели максимального стресса в целом не очень высоко качества даже для

достаточно больших выборок размером |𝐷1| = |𝐷2| = |𝐷3| = 300.

5.3 Выбор соотношения между размерами выбо-

рок разнородных данных

Получим качество работы предложенного в главе 4 алгоритма для выбора опти-

мального отношения размеров выборок данных разной точности для заданного

бюджета. Будем использовать искусственные данные, сгенерированные как ре-

ализации гауссовских процессов, и реальные данные, взятые, как правило, из

инженерных приложений.
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(а) w = 5, 𝑟 = 0.8 (б) w = 5, 𝑟 = 0.9 (в) w = 5, 𝑟 = 0.95

(г) w = 10, 𝑟 = 0.8 (д) w = 10, 𝑟 = 0.9 (е) w = 10, 𝑟 = 0.95

Рис. 5.2 – Искусственные данные. Зависимость ошибки RRMS от доли
бюджета, предназначенной для использования источником данных низкой
точности. Мы рассматриваем случай 𝑑 = 3, различных коэффициентов
корреляции 𝑟 и стоимостей использования данных высокой точности w.
Крайние слева и справа точки соответствуют планам экспериментов, для

которых мы используем только данные низкой точности либо только данные
высокой точности. Результаты усреднены по 20 запускам. Пунктирная

вертикальная линия соответствует минимаксно оптимальному отношению
размеров выборок, сплошная линия — реальным полученным ошибкам.

Будем использовать ковариационную функцию Матерна с 𝜈 = 3
2 𝑐𝜃(x −

x′), которая обеспечивает дифференцируемые аппроксимации целевой функ-

ции [80]:

𝑐𝜃(x− x′) = (1 +
√
3d𝜃(x− x′)) exp(−

√
3d𝜃(x− x′)) ,

где d𝜃(x−x′) =
√︁∑︀𝑑

𝑖=1 𝜃𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥′𝑖)
2. Для построение модели регрессии на осно-

ве гауссовских процессов будем использовать байесовские оценки параметров

ковариационной функции [22] полученные с использованием подходов [23], так

как открытые решения как правило требуют ручной подстройки для каждой

конкретной задачи [61].

Качество модели будем измерять оценивая ошибку RRMS (5.1), полученную

на тестовой выборке для искусственных данных или с использованием сколь-
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зящего контроля для реальных данных.

5.3.1 Эксперименты на искусственных данных

В этом разделе будем генерировать искусственные данные как реализации гаус-

совских процессов с заданной ковариационной функцией. Мы следуем модели

𝑢(x) = 𝜌𝑓(x) + 𝑔(x), и генерируем вложенные планы экспериментов, то есть

𝐷𝑢 ⊆ 𝐷𝑓 , точки обучающей выборки равномерно случайно выбираются из

[0, 1]𝑑. Общий бюджет вычислений 300, и стоимость использования 𝑢(x) либо

w = 5, либо w = 10. Так как точные значения 𝜌 и 𝑟 известны, мы используем

их для вычисления 𝛿*.

Рисунки 5.2 показывают зависимость ошибки RRMS от доли бюджета, ис-

пользованной для источника данных низкой точности. Видно, что наша оцен-

ка оптимального значения 𝛿* близка к оптимальному на практике значению

несмотря на то, что используются не сеточные планы экспериментов, и пара-

метры модели регрессии оцениваются по обучающей выборке.

5.3.2 Алгоритмы для сравнения

Мы сравниваем наш алгоритм для оценки оптимального отношения размеров

выборок MinMinimax с четырьмя разными эвристиками:

∙ High — используются только данные высокой точности,

∙ Low — используются только данные низкой точности,

∙ EqualSize — размеры выборок высокой и низкой точности равны,

∙ EqualBudget — доли бюджета, использованные источниками данных

разной точности, равны.

Относительные размеры выборок приведены в таблице 5.9.
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Таблица 5.9 – Размеры выборки данных высокой точности 𝑛𝑢 и данных низкой
точности 𝑛𝑓 для заданного общего бюджета 𝐵

Алгоритм 𝑛u 𝑛f

High 𝐵/w 0
EqualSize 𝐵/(w + 1) 𝐵/(w + 1)

EqualBudget 𝐵/(2w) 𝐵/2
Low 0 𝐵

MinMinimax 𝐵/(w + 𝛿*) 𝛿*𝐵/(w + 𝛿*)

Таблица 5.10 – RRMS ошибки усредненные по 20 запускам скользящего кон-
троля для реальных данных

Задача Номер 𝑑 High EqualSize EqualBudget MinMinimax Low
выхода

Euler 1 11 0.767 0.892 0.846 0.742 0.913
Euler 2 11 0.066 0.077 0.269 0.380 0.397
Airfoil 1 6 0.546 0.594 0.539 0.5221 0.4852
Airfoil 2 6 0.120 0.142 0.130 0.138 0.296

MachAngle 1 2 0.088 0.106 0.195 0.195 0.405
MachAngle 2 2 0.093 0.114 0.171 0.179 0.365
Press12 1 6 0.559 0.601 0.358 0.277 0.284
Press12 2 6 0.443 0.491 0.271 0.176 0.176
Press13 1 6 0.559 0.575 0.386 0.348 0.543
Press13 2 6 0.449 0.485 0.278 0.179 0.179
Disk 1 6 0.299 0.340 0.192 0.193 0.163
Disk 2 6 0.446 0.457 0.299 0.299 0.272
SVM 1 2 0.148 0.149 0.184 0.164 0.608

Supernova 1 3 0.039 0.048 0.018 0.057 0.057
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5.3.3 Эксперименты на реальных данных

Рассматривается набор реальных задач. Первые три задачи (Euler, Airfoil [14],

MachAngle) соответствуют подсчету коэффициентов подъемной силы и со-

противления для крыла самолета в зависимости от геометрии крыла и условий

полета. Следующие две задачи (Press [23], Disk [110]) рассматривают зависи-

мость максимального напряжения и максимального смещения в зависимости

от геометрии изделия. Хотя доступны данные трех различных точностей для

задачи Press, в каждом эксперименте мы используем только две точности. По-

следние две задачи ([48], SVM, Supernova) связаны с моделированием зависи-

мости качества модели от ее параметров. Входные размерности для задач даны

в таблице 5.10.

Бюджет 𝐵 равен 300 для всех задач кроме Euler, так как для этой задачи

доступная выборка данных недостаточного размера. Для того, чтобы сравнение

было представительным, для всех задач w = 5 . Если алгоритм MinMinimax

выдавал 𝑛𝑢 < 1, то для MinMinimax использовался только источник данных

низкой точности. Для MinMinimax использовался коэффициент корреляции

𝑟, подсчитанный по всей выборке. Кроме того, перед построением регресси-

онных моделей проводилась нормализация данных, а именно использовались

нормированные выходы с нулевым средним и единичной дисперсией.

Полученные ошибки представлены в таблице 5.10. Модели, построенные с

помощью выборок, план экспериментов для которых получен с помощью мето-

да MinMinimax, в проведенных экспериментах близки к наилучшим. Однако,

оказалось, что данные могут обладать двумя особенностями: часто невозмож-

но улучшить модель с использованием данных низкой точности для заданного

бюджета; или наоборот необходимо использовать слишком маленькую выборку

данных высокой точности. Например, для набора данных Supernova подход

MinMinimax сработал не очень хорошо, так как предложенный им размер

выборки данных высокой точности — 4, что очевидно недостаточно для по-

строения точной регрессионной модели кокригинга.
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5.4 Выводы

Предложенные в работе алгоритмы были разработаны на языке Matlab. Затем

они были переписаны на языке С++ и вошли в состав разработанного в ком-

пании DATADVANCE программного комплекса, использующегося в двух про-

граммных продуктах компании: pSeven Core (библиотека, содержащая функ-

циональность для интеллектуального анализа данных и многокритериальной

оптимизации) и pSeven (платформа, предназначенная для автоматизации ин-

женерного анализа, многодисциплинарной оптимизации и анализа данных).

Проведенные вычислительные эксперименты на реальных и модельных дан-

ных показывают, что использование предложенных методов приводит к полу-

чению более точных регрессионных моделей за меньшее время. Например, ис-

пользование регрессионной модели, построенной с помощью предложенных в

исследовании методов, для оптимизации формы вращающегося диска позволи-

ло на 20% улучшить качество модели для того же ресурсного ограничения.
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Заключение

В данной диссертации проведены разработка и исследование методов построе-

ние регрессионных моделей разнородных данных в индустриальной инженерии.

В частности:

1. Разработан алгоритм построения нелинейных регрессионных моделей для

выборок разнородных на основе низкоранговой аппроксимации с трудоем-

костью 𝑂(𝜑(𝑛)2𝑛) вместо 𝑂(𝑛3) для стандартного подхода, для которого

значение 𝜑(𝑛) обычно выбирают порядка min(𝑐, 𝑛), где 𝑐 — константа,

задаваемая требованием к качеству модели, причем вычислительные экс-

перименты, в том числе и для реальных задач, демонстрируют, что такой

алгоритм позволяет улучшать качество получаемых регрессионных моде-

лей разнородных данных и время на их построение.

2. Получена оценка качества нелинейной регрессионной модели на основе

гауссовских процессов, в том числе и для источников данных разной точ-

ности, позволяющая оценивать целесообразность использования источни-

ков данных разной точности и оценивать качество модели как для случая,

когда ковариационная функция задана, так и когда лишь известна глад-

кость рассматриваемой целевой функции.

3. Впервые предложен метод выбора соотношения между размерами вы-

борок разнородных данных, максимизирующего качество регрессионной

модели, построенной на основе плана экспериментов с выбранным соот-

ношением размеров выборок разнородных данных, причем такой метод

обеспечивает теоретически оптимальное соотношение между размерами
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выборок и достаточно хорошее качество моделей для широкого класса

задач регрессионного моделирования в индустриальной инженерии.

4. Разработанные методы вошли в состав программного комплекса, предна-

значенного для решения задач анализа данных в индустриальной инже-

нерии, причем особое внимание уделено качеству построенных моделей и

наличию всей необходимой функциональности для построения регресси-

онных моделей разнородных данных и решению оптимизационных задач

с помощью предложенного подхода.

5. С помощью разработанного программного комплекса решен ряд задач ин-

дустриальной инженерии, причем во многих случаях с помощью предло-

женных в диссертации методов построения регрессионных моделей раз-

нородных данных и методов выбора плана экспериментов разнородных

данных, в частности для задачи построения регрессионной модели зави-

симости характеристик вращающегося диска в двигателе самолета от его

формы, крыла самолета от его геометрии и режима полета, С-образного

пресса от его формы.
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