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Общая характеристика работы

Актуальность и степень разработанности темы исследования. По

нятие аттрактора играет важную роль в теории динамических систем. У него

есть много различных определений, среди которых одно из самых распростра

ненных — определение топологического аттрактора:

Определение 1. Топологический аттрактор диффеоморфизма 𝐹 : 𝑀 → 𝑀

— это инвариантное транзитивное подмножество Λ ⊂ 𝑀 , у которого есть при

тягивающая область — непустое открытое множество 𝑈 ⊂ 𝑀 , такое что

∙ Образ замыкания 𝑈 лежит в 𝑈 ;

∙ Λ =
∞⋂︀
𝑛=1

𝐹 𝑛(𝑈).

Однако, не у любого отображения есть топологический аттрактор. Напри

мер, несложно проверить, что топологического аттрактора нет у отображения

окружности с единственной параболической неподвижной точкой

𝑥 ↦→ 𝑥 + 0.1(1 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥). (1)

Более того, К. Бонатти, М. Ли и Д. Янг [1] построили пример 𝐶1 - открытого

множества диффеоморфизмов, в котором диффеоморфизмы без топологиче

ских аттракторов топологически типичны (в 𝐶1-топологии) :

Определение 2. Подмножество называется остаточным, если оно содержит

счетное пересечение открытых всюду плотных подмножеств. Свойство называ

ется топологически типичным в некотором классе динамических систем, если

оно выполнено на некотором остаточном подмножестве этого класса. Свойство

называется локально топологически типичным, если оно выполнено на каком

то остаточном подмножестве некоторого открытого подмножества этого класса.

Еще одним недостатком определения топологического аттрактора являет

ся то, что оно может плохо описывать поведение типичной точки. Так, в работах
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[2], [3, S11.1.2], [4] построен транзитивный сохраняющий границу диффеомор

физм произведения двумерного тора на отрезок, такой что типичная по мере

Лебега точка стремится к одному из двух граничных торов. Но, поскольку отоб

ражение транзитивно, единственный топологический аттрактор — все многооб

разие. Отметим, что множество точек, притягивающиеся к каждому из этих

торов, плотно, поэтому говорят о так называемых перемежающихся бассейнах

притяжения.

Поведение типичной по мере Лебега точки обычно описывают с помощью

SRB-мер.

Определение 3. Пусть диффеоморфизм 𝐹 сохраняет вероятностную меру 𝜈.

Бассейном меры 𝜈 называется множество точек 𝑥, для которых последователь

ность мер

𝛿𝑛𝑥 :=
1

𝑛
(𝛿𝑥 + · · · + 𝛿𝐹𝑛−1(𝑥))

*-слабо сходится к 𝜈. Мера называется SRB мерой, если мера Лебега ее бассейна

положительна.

Однако, не у любого диффеоморфизма есть SRB мера (см [3, S1.6]). Следую

щее определение аттрактора, введенное Дж. Милнором в [5], тоже описывает

поведение типичной по мере Лебега точки.

Определение 4 ([5]). Пусть𝑀 — риманово многообразие. Аттрактором Мил

нора (сам Милнор использовал термин «likely limit set») диффеоморфизма 𝐹 :

𝑀 → 𝑀 называется минимальное по вложению замкнутое подмножество 𝐴𝑀 ⊂

𝑀 , содержащее 𝜔-предельные множества почти всех по мере Лебега точек.

Определения топологического аттрактора и SRB меры требуют, чтобы бассейн

притяжения содержал существенную часть фазового пространства, но не обяза

тельно все фазовое пространство. Поэтому это локальные определения аттрак

тора, и у отображения может быть несколько таких аттракторов или не быть
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ни одного. Определение аттрактора Милнора, напротив, глобальное. У каждо

го отображения существует и единственен аттрактор Милнора (это доказано

в [5]), и к нему притягиваются почти все точки.

В главах 1 и 2 рассматриваются аттракторы Милнора косых произве

дений со слоем окружность: в главе 1 — ступенчатых косых произведений над

сдвигом Бернулли, а в главе 2 — косых произведений над диффеоморфизмом

Аносова.

Определение 5. Рассмотрим множества 𝐵 и 𝑆 и отображение 𝐻 : 𝐵 → 𝐵.

Косым произведением над 𝐻 со слоем 𝑆 называется динамическая система

𝐹 : 𝐵 × 𝑆 → 𝐵 × 𝑆, (𝑏, 𝑠) ↦→ (𝐻(𝑏), 𝑓𝑏(𝑠)).

Множество 𝐵 называют базой, а 𝑆 — слоем. Отображения 𝑓𝑏 : 𝑆 → 𝑆 называют

послойными отображениями.

Пусть Σ𝑠 = {1, . . . , 𝑠}Z — множество бесконечных в обе стороны последователь

ностей 𝜔 = . . . 𝜔−1𝜔0𝜔1 . . . , составленных их символов 1, 2, . . . , 𝑠. Для положи

тельных

𝑝1, . . . , 𝑝𝑠, 𝑝1 + · · · + 𝑝𝑠 = 1

можно задать вероятностную меру Бернулли на Σ𝑠 следующим условием: для

любого 𝑛 вероятность того, что 𝜔𝑛 = 𝑖 равна 𝑝𝑖, и случайные величины 𝜔𝑛 неза

висимы в совокупности. Далее мы для простоты будем считать, что 𝑝𝑖 = 1/𝑠,

хотя доказанные результаты верны и для произвольного выбора 𝑝𝑖. Сдвигом

Бернулли называется отображение

𝜎 : Σ𝑠 → Σ𝑠, (𝜎𝜔)𝑛 = 𝜔𝑛+1,

сдвигающее последовательность на один шаг влево. Ступенчатое косое произ

ведение — это такое косое произведение над сдвигом Бернулли или топологи
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ческой цепью Маркова1, что послойное отображение зависит не от всей точки

базы (являющейся бесконечной в обе стороны последовательностью), а только

от символа на нулевой позиции.

Аттрактор Милнора ступенчатых косых произведений определяется так

же, как и для диффеоморфизмов, но вместо меры Лебега берется произведе

ние (некоторой) меры Бернулли в базе и меры Лебега в слое. Поскольку ги

перболические множества допускают символическое кодирование, ступенчатые

косые произведения тесно связаны с гладкими косыми произведениями над ги

перболическими динамическими системами (например, над подковой Смейла,

соленоидом или диффеоморфизмом Аносова). Поэтому грубые свойства, най

денные в классе ступенчатых косых произведений, можно затем реализовать в

пространстве диффеоморфизмов гладких многообразий (см. работы [6], [7], [8],

[9]).

Два по-настоящему неожиданных явления встречаются в классе косых про

изведений со слоем отрезок с послойными отображениями, сохраняющими гра

ницу отрезка. Первое из них — уже упомянутые выше перемежающиеся бассей

ны притяжения. Отметим, что отображения с перемежающимися бассейнами

локально типичны в классе косых произведений над диффеоморфизмом Ано

сова двумерного тора со слоем отрезок. Кроме того, в этом примере аттрактор

Милнора является объединением двух граничных торов, и он неустойчив по

Ляпунову. Второе — локальная типичность отображений с толстым аттракто

ром ([10], [8]), то есть аттрактором, имеющим положительную, но не полную,

меру Лебега.

Помимо этих примеров, стоит отметить несколько общих результатов о

косых произведениях с одномерным слоем. Аттракторы типичных косых про

изведений со слоем отрезок описаны В. Клепцыным и Д. Волком ([11]). Среди

прочего, в этой работе доказано что существует конечное число SRB-мер, объ

1 В этой диссертации рассматриваются только ступенчатые косые произведения над сдвигом Бернул

ли, поэтому мы не приводим определение топологической цепи Маркова.
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единение бассейнов притяжения которых имеет полную меру Лебега. М. Виана

и Дж. Янг ([12]) доказали последнее свойство для широкого класса частично

гиперболических диффеоморфизмов с одномерным центральным слоением, ко

торый включает в себя косые произведения над диффеоморфизмами Аносова

со слоем окружность.

Свойства ступенчатых косых произведений со слоем окружность в неко

тором смысле похожи на свойства косых произведений со слоем отрезок. А

именно, типичное ступенчатое косое произведение со слоем окружность либо

минимально (т.е. орбита любой точки под действием полугруппы, порожденной

послойными отображениями, плотна), либо все послойные отображения имеют

общую поглощающую область, являющуюся объединением конечного числа от

резков ([13], готовится к публикации).

Как мы писали выше, в классе сохраняющих границу косых произведений

со слоем отрезок локально типичны косые произведения с неустойчивыми ([2])

и толстыми ([8]) аттракторами. Однако, условие сохранения границы выглядит

не очень естественно. Поэтому хочется спросить, найдутся ли такие области,

если не требовать, чтобы край переходил в себя. Оказывается, что их нет:

∙ В главе 1 доказывается, что для топологически типичного ступенчато

го косого произведения над сдвигом Бернулли со слоем окружность или

отрезок аттрактор Милнора устойчив по Ляпунову.

∙ В главе 2 доказывается, что для топологически типичного косого про

изведения со слоем окружность или отрезок над любым транзитивным

диффеоморфизмом Аносова аттрактор Милнора устойчив по Ляпунову и

не толст (то есть либо имеет нулевую меру, либо совпадает со всем фазо

вым пространством);

Доказательства этих двух утверждений похожи друг на друга, случай ступен

чатых косых произведений можно воспринимать как модельный пример для

случая косых произведений над диффеоморфизмом Аносова. Отметим также,
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что у типичного ступенчатого косого произведения с одномерным слоем аттрак

тор Милнора не толст — для слоя отрезок это доказано в [11], а случай слоя

окружность сводится к случаю слоя отрезок в силу [13] (готовится к публика

ции). Также отметим, что вопрос об асимптотической устойчивости аттрактора

остается открытым даже для ступенчатых косых произведений со слоем отре

зок.

В случае произвольных диффеоморфизмов компактных многообразий не-

устойчивость аттракторов по Ляпунову локально топологически типична (И.

Шилин, [14]), но пока открыт вопрос о существовании открытого множества

диффеоморфизмов с неустойчивыми аттракторами. Также открыт вопрос о

том, является ли множество диффеоморфизмов с толстыми аттракторами ло

кально типичным.

Глава 3 посвящена аттракторам Милнора 𝐸𝑢 ⊕ 𝐸𝑐𝑠-частично гиперболи

ческих диффеоморфизмов. Результат этой главы получен совместно с С. Мин

ковым.

Определение 6. Диффеоморфизм 𝐹 : 𝑀 → 𝑀 многообразия называется 𝐸𝑢⊕

𝐸𝑐𝑠-частично гиперболическим, если существуют 𝜆 > 1, 𝜇 < 𝜆, 𝑐 > 0 и два поля

линейных подпространств 𝐸𝑐𝑠
𝑥 ⊂ 𝑇𝑥𝑀 и 𝐸𝑢

𝑥 ⊂ 𝑇𝑥𝑀 , которые инвариантны (т.е.

𝑑𝐹𝑥(𝐸𝑐𝑠,𝑢
𝑥 ) = 𝐸𝑐𝑠,𝑢

𝐹 (𝑥)) и

𝑇𝑥𝑀 = 𝐸𝑐𝑠
𝑥 ⊕ 𝐸𝑢

𝑥 ,

‖𝑑𝐹 𝑛
𝑥 |𝐸𝑐𝑠

𝑥
‖ ≤ 𝑐𝜇𝑛, ‖𝑑𝐹−𝑛|𝐸𝑢

𝑥
‖ ≤ 𝑐𝜆−𝑛.

Отметим, что через каждую точку 𝑥 ∈ 𝑀 можно провести единственное

подмногообразие 𝑊 𝑢(𝑥) ⊂ 𝑀 размерности dim𝐸𝑢, касательное к полю 𝐸𝑢. Это

подмногообразие называют неустойчивым слоем точки 𝑥.

Из теоремы 11.16 из [3] следует, что для любого 𝐶2-гладкого𝐸𝑢⊕𝐸𝑐𝑠-частично

гиперболического диффеоморфизма носитель любой SRB-меры состоит из неустой

чивых слоев. Отметим, что это утверждение играет важную роль в доказатель

стве результатов главы 2. В главе 3 доказывается, что из неустойчивых слоев
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состоит и аттрактор Милнора. Это утверждение было сформулировано Ю.С.

Ильяшенко в [8] как гипотеза. В [8] построено локально типичное множество

сохраняющих край диффеоморфизмов произведения отрезка на двумерный тор

с «толстым» (т.е. имеющим положительную меру, но не совпадающим со всем

фазовым пространством) топологически транзитивным максимальным аттрак

тором. То, что аттрактор Милнора также толст, было сведено к этой гипотезе.

Тем самым доказано существование локально типичного множества сохраняю

щих край диффеоморфизмов с «толстым» аттрактором Милнора.

В главе 4 строится диффеоморфизм Аносова с нетривиальным аттракто

ром Милнора. Результат этой главы получен совместно с К. Бонатти, С. Минко

вым и И. Шилиным. Широко известно (см. [3, S1.3]), что у любого 𝐶2-гладкого

транзитивного диффеоморфизма Аносова есть ровно одна SRB-мера, ее бас

сейн притяжения имеет полную меру Лебега, а ее носитель — все многообразие.

Из этого следует, что аттрактор Милнора — тоже все многообразие. Однако,

доказательство этих фактов основывается на технике контроля искажения, в

которой существенно используется 𝐶2-гладкость. В главе 4 строится пример

𝐶1-гладкого транзитивного диффеоморфизма Аносова на двумерном торе, ат

трактор Милнора которого не равен всему тору. Пример основан на конструк

ции Боуэна ([15]) подковы положительной меры. Поскольку у транзитивного

диффеоморфизма Аносова любой неустойчивый слой плотен (см. [16, §2.1]), ат

трактор Милнора нашего примера не состоит из неустойчивых слоев. Так как

диффеоморфизм Аносова частично гиперболичен, это означает, что в результа

те главы 3 нельзя заменить 𝐶2 на 𝐶1. Также отметим, что для 𝐶1-топологически

типичного транзитивного диффеоморфизма Аносова аттрактор Милнора все

таки совпадает со всем многообразием, доказательство этого факта приводится

в главе 4.

Цель работы. Целью работы являлось изучение свойств аттракторов

Милнора косых произведений со слоем окружность и других частично гипербо

лических диффеоморфизмов.
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Научная новизна. Все результаты диссертации являются новыми. Ос

новные результаты заключаются в следующем

1. Доказано, что для 𝐶𝑟-топологически типичных (при любом 𝑟 ≥ 2) со

храняющих ориентацию косых произведений со слоем окружность над

транзитивным диффеоморфизмом Аносова аттрактор Милнора устойчив

по Ляпунову. Аналогичный результат доказан и для ступенчатых косых

произведений над сдвигом Бернулли.

2. Доказано, что для любого 𝐸𝑢 ⊕ 𝐸𝑐𝑠-частично гиперболического 𝐶2-диф-

феоморфизма аттрактор Милнора состоит из неустойчивых слоев.

3. Построен пример 𝐶1-диффеоморфизма Аносова на двумерном торе, ат

трактор Милнора которого не совпадает со всем тором.

Теоретическая и практическая значимость. Работа носит теоретиче

ский характер. Разработанные в главе 1 методы работы с аттрактором Милнора

ступенчатых косых произведений могут быть полезны при исследовании новых

примеров отображений этого класса. Есть надежда, что результат главы 3 вме

сте с полученной в [17] нормальной формой для косых произведений позволят

существенно упростить построение примера толстого аттрактора в [8].

Методы исследования. В диссертации применялись методы теории ча

стично гиперболических динамических систем. В главах 1 и 2 для доказатель

ства устойчивости по Ляпунову используется лемма о полунепрерывности. В

главах 3 и 4 важную роль играет техника контроля искажения.

Апробация результатов. Основные результаты диссертации рассказы

вались на

∙ внутреннем семинаре (Sem’in) лаборатории математики (UMPA) в ЕНС

Лион, 2014

∙ конференции «Глобальная динамика за рамками равномерной гипербо

личности», Ольмуэ, Чили, 2015
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∙ конференции «Динамика, бифуркации и странные аттракторы», Нижний

Новгород, 2015

∙ конференции «Системы Аносова и современная динамика», Москва, 2016

∙ семинаре «Динамические системы» (Ю.С.Ильяшенко), МГУ, несколько

докладов в разные годы (2013–2016).

Личный вклад автора. Результаты глав 1 и 2 получены лично диссер

тантом, главы 3 — в соавторстве с С. Минковым, а главы 4 — с К. Бонатти, С.

Минковым и И. Шилиным.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

четырех глав, заключения и списка литературы. Список литературы содержит

35 наименований. Общий объем диссертации 109 страниц.

Содержание работы

Во введении обоснована актуальность диссертационной работы, сформу

лирована цель и аргументирована научная новизна исследований, показана тео

ретическая и практическая значимость полученных результатов, представлены

выносимые на защиту научные положения, а также даны основные определе

ния.

Первая глава посвящена изучению свойств милноровского и статистиче

ского аттракторов ступенчатых косых произведений над сдвигом Бернулли со

слоем отрезок или окружность.

Определение 7. Частотой 𝐹𝑟𝑒𝑞(𝑥, 𝑈) попадания орбиты точки 𝑥 в множе

ство 𝑈 будем называть верхний предел

lim sup
𝑁→+∞

1

𝑁
#{𝑛 : 𝐹 𝑛(𝑥) ∈ 𝑈, 0 ≤ 𝑛 < 𝑁}.
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Определение 8. Статистическим 𝜔-предельным множеством точки 𝑥 ∈ 𝑋

(обозначение: 𝜔𝑠𝑡𝑎𝑡(𝑥)) называется множество точек 𝑧 ∈ 𝑋, таких что для любой

окрестности 𝑈 точки 𝑧 выполнено 𝐹𝑟𝑒𝑞(𝑥, 𝑈) > 0.

Статистический аттрактор определяется так же, как милноровский, но вместо

обычных 𝜔-предельных множеств используются статистические:

Определение 9. Статистическим аттрактором называется минимальное

по вложению замкнутое подмножество 𝑋, содержащее 𝜔𝑠𝑡𝑎𝑡(𝑥) для почти всех

по мере Лебега точек 𝑥 фазового пространства.

Как и для милноровского аттрактора, при работе со ступенчатыми косыми

произведениями вместо меры Лебега здесь берут произведение меры Лебега на

слое и меры Бернулли на базе.

Определение 10. Инвариантное подмножество 𝑀 фазового пространства 𝑋

динамической системы (𝑋,𝐹 ) называется устойчивым по Ляпунову, если для

любой его окрестности 𝑈 найдется такая его окрестность 𝑉 , такая что все на

чинающиеся в 𝑉 траектории не покидают 𝑈 .

Фиксируем числа 𝑟, 𝑠 ∈ N, 𝑠 ≥ 2. Пусть 𝑇 = (Diff𝑟
+(𝑆1))𝑠 — множество всех

ступенчатых косых произведений над сдвигом Бернулли со слоем окружность,

таких что послойные отображения 𝑓1, . . . , 𝑓𝑠 являются сохраняющими ориента

цию 𝐶𝑟-диффеоморфизмами.

Теорема. Найдется остаточное множество 𝑅 ⊂ 𝑇 , такое что для любого

ступенчатого косого произведения из 𝑅 статистический аттрактор устой

чив по Ляпунову и совпадает с аттрактором Милнора.

Вторая глава обобщает результаты первой главы на случай частично

гиперболических косых произведений над диффеоморфизмами Аносова.
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Определение 11. Диффеоморфизм 𝐹 : 𝑀 → 𝑀 называется частично гипер

болическим в узком смысле, если существуют такие числа 𝐶 > 0,

0 < 𝜆1 ≤ 𝜇1 < 𝜆2 ≤ 𝜇2 < 𝜆3 ≤ 𝜇3, 𝜇1 < 1 < 𝜆3,

и такое разложение

𝑇𝑥𝑀 = 𝐸𝑠(𝑥) ⊕ 𝐸𝑐(𝑥) ⊕ 𝐸𝑢(𝑥),

что это разложение инвариантно, то есть

𝑑𝑥𝐹 (𝐸𝜏(𝑥)) = 𝐸𝜏(𝐹 (𝑥)), 𝜏 = 𝑠, 𝑐, 𝑢,

и при 𝑛 > 0 выполняются неравенства

𝐶−1𝜆𝑛
1 ||𝑣|| ≤ ||𝑑𝑥𝐹 𝑛𝑣|| ≤ 𝐶𝜇1||𝑣||, 𝑣 ∈ 𝐸𝑠(𝑥), (2)

𝐶−1𝜆𝑛
2 ||𝑣|| ≤ ||𝑑𝑥𝐹 𝑛𝑣|| ≤ 𝐶𝜇2||𝑣||, 𝑣 ∈ 𝐸𝑐(𝑥), (3)

𝐶−1𝜆𝑛
3 ||𝑣|| ≤ ||𝑑𝑥𝐹 𝑛𝑣|| ≤ 𝐶𝜇3||𝑣||, 𝑣 ∈ 𝐸𝑢(𝑥). (4)

Рассмотрим компактное риманово многообразие без края 𝐵. Фиксируем тран

зитивный диффеоморфизм Аносова 𝐴 : 𝐵 → 𝐵. Для 𝑟 ≥ 2 обозначим через 𝑃 𝑟

множество всех косых произведений 𝐹 над 𝐴 со слоем окружность, таких что

∙ 𝐹 — 𝐶𝑟-диффеоморфизм,

∙ 𝐹 частично гиперболично в узком смысле,

∙ слои косого произведения являются центральными слоями, т. е. касаются

𝐸𝑐,

∙ все послойные отображения 𝑓𝑥(𝑦) сохраняют ориентацию 𝑆1.

Теорема A. Существует остаточное (в 𝐶𝑟-топологии) множество 𝑅 ⊂ 𝑃 𝑟,

такое что для любого 𝐹 ∈ 𝑅 статистический аттрактор 𝐹
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∙ совпадает с милноровским аттрактором,

∙ устойчив по Ляпунову,

∙ либо имеет нулевую меру Лебега, либо совпадает со всем фазовым про

странством 𝑋.

Определение 12. Точка называется блуждающей, если все образы некоторой

ее окрестности 𝑈 не пересекают эту окрестность. Объединение всех точек, не

являющихся блуждающими, называется неблуждающим множеством.

Несложно проверить, что аттрактор Милнора всегда лежит в неблуждающем

множестве. Для случая аттрактора нулевой меры удается также доказать, что

неблуждающее множество также имеет нулевую меру.

Следствие B. Для любого 𝐹 ∈ 𝑅 либо неблуждающее множество 𝐹 имеет

нулевую меру Лебега, либо 𝐹 транзитивно, и орбита почти любой по мере

Лебега точки плотна.

В третьей главе доказана следующая теорема:

Теорема C. Пусть 𝐹 : 𝑀 → 𝑀 — 𝐸𝑢 ⊕ 𝐸𝑐𝑠-частично гиперболический

𝐶2-диффеоморфизм. Тогда 𝜔-предельное множество почти любой по мере Ле

бега точки состоит из неустойчивых слоев (т.е. оно либо содержит неустой

чивый слой целиком, либо не пересекает его).

Из этой теоремы следует, что аттрактор Милнора также состоит из неустойчи

вых слоев. Результаты третьей главы получены в соавторстве с С. Минковым.

В четвертой главе доказана следующая теорема:

Теорема D. Существует 𝐶1-гладкий диффеоморфизм Аносова 𝐹ℋ двумерного

тора T2 с 𝑆𝑅𝐵 мерой 𝜈, такой что

∙ ее бассейн имеет полную меру Лебега,
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∙ ее носитель — подкова2 ℋ нулевой меры Лебега,

∙ 𝜔(𝑥) = ℋ для почти любой по мере Лебега точки 𝑥.

В силу последнего пункта этой теоремы аттрактором Милнора диффеоморфиз

ма 𝐹ℋ является подкова ℋ. Результаты четвертой главы получены совместно с

К. Бонатти, С. Минковым и И. Шилиным.

Заключение

Я хочу поблагодарить своего научного руководителю Ю. С. Ильяшенко за

постановку задач и постоянное внимание к работе, В. А. Клепцына, от которого

я узнал много красивых математических сюжетов, и С. Минкова и И. Шилина

за дружескую поддержку и многочисленные вдохновляющие обсуждения.
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