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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèÿì îñöèëëÿöèè
ìíîãîìåðíîé ôóíêöèè ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ èíòåãðàëà
îò ýòîé ôóíêöèè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Èçó÷åíèåì ñâîéñòâ òàêèõ ôóíêöèé çàíèìàëèñü
À.ß. Õèí÷èí, Â. ßðíèê, Äæ.Â.Ñ. Êàññåëñ è äðóãèå ìàòåìàòèêè.

Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ïðèáëèæåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ðàöèîíàëü-
íûìè äðîáÿìè, ïðèíàäëåæàò À. Ëåæàíäðó, Æ. Ëàãðàíæó, Ê. Ãàóññó, Ë. Äèðèõëå, À. Ãóð-
âèöó, Ý. Áîðåëþ è äð. Â îñíîâíîì, âñå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ îäíîìåðíûìè ïðèáëèæå-
íèÿìè, ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà öåïíûõ äðîáåé.

Îäíî èç íàïðàâëåíèé òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé ñâÿçàííî ñ ïðèáëèæåíèåì
ïðîèçâîëüíîãî âåùåñòâåííîãî âåêòîðà Θ = (θ1, . . . , θn) öåëî÷èñëåííûì âåêòîðîì
x = (x1, . . . , xn). Â òàêîãî ðîäà çàäà÷àõ ïëîäîòâîðíûì ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ íàè-
ëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé â ðàçëè÷íûõ íîðìàõ. Îñíîâû ýòîé òåîðèè âîñõîäÿò ê òðóäàìØ. Ýð-
ìèòà, Ã. Ìèíêîâñêîãî, Ã. Âîðîíîãî è äð.

Ôóíêöèÿ ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîÿâèëàñü â òåîðèè äèîôàí-
òîâûõ ïðèáëèæåíèé â âîïðîñàõ, ñâÿçàííûõ ñ ïðèáëèæåíèÿìè èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ðà-
öèîíàëüíûìè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî òî÷êè ðàçðûâà äàííîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþò íàè-
ëó÷øèì ïðèáëèæåíèÿì.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ôóíêöèÿ, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå âñòðå÷à-
åòñÿ â ðàáîòàõ Â. ßðíèêà1.

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå ìíîãîìåðíîé ôóíêöèè ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè â íàèáîëåå îá-
ùåì ñëó÷àå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x = (x1, . . . , xn) � öåëî÷èñëåííûé âåêòîð. Ðàññìîòðèì ìàò-
ðèöó

Θ =

 θ11 . . . θn1
...

. . .
...

θ1m . . . θnm

 ,

ãäå θij � âåùåñòâåííûå ÷èñëà èç èíòåðâàëà [0; 1), 1 6 j 6 m, 1 6 i 6 n, è ñîîòâåòñòâóþùóþ
åé ñèñòåìó ëèíåéíûõ ôîðì

L(x) = LΘ(x) = {Lj(x), 1 6 j 6 m} , Lj(x) =
n∑

i=1

θijxi.

Òîãäà ôóíêöèþ ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

ψΘ(t) = min
xi∈Z

16 max
16i6n

|xi|6t

max
16j6m

∥Lj(x)∥ =

= min
xi∈Z

16 max
16i6n

|xi|6t

max
16j6m

∥θ1jx1 + · · ·+ θnj xn∥,

ãäå ∥ · ∥ îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåãî öåëîãî.
1V. Jarn��k. Zum Khintchineschen "�Ubertragungssatz". Acad. Sci. URSS, 3, Trav. Inst. math., Tbilissi. 1938.

p. 193-216.
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Ïîõîæàÿ ôóíêöèÿ
η(t) = min

xi∈Z
16|x1|2+···+|xn|26t2

max
16j6m

∥Lj(x)∥

èñïîëüçóåòñÿ â ðÿäå äîêàçàòåëüñòâ ó Äæ.Â.Ñ. Êàññåëñà2. Âèäíî, ÷òî îïðåäåëåíèÿ îòëè÷à-
þòñÿ ëèøü òîëüêî íîðìîé â àðãóìåíòå ìèíèìóìà.

Èç òåîðåìû Ìèíêîâñêîãî î âûïóêëîì òåëå ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ψΘ(t) < t−n/m. Ôóíê-
öèÿ ψΘ(t) � êóñî÷íî ïîñòîÿííàÿ, íåâîçðàñòàþùàÿ è óáûâàåò ê íóëþ, êîãäà t ñòðåìèòñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè. Òî÷êè ðàçðûâà äàííîé ôóíêöèè îïðåäåëÿþò íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ
ìàòðèöû Θ â sup-íîðìå.

Òàêæå íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ î ïîâåäåíèè ýòîé ôóíêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðàáîò
À.ß. Õèí÷èíà3 4, ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì ñèíãóëÿðíûõ ìàòðèö, õîòÿ â ðàáîòàõ À.ß. Õèí-
÷èíà â ÿâíîì âèäå ýòà ôóíêöèÿ è íå ïðèñóòñòâóåò.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ìàòðèöûΘ. Äëÿ öåëî÷èñëåííîãî
âåêòîðà x = (x1, . . . , xn) ðàññìîòðèì âåëè÷èíû

M(x) = max
16i6n

|xi|, ζ(x) = max
16j6m

∥Lj(x)∥.

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì íàçûâàòü öåëî÷èñëåííûé âåêòîð x = (x1, . . . , xn) íàèëó÷øèì
ïðèáëèæåíèåì äëÿ ìàòðèöû Θ, åñëè

ζ(x) = min
x′

ζ(x′),

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì íåíóëåâûì öåëûì âåêòîðàì x′ = (x′1, . . . , x
′
n), ïîä÷èíåííûì

óñëîâèþ
1 6M(x′) 6M(x).

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà n = m = 1, âìåñòî ìàòðèöû Θ áóäåì ïèñàòü ÷èñëî α è
ôóíêöèþ ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü òàêèì îáðàçîì

ψα(t) = min
16q6t

||qα||

(çäåñü ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî öåëûì q).
Â òåðìèíàõ ôóíêöèè ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè ìîæíî äàòü îïðåäåëåíèå ñïåêòðà Ëàãðàí-

æà
L = {λ ∈ R : ∃α lim inf

t→+∞
tψα(t) = λ}

è ñïåêòðà Äèðèõëå
D = {λ ∈ R : ∃α lim sup

t→+∞
tψα(t) = λ}.

2Äæ.Â.Ñ. Êàññåëñ. Ââåäåíèå â òåîðèþ äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé. ÈËá Ì.:1961. 213 ñ.
3A. Khintchine. �Uber eine Klasse linearer diophantischer Approximationen. Rendiconti Circ. Math. Palermo.

1926. �50;2. p.170-195.
4À. ß. Õèí÷èí. Ðåãóëÿðíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è îáùàÿ çàäà÷à ×åáûøåâà. Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ.

Ñåð. ìàòåì. 1948. �12:3. Ñ.249�258.
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Î ñïåêòðàõ Ëàãðàíæà è Äèðèõëå ìîæíî ïðî÷èòàòü â êíèãå Ò. Êóçèêà5, â ñòàòüå À.Â. Ìà-
ëûøåâà6 è Â.À. Èâàíîâà7.

Ðåçóëüòàòû î ñïåêòðàõ Ëàãðàíæà è Äèðèõëå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîëó÷åíû ïðè ïî-
ìîùè òåîðèè öåïíûõ äðîáåé.

Èíôîðìàöèþ î ñïåêòðàõ Ëàãðàíæà è Äèðèõëå â á�îëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ ìîæíî íàéòè
â ñòàòüÿõ Ð.Ê. Àõóíæàíîâà8 è Ð.Ê. Àõóíæàíîâà, Ä.Î. Øàöêîâà9.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå Í.Ã. Ìîùåâèòèí è È.Ä. Êàí â ñîâìåñòíîé ðàáîòå10 äîêàçàëè
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Äëÿ äâóõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë α è β, òàêèõ ÷òî α± β ̸∈ Z ðàçíîñòü

ψα(t)− ψβ(t)

áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç ìåíÿåò çíàê ïðè t→ +∞.
Îòñóòñòâèå ôåíîìåíà îñöèëëÿöèè â ìíîãîìåðíûõ ñëó÷àÿõ â îáùåì âèäå äëÿ âñåõ ìàò-

ðèö, ñëåäóåò èç ðàáîò À.ß. Õèí÷èíà11 è Â. ßðíèêà12 î ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåìàõ.
Îïðåäåëåíèå 2.Ìàòðèöà Θ íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè ôóíêöèÿ ψΘ(t) íèêîãäà

íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè t > 1.
Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ψ(t) ìîíîòîííî óáûâàåò ê íóëþ ïðè

t→ +∞ è ψ(t) = o(t−n/m). Íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà Θ ÿâëÿåòñÿ ψ�ñèíãóëÿðíîé, åñëè ïðè
âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t äëÿ ôóíêöèè ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

ψΘ(t) 6 ψ(t).

Âïåðâûå ñóùåñòâîâàíèå ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì áûëî äîêàçàíî À.ß. Õèí÷èíûì â 1926 ã.
ïðè n = 2, m = 1 è ïðè n = 1, m = 2. Îí äîêàçàë ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ψ(t) � ïîëîæèòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ è óáûâàþùàÿ ê íóëþ ïðè
t→ +∞ ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî t. Òîãäà ñóùåñòâóþò äâà, ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Z, âåùåñòâåííûõ ÷èñëà α è β òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ t ñèñòåìà äèîôàíòîâûõ íåðàâåíñòâ

∥x1α+ x2β∥ 6 ψ(t), 1 6 max
j=1,2
|xj| 6 t

5T.W. Cusick, M.E. Flahive. The Marko� and Lagrange spectra. Mathematica surveys and monographs.
1943. p.93.

6À.Â. Ìàëûøåâ. Ñïåêòðû Ìàðêîâà è Ëàãðàíæà (îáçîð ëèòåðàòóðû). Çàïèñêè íàó÷. ñåì. ËÎÌÈ. Èçä-âî
¾Íàóêà¿, Ëåíèíãðàä. îòä., Ë. 1977. �67. Ñ. 5�38.

7Â.À. Èâàíîâ. Î íà÷àëå ëó÷à â ñïåêòðå Äèðèõëå îäíîé çàäà÷è òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé.
Çàïèñêè íàó÷. ñåì. ËÎÌÈ. 1980. �93. Ñ.164�185.

8Ð.Ê. Àõóíæàíîâ. Î âåêòîðàõ çàäàííîãî äèîôàíòîâà òèïà II. Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. 2013. �204:4.
Ñ.3�24

9R.K. Akhunzhanov, D.O. Shatskov. On Dirichlet spectrum for two-dimensional simultaneous Diophantine
approximation. Moscow Journal of Combinatorics and Number Theory. 2013. vol.3, iss. 3-4. pp. 5-23, [pp.
241-259].

10I.D. Kan, N.G.Moshchevitin. Approximations to two real numbers. Uniform Distribution Theory 5. 2010.
no.2. p.79-86.

11A. Khintchine. �Uber eine Klasse linearer diophantischer Approximationen. Rendiconti Circ. Math. Palermo.
1926. �50;2. p.170-195.

12V. Jarn��k. Eine Bemerkung �Uber diophantische Approximationen. Math. Z. 1959. 72:1. p.187-191.
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èìååò öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå (x1, x2) ∈ Z2.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ψ(t) � ïîëîæèòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ è óáûâàþùàÿ ê íóëþ ïðè

t → +∞ ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî t è ïðè ýòîì ôóíêöèÿ tψ(t) ìîíîòîííî
âîçðàñòàåò ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè t→ +∞. Òîãäà ñóùåñòâóþò äâà, ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Z, âåùåñòâåííûõ ÷èñëà α è β òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ t ñèñòåìà äèîôàíòîâûõ íåðàâåíñòâ

max(∥xα∥, ∥xβ∥) 6 ψ(t), 1 6 x 6 t

ðàçðåøèìà â öåëûõ ÷èñëàõ x.
Â. ßðíèê13 äîêàçàë íàëè÷èå ñèíãóëÿðíûõ ìàòðèö ïðè ëþáûõ m è n > 2.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü m � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî,

íå ìåíüøåå, ÷åì äâà. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ψ(t) � ïîëîæèòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ
è óáûâàþùàÿ ê íóëþ ïðè t → +∞ ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî t. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâîM⊂ Rmn, ñîñòîÿùåå èç ìàòðèö Θ ðàçìåðà mn, òàêèõ, ÷òî

• ÷èñëà θij c 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 m ëèíåéíî íåçàâèñèìû âìåñòå ñ åäèíèöåé íàä Z;

• ìàòðèöà Θ ÿâëÿåòñÿ ψ-ñèíãóëÿðíîé.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G ⊂ Rmn ïåðåñå÷åíèå M∩ G èìååò ìîù-
íîñòü êîíòèíóóìà.

Ïðè n = 1 äåëî îáñòîèò íåñêîëüêî ïî-äðóãîìó. Èòàê, ïóñòü n = 1 è Θ = {θj, 1 6 j 6
m}, åñòü íåêîòîðûé íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ñôîðìóëèðóåì îáîáùåíèå òåîðåìû 2,
äîêàçàííîå Ëåñêà14.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü n = 1 è m > 2. Ïóñòü ψ(t) � ïîëîæèòåëüíàÿ, íåïðåðûâíàÿ è
óáûâàþùàÿ ê íóëþ ïðè t→ +∞ ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî t, äëÿ êîòîðîé

lim sup
t→+∞

ψ(t)t = +∞.

Òîãäà ìíîæåñòâî ψ-ñèíãóëÿðíûõ íàáîðîâ Θ = {θj, 1 6 j 6 m}, ñîñòîÿùåå èç àëãåá-
ðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, â ïåðåñå÷åíèè ñ ïðîèçâîëüíûì îòêðûòûì
ìíîæåñòâîì G ⊂ Rm èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Òàê æå íàëè÷èå ñèíãóëÿðíîñòè ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü íåñêîëüêî îáùèõ óòâåðæäå-
íèé ïðè ëþáûõ n è m, êðîìå ñëó÷àÿ (n,m) = (1, 1).

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû Θ ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâû-
ðîæäåííàÿ ìàòðèöà Θ′, ÷òî ðàçíîñòü

ψΘ(t)− ψΘ′(t)

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà íå îñöèëëèðóåò.
Óòâåðæäåíèå 2. Ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Θ, òàêàÿ ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ (â ñìûñëå

ìåðû Ëåáåãà) ìàòðèö Θ′, ðàçíîñòü

ψΘ(t)− ψΘ′(t)

13V. Jarn��k. Eine Bemerkung �Uber diophantische Approximationen. Math. Z. 1959. 72:1. p.187-191.
14J. Leska. Sur un r�esultat de Jarn��k. Acta Arith. 1966. 11. p. 359-364.
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íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà íå îñöèëëèðóåò.
Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò èç òåîðåìû Õèí÷èíà-Ãðîøåâà.
Ïîêàæåì, êàê èç íàëè÷èÿ ñèíãóëÿðíûõ ñèñòåì ñëåäóåò îòñóòñòâèå îñöèëëÿöèè â îáùåì

ñëó÷àå íà ïðèìåðå òåîðåìû 1.
Âîçüìåì ôóíêöèþ ψ(t) = o(t−2), t→∞. Ïóñòü α, β � òå ÷èñëà, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ

óòâåðæäàåò òåîðåìà 1. Âîçüìåì äðóãèå ÷èñëà α1, β1 � ïëîõî ïðèáëèæàåìûå (â ñìûñëå
ëèíåéíîé ôîðìû):

inf
(x1,x2)∈Z2\{(0,0)}

(
∥x1α1 + x2β1∥(max{|x1|, |x2|})2

)
= ε > 0.

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ψ(α,β)(t) <
ε

2
t−2 < ψ(α1,β1)(t),

÷òî îáåñïå÷èâàåò îòñóòñòâèå îñöèëëÿöèè.
Êàê âèäíî èç òåîðåìû 3, âîïðîñ îá îñöèëëÿöèè ðàçíîñòè ψα(t) − ψβ(t) â ñëó÷àå

m = n = 1 ïîëíîñòüþ ðåøåí. Äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè ψα(t) ïîëåçíî
èçó÷èòü èíòåãðàë Iα(t) îò ýòîé ôóíêöèè, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì

Iα(t) =

t∫
1

ψα(ξ)dξ.

Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå îñöèëëÿöèÿ äëÿ ðàçíîñòè Iα(t)− Iβ(t) îòñóòñòâó-
åò. Íàïðèìåð, äëÿ çîëîòîãî ñå÷åíèÿ τ =

√
5+1
2

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
t→∞

Iτ (t)

ln t
=

(
1

2
−
√
5

10

)
: ln

(√
5 + 1

2

)
.

Ïî òåîðåìå II ï.2 ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî β, àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìîå ñ ÷èñëîì τ ,
òàêîå, ÷òî

lim
t→∞

Iβ(t)

ln t
=

6 ln 2

π2
,

è ñëåäîâàòåëüíî ðàçíîñòü Iτ (t)− Iβ(t) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè t→ +∞. Òàêèì îá-
ðàçîì, àíàëîã òåîðåìû 3 îá îñöèëëÿöèè ðàçíîñòè ψα(t)− ψβ(t) äëÿ ðàçíîñòè èíòåãðàëîâ
Iα(t)− Iβ(t) íå èìååò ìåñòà.

Öåëè ðàáîòû.

• Èçó÷åíèå èíòåãðàëà Iα(t), ðàçíîñòè Iα(t)− Iβ(t) ïðè t→ +∞.

• Èçó÷åíèå ðàçíîñòè ψΘ(t)− ψΘ′(t) ïðè t→ +∞ â ñëó÷àÿõ m = 1 è n = 2 èëè m > 2 è
n = 1.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû òåîðèè ÷è-
ñåë, ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ýðãîäè÷åñêàÿ
òåîðèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïîëó÷åíû àâòîðîì
ñàìîñòîÿòåëüíî. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè äàííîé ðàáîòû ìîæíî ñ÷èòàòü ñëåäóþùèå:

• íàéäåíû òî÷íûå ãðàíèöû äëÿ çíà÷åíèÿ ïðåäåëà lim
t→∞

Iα(t)
N(α,t)

, ãäå N(α, t) � êîëè÷åñòâî

çíàìåíàòåëåé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé äëÿ ÷èñëà α íà îòðåçêå [1; t];

• íàéäåíî çíà÷åíèå ïðåäåëà lim
t→∞

Iα(t)
N(α,t)

äëÿ ïî÷òè âñåõ (â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) çíà÷åíèé
÷èñëà α;

• íàéäåíî çíà÷åíèå ïðåäåëà lim
t→∞

Iα(t)
ln t

äëÿ ïî÷òè âñåõ (â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) çíà÷åíèé
÷èñëà α;

• äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûå ÷èñëà α è β, òàêèå ÷òî ðàç-
íîñòü Iα(t)− Iβ(t)→∞ ïðè t→∞;

• ïðèâåäåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ïðåäåëà lim
t→∞

Iα(t)
ln t

äëÿ íåêîòîðîãî
êëàññà ÷èñåë;

• äîêàçàíî, ÷òî ðàçíîñòü ψΘ(t)−ψΘ′(t) ïðè t→∞ ìåíÿåò çíàê áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
ðàç äëÿ ïî÷òè âñåõ ïàð ìàòðèö ðàçìåðà m = 1 è n = 2 èëè m > 2 è n = 1.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð.
Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, è ðàçðàáîòàííûå â íåé ìåòîäû ìîãóò áûòü ïðèìå-
íåíû â çàäà÷àõ òåîðèè äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé, êàñàþùèõñÿ íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øèõ
ïðèáëèæåíèé ê ìíîãîìåðíîìó âåêòîðó. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò èñïîëü-
çîâàòüñÿ â ó÷åáíîì ïðîöåññå â ðàìêàõ ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ è ñïåöèàëüíûõ ñåìèíàðîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ
êîíôåðåíöèÿõ:

• ¾Diophantine Analysis¿ � Àñòðàõàíü, Ðîññèÿ (30 èþëÿ � 3 àâãóñòà 2012);

• ¾Moscow Workshop on Combinatorics and Number Theory¿ � Ìîñêâà (Äîëãîïðóäíûé),
Ðîññèÿ (27 ÿíâàðÿ � 2 ôåâðàëÿ 2014);

• ¾Diophantine Approximation and Related Topics¿ � Îðõóñ, Äàíèÿ (12 èþëÿ � 17 èþëÿ
2015);

è íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ:

• ¾Ìîñêîâñêèé ñåìèíàð ïî òåîðèè ÷èñåë¿ (ðóê. Þ.Â. Íåñòåðåíêî, Í.Ã. Ìîùåâèòèí),
ÌÃÓ;

• Ñåìèíàð êàôåäðû ìàòåìàòèêè è ìåòîäèêè å¼ ïðåïîäàâàíèÿ Àñòðàõàíñêîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ðóê. À.Ã. Êíÿçåâ, Ñ.Ç. Êåíæàëèåâà), ÀÃÓ.
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Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 3 ñòàòüè â âåäóùèõ ðîññèéñêèõ è
çàðóáåæíûõ ðåöåíçèðóåìûõ èçäàíèÿõ [1], [2] è [3].

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ è
áèáëèîãðàôèè. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 69 ñòðàíèö. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò
34 íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè äàí êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð, îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöè-
îííîé ðàáîòû, ñôîðìóëèðîâàíà öåëü è àðãóìåíòèðîâàíà íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèé,
ïðåäñòàâëåíû âûíîñèìûå íà çàùèòó íàó÷íûå ïîëîæåíèÿ.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïîâåäåíèÿ ðàçíîñòè ψΘ(t) − ψΘ′(t)
ïðè t→∞.

Èòàê, â ðàçìåðíîñòè n è m îòëè÷íûõ îò åäèíèöû îáùèõ ðåçóëüòàòîâ îá îñöèëëÿöèè
áûòü íå ìîæåò. Òåì íå ìåíåå ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû ìåòðè÷åñêîãî õàðàêòåðà.

Â ïåðâîé ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà I. Ïóñòü m = 1 è n = 2 èëè m > 2 è n = 1, òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ (â ñìûñëå

ìåðû Ëåáåãà) ìàòðèö Θ è Θ′ ðàçìåðà m× n ðàçíîñòü

ψΘ(t)− ψΘ′(t)

îñöèëëèðóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç ïðè t→ +∞.
Óñòàíîâèì âçàèìíîîäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè èç åäèíè÷íîãî êóáà Ω =

[0; 1]mn è ìàòðèöàìè Θ.
Â ñëó÷àå n=2 è m=1, òî÷êå (α, β)∈[0; 1]2 ñîïîñòàâèì ìàòðèöó Θ = (θ11 θ

2
1) = (α β). Â

ñëó÷àå n = 1 èm > 2 òî÷êå (α1, . . . , αm)∈[0; 1]m ñîïîñòàâèì ìàòðèöóΘ =

(
θ11
.
.
.

θ1m

)
=

(
α1
1
.
.
.

α1
m

)
.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ, m = 1 è n = 2 èëè m > 2 è n = 1, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû I
ïîñòðîèì â êóáå Ω äâà ìíîæåñòâà:

Mk =
{
Θ∈Ω : ψΘ(k) >

ε

kn/m

}
,

Mk =
{
Θ∈Ω : ψΘ(k) 6

ε

kn/m

}
,

ãäå ε � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò m è n. Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ ðÿä ëåìì.
Â ñëó÷àå m = 1 è n = 2.
Ëåììà 1.3. Äëÿ ëþáîãî êâàäðàòà S ñî ñòîðîíîé λ, âåðíû íåðàâåíñòâà

λ2
(

ε

3ζ(2)
− 37

ε2

ζ2(2)

)
6 µ(S∩Mk).

Ëåììà 1.4. Äëÿ ëþáîãî êâàäðàòà S ñî ñòîðîíîé λ âåðíî íåðàâåíñòâî

λ2 − 5λ2ε 6 µ(S∩Mk).

Â ñëó÷àå m > 2 è n = 1.
9



Ëåììà 1.5. Äëÿ ëþáîãî êóáà S ñî ñòîðîíîé λ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

λm − 2(4λε)m 6 µ(S∩Mk).

Ëåììà 1.14. Äëÿ ëþáîãî êóáà S ñî ñòîðîíîé λ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(2λε)m

6
− (68λε2)m

4
6 µ(S∩Mk).

Íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ {Mk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Áîðåëÿ-
Êàíòåëëè, åñëè

µ

(
∞∩
r=1

∞∪
k=r

Mk

)
= 1,

òî åñòü ïî÷òè âñå òî÷êè ìíîæåñòâà Ω ïîïàäàþò â áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ìíîæåñòâ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {Mk}.

Òåîðåìà Øóñòåðà15.
Ïóñòü {Mk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ. Åñëè äëÿ ëþáîãî èçìåðè-

ìîãî ìíîæåñòâà E, òàêîãî ÷òî µ(E) > 0, âûïîëíÿåòñÿ

∞∑
k=1

µ(E∩Mk) = +∞,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mk} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Áîðåëÿ-Êàíòåëëè.
Ëåììà 1.16. Ïóñòü {M1

k} è {M2
k} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â Ω è äëÿ ëþáûõ êóáîâ S1 è S2

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà k0 äëÿ âñåõ k > k0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà µ(M
1
k∩S1) > cµ(S1)

è µ(M2
k∩S2) > cµ(S2), ãäå c � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, òîãäà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {M1
k ×M2

k} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Áîðåëÿ-Êàíòåëëè.
Ïî ëåììàì 1.3, 1.4, 1.5, 1.14 è 1.16 ïîëó÷àåì, ÷òî â êàæäîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ψk =
{
Mk ×Mk

}
è Φk =

{
Mk ×Mk

}
ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Áîðåëÿ-Êàíòåëëè.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïî÷òè âñå ïàðû òî÷åê èç Ω, à çíà÷èò è ïî÷òè âñå ïàðû ìàòðèö ïîïà-
äàþò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ψk} è {Φk} áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç. Åñëè (Θ,Θ′)∈Ψk, òî
ðàçíîñòü ψΘ(t)−ψΘ′(t) > 0 è åñëè (Θ,Θ′)∈Φk, òî ðàçíîñòü ψΘ(t)−ψΘ′(t) < 0, à çíà÷èò äëÿ
ïî÷òè âñåõ ïàð ìàòðèö îñöèëëÿöèÿ ïðîèñõîäèò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç.

Âî âòîðîé ãëàâå äîêàçàíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà ïðè t → +∞ äëÿ èíòåãðàëà
Iα(t). Ïîñêîëüêó, äëÿ ëþáîãî t > 1 âåðíî íåðàâåíñòâî tψα(t) < 1, òî ñðàçó âèäíî, ÷òî
Iα(t) < ln t.

×åðåç N = N(α, t) îáîçíà÷èì âåëè÷èíó, çàäàâàåìóþ óñëîâèåì

qN 6 t < qN+1,

ò.å. êîëè÷åñòâî çíàìåíàòåëåé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé äëÿ ÷èñëà α íà îòðåçêå [1; t].
ßñíî, ÷òî N →∞ ïðè t→∞.
Òåîðåìà II. Äëÿ ïî÷òè âñåõ (â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) ÷èñåë α âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

1) lim
t→∞

Iα(t)

N(α, t)
=

1

2
;

15J. Shuster. On the Borel-Cantelli problem. Canadian Math.Bull. 1970. v.13, 2. p.273-275.
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2) lim
t→∞

Iα(t)

ln t
=

6 ln 2

π2
.

Ïîìèìî ìåòðè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà, äîêàçàíî óòâåðæäåíèå îá ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèÿõ
âåëè÷èí lim

t→∞
Iα(t)
N(α,t)

è lim
t→∞

Iα(t)
ln t

.

Òåîðåìà III. Äëÿ ëþáîãî èððàöèîíàëüíîãî α ∈ (0; 1) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

1) lim sup
t→∞

Iα(t)

N(α, t)
6 1;

2) lim inf
t→∞

Iα(t)

N(α, t)
> 1

2
−
√
5

10
.

Èñïîëüçóÿ àïïàðàò öåïíûõ äðîáåé, ìîæíî ïîëíîñòüþ îòâåòèòü íà âîïðîñ î ïîâåäåíèè
ôóíêöèè ψα(t). Âûïèøåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëû ñ öåïíûìè äðîáÿìè16.

Îáûêíîâåííàÿ öåïíàÿ äðîáü äëÿ ÷èñëà α � ýòî êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå âûðàæåíèå
âèäà

α = [a0; a1, a2, . . .] = a0 +
1

a1 +
1

a2 + . . .

,

ãäå a0 ∈ Z, aν ∈ N.
Ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè ê α íàçûâàþòñÿ ðàöèîíàëüíûå äðîáè âèäà

pν
qν

= [a0; a1, a2, . . . , aν ] = a0 +
1

a1 +
1

a2 + · · ·+
1

aν

.

Ïåðåéäåì ê ôóíêöèè ψα(t). Ïðè qν 6 t < qν+1 áóäåò èìåòü ìåñòî ðàâåíñòâî

ψα(t) = ||qνα|| = |qνα− pν |.

Èçâåñòíà ôîðìóëà äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ÷èñëà α åãî ïîäõîäÿùåé äðîáüþ pn
qn
, êîòîðàÿ èìååò

âèä

|qνα− pν | =
1

qν(αν+1 + α∗ν)
, (1)

ãäå

αν+1 = [aν+1; aν+2, ...], α∗ν = [0; aν , aν−1, ..., a1] =
qν−1
qν

.

Ôîðìóëà (??) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü èíòåãðàë Iα(t) â âèäå ñóììû

Iα(t) =
N∑
ν=1

Sν(α) + AN+1(α, t),

ãäå

Sν(α)=
(1− α∗ν)αν+1

αν+1 + α∗ν

16À.ß. Õèí÷èí. Öåïíûå äðîáè. Ì.:Ôèçìàòëèò, 1960. 112 ñ.
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è

AN+1(α, t) =

(
t

qN+1
− α∗N+1

)
αN+2

αN+2 + α∗N+1

.

Òàêæå íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåïðåðûâíûå äðîáè ñ âåùåñòâåííûìè íåïîëíûìè ÷àñòíûìè
x = (x1, x2, . . .), ãäå xi ∈ [1; +∞), i ∈ N. Â ýòîì ñëó÷àå âñå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ïîõîæèì
îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

Sν(x) =
(1− α∗ν(x))αν+1(x)

αν+1(x) + α∗ν(x)
, Gn(x) =

n∑
ν=1

Sν(x).

Ìîæíî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

Iα(t) = GN(x) +O(1).

Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ ðÿä ëåìì î ïîâåäåíèè ñóììû GN(x).
Ëåììà 2.1. Ôóíêöèÿ Gn(x) âîçðàñòàåò ïî êàæäîìó èç ïåðâûõ n+ 1 àðãóìåíòó.

Ìèíèìóì ïðåäåëà lim
t→∞

Iα(t)
N(α,t)

äîñòèãàåòñÿ íà ÷èñëàõ ýêâèâàëåíòíûõ çîëîòîìó ñå÷åíèþ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû II íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç ýðãîäè÷åñêîé
òåîðèè. Îñíîâíûå íóæíûå íàì ïîíÿòèÿ è óòâåðæäåíèÿ èìåþòñÿ â êíèãå17.

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå Ãàóññà T : [0; 1)→ [0; 1), çàäàâàåìûé ôîðìóëîé

Tx =


{

1
x

}
, ïðè x ̸= 0;

0, ïðè x = 0.

Åñëè äëÿ ÷èñëà x èçâåñòíî åãî ðàçëîæåíèå â öåïíóþ äðîáü x = [0; a1, a2, a3, . . .], òî ïðåîá-
ðàçîâàíèå Tx ñäâèãàåò ýòó öåïíóþ äðîáü íà îäèí øàã

Tx = [0, a2, a3, . . .].

Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàóññà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

µ(A) =
1

ln 2

∫
A

1

1 + x
dx.

Åñòåñòâåííûì ðàñøèðåíèåì äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàóññà áóäåò àâòîìîðôèçì
T̂ : [0; 1)2 → [0; 1)2, îïðåäåëÿåìûé êàê

T̂ (x, y) =


({

1
x

}
, 1

[ 1x ]+y

)
, ïðè x ̸= 0;

(0, y), ïðè x = 0.

17È.Ï. Êîðíôåëüä, ß.Ã. Ñèíàé, Ñ.Â. Ôîìèí. Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðèÿ. Ì.:Íàóêà, 1980. 384 ñ.
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Ó åñòåñòâåííîãî ðàñøèðåíèÿ T̂ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà åñòü

µ2(A) =
1

ln 2

∫∫
A

1

(1 + xy)2
dxdy.

Ïðåîáðàçîâàíèå T̂ ýðãîäè÷íî è, ñîãëàñíî òåîðåìå Áèðêãîôà-Õèí÷èíà, äëÿ ëþáîé àáñî-
ëþòíî èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f(x, y) âûïîëíÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

lim
n→+∞

1

n

n∑
ν=1

f
(
T̂ ν(x, y)

)
=

1

ln 2

1∫
0

1∫
0

f(x, y)dxdy

(1 + xy)2
,

êîòîðîå âåðíî äëÿ ïî÷òè âñåõ (x, y) ∈ [0, 1)2.

Åñëè íà òî÷êó (x, y) ïîäåéñòâîâàòü ïðåîáðàçîâàíèåì T̂ ν , òî

T̂ ν(x, y) =

(
T ν(x),

qν−1 + ypν−1
qν + ypν

)
,

ãäå pν
qν
� ïîäõîäÿùèå äðîáè äëÿ x.

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå
̂̂
T : [0; 1)2 → [0; 1)2, êîòîðîå îïðåäåëèì òàê

̂̂
T

(
z1
z2

)
=

(
T̂ (z1)

T̂ (z2)

)
, z1, z2 ∈ [0; 1)2.

Åãî èíâàðèàíòíàÿ ìåðà åñòü µ2(z1)× µ2(z2). Ïðåîáðàçîâàíèå
̂̂
T ýðãîäè÷íî, ýòî ñëåäóåò èç

òîãî, ÷òî T̂ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïåðåìåøèâàíèÿ.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x, y) =
1− y
1 + xy

.

Ïîñêîëüêó
1∫

0

1∫
0

1− y
(1 + xy)3

dxdy =
ln 2

2
,

òî ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Áèðêãîôà-Õèí÷èíà, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

lim
n→∞

1

n

n∑
ν=1

f
(
T̂ ν(x, y)

)
=

1

2
. (2)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, áëèçêî ê èñïîëüçîâàâøåìóñÿ â ðàáîòå18.
Ëåììà 2.7. Äëÿ ëþáîãî (x, y) ∈ [0; 1)2 è ëþáîãî n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

n∑
ν=1

∣∣∣f (T̂ ν(x, y)
)
− f

(
T̂ ν(x, 0)

)∣∣∣ < 4.

18K. Dajani, C. Kraaikamp. A Note on the Approximation by Continued Fractions under an Extra Condition.
New York Journal of Mathematics. 1998. �3A. p. 69-80.
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Ñëåäñòâèå 2.5. Äëÿ ëþáîãî y ∈ [0; 1] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
n→∞

1

n

n∑
ν=1

f
(
T̂ ν(x, y)

)
= lim

n→∞

1

n

n∑
ν=1

f
(
T̂ ν(x, 0)

)
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ìíîæåñòâî òåõ òî÷åê (x, y) ∈ [0; 1)2, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

lim
n→∞

1

n

n∑
ν=1

f
(
T̂ ν(x, y)

)
=

1

2
.

Ìåðà ìíîæåñòâà R ðàâíà 1. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ

R̃ = {x ∈ [0; 1)|∃y : (x, y) ∈ R}.

Ìåðà ìíîæåñòâà R̃ òîæå áóäåò ðàâíà 1. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.5 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

lim
t→∞

Iα(t)

N(α, t)
= lim

n→∞

Gn(α)

n
=

1

n

n∑
ν=1

f
(
T̂ ν(x, 0)

)
=

1

2
.

Òàê æå íàì ïîíàäîáèòñÿ òåîðåìà Ëåâè19.
Òåîðåìà Ëåâè. Äëÿ ïî÷òè âñåõ (â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) α ∈ (0; 1) èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

lim
n→∞

ln qn
n

=
π2

12 ln 2
.

Èç òåîðåìû Ëåâè ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ α âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

lim
t→∞

ln t

N(α, t)
=

π2

12 ln 2
.

Ïóíêò 2) òåîðåìû II ïîëó÷àåòñÿ èç ïóíêòà 1) òåîðåìû II è ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà.
Îöåíêè, ïðèâîäèìûå â òåîðåìå III òî÷íû. Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåî-

ðåìà.

Òåîðåìà IV. Äëÿ ëþáîãî d ∈
[
1
2
−
√
5

10
; 1
]
ñóùåñòâóåò α, òàêîå ÷òî

lim
t→∞

Iα(t)

N(α, t)
= d.

Â ðàáîòå äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ èíòåãðàëîâ.
Òåîðåìà V. Ïóñòü q0, q1, . . . , qn, . . . è r0, r1, . . . , rn, . . . � ñóòü çíàìåíàòåëè ïîäõîäÿùèõ

äðîáåé äëÿ α è β ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ (â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) ïàð
(α, β) ∈ [0, 1]2 âåðíî íåðàâåíñòâî

lim inf
n→∞

|Iα(qn)− Iβ(rn)| < +∞.

19P. Levy. Th�eorie de l'addition des variables al�eatoires. Paris:Gauthier-Villars. 1937. 320p.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Õàëàñà20.
Òåîðåìà Õàëàñà. Äëÿ ëþáîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè φ(p) è ëþáîãî ýðãîäè÷åñêîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ T ïðîñòðàíñòâà R êîíå÷íîé ìåðû âûðàæåíèå

n−1∑
ν=0

φ (T νp)− n
∫
R

φ(p)dµ

äëÿ ïî÷òè âñåõ (â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) p, ìåíÿåò çíàê áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç â ñëàáîì
ñìûñëå, ò.å. ýòà ðàçíîñòü íå ìîæåò áûòü ïîñòîÿííî ïîëîæèòåëüíîé èëè îòðèöàòåëü-
íîé.

Ïðèìåíÿÿ ýòó òåîðåìó ê ýðãîäè÷åñêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ
̂̂
T , ïîëó÷èì

Ñëåäñòâèå 2.4. Äëÿ ïî÷òè âñåõ (z1, z2) = (x1, y1, x2, y2) ∈ [0, 1)2 × [0, 1)2 è äëÿ ëþáîé
µ2 � èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f(z) = f(x, y) ðàçíîñòíàÿ ôóíêöèÿ

n∑
ν=1

f
(
T̂ νz1

)
−

n∑
ν=1

f
(
T̂ νz2

)
ìåíÿåò çíàê áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç â ñëàáîì ñìûñëå.

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå äîêàçûâàþòñÿ ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ïðåäåëîâ
lim

t→+∞
Iα(t)
N(α,t)

è lim
t→∞

Iα(t)
ln t

äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ÷èñåë.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ôîðìóë è îïðåäåëåíèé èç òåîðèè î êîíòèíóàíòàõ.
Îïðåäåëåíèå 2.6 Êîíòèíóàíò ⟨a1, . . . , an⟩ ñîäåðæèò n ïåðåìåííûõ è îïðåäåëÿåòñÿ

ðåêóðåíòíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
⟨⟩ = 1,
⟨a1⟩ = a1,
⟨a1, . . . , an⟩ = an⟨a1, . . . , an−1⟩+ ⟨a1, . . . , an−2⟩.

Êîíòèíóàíòû ñâÿçàíû ñ öåïíûìè äðîáÿìè

[a0; a1, a2, . . . , an] =
⟨a0, . . . , an⟩
⟨a1, . . . , an⟩

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A è A− ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïðîèçâîëüíîé äëèíû
(a1, a2, . . . , ak) è (a1, a2, . . . , ak−1) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ ïðåäåëîâ lim
N→+∞

Iα(t)
N

è lim
t→∞

Iα(t)
ln t

äëÿ êâàäðàòè÷íûõ èððàöèî-

íàëüíîñòåé.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷èñëà âèäà α = [a1, a2, . . . , ak]. Îáîçíà÷èì

←−α = [ak, ak−1, . . . , a1].
Êàê èçâåñòíî ⟨a1, a2, . . . , ak⟩ = ⟨ak, ak−1, . . . , a1⟩. Îáîçíà÷èì íàáîð èç k + 2 ÷èñåë ÷åðåç
X =

(
1
←−α , a1, a2, . . . , ak, α

)
=
(

1
←−α , A, α

)
.

Ëåììà 2.10. Äëÿ ÷èñåë α = [a1, a2, . . . , ak] âåðíû ðàâåíñòâà

lim
N→+∞

Iα(t)

N
=
Gk(X)

k
,

20G. Halasz. Remarks on the remainder in Birkho�'s ergodic theorem. Acta Mathematica Academiae
Scientiarum Hungarica. 1976. vol. 28 (3-4). p.389-395.
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lim
t→∞

Iα(t)

ln t
=

Gk(X)

ln(⟨A⟩+ ⟨A−⟩α)
.

Ñëåäñòâèå 2.7 Åñëè lim
n→+∞

n
√
a1a2 · . . . · an = +∞, òî lim

t→∞
Iα(t)
ln t

= 0.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ïðåäåëîâ äëÿ ÷èñëà e. Ðàçëîæåíèå ÷èñëà e â öåïíóþ äðîáü âû-
ãëÿäèò òàê e = [2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, . . . , 1, 1, 2n − 2, 1, 1, 2n, . . .]. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì
n ýòî ðàçëîæåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ïåðèîäè÷åñêîå [1, 1,+∞] è ñ÷èòàòü, ÷òî
X =

(
1
∞ , 1, 1,∞

)
.

Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ G1(X) = 1, G2(X) = 0 è G3(X) = 0, 5 è, ïðèìåíèâ ëåììó 2.10,
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

lim
N→+∞

Ie(t)

N
=

1

2
.

Òàê êàê lim
n→+∞

3n
√
2nn! = +∞, òî ïî ñëåäñòâèþ 2.7 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ÷èñëà e âûïîë-

íÿåòñÿ ðàâåíñòâî lim
t→∞

Ie(t)
ln t

= 0.
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