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Ââåäåíèå

0.1 Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûð¼õ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòå-

ðàòóðû.

1. Â ïåðâîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâå-

äåíèé L - ðÿäîâ Àðòèíà - Âåéëÿ íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë; ýòà òåìàòè-

êà âîñõîäèò ê ìîåé êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè [26] - [30]. Èçëîæåíèå îñíîâàíî

íà ìîèõ ðàáîòàõ 1980-ûõ ãîäîâ [121], [123], [132], [133] (ñì. òàêæå [124], [128]).

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû.

Çàôèêñèðóåì ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë k è îáîçíà÷èì ÷åðåç I0(k) ìîíî-

èä íåíóëåâûõ öåëûõ èäåàëîâ ýòîãî ïîëÿ. Áóäåì íàçûâàòü ðÿä Äèðèõëå

(L1 ∗ · · · ∗ Lr)(s) :=
∑

n∈I0(k)

Nk/Qn
−s

r∏
i=1

ai(n)

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (ôîðìàëüíûõ) ðÿäîâ Äèðèõëå

Li(s) :=
∑

n∈I0(k)

ai(n)Nk/Qn
−s, 1 ≤ i ≤ r,

íàä ïîëåì k. Ïîëîæèì

C0 := {x+ iy|(x, y) ∈ R2, x > 0} è C(0) := {iy|y ∈ R}.

Ïðè 1 ≤ i ≤ r ðàññìîòðèì (íåïðåðûâíûå) êîíå÷íîìåðíûå íîðìèðîâàííûå

ïðåäñòàâëåíèÿ

ρi : W (k)→ GL(di,C)

ãðóïïû ÂåéëÿW (k) ïîëÿ k è îòâå÷àþùèå ýòèì ïðåäñòàâëåíèÿì L - ôóíêöèè

Âåéëÿ L(χi, s), χi := tr ρi. Ïîëîæèì

Li(s) := L(χi, s), ~χ := (χ1, ..., χr) è L(~χ, s) := (L1 ∗ · · · ∗ Lr)(s).



5

Ïðåäïîëîæèì, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ÷òî ñòåïåíè di ïðåäñòàâëåíèé ρi óäî-

âëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

r ≥ 2 è d1 ≥ d2 ≥ ... ≥ dr ≥ 2. (0.1.1)

Òåîðåìà 0.1.1. Åñëè d1 = d2 = r = 2, òî ôóíêöèÿ s 7→ L(~χ, s) ìåðîìîðô-

íà íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ýòà ôóíêöèÿ

ìåðîìîðôíà â ïîëóïëîñêîñòè C0, à ïðÿìàÿ C(0) ÿâëÿåòñÿ å¼ åñòåñòâåííîé

ãðàíèöåé.

Ïðè 1 ≤ i ≤ r ðàññìîòðèì êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé ki|k ñòåïåíè di :=

[ki : k], ïîëîæèì Li(s) := L(ψi, s), ãäå L(ψi, s) åñòü L - ðÿä Hecke ïîëÿ ki ñ

õàðàêòåðîì ψi; ïóñòü

~ψ := (ψ1, ..., ψr) è L(~ψ, s) := (L1 ∗ · · · ∗ Lr)(s).

Ïðåäïîëîæèì, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ÷òî ñòåïåíè di ðàñøèðåíèé ki|k óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèþ (1).

Òåîðåìà 0.1.2. Åñëè d1 = d2 = r = 2, òî ôóíêöèÿ s 7→ L(~ψ, s) ìåðîìîðô-

íà íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ýòà ôóíêöèÿ

ìåðîìîðôíà â ïîëóïëîñêîñòè C0, à ïðÿìàÿ C(0) ÿâëÿåòñÿ å¼ åñòåñòâåííîé

ãðàíèöåé.

Òåîðåìà 1 åñòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò âòîðîé ãëàâû äèññåðòàöèè; âàæíîé òåõ-

íè÷åñêîé ëåììîé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åííîå â ýòîé

ãëàâå îáîáùåíèå òåîðåìû ïëîòíîñòè ×åáîòàð¼âà (ñð. [132]). Òåîðåìà 2 ëåãêî

ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.

Íåñêîëüêî ñëîâ îá èñòîðèè ïðîáëåìû, ðàññìàòðèâàåìîé â ýòîé ãëàâå. Â 1950

ã. Þ.Â. Ëèííèê îïðåäåëèë ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå L-ðÿäîâ Ãåêêå íàä ïîëåì

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Âåñíîé 1962 ãîäà Þðèé Âëàäèìèðîâè÷ Ëèííèê ïðåä-

ëîæèë ìíå çàíÿòüñÿ èçó÷åíèåì ñâîéñòâ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé L - ðÿäîâ

Ãåêêå äâóõ êâàäðàòè÷íûõ ïîëåé, è ÿ íàïèñàë êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ íà
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ýòó òåìó. Â 1965 ã. À.È. Âèíîãðàäîâ ïðîäîëæèë ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå L-

ðÿäîâ Ãåêêå â ïîëóïëîñêîñòü

C1/2 := {x+ iy|(x, y) ∈ R2, x > 1/2},

à â 1971 ã. Ï.Ê.É. Äðàêñë óñèëèë ðåçóëüòàò Âèíîãðàäîâà, ïðîäîëæèâ ýòó

ôóíêöèþ â ïîëóïëîñêîñòü C0. ×åðåç íåñêîëüêî ëåò ïîñëå ýòîãî ñòàëî ÿñíî

(ñì., íàïðèìåð, [121]), ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå L - ðÿäîâ Ãåêêå äâóõ

êâàäðàòè÷íûõ ïîëåé íàä ëþáûì ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë âûðàæàåòñÿ

÷åðåç îáû÷íûå L - ðÿäû Ãåêêå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåîðåìà 5 ïîêàçûâàåò, ÷òî

â îáùåì ñëó÷àå ðåçóëüòàò Äðàêñëà íåóëó÷øàåì: çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ äâóõ

êâàäðàòè÷íûõ ïîëåé, ïðÿìàÿ C(0) åñòü åñòåñòâåííàÿ ãðàíèöà îïðåäåëÿåìîé

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì L - ðÿäîâ Ãåêêå (è ìåðîìîðôíîé â C0) ôóíêöèè.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 4 è 5, âîñõîäÿùàÿ ê êëàññè÷åñêèì ðàáîòàì

Ëàíäàó - Âàëüôèøà è Ýñòåðìàíà (ñð. [122]), ïðèíàäëåæèò Í. Êóðîêàâà

(ñì. [107], [108]). Ïðèâåä¼ííîå â äèññåðòàöèè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 4 è 5

èñïîëüçóåò òåõíèêó, ðàçâèòóþ â ìîèõ ðàáîòàì [121], [123], [124], [128], [127],

[132] è [133]. Â ðàáîòå Êóðîêàâà [109] ýòè òåîðåìû äîêàçàíû ïî-èíîìó.

2. Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå öåëûõ òî÷åê íà àôôèííûõ

òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, îïðåäåë¼ííûõ íàä êîëüöîì öåëûõ ðàöèîíàëü-

íûõ ÷èñåë. Ïðîñòåéøèå ìíîãîîáðàçèÿ òàêîãî ðîäà - ýòî êâàäðèêè âèäà

Spec Z[x]/(F (x)), ãäå f(x1, x2) è g(x3, x4) ñóòü áèíàðíûå ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåë¼ííûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû ñ öåëûìè ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

è F (x) := f(x1, x2) − g(x3, x4). Ðàñïðåäåëåíèå öåëûõ òî÷åê íà òàêèõ ãèïåð-

ïîâåðõíîñòÿõ èçó÷àëîñü â ìîèõ ïåðâûõ ðàáîòàõ [26] - [30]. Â ðàáîòàõ [129],

[130], [136] èññëåäóåòñÿ ìíîæåñòâî öåëûõ òî÷åê íîðìåííûõ ìíîãîîáðàçèé;

öåëûå òî÷êè àôôèííûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé èçó÷àþòñÿ â ðàáîòàõ [137]

- [140] è â �4 ýòîé ãëàâû. Îïðåäåë¼ííîå íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãî ïîïàðíî íåèçîìîðô-

íûõ ìîäåëåé íàä êîëüöîì öåëûõ ýòîãî ïîëÿ. Öåëûå ìîäåëè àëãåáðàè÷åñêèõ



7

òîðîâ è àôôèííûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé èçó÷àþòñÿ â ñîâìåñòíûõ

ðàáîòàõ [14], [6], [15]. Â �2 ýòîé ãëàâû ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ

è ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ òåîðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ è àôôèííûõ

òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, îïðåäåë¼ííûõ íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì íóëåâîé

õàðàêòåðèñòèêè. Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêèé òîð T , îïðåäåë¼ííûé íàä

ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë k, è îáîçíà÷èì ÷åðåç o êîëüöî öåëûõ ïîëÿ k. Â

�3 ñòðîÿòñÿ åñòåñòâåííàÿ ÿâíî çàäàííàÿ o - öåëàÿ ìîäåëü T àëãåáðàè÷åñêîãî

òîðà T è ñîîòâåòñòâóþùèå öåëûå ìîäåëè àôôèííûõ T - òîðè÷åñêèõ ìíî-

ãîîáðàçèé. Ïîñòðîåííàÿ o - ñõåìà T ÿâëÿåòñÿ ïðèâåä¼ííîé ñòðîãî ïëîñêîé

ñõåìîé; áîëåå òîãî, åñëè òîð T ðàñùåïëÿåòñÿ íàä (êîíå÷íûì) àëãåáðàè÷åñêèì

ðàñøèðåíèåì ïîëÿ k áåç âûñøåãî âåòâëåíèÿ, òî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åäèíèöû

ñõåìû T èçîìîðôíà ñâÿçíîé êîìïîíåíòå åäèíèöû ìîäåëè Íåðîíà-Ðåéíî

òîðà T [6, òåîðåìà 3]. Â îáùåì ñëó÷àå ãëàäêóþ o - öåëóþ ìîäåëü òîðà T

ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñõåìû T ðàçðåøåíèåì îñîáåííîñòåé. Èçëîæåíèå â �2 è

�3 ñëåäóåò íàøåé ñîâìåñòíîé ñ Á.Ý. Êóíÿâñêèì ðàáîòå [15].

3. Â òðåòüåé ãëàâå îáñóæäàþòñÿ òåîðåìû î áåñêîíå÷íîñòè ÷èñëà ïðîñòûõ

÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ ïîëèíîìàìè òðåòüåé ñòåïåíè îò äâóõ ïåðåìåííûõ, è

íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ ýòèõ òåîðåì. Óïîìÿíóòûå òåîðåìû (è èõ ñëåäñòâèÿ) äî-

êàçàíû â äâóõ ñîâìåñòíûõ ñ Ä.Ð. Õèñ-Áðàóíîì ðàáîòàõ [97], [98].

Ðàññìîòðèì íåïðèâîäèìóþ ïðèìèòèâíóþ áèíàðíóþ êóáè÷åñêóþ ôîðìó

f(x), x := (x1, x2), c öåëûìè ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîëîæèì

ε(f) := í.î.ä. {f(a)|a ∈ N2};

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ε(f) ∈ {1, 2}. Ïóñòü

X ∈ R, X ≥ 3, τ := (log logX)−1/6, η := (logX)−c0,

ãäå c0 åñòü ôèêñèðîâàííîå âåùåñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå
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ëèøü îò f (èëè îò F â òåîðåìå 4), è

I(X) := {a|a ∈ Z2, X < a1, a2 ≤ X(1 + η)}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 0.1.3 . Ïóñòü ε(f) = 1 è f(1, 1) > 0. Òîãäà

πf(X) = σ(f)
η2X2

3 logX
(1 +O((log logX)−1/6)) ñ σ(f) > 0

ïðè X →∞, ãäå

πf(X) := card {p|p ∈ P, (∃ x ∈ I(X)) f(x) = p}.

Ñëåäñòâèå 0.1.1 . Ïóñòü ε(f) = 2 è f(2, 1) > 0. Òîãäà

πf,1(X) = σ(g)
η2X2

3 logX
(1 +O((log logX)−1/6))

ïðè X →∞, ãäå

πf,1(X) := card {p|p ∈ P, (∃ b ∈ Z2) p =
f(b)

2
, (b1/2, b2) ∈ I(X)}

è

g(y1, y2) :=
1

2
f(2y1, y2).

Ðàññìîòðèì êóáè÷åñêîå ïîëå k, ò.å. ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ïîä óñëîâèåì

[k : Q] = 3, è îáîçíà÷èì ÷åðåç o êîëüöî öåëûõ ýòîãî ïîëÿ. Ïóñòü

{ω1, ω2} ⊆ o \ {0}, k = Q(ω2ω
−1
1 ), d ∈ N, a ∈ Z2 è 0 ≤ a1, a2 < d.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî í.î.ä. (a1, a2, d) = 1, ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå èäåàë

d(a) := (a1ω1 + a2ω2, dω1, dω2)

êîëüöà o è ïîëîæèì

F (x) := Nk(x)/Q(x)((a1 + dx1)ω1 + (a2 + dx2)ω2)Nd(a)−1.

ßñíî, ÷òî F (x) ∈ Z[x]; ïîëîæèì

ε(F ) := í.î.ä. {F (a)|a ∈ N2}.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ε(F ) ∈ {1, 2, 3, 6}.
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Òåîðåìà 0.1.4 . Ïóñòü ε(F ) = 1. Òîãäà

πF (X) = σ(F )
η2X2

3 logX
(1 +O((log logX)−1/6)) ñ σ(F ) > 0

ïðè X →∞, ãäå

πF (X) := card {p|p ∈ P, (∃ x ∈ I(X)) F (x) = p}.

Ãèïîòåçà 0.1.1 . Ïóñòü a ∈ N; îáîçíà÷èì ÷åðåç r(a) ðàíã ýëëèïòè÷åñêîé

êðèâîé

x3 + y3 = az3

è ÷åðåç R(a) àíàëèòè÷åñêèé ðàíã (ò.å. ïîðÿäîê íóëÿ â òî÷êå s = 1

äçåòà - ôóíêöèè Õàññå - Âåéëÿ La(s)) ýòîé êðèâîé. Èìååò ìåñòî ñîîòíî-

øåíèå

(∀ a ∈ N) r(a) = R(a) (mod 2).

Ãèïîòåçà 1 ñëåäóåò èç èçâåñòíîé ãèïîòåçû Á¼ð÷à è Ñâèííåðòîíà-Äàéåðà, íî

ïîêà íå äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 0.1.2 . Ïóñòü

{ai|0 ≤ i ≤ 4} ⊆ Z,
4∏
i=0

ai 6= 0 (mod 3)

è

(∀ p ∈ {q|q ∈ P, q = 2 (mod 3)}) ai 6= 0 (mod p2) ïðè 0 ≤ i ≤ 4.

Òîãäà èç ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû 1 âûòåêàåò, ÷òî ãèïåðïîâåðõíîñòü

H1 :
4∑
i=0

aix
3
i = 0 â P4(Q)

óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó Õàññå.

Ñëåäñòâèå 0.1.3 . Ïóñòü {a, b} ⊆ Z; ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü

H2 : x3
0 + 2x3

1 + ax3
2 + bx3

3 = 0 â P3(Q),
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îáîçíà÷èì ÷åðåç ȳ îñòàòîê ïðè äåëåíèè ÷èñëà y, y ∈ Z, íà 9 è ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî

í.î.ä. (a, b) = 1 è {a+ b, a− b} ∩ {0} 6= ∅ (0.1.2)

èëè

í.î.ä. (a, b) = 1 è {ā, b̄} ∩ {2, 3, 6, 7} 6= ∅. (0.1.3)

Òîãäà

H2(Q) 6= ∅. (0.1.4)

Â ðàáîòå Õèñ-Áðàóíà [95] òåîðåìà 3 äîêàçàíà äëÿ ïîëèíîìà x3 + 2y3, â ýòîì

ñëó÷àå k = Q( 3
√

3); ðàçðàáîòàííàÿ â ýòîé ðàáîòå ñòðàòåãèÿ äîêàçàòåëüñòâà

îáîáùàåòñÿ â íàøèõ ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ [97], [98] (è â äèññåðòàöèè) íà ïðî-

èçâîëüíûå êóáè÷åñêèå ïîëÿ.

4. Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå (ïðèëîæåíèå) ñîáðàíû çàìåòêè, íàïèñàííûå â ðàç-

íûå ãîäû. Ïåðâàÿ çàìåòêà "Î ðàñïðåäåëåíèè ñòåïåííûõ âû÷åòîâ è íåâû÷å-

òîâ" åñòü ñëåãêà ïåðåðàáîòàííûé âàðèàíò ìîåé äèïëîìíîé ðàáîòû [25], íà-

ïèñàííîé ïîä ðóêîâîäñòâîì Þ.Â. Ëèííèêà (ñð. [8, ãë. 9]). Âî âòîðîé çàìåòêå

â ïðåäïîëîæåíèè ãèïîòåçû Ðèìàíà ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ

÷èñëà öåëûõ òî÷åê ñ âçàèìíî ïðîñòûìè êîîðäèíàòàìè â ïëîñêèõ "çâ¼çäîîá-

ðàçíûõ"ìíîæåñòâàõ (ñð. [126]). Â òðåòüåé çàìåòêå ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ

ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê îãðàíè÷åííîé âûñîòû íà ïðîåêòèâ-

íîé êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì

X3
0 = X1X2X3

(èçëîæåíèå â ýòîì ïàðàãðàôå îñíîâàíî íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå [96]). Â îñíîâó

÷åòâ¼ðòîé çàìåòêè ïîëîæåíà ðàáîòà [134], çàäóìàííàÿ êàê ââåäåíèå â àíà-

ëèòè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, ñì.

òàêæå [135]. Â ïÿòîì ïàðàãðàôå îáñóæäàþòñÿ L - ôóíêöèè ýëëèïòè÷åñêèõ

êðèâûõ, îïðåäåë¼ííûõ íàä ìíèìûìè êâàäðàòè÷íûìè ïîëÿìè (çäåñü ìû ñëå-

äóåì ñîâìåñòíîé ðàáîòå [67]). Â øåñòîé çàìåòêå óòî÷íÿåòñÿ ôîðìóëèðîâêà
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èçâåñòíîé òåîðåìû Áåð÷à [49] (èçëîæåíèå â ýòîì ïàðàãðàôå îñíîâàíî íà ñîâ-

ìåñòíîé ðàáîòå [43]). Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ýòîé ãëàâû âîñïðîèçâîäèòñÿ ñ

íåáîëüøèìè èçìåíèÿìè çàìåòêà [58] ( ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà ñ Ì. Êàðëîì); â

ýòîé çàìåòêå êîðîòêî îïèñûâàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé, êî-

äèðóþùèõ äîêàçóåìîñòü â ôîðìàëüíîé ìàòåìàòèêå, ñð. [57]. Ñôîðìóëèðóåì

òðè èç äîêàçàííûõ â ýòîé ãëàâå òåîðåì.

Ïóñòü p - íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî; l|p − 1; χ - ìóëüòèïëèêàòèâíûé õàðàêòåð

ñòåïåíè l; ε1, ..., εs - êîðíè l-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû; Φ(t) - íåïðèâîäèìûé

ïîëèíîì ñòåïåíè f ñ êîýôôèöèåíòàìè â êîíå÷íîì ïîëå Fp èç p ýëåìåíòîâ.

Ïîëîæèì

E(ε,Φ) := card {x|x ∈ Fp, χ(Φ(x+ i)) = εi ïðè 1 ≤ i ≤ s}.

Òåîðåìà 0.1.5. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

|E(ε,Φ)− p

ls
| < sflp1/2.

Ýòà òåîðåìà, äîêàçàííàÿ â 1961-ì ãîäó, îáîáùàåò è óñèëèâàåò áîëåå ðàííèå

ðåçóëüòàòû Äýâåíïîðòà.

Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî

U : X0 6= 0

íà ïðîåêòèâíîé êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

S : X3
0 = X1X2X3.

ßñíî, ÷òî

U(Q) = {[x]|x ∈ Z4, x0 > 0, x3
0 = x1x2x3, í.î.ä. (x0, ..., x3) = 1},

ãäå [x] := {tx|t ∈ Q} - ïðÿìàÿ â Q4, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè 0 è x. Ïîëîæèì

h([x]) := max {|xi| |0 ≤ i ≤ 3} ïðè [x] ∈ U(Q)
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è

N (H) := card {y|y ∈ U(Q), h(y) < H}.

Òåîðåìà 0.1.6. Ïðè H → ∞ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ

ôîðìóëà:

N (H) =
H(logH)6

6!

∏
p∈P

lp +O(H(logH)5),

ãäå

lp := (1− 1

p
)7(1 +

7

p
+

1

p2
).

Òåîðåìà 6, äîêàçàííàÿ â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [96], ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü

S óäîâëåòâîðÿåò ãèïîòåçå Áàòûðåâà - Ìàíèíà.

Áóäåì íàçûâàòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî n êâàäðàòè÷íî ïîëíûì, åñëè

(∀ p ∈ P ) p|n ⇒ p2|n.

Òåîðåìà 0.1.7. Ëþáîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî åñòü

ñóììà äâóõ êâàäðàòîâ è êâàäðàòè÷íî ïîëíîãî ÷èñëà.

Â ðàáîòå [135] ýòà òåîðåìà, âïåðâûå äîêàçàííàÿ Õèñ-Áðàóíîì, âûâîäèòñÿ èç

îáùåé òåîðèè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì.

0.2 Ðàçíîå

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ê íà÷àëó äâàäöàòîãî âåêà â òåîðèè ÷èñåë ñëîæè-

ëèñü äâà îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿ: àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÷èñåë (ñì., íàïðèìåð,

ìîíîãðàôèþ Ãèëüáåðòà î ïîëÿõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë,

1897 ã.) è àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÷èñåë (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèþ

Ëàíäàó î ðàñïðåäåëåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë, 1909 ã.). Â ïîñëåäóþùèå äåñÿòèëå-

òèÿ â ðàáîòàõ Ëàíäàó, Ãåêêå, Àðòèíà è äðóãèõ àâòîðîâ áûëà ïîñòðåíà àíà-

ëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÷èñëîâûõ ïîëåé, òàê ÷òî, íàïðèìåð, òåîðåìà ïëîòíîñòè

×åáîòàð¼âà ïîëó÷èëà ÷èñòî àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî (ñð. �4 ãë. I ýòîé
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ðàáîòû). Ïîëó÷åííûå A. Âåéëåì êàê ñëåäñòâèå äîêàçàííîãî èì àíàëîãà ãèïî-

òåçû Ðèìàíà äëÿ ãëîáàëüíûõ ïîëåé ïðîñòîé õàðàêòåðèñòèêè îöåíêè òðèãî-

íîìåòðè÷åñêèõ ñóìì íàøëè ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ êëàññè÷åñêîé

òåîðèè ÷èñåë (ñð. ãë. IV, �1 è �4). Â ðàáîòàõ Õóëè, Õèñ-Áðàóíà è äðóãèõ àâòî-

ðîâ ïðèìåíÿþòñÿ îöåíêè êðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì, âûòåêàþùèå èç

äîêàçàííûõ Ãðîòåíäèêîì è Äåëèíåì ãèïîòåç Âåéëÿ. Ãèïîòåçà Õàññå-Âåéëÿ î

ìåðîìîðôíîñòè àðèôìåòè÷åñêèõ L-ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç öåíòðàëüíûõ

ïðîáëåì ñîâðåìåííîé äèîôàíòîâîé ãåîìåòðèè; äîñòàòî÷íî ñêàçàòü, ÷òî òåîðå-

ìà Ôåðìà åñòü ñëåäñòâèå ýòîé ãèïîòåçû äëÿ îïðåäåë¼ííûõ íàä Q ýëëèïòè÷å-

ñêèõ êðèâûõ, äîêàçàííîé â 1990-ûå (ýòà ãèïîòåçà äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ,

îïðåäåë¼ííûõ íàä ìíèìûì êâàäðàòè÷íûì ïîëåì, îáñóæäàåòñÿ â �5 ãëàâû IV).

Äîêàçàííûå â ãë. I òåîðåìû î íåïðîäîëæèìîñòè ýéëåðîâñêèõ ïðîèçâåäåíèé

ïîêàçûâàþò, ÷òî (â ïðåäïîëîæåíèè ãèïîòåçû Õàññå-Âåéëÿ) êëàññ àðèôìå-

òè÷åñêèõ L-ôóíêöèé íå çàìêíóò îòíîñèòåëüíî "åñòåñòâåííîé" îïåðàöèè ñêà-

ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðÿäîâ Äèðèõëå. Èçó÷åíèå ðàñïðåäåëåíèÿ öåëûõ è ðà-

öèîíàëüíûõ òî÷åê, îïðåäåë¼ííûõ íàä êîëüöîì öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë,

åñòü êëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà òåîðèè ÷èñåë. Êàê ïîêàçûâàåò òåîðåìà Ìàòèÿ-

ñåâè÷à (ñì., íàïðèìåð, ãë. IV, �7), ýòà ïðîáëåìà íå äîïóñêàåò "îêîí÷àòåëü-

íîãî" ðåøåíèÿ íà ÿçûêå ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Â �3 ãëàâû IV èçó÷àåòñÿ

ðàñïðåäåëåíèå ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê íà îäíîé êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, à â �4

ýòîé ãëàâû - ðàñïðåäåëåíèå öåëûõ òî÷åê íà êâàäðèêàõ; â �4 ãëàâû II ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ öåëûå òî÷êè àôôèííûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Êëàññè÷åñêàÿ

ãèïîòåçà Â.ß. Áóíÿêîâñêîãî (1854 ã.) óòâåðæäàåò, ÷òî íåïðèâîäèìûé ïîëè-

íîì f(x) ñ öåëûìè ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íî

ìíîãî ïðîñòûõ çíà÷åíèé, êîëü ñêîðî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ýòîãî ïîëèíîìà

ïîëîæèòåëåí è

í.î.ä. {f(a)|a ∈ N} = 1;

ýòà ãèïîòåçà äî ñèõ ïîð íå äîêàçàíà íè äëÿ îäíîãî íåëèíåéíîãî ïîëèíîìà.
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Òåîðåìû, äîêàçàííûå â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè, ÿâëÿþòñÿ â íàñòîÿùèé

ìîìåíò îäíèì èç ñàìûõ ñèëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â íàïðàâëåíèè ãèïîòåçû Áóíÿ-

êîâñêîãî (ñð. [33]).

Öåëü ðàáîòû. Ïðèâåñòè íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ýôôåêòèâíîñòè ïðèìåíåíèÿ

àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â äèîôàíòîâîé ãåîìåòðèè. Èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå

ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé L-ðÿäîâ Àðòèíà - Âåéëÿ. Ïîñòðîèòü åñòåñòâåííûå

öåëûå ìîäåëè àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ è àôôèííûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé è

èçó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå öåëûõ òî÷åê ýòèõ ìîäåëåé. Äîêàçàòü íîâûå òåîðåìû

î ïðåäñòàâèìîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë êóáè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè îò äâóõ ïåðåìåí-

íûõ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ïåðâîé ãëàâå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ òåî-

ðåì ïðèâëåêàåòñÿ âåñü àïïàðàò àíàëèòè÷åñêîé àðèôìåòèêè ïîëåé àëãåáðà-

è÷åñêèõ ÷èñåë. Âî âòîðîé ãëàâå àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû êîìáèíèðóþòñÿ ñ

äîâîëüíî òîíêèìè äèîôàíòîâî-ãåîìåòðè÷åñêèìè ðàññóæäåíèÿìè. Â òðåòüåé

ãëàâå ìåòîä ðåøåòà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ òð¼õìåðíîé àðèôìåòèêè (â

ñìûñëå Ãåêêå) êóáè÷åñêèõ ïîëåé. Â ïåðâûõ ÷åòûð¼õ ïàðàãðàôàõ ÷åòâ¼ðòîé

ãëàâû èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ òåõíèêà àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë. Â ïÿ-

òîì ïàðàãðàôå ñ ïîìîùüþ òåîðèè ïîëåé êëàññîâ èçó÷àþòñÿ äâóìåðíûå l-

àäè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï Ãàëóà íà ìîäóëÿõ Òýéòà ýëëèïòè÷åñêèõ êðè-

âûõ. Â øåñòîì ïàðàãðàôå ìû èçó÷àåì ïîäìíîãîîáðàçèÿ îñîáûõ òî÷åê àëãåá-

ðàè÷åñêèõ ìíîãîáðàçèé, îïðåäåë¼ííûõ íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ïîëü-

çóÿñü ìåòîäàìè è ðåçóëüòàòàìè êîììóòàòèâíîé àëãåáðû. Ìåòîäû ñåäüìîãî

ïàðàãðàôà ñóòü êîìáèíàòîðíî-àëãåáðàè÷åñêèå ðàññìîòðåíèÿ, èñïîëüçóåìûå

ïðè ðåøåíèè äåñÿòîé ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå íîâûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè,

âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Èññëåäîâàíà ïðîáëåìà ïðîäîëæèìîñòè ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé L-

ðÿäîâ Àðòèíà - Âåéëÿ.
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2. Äîêàçàíî îáîáùåíèå òåîðåìû ïëîòíîñòè ×åáîòàð¼âà.

3. Äîêàçàíû òåîðåìû î ðàñïðåäåëåíèè öåëûõ òî÷åê íåêîòîðûõ àôôèííûõ

òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

4. Ïîñòðîåíû "åñòåñòâåííûå" öåëûå ìîäåëè àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ è àô-

ôèííûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé (â ñîàâòîðñòâå ñ Âîñêðåñåíñêèì è

Êóíÿâñêèì).

5. Äîêàçàíû òåîðåìû î áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâ âèäà

{f(a)|a ∈ Z2} ∩ P,

ãäå P åñòü ìíîæåñòâî ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äëÿ øèðîêîãî êëàñ-

ñà êóáè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ f(x), x := (x1, x2), îò äâóõ ïåðåìåííûõ (â

ñîàâòîðñòâå ñ Õèñ-Áðàóíîì).

6. Äîêàçàíà ãèïîòåçà Áàòûðåâà - Ìàíèíà äëÿ îäíîé êóáè÷åñêîé ïîâåðõ-

íîñòè (â ñîàâòîðñòâå ñ Õèñ-Áðàóíîì).

7. Ïîëó÷åíî íîâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Õèñ-Áðàóíà î ïðåäñòàâèìîñòè

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñóììîé òð¼õ êâàäðàòè÷íî ïîë-

íûõ ÷èñåë.

8. Ïîñòðîåí ïîëèíîì, êîäèðóþùèé äîêàçóåìîñòü â òåîðèè ìíîæåñòâ (â

ñîàâòîðñòâå ñ Êàðëîì).

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé

õàðàêòåð. Å¼ ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â àíàëèòè÷åñêîé

è àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë, òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, äèîôàíòîâîé

ãåîìåòðèè è äðóãèõ îáëàñòÿõ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü

è îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðàõ è/èëè êîíôåðåíöèÿõ â ñëåäóþùèõ ãîðîäàõ:

Ìîñêâà, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã (Ëåíèíãðàä), Âëàäèìèð, Âèëüíþñ, Ïàëàíãà, Âàð-

øàâà, Ïîçíàíü, Áóäàïåøò, Áðàòèñëàâà, Âåíà, Ãðàö, Æåíåâà, Öþðèõ, Ãåíóÿ,
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Áàðñåëîíà, Èåðóñàëèì, Òåëü-Àâèâ, Áåýð-Øåâà, Ðåõîâîò, Íàòàíèÿ, Ýéëàò, Ïà-

ðèæ, Áîðäî, Ëèëëü, Ëèìîæ, Ëþìèíè, Ìåö, Ñòðàñáóðã, Ãåíò, Íîðäâåéêåðõà-

óò, Êîïåíãàãåí, Áîíí, Áîõóì, Ãåéäåëüáåðã, Ã¼òòèíãåí, Äàðìøòàäò, Ëåéïöèã,

Ìàðáóðã, Ìþíñòåð, Îáåðâîëüôàõ, Ëîíäîí, Êàðäèôô, Êåìáðèäæ, Íîòòèíãåì,

Îêñôîðä, Ìîíðåàëü, Òîêèî.

Ïóáëèêàöèè. Äèññåðòàöèÿ îïóáëèêîâàíà [35]; îñíîâíàÿ öåëü ìîíîãðàôèè

[35] - ïðèâëå÷ü âíèìàíèå øèðîêîãî êðóãà ÷èòàòåëåé, èíòåðåñóþùèõñÿ òåîðè-

åé ÷èñåë, ê ðàññìàòðèâàåìûì â äèññåðòàöèè ïðîáëåìàì.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [6], [14], [15],

[25] - [34], [43], [57], [58], [67], [96] - [98], [121] - [140]. Â öèòèðóåìûõ ñîâìåñòíûõ

ðàáîòàõ âêëàä ñîàâòîðîâ îäèíàêîâ.

0.3 Îáîçíà÷åíèÿ

Êàê îáû÷íî, Q, Qp, R è C ñóòü ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ, p - àäè÷åñêèõ, âå-

ùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë; Z è Zp ñóòü êîëüöà öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ

è öåëûõ p - àäè÷åñêèõ ÷èñåë; N è P ñóòü ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ

è ïðîñòûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë; Fq åñòü êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ ïðè

q ∈ {pn|p ∈ P , n ∈ N}; µ : N → {0, ±1} åñòü ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà, îïðåäåëÿå-

ìàÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

µ(1) = 1, µ(n1n2) = µ(n1)µ(n2) ïðè (n1, n2) = (1)

è µ(p) = −1, µ(pk) = 0 ïðè p ∈ P , k ∈ N \ {1} (çàìåòèì, ÷òî áóêâà µ

èñïîëüçóåòñÿ òàêæå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìåðû Õààðà). Ïîëîæèì

N0 := N ∪ {0}, Cσ := {x+ iy|{x, y} ⊆ R, x > σ} ïðè σ ∈ R,

R+ := {x|x ∈ R, x ≥ 0} è R∗+ := R+ \ {0}.

×èñëî ýëåìåíòîâ (ìîùíîñòü) ìíîæåñòâà T îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |T | èëè card T .
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà T ïîëîæèì

Mmn(T ) := {A|A = (aij)1≤i≤m, 1≤j≤n , aij ∈ T ïðè 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}

ïðè {m,n} ⊆ N è

T n := Mn1(T ), Mn(T ) := Mnn(T ) ïðè n ∈ N;

ââåä¼ì îïåðàöèþ òðàñïîíèðîâàíèÿ A 7→ At, x 7→ xt, ïîëîæèâ

At = (bij)1≤i,j≤n , bij = aji ïðè A ∈Mn(T ), A = (aij)1≤i,j≤n

è xt = (x1, ..., xn) ïðè x ∈ T n, n ∈ N. Ðàññìîòðèì êîëüöî R è ïóñòü Q ⊆

R; îáîçíà÷èì ÷åðåç (Q)R (èëè ïðîñòî (Q)) èäåàë êîëüöà R, ïîðîæä¼ííûé

ìíîæåñòâîìQ; êàê îáû÷íî, ñòðîêà (a1, ..., an) ñëóæèò äëÿ îáîçíà÷åíèÿ èäåàëà

êîëüöà R, ïîðîæäåííîãî ýëåìåíòàìè a1, ..., an ýòîãî êîëüöà, à R∗ åñòü ãðóïïà

åäèíèö êîëüöà R;

a = b (a) := (a− b) ∈ a ïðè {a, b} ⊆ R

äëÿ ëþáîãî èäåàëà a êîëüöà R è

a = b (c) := (a− b) ∈ (c) ïðè {a, b, c} ⊆ R,

òàê ÷òî, íàïðèìåð, ðàâåíñòâî (a, b) = (1) ïðè {a, b} ⊆ Z îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëà

a è b âçàèìíî ïðîñòû, à ðàâåíñòâî a = b (m) ïðè m ∈ N îçíà÷àåò, ÷òî a − b

äåëèòñÿm. Åñëè êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé ”1”,

òîGm,R èGa,R îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ìóëüòèïëèêàòèâíóþ è àääèòèâíóþ

àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû, îïðåäåë¼ííûå íàä R,

GLn(R) := {A|A ∈Mn(R), |A| ∈ R∗},

è

SLn(R) := {A|A ∈Mn(R), |A| = 1},
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ãäå |A| åñòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (G : H) èíäåêñ ïîä-

ãðóïïû H â ãðóïïå G, à ÷åðåç SG := {a|a ∈ S, g · a = a} ìíîæåñòâî íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå S. Ïîëîæèì

|x| := (
n∑
i=1

x2
i )

1/2 ïðè x ∈ Rn

è îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn åäèíè÷íóþ ñôåðó â Rn+1:

Sn := {x|x ∈ Rn+1, |x| = 1};

îäíîìåðíàÿ åäèíè÷íàÿ ñôåðà ÷àñòî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ åäèíè÷íîé

îêðóæíîñòüþ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè:

S1 = {z|z ∈ C, |z| = 1}.

Ðàññìîòðèì òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî T è ïóñòü U ⊆ T ; îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ū çàìûêàíèå ìíîæåñòâà U è ÷åðåç

∂U := Ū ∩ T \ U

(òîïîëîãè÷åñêóþ) ãðàíèöó ýòîãî ìíîæåñòâà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K̄ àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ K, ÷åðåç [L : K] ñòåïåíü

êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé K ⊆ L, ÷åðåç Gal(L|K) ãðóïïó Ãàëóà íîðìàëü-

íîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé K ⊆ L è ÷åðåç GK := Gal(K̄|K) (àáñîëþòíóþ) ãðóï-

ïó Ãàëóà ïîëÿ K. Åñëè Q ⊆ K è [K : Q] < ∞, áóäåì íàçûâàòü K ïîëåì

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë; îáîçíà÷èì ÷åðåç dK , hK è o(K) äèñêðèìèíàíò, ÷èñëî

êëàññîâ è êîëüöî öåëûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ K. Ïîëîæèì

P(K) := Spec o(K) \ {(0)},

òàê ÷òî

P(Q) = Spec Z \ {(0)} = {(p)|p ∈ P}.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç I(K) ãðóïïó äðîáíûõ èäåàëîâ ïîëÿ K è ïîëîæèì

I0(K) := {a|a ∈ I(K), a ⊆ o(K)}; |A| := NK/QA ïðè A ∈ I(K).

Èçîìîðôíûå îáúåêòû ÷àñòî îòîæäåñòâëÿþòñÿ, åñëè ýòî íå ìîæåò ïðèâåñòè ê

íåäîðàçóìåíèþ.

Êàê îáû÷íî, (I.1.1):="ôîðìóëà (1) â �1 ãë. I" , (1.1):="ôîðìóëà (1) â �1 òîé

æå ãëàâû" è (1):="ôîðìóëà (1) òîãî æå ïàðàãðàôà".

Îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ ââîäÿòñÿ ïî õîäó èçëîæåíèÿ (èëè ÿâëÿþòñÿ ñàìîî÷å-

âèäíûìè/îáùåïðèíÿòûìè).
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Ãëàâà 1

Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ L-ðÿäîâ Ãåêêå è Àðòèíà - Âåéëÿ.

1.1 Ââåäåíèå

1. Â ýòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé

L - ðÿäîâ Àðòèíà-Âåéëÿ íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë k. Áóäåì íàçûâàòü

ðÿä Äèðèõëå

(L1 ∗ · · · ∗ Lr)(s) :=
∑

n∈I0(k)

|n|−s
r∏
i=1

ai(n)

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (ôîðìàëüíûõ) ðÿäîâ Äèðèõëå

Li(s) :=
∑

n∈I0(k)

ai(n)|n|−s, 1 ≤ i ≤ r,

íàä ïîëåì k. Ñîãëàñíî [41, ñòð. 232], â 1950 ã. Þ.Â. Ëèííèê îïðåäåëèë ñêà-

ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå L-ðÿäîâ Ãåêêå íàä ïîëåì Q. Âåñíîé 1962 ãîäà Þðèé

Âëàäèìèðîâè÷ Ëèííèê [16] ïðåäëîæèë ìíå çàíÿòüñÿ èçó÷åíèåì ñâîéñòâ ñêà-

ëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé L - ðÿäîâ Ãåêêå äâóõ êâàäðàòè÷íûõ ïîëåé [26] - [30].

Â 1965 ã. À.È. Âèíîãðàäîâ [4] ïðîäîëæèë ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå L-ðÿäîâ

Ãåêêå â ïîëóïëîñêîñòü C1/2, à â 1971 ã. Ï.Ê.É. Äðàêñë [68] óñèëèë ðåçóëüòàò

Âèíîãðàäîâà, ïðîäîëæèâ ýòó ôóíêöèþ â ïîëóïëîñêîñòü C0. Â 1972 ã. Î.Ì.

Ôîìåíêî [41] äîêàçàë, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå L - ðÿäîâ Ãåêêå äâóõ êâàä-

ðàòè÷íûõ ïîëåé íàä ïîëåì Q ìåðîìîðôíî íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

è óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ ÷åòûðüìÿ Γ - ôàêòîðàìè.

×åðåç íåñêîëüêî ëåò ïîñëå ýòîãî ñòàëî ÿñíî [7], [108], [121], ÷òî ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå L - ðÿäîâ Ãåêêå äâóõ êâàäðàòè÷íûõ ïîëåé íàä ëþáûì ïîëåì

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îáû÷íûå L - ðÿäû Ãåêêå, à â îáùåì

ñëó÷àå ðåçóëüòàò Äðàêñëà íåóëó÷øàåì: çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ äâóõ êâàäðà-

òè÷íûõ ïîëåé, ïðÿìàÿ

C(0) := {iy|y ∈ R}
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åñòü åñòåñòâåííàÿ ãðàíèöà îïðåäåëÿåìîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì L - ðÿäîâ

Ãåêêå (è ìåðîìîðôíîé â C0) ôóíêöèè. Òî÷íåå ãîâîðÿ, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà [107] - [109], [123], [127], [128], [133].

Òåîðåìà 1.1.1. Ïðè 1 ≤ i ≤ r ðàññìîòðèì êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé ki|k

ñòåïåíè di := [ki : k] è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

r ≥ 2 è d1 ≥ d2 ≥ ... ≥ dr ≥ 2. (1.1.1)

Ïîëîæèì Li(s) := L(ψi, s), ãäå L(ψi, s) åñòü L - ðÿä Hecke ïîëÿ ki ñ õàðàê-

òåðîì ψi, ïðè 1 ≤ i ≤ r; ïóñòü

~ψ := (ψ1, ..., ψr) è L(~ψ, s) := (L1 ∗ · · · ∗ Lr)(s).

Åñëè d1 = d2 = r = 2, òî ôóíêöèÿ

s 7→ L(~ψ, s)

ìåðîìîðôíà íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ýòà

ôóíêöèÿ ìåðîìîðôíà â ïîëóïëîñêîñòè C0, à ïðÿìàÿ C(0) ÿâëÿåòñÿ å¼ åñòå-

ñòâåííîé ãðàíèöåé.

Ïðè 1 ≤ i ≤ r, ðàññìîòðèì (íåïðåðûâíûå) êîíå÷íîìåðíûå íîðìèðîâàí-

íûå ïðåäñòàâëåíèÿ

ρi : W (k)→ GL(di,C)

ãðóïïû ÂåéëÿW (k) ïîëÿ k è îòâå÷àþùèå ýòèì ïðåäñòàâëåíèÿì L - ôóíêöèè

Âåéëÿ L(χi, s), χi := tr ρi [166], [40]. Ïîëîæèì

Li(s) := L(χi, s), ~χ := (χ1, ..., χr) è L(~χ, s) := (L1 ∗ · · · ∗ Lr)(s).

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòåïåíè di ïðåäñòàâëåíèé ρi óäî-

âëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1).

Òåîðåìà 1.1.2. Åñëè d1 = d2 = r = 2, òî ôóíêöèÿ s 7→ L(~χ, s) ìåðîìîðô-

íà íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ýòà ôóíêöèÿ

ìåðîìîðôíà â ïîëóïëîñêîñòè C0, à ïðÿìàÿ C(0) ÿâëÿåòñÿ å¼ åñòåñòâåííîé

ãðàíèöåé.
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Òåîðåìà 1 âûòåêàåò èç áîëåå îáùåé òåîðåìû 2. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ

òåîðåì, âîñõîäÿùàÿ ê êëàññè÷åñêèì ðàáîòàì [110], [75], ïðèíàäëåæèò Êóðî-

êàâà [107], [108] (ñð. [122]). ß äîêàæó ýòè òåîðåìû, ñëåäóÿ ìîèì ðàáîòàì [123],

[132], [133] (ñì. òàêæå [124], [127], [128]); âàæíóþ ðîëü â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå

èãðàåò äîêàçàííàÿ â �4 òåîðåìà î ðàñïðåäåëåíèè ïðîñòûõ èäåàëîâ ïîëÿ k. Â

ðàáîòå [109] ïðèâîäèòñÿ íåñêîëüêî èíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Â ðàáîòå

[131] èçó÷àþòñÿ ñóììû êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ Äèðèõëå L(~χ, s) è L(~ψ, s).

2. Îáîçíà÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĝ èëè G⊥ ìíîæåñòâî âñåõ (íåïðåðûâ-

íûõ) êîíå÷íîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ (òîïîëîãè÷å-

ñêîé) ãðóïïû G. Ïðè ϕ ∈ Ĝ çàôèêñèðóåì íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ϕ̃

ãðóïïû G ïîä óñëîâèåì tr ϕ̃ = ϕ è çàìåòèì, ÷òî õàðàêòåð ϕ îïðåäåëÿåò

ïðåäñòàâëåíèå ϕ̃ ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè [1, ãë. VIII, �12, no.1, ïðåä-

ëîæåíèå 3]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Y (G) := {
∑
ϕ∈Ĝ

m(ϕ)ϕ|m : Ĝ→ Z, |m−1(Z \ {0})| <∞}

ãðóïïó (ïî ñëîæåíèþ) âèðòóàëüíûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû G; ïîëîæèì

sup
∑
ϕ∈Ĝ

m(ϕ)ϕ := m−1(Z \ {0}) ïðè
∑
ϕ∈Ĝ

m(ϕ)ϕ ∈ Y (G)

è

ϕ ≺ a := ϕ ∈ sup a ïðè a ∈ Y (G) è ϕ ∈ Ĝ.

Ïóñòü H - ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî èíäåêñà ãðóïïû G; îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì

Ind G
H : Y (H)→ Y (G),

ïîëîæèâ

Ind G
Hϕ := tr Ind G

Hϕ̃ ïðè ϕ ∈ Ĥ,

ãäå Ind G
Hϕ̃ åñòü èíäóöèðîâàííîå ïðåäñòàâëåíèåì ϕ̃ ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G.
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Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ïóñòü χ ∈ Y (G); õàðàêòåð χ íàçûâàåòñÿ ìîíîìèàëü-

íûì õàðàêòåðîì, åñëè

(∃ϕ ∈ Y (H)) χ = Ind G
Hϕ è ϕ(1) = 1

äëÿ íåêîòîðîé ïîäãðóïïû H ãðóïïû G ñ (G : H) <∞.

Îïðåäåëèì ýïèìîðôèçì

g : Y (G)→ Z, ïîëîæèâ g(1) = 1 è g(Ĝ \ {1}) = {0}.

Ïî òåîðåìå äâîéñòâåííîñòè Ôðîáåíèóñà (ñì., íàïðèìåð, [128, ñòð. 12, ïðåäëî-

æåíèå 1]),

g(Ind G
Hϕ) = g(ϕ) ïðè ϕ ∈ Y (H). (1.1.2)

Ïóñòü E - ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë; ïîëîæèì

Π(E, x) := {p|p ∈ P(E), |p| < x} ïðè x ∈ R+.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ãîâîðÿò, ÷òî áåñêîíå÷íûé ðÿä (áåñêîíå÷íîå ïðîèçâå-

äåíèå) êîìïàêòíî ñõîäèòñÿ íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå U êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè C, åñëè ýòîò ðÿä (ýòî ïðîèçâåäåíèå) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â

êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà U è ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ëþáîì êîìïàêò-

íîì ïîäìíîæåñòâå ýòîãî ìíîæåñòâà.

1.2 Ê òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîìïàêòíûõ ãðóïï

1. Ïóñòü G - êîìïàêòíàÿ ãðóïïà è µ - ìåðà Õààðà íà G ïîä óñëîâèåì

µ(G) = 1. Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà âèðòóàëüíûõ õàðàêòåðîâ Y (G) ÿâëÿåòñÿ

êîëüöîì. Ïóñòü {χ, ϕ} ⊆ Y (G); åñëè õàðàêòåðû χ è ϕ ìîíîìèàëüíû, òî ñó-

ùåñòâóþò ìîíîìèàëüíûå õàðàêòåðû ψ1, ..., ψl ãðóïïû G ïîä óñëîâèåì

χϕ =
l∑

i=1

ψi
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(òåîðåìà Ìàêêè [115], ñð. [128, ñòð. 15]). Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî êîëüöî âèðòó-

àëüíûõ õàðàêòåðîâ Y (G) êîíå÷íîé ãðóïïû G ïîðîæäàåòñÿ ìîíîìèàëüíûìè

õàðàêòåðàìè (òåîðåìà Áðàóýðà, ñì., íàïðèìåð, [37, ÷àñòü II, �10]). Îáîçíà÷èì

÷åðåç L2(G) êîìïëåêñíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íî µ - èíòå-

ãðèðóåìûõ ôóíêöèé f : G→ C.

Ïóñòü

P (t) ∈ Y (G)[t], P (t) = 1 +
l∑

j=1

ajt
j. (1.2.1)

Ïðè g ∈ G ïîëîæèì

Pg(t) = 1 +
l∑

j=1

aj(g)tj =
l∏

j=1

(1− γj(g)t) (1.2.2)

ñ γj(g) ∈ C ïðè 1 ≤ j ≤ l, è ïóñòü

γ(P ) := sup{|γj(g)| |1 ≤ j ≤ l, g ∈ G}.

Ëåììà 1.2.1. Åñëè P (t) 6= 1, òî (∃ B(P ) ∈ R) 1 ≤ γ(P ) ≤ B(P ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ÷òî al 6= 0. Èç ñî-

îòíîøåíèé (1) è (2) ñëåäóåò, ÷òî

γ(P )l ≥
l∏

j=1

|γj(g)| = |al(g)|.

Ïóñòü

aj =
∑
ϕ∈Ĝ

mj(ϕ)ϕ, mj(ϕ) ∈ Z ïðè 1 ≤ j ≤ l.

ßñíî, ÷òî

γ(P )2l ≥
∫
G

|al(g)|2dµ(g) =
∑
ϕ∈Ĝ

ml(ϕ)2 ≥ 1 (1.2.3)

è, çíà÷èò, γ(P ) ≥ 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè Pg(α−1) = 0 è |α| ≥ 1, òî

αl +
l∑

j=1

ajα
l−j = 0, |α| ≤

l∑
j=1

|aj(g)| =
∑

1≤j≤l, ϕ∈Ĝ

|mj(ϕ)ϕ(g)| ≤ B1,



25

ãäå

B1 :=
∑

1≤j≤l, ϕ∈Ĝ

|mj(ϕ)|ϕ(1),

òàê êàê |ϕ(g)| ≤ ϕ(1) ïðè g ∈ G. Òàêèì îáðàçîì, γ(P ) ≤ B(P ) ïðè

B(P ) := 1 +B1. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü P (t) ∈ Y (G)[t] è P (0) = 1; áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîëèíîì P (t) óíèòà-

ðåí, åñëè γ(P ) = 1.

Ñëåäñòâèå 1.2.1. Ïîëèíîì P (t) óíèòàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(∀g ∈ G) Pg(α) 6= 0 ïðè |α| 6= 1, α ∈ C. (1.2.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî óíèòàðíîñòü ïîëèíîìà P (t) ñëåäóåò èç óñëîâèÿ

(4). Îáðàòíî, ïóñòü γ(P ) = 1 è ïîëèíîì P (t) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

(2), òîãäà

|al(g)| =
l∏

j=1

|γj(g)| ≤ 1 ïðè g ∈ G. (1.2.5)

Åñëè, ñ äðóãîé ñòîðîíû, |γj(g0)| < 1 êàêèõ-ëèáî j è g0, òî

|al(g0)| < 1. (1.2.6)

Èç ñîîòíîøåíèé (5) è (6) ñëåäóåò îäíàêî íåðàâåíñòâî∫
G

|al(g)|2dµ(g) < 1,

ïðîòèâîðå÷èâàþùåå íåðàâåíñòâàì (3). Çíà÷èò,

(∀g ∈ G) |γj(g)| = 1 ïðè 1 ≤ j ≤ l.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ëåììà 1.2.2. Ïóñòü A ∈ GL(n,C) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A äèà-

ãîíàëèçóåìà. Òîãäà

det (1− tA)−1 =
∞∑
m=1

tmtr (SmA) è det (1− tA) =
n∑

m=1

(−1)mtmtr (ΛmA),

ãäå SmA è ΛmA ñóòü m-àÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ è âíåøíÿÿ ñòåïåíü ìàòðèöû

A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [128,

ñòð. 17, ëåììà 4]).

Ñëåäñòâèå 1.2.2. Ïóñòü ϕ ∈ Ĝ; òîãäà

det (1− tϕ̃)b ∈ Y (G)[[t]] ïðè b ∈ Z. (1.2.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ìàòðèöû ϕ̃(g) ïðè g ∈ G äèàãîíàëèçóåìû, ñî-

îòíîøåíèå (7) ñëåäóåò èç ëåììû 2.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.1. Ïóñòü P (t) ∈ Y (G)[t], P (0) = 1 è P (t) 6= 1. Òîãäà

íàéä¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

bn : Ĝ→ Z, n ∈ N

ïîä óñëîâèåì

|b−1
n (Z \ {0})| <∞ ïðè n ∈ N (1.2.8)

è òàêèõ, ÷òî

P (t) =
∞∏
n=1

∏
ϕ∈Ĝ

det (1− tnϕ̃)bn(ϕ) â Y (G)[[t]]. (1.2.9)

Áîëåå òîãî, ïðè g ∈ G áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

Pg(t) =
∞∏
n=1

∏
ϕ∈Ĝ

det (1− tnϕ̃(g))bn(ϕ) (1.2.10)

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â êðóãå |t| < γ(P )−1 è èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå íåðà-

âåíñòâà:

|
∑
ϕ∈Ĝ

bn(ϕ)ϕ(g)| ≤ τ(n)

n
lγ(P )n (1.2.11)

è∑
n≥M

|
∑
ϕ∈Ĝ

log det (1−tnϕ̃(g))bn(ϕ)| ≤ l(γ(P )|t|)M

(1− γ(P )|t|)2
ïðè |t| < γ(P )−1, (1.2.12)

ãäå τ(n) := |{d|d ∈ N, d|n}|, n ∈ N è l := deg P (t).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì F0(t) = 1 è b0 = 0. Ïîñòðîèì ïî èíäóêöèè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

bn : Ĝ→ Z, Fn(t) ∈ Y (G)[t], n ∈ N,

óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

Fn−1(t) = P (t) mod tn è Fn−1(t) =
n−1∏
ν=0

∏
ϕ∈Ĝ

det (1− tνϕ̃)bν(ϕ) ïðè n ∈ N,

ïîëîæèâ

Fn−1(t) = (1 + btn)P (t) mod tn+1 ñ b ∈ Y, b =
∑
ϕ∈Ĝ

bn(ϕ)ϕ ïðè n ∈ N.

Ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíî-

øåíèÿì (8) è (9). Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëèíîì P (t)

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì (1) è (2) ñ al 6= 0. Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð

−t ∂
∂t

log : Y (G)[[t]]→ Y (G)[[t]]

ê îáåèì ÷àñòÿì òîæäåñòâà

l∏
j=1

(1− γjt) =
∞∏
n=1

∏
ϕ∈Ĝ

det (1− tnϕ̃)bn(ϕ)

è âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì log ◦ det = tr ◦ log, ëåãêî íàõîäèì

l∑
j=1

tγj
(1− tγj)

=
∞∑
n=1

∑
ϕ∈Ĝ

nbntr (tnϕ̃(1− tnϕ̃)−1) â Y (G)[[t]]. (1.2.13)

Ïîëîæèì

σ(m, g) :=
l∑

j=1

γj(g)m è hn(g) := n
∑
ϕ∈Ĝ

bn(ϕ)ϕ(g) ïðè g ∈ G.

Ñîîòíîøåíèå (13) äà¼ò:

∞∑
m=1

tmσ(m, g) =
∞∑

m,n=1

tmnhn(g
m) â C[[t]],
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èëè

σ(m, g) =
∑

mm′=n

hn(g
m′) ïðè n ∈ N, g ∈ G.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà, ïîëó÷èì

hn(g) =
∑

mm′=n

µ(m)σ(m′, gm) ïðè n ∈ N, g ∈ G. (1.2.14)

Òàê êàê |σ(n, g)| ≤ lγ(P )n ïðè n ∈ N è g ∈ G, íåðàâåíñòâî (11) ñëåäóåò èç

òîæäåñòâà (14). Îöåíêà (12) ëåãêî âûâîäèòñÿ èç (11) è óïîìÿíóòîãî âûøå

ñîîòíîøåíèÿ log ◦ det = tr ◦ log, à ñõîäèìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ (10) êðóãå |t| <

γ(P )−1 ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (12). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 1.2.3. Ñîõðàíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ è óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 1,

ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëèíîì P (t) óíèòàðåí. Òîãäà

(∃N ∈ N) bn(ϕ) = 0 ïðè n > N

è ïîòîìó

P (t) =
N∏
n=1

∏
ϕ∈Ĝ

det (1− tnϕ̃)bn(ϕ) â Y (G)[[t]]. (1.2.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, γ(P ) = 1, èç íåðàâåíñòâà

(11) è ñîîòíîøåíèé îðòîãîíàëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî∑
ϕ∈Ĝ

bn(ϕ)2 =

∫
G

|
∑
ϕ∈Ĝ

bn(ϕ)ϕ(g)|2dµ(g)→ 0 ïðè n→∞

è, çíà÷èò, (∃N ∈ N) bn(ϕ) = 0 ïðè n > N , èáî bn(Ĝ) ⊆ Z ïðè n ∈ N. Óòâåð-

æäåíèå äîêàçàíî.

2. Ïóñòü òåïåðü ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì êîíå÷íîé ãðóïïû H âåùå-

ñòâåííûì n-ìåðíûì òîðîì T , òàê ÷òî èìååò ìåñòî òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(òîïîëîãè÷åñêèõ) ãðóïï

1→ T → G
j→ H → 1,
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T := {z|z ∈ Cn, |zj| = 1 ïðè 1 ≤ j ≤ n}

è |H| <∞. Ïîëîæèì

G =
⋃
h∈H

T γh, γ1 = 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [G] ìíîæåñòâî êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G,

ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî Π è äâå ôóíêöèè

σ : Π→ [G], p 7→ σp ïðè p ∈ Π

è

| · | : Π→ R∗+.

Ïîëîæèì

Π(x) := {p|p ∈ Π, |p| < x} ïðè x ∈ R∗+

è ïóñòü

N (A, x) := card {p|p ∈ Π(x), σp ∩ A 6= ∅} (1.2.16)

ïðè A ⊆ G è x ∈ R∗+. Îïðåäåëèì ìåòðèêó

ρ : G×G→ R∗+ ∪ {∞}

íà ãðóïïå G, ïîëîæèâ

ρ(g1, g2) =∞ ïðè j(g1) 6= j(g2) è ρ(g1, g2) = ρ0(g1g
−1
2 , 1) ïðè j(g1) = j(g2),

ãäå {g1, g2} ⊆ G è ρ0 - åñòåñòâåííàÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà íà òîðå T .

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Íàçîâ¼ì ïîäìíîæåñòâî A ãðóïïû G èíâàðèàíòíûì,

åñëè

(∀ τ ∈ G) τ−1Aτ = A;

ôóíêöèÿ f : G→ C íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé, åñëè

(∀ {x, τ} ⊆ G) f(τ−1xτ) = f(x).



30

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I(G) ìíîæåñòâî èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèé íà ãðóïïå G, ïî-

ëîæèì

L2
0(G) := L2(G) ∩ I(G)

è çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Ĝ îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà L2
0(G). Îáîçíà÷èì ÷åðåç C∞(G) ìíîæåñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ

áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà G è ïîëîæèì

C∞0 (G) := C∞(G) ∩ I(G);

ÿñíî, ÷òî C∞0 (G) ⊆ L2
0(G). Ïðè a ∈ [G], g ∈ a è f ∈ I(G) ïîëîæèì f(a) :=

f(g).

Ïóñòü x ∈ G è B ⊆ G; ïîëîæèì

ρ(x,B) := inf{ρ(x, y)|y ∈ B}.

ßñíî, ÷òî ρ(x,B) ≤ ρ(x, B̄). Òàê êàê ìíîæåñòâî B̄ êîìïàêòíî,

ρ(x, B̄) = min {ρ(x, y)|y ∈ B̄}. (1.2.17)

Ïóñòü

ρ(x, B̄) = ρ(x, y0), y0 ∈ B̄, {yn|n ∈ N} ⊆ B è yn → y0 ïðè n→∞,

òîãäà

ρ(x, yn)→ ρ(x, y0) ïðè n→∞ è (∀ n ∈ N) ρ(x, yn) ≥ ρ(x, y0).

Çíà÷èò,

ρ(x, y0) = inf{ρ(x, yn)|n ∈ N} ≥ inf{ρ(x, y)|y ∈ B} = ρ(x,B).

Òàêèì îáðàçîì,

ρ(x,B) = ρ(x, B̄). (1.2.18)
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Èç ñîîòíîøåíèé (17) è (18) ñëåäóåò, ÷òî

ρ(x,B) = 0⇔ x ∈ B̄.

Ïóñòü ρ(x,B) = a, a ∈ R∗+; òîãäà, â ñèëó (17) è (18),

(∃ y0 ∈ B̄) ρ(x, y0) = a.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [y0, x] îòðåçîê ãåîäåçè÷åñêîé, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè y0 è x.

Ïóñòü y1 ∈ [y0, x] ∩ ∂B è y1 6= y0, òîãäà

ρ(y1, x) < ρ(y0, x) = ρ(x,B),

÷òî íåâîçìîæíî, çíà÷èò y1 = y0, òî-åñòü, y0 ∈ ∂B è ïîòîìó ρ(x, ∂B) = a.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

x /∈ B ⇒ ρ(x,B) = ρ(x, ∂B). (1.2.19)

Ïîëîæèì

Uδ(B) := {x|x ∈ G, ρ(x,B) < δ} è Vδ(B) :=
⋂
g∈G

g−1Uδ(B)g

ïðè B ⊆ G è δ > 0. Ïðè ëþáûõ B ⊆ G è δ > 0 ìíîæåñòâî Uδ(B) ÿâëÿåò-

ñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì ãðóïïû G, à ìíîæåñòâî Vδ(B) - èíâàðèàíòíûì

ïîäìíîæåñòâîì ýòîé ãðóïïû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Vδ(B) =
⋂
h∈H

γ−1
h Uδ(B)γh. (1.2.20)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

g ∈
⋂
h∈H

γ−1
h Uδ(B)γh, τ ∈ G, τ = uγh ñ u ∈ T ,

ïîëîæèì g1 := τgτ−1, òîãäà

(∃ g2 ∈ Uδ(B)) g = γ−1
h g2γh,
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òàê ÷òî

γ−1
h g2γh = τ−1g1τ = γ−1

h u−1g1uγh, g2 = u−1g1u, g1 = ug2u
−1 = g2,

èáî {g2, u} ⊆ T , è, çíà÷èò,

g1 ∈ Uδ(B), g ∈ τ−1Uδ(B)τ,
⋂
h∈H

γ−1
h Uδ(B)γh ⊆ Vδ(B);

îáðàòíîå âêëþ÷åíèå

Vδ(B) ⊆
⋂
h∈H

γ−1
h Uδ(B)γh

î÷åâèäíî.

Ñëåäñòâèå 1.2.4. Ìíîæåñòâî Vδ(B) îòêðûòî (ïðè ëþáûõ B ⊆ G è δ > 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê êîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðû-

òî, äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (20).

Áîëåå òîãî, èç ñîîòíîøåíèé (18) è (19) ñëåäóåò, ÷òî

Uδ(B) \ B := {x|x ∈ G \ B, ρ(x,B) < δ} = {x|x ∈ G \ B, ρ(x, ∂B) < δ} ⊆

{x|x ∈ G, ρ(x, ∂B) < δ} = Uδ(∂B) è Uδ(∂B) ⊆ Uδ(B).

Òàêèì îáðàçîì,

Uδ(B) = B ∪ Uδ(∂B). (1.2.21)

Ëåììà 1.2.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ èí-

âàðèàíòíûì. Òîãäà

Vδ(A) = A ∪ Vδ(∂A), (1.2.22)

è

β ∈ A ∩ γVδ({1})⇒ γ ∈ Vδ(A) ïðè {β, γ} ⊆ G. (1.2.23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó (21), èìååì

Vδ(B) =
⋂
g∈G

g−1Uδ(A)g =
⋂
g∈G

g−1(A ∪ Uδ(∂A))g =
⋂
g∈G

(g−1Ag ∪ g−1Uδ(∂A)g)
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=
⋂
g∈G

(A ∪ g−1Uδ(∂A)g) = A ∪ (
⋂
g∈G

(g−1Uδ(∂A)g) = A ∪ Vδ(∂A).

Òåì ñàìûì, äîêàçàíî ðàâåíñòâî (22). Ïóñòü

g ∈ G, β ∈ A è γ−1β ∈ Vδ({1}),

òîãäà

ρ(g−1γg, g−1βg) = ρ0(g
−1γ−1βg, 1) < δ

è, çíà÷èò, ρ(g−1γg,A) < δ, òàê êàê g−1βg ∈ A â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ìíîæå-

ñòâà A. Òàêèì îáðàçîì,

(∀ g ∈ G) g−1γg ∈ Uδ(A)

è, ñëåäîâàòåëüíî, γ ∈ Vδ(A). Ëåììà äîêàçàíà.

ßñíî, ÷òî

T̂ = {
n∏
j=1

ξ
mj

j |m ∈ Zn},

ãäå

ξj : T̂ → C, ξj : z 7→ zj ïðè 1 ≤ j ≤ n.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ w : Ĝ→ N, ïîëîæèâ

w(
n∏
j=1

ξ
mj

j ) := max{|mj|+ 1|1 ≤ j ≤ n} ïðè m ∈ Zn

è

w(χ) := max{w(λi)|1 ≤ i ≤ l}

ïðè

χ ∈ Ĝ, l := χ(1), χ|T =
l∑

i=1

λi, ñ {λi|1 ≤ i ≤ l} ⊆ T̂

è çàìåòèì, ÷òî

λ ≺ χ|T ⇔ χ ≺ Ind G
T λ ïðè λ ∈ T̂ è χ ∈ Ĝ, (1.2.24)

ñì., íàïðèìåð, [128, ñòð. 12, ïðåäëîæåíèå 1].
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Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Ïóñòü α ∈ R+. Èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî A

ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ α-ãëàäêèì, åñëè

(∃ C(A)) µ(Uδ(∂A)) < C(A)δα ïðè 0 < δ < 1. (1.2.25)

Ïðåäëîæåíèå 1.2.2. Ïóñòü ôóíêöèè

B : R+ → R, b : R+ × R+ → R, b1 : R+ × R+ → R+

óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

B(x) > 1, b(x, y) > 1,
∞∑
m=1

b(x,m)m−ν = b1(x, ν) ïðè {x, y, ν − 1} ⊆ R+

è

(∀ χ ∈ Ĝ)
∑
p∈Π(x)

χ(σp) = g(χ)B(x) +O(b(x,w(χ)) ïðè x→∞. (1.2.26)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî èíâàðèàíòíîãî α-ãëàäêîãî ïîäìíîæåñòâà A ãðóïïû G

èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

N (A, x) =

µ(A)B(x) +O(C(A)b1(x, ν − n+ 1)α(α+2nν)−1B(x)2nν(α+2nν)−1) (1.2.27)

ïðè ν ≥ n è x→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 < δ < 1/4. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

f0 : R+ → [0, 1], f0(t) =

 exp(t(t− 1)−1) ïðè 0 ≤ t < 1

0 ïðè t ≥ 1,

fδ : T → [0, 1], fδ(z) = f0(δ
−2|ϕ|2) ïðè z ∈ T ,

ãäå ϕ ∈ Rn, zj = exp(2πiϕj) è −1/2 < ϕj ≤ 1/2 ïðè 1 ≤ j ≤ n. Ïîëîæèì

ψ
(1)
δ : G→ [0, 1], ψ

(1)
δ (z) = fδ(z) ïðè z ∈ T è ψ

(1)
δ (G \ T ) = {0}

è

ψδ : G→ [0, 1], ψδ(g) =
1

|H|
∑
h∈H

ψ
(1)
δ (γ−1

h gγh) ïðè g ∈ G.
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ßñíî, ÷òî

ψδ ∈ C∞0 (G) è ψδ(G \ Vδ({1})) = {0}.

Ïîëîæèì

Jδ :=

∫
G

ψδ(g)dµ(g)

è çàìåòèì, ÷òî

Jδ = c0δ
n ñ c0 > 0, (1.2.28)

èáî

Jδ =
1

|H|
∑
h∈H

∫
G

ψ
(1)
δ (γ−1

h gγh)dµ(g) =

∫
G

ψ
(1)
δ (g)dµ(g) =

∫
T

fδ(z)dµ(z) =

∫
T

f0(δ
−2|ϕ|2)dµ(z) =

∫
δKn

f0(|ϕ/δ|2)dϕ = c0δ
n,

ãäå Kn := {x|x ∈ Rn, |x| ≤ 1} è c0 :=
∫
Kn

f0(|x|2)dx > 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

f [B] : G→ {0, 1}, f [B](g) = 1⇔ g ∈ B ïðè g ∈ G,

õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïîäìíîæåñòâà B ãðóïïû G; ïîëîæèì

f+ := f [Vδ(A)] è f− := f [A \ Vδ(∂A)].

Îïðåäåëèì ôóíêöèè

g± : G→ [0, 1], g±(β) :=

∫
G

f±(γ)ψδ(γ
−1β)dµ(γ) ïðè β ∈ G

è çàìåòèì, ÷òî

g±(h−1βh) =

∫
G

f±(γ)ψδ(γ
−1h−1βh)dµ(γ) =

∫
G

f±(γ)ψδ((h
−1γh)−1β)dµ(γ) = g±(β) ïðè {β, γ} ⊆ G,
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òàê êàê {f±, ψδ} ⊆ I(G). Çíà÷èò, g± ∈ C∞0 (G) è ïîòîìó

g± =
∑
χ∈Ĝ

c±(χ)χ, ãäå c±(χ) =

∫
G

g±(β)χ(β)dµ(β). (1.2.29)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (29), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

c±(1) =

∫
G

g±(β)dµ(β) =

∫
G×G

f±(γ)ϕδ(γ
−1β)dµ(γ)dµ(β).

Íî ∫
G

ϕδ(γ
−1β)dµ(β) = Jδ,

òàê ÷òî

c±(1) = Jδ

∫
G

f±(γ)dµ(γ), c+(1) = Jδ µ(Vδ(A)) è c−(1) = Jδ µ(A \ Vδ(∂A)).

Â ñèëó ðàâåíñòâà (22),

µ(Vδ(A)) = µ(A ∪ Vδ(∂A)) ≤ µ(A) + µ(Vδ(∂A));

òàêèì îáðàçîì,

µ(A) ≤ J−1
δ c+(1) ≤ µ(A) + µ(Vδ(∂A))

è

µ(A)− µ(Vδ(∂A)) ≤ J−1
δ c−(1) ≤ µ(A).

Òàê êàê, ïî óñëîâèþ, ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ α-ãëàäêèì, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

J−1
δ c±(1) = µ(A) +O(µ(Vδ(∂A))) = µ(A) +O(C(A)δα). (1.2.30)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî

g−(β) ≤ Jδ ïðè β ∈ G, (1.2.31)

g+(β) = Jδ ïðè β ∈ A è g−(β) = 0 ïðè β ∈ G \ A. (1.2.32)

Äåéñòâèòåëüíî,

g−(β) ≤
∫
G

ψδ(γ
−1β)dµ(γ) = Jδ.
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Ïóñòü β ∈ A, òîãäà

g+(β) =

∫
G

f+(γ)ψδ(γ
−1β)dµ(γ) =

∫
G

ψδ(γ
−1β)dµ(γ) = Jδ,

òàê êàê, ñ îäíîé ñòîðîíû, èç ψδ(γ−1β) 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî γ−1β ∈ Vδ({1}) è,

çíà÷èò, â ñèëó ëåììû 3, γ ∈ Vδ(A), èáî β ∈ A, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, f+(A) = 1.

Íàêîíåö, ïóñòü

β ∈ G \ A è B := Vδ(G \ A) ∩ (A \ Vδ(∂A)),

òîãäà

g−(β) =

∫
G

f−(γ)ψδ(γ
−1β)dµ(γ) =

∫
B

ψδ(γ
−1β)dµ(γ),

òàê êàê èç ψδ(γ−1β) 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî γ−1β ∈ Vδ({1}) è, çíà÷èò, â ñèëó ëåììû

3, γ ∈ Vδ(G \ A), èáî β ∈ G \ A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ñîîòíîøåíèÿ (22)

âûòåêàåò, ÷òî

Vδ(G \ A) ∩ (A \ Vδ(∂A)) = ((G \ A) ∪ Vδ(∂(G \ A))) ∩ (A \ Vδ(∂A)) =

Vδ(∂(G \ A))) ∩ (A \ Vδ(∂A)) = Vδ(∂A)) ∩ (A \ Vδ(∂A)) = ∅,

çíà÷èò, B = ∅ è g−(β) = 0.

Òàê êàê A ∈ I(G) èç îïðåäåëåíèÿ (16) ñëåäóåò, ÷òî

N (A, x) =
∑
p∈Π(x)

∑
σp⊆A

1

è ïîòîìó, ââèäó ñîîòíîøåíèé (30) è (31),∑
p∈Π(x)

g−(σp) ≤ Jδ N (A, x) ≤
∑
p∈Π(x)

g+(σp).

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ, ñîîòíîøåíèÿ (29) è ñîîòíîøåíèÿ (30) âûòåêàåò, ÷òî

N (A, x) = µ(A)B(x) +O(B(x)C(A)δα) +O(|S±(A, x)|), (1.2.33)
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ãäå

S±(A, x) := J−1
δ

∑
χ∈Ĝ\{1}

c±(χ)
∑
p∈Π(x)

χ(σp).

Cîîòíîøåíèe (26) äà¼ò:

S±(A, x)� J−1
δ

∑
χ∈Ĝ\{1}

|c±(χ)|b(x,w(χ)) ïðè x→∞. (1.2.34)

Ïîëîæèì

Am := {χ|χ ∈ Ĝ, w(χ) = m}.

Ïóñòü m ∈ N, χ ∈ Am è χ|T =
∑l

i=1 λi; èç ñîîòíîøåíèÿ (29) ñëåäóåò òîãäà,

÷òî

c±(χ) =
1

|H|
∑
h∈H

∫
T

g±(αγh)(
l∑

i=1

λi(αγh))dµ(α),

îòêóäà, èíòåãðèðóÿ ν ðàç ïî ÷àñòÿì è ðàññóæäàÿ òàêæå, êàê è ïðè âûâîäå

ðàâåíñòâà (28), ïîëó÷èì îöåíêó

c±(χ) = Oν(Jδδ
−2nνm−ν) ïðè ν ∈ N. (1.2.35)

Èç ñîîòíîøåíèé (34) è(35) ñëåäóåò, ÷òî

S±(A, x)�ν δ
−2nν

∞∑
m=1

b(x,m)|Am|m−ν ïðè ν ∈ N è x→∞.

Íî |Am| � mn−1, êàê ëåãêî âûâåñòè èç ñîîòíîøåíèÿ (24), è, çíà÷èò,

S±(A, x)�ν δ
−2nνb1(x, ν − n+ 1)| ïðè ν ≥ n è x→∞. (1.2.36)

Ôîðìóëà (27) âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé (33) è (36) ïðè

δ = (b1(x, ν − n+ 1)B(x)−1)1/(α+2nν).

Ïðåäëîæåíèå 2 äîêàçàíî.

Ïóñòü N ⊆ Ĝ, g0 ∈ G è 0 < u < 1. Ïîëîæèì

A(N;u, g0) := {g|g ∈ G, (∀χ ∈ N) |χ(g)− χ(g0)| < u}.
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Ëåììà 1.2.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî N êîíå÷íî. Òîãäà

(∃ c1(N) ∈ R) µ(Uδ(∂A(N;u, g0))) < c1(N)δ ïðè 0 < δ < 1. (1.2.37)

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî

A(N;u, g0) =
⋂
χ∈N

A({χ};u, g0) (1.2.38)

è

A({χ};u, g0) =
⋃
h∈H

{αγh|α ∈ B(h)} (1.2.39)

ñ

B(h) := {α|α ∈ T , |χ(αγh)− χ(g0)| < u}.

Ïîëàãàÿ

χ̃(g) = (rik(g))1≤i,k≤l,

ëåãêî íàõîäèì

χ(αγh) =
l∑

j=1

λj(α)rjj(γh) ñ λj(α) =
n∏
ν=1

αmjν
ν , mjν ∈ Z

ïðè 1 ≤ j ≤ l, 1 ≤ ν ≤ n è α ∈ T , òàê ÷òî

B(h) = {(x, y)|(x, y) ∈ T , |
l∑

j=1

rjj

n∏
ν=1

(xν + iyν)
mjν − χ(g0)|2 < u2} (1.2.40)

è

T = {(x, y)|{x, y} ⊆ Rn, x2
ν + y2

ν = 1 ïðè 1 ≤ ν ≤ n}.

Ñîîòíîøåíèÿ (38) - (40) ïîêàçûâàþò, ÷òî âû÷èñëåíèå ìåðû

µ(Uδ(∂A(N;u, g0)))

ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ îáú¼ìà ïîëóàëãåáðàè÷åñêîãî ïîäìíîæåñòâà ïðî-

ñòðàíñòâà R2n; ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå (37) ñëåäóåò èç òåîðåì È.Í. Èîìäèíà

[169, ñëåäñòâèå 4.5], [170, òåîðåìà 5.6].



40

Ëåììà 1.2.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî N êîíå÷íî. Òîãäà

(∃ c2(N) ∈ R∗+)µ(A(N;u, g0)) ≥ c2(N)un. (1.2.41)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 < u1 < 1; ïîëîæèì

B(u1) := {α|α ∈ T , |αν − 1| < u1 ïðè 1 ≤ ν ≤ n}.

ßñíî, ÷òî

(∃ c3(n) ∈ R∗+) µ(B(u1)) ≥ c3(n)µ(T )un1 . (1.2.42)

Ïîëîæèì

χ̃(g) = (rikχ(g))1≤i,k≤χ(1)

è

χ|T =

χ(1)∑
j=1

λjχ, ñ λjχ(α) =
n∏
ν=1

αmjν(χ)
ν , mjν(χ) ∈ Z

ïðè χ ∈ Ĝ, α ∈ T , g ∈ G, 1 ≤ j ≤ l, 1 ≤ ν ≤ n; òàê êàê ãðóïïà G

êîìïàêòíà, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ

χ̌ óíèòàðíû è ïîòîìó

|rikχ(g)| ≤ 1 ïðè 1 ≤ i, k ≤ χ(1), χ ∈ Ĝ, g ∈ G. (1.2.43)

Ïîëîæèì

B1(u2,N) := {α|α ∈ T , |λjχ(α)− 1| < u2 ïðè 1 ≤ j ≤ χ(1), χ ∈ N}

è

c4(N) := max{χ(1)|χ ∈ N}.

Èç íåðàâåíñòâà (43) ñëåäóåò, ÷òî

|χ(αg0)− χ(g0)| = |
χ(1)∑
j=1

rjjχ(g0)(λjχ(α)− 1)| ≤ χ(1)u2 ≤ c4(N)u2

ïðè α ∈ B1(u2,N) è χ ∈ N; çíà÷èò, ââèäó (38) è (39),

{αg0|α ∈ B1(c4(N)−1u,N)} ⊆ A(N;u, g0) ïðè 0 < u < 1.
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Òàêèì îáðàçîì,

µ(A(N;u, g0)) ≥ µ(B1(c4(N)−1u,N)) ïðè 0 < u < 1. (1.2.44)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïîñòðîåíèþ,

(∃ c5(N) ∈ R∗+) B(c5(N)u) ⊆ B1(u,N)

è ïîòîìó

µ(B1(u,N)) ≥ B(c5(N)u) ïðè 0 < u < 1. (1.2.45)

Äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî (41) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ (42), (44) è (45).

1.3 Î ïîëèíîìàõ íàä êîëüöîì õàðàêòåðîâ ãðóïïû Âåéëÿ è

ñâÿçàííûõ ñ íèìè L - ôóíêöèÿõ

1. Ïóñòü k - ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Ãðóïïà Âåéëÿ W (E|k) êîíå÷íîãî

íîðìàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ E|k åñòü ðàñøèðåíèå ãðóïïû Ãàëóà Gal(E|k) ãðóï-

ïîé êëàññîâ èäåëåé C(E) ïîëÿ E, îòâå÷àþùåå êàíîíè÷åñêîìó êëàññó êîãîìî-

ëîãèé òåîðèè ïîëåé êëàññîâ; ýòî ãðóïïîâîå ðàñøèðåíèå îïðåäåëÿåò òî÷íóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (òîïîëîãè÷åñêèõ) ãðóïï

1→ C(E)→ W (E|k)→ Gal(E|k)→ 1.

Ãðóïïà Âåéëÿ W (k) ïîëÿ k îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîåêòèâíûé ïðåäåë

W (k) = lim
←−

W (E|k)

ãðóïï Âåéëÿ W (E|k) êîíå÷íûõ íîðìàëüíûõ ðàñøèðåíèé E|k; ïðè ýòîì

Gal(E|k) ∼= W (k)/W (E), W (E|k) ∼= W (k)/W (E)c

è

C(E) ∼= W (E)/W (E)c,
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ãäå W (E)c åñòü çàìûêàíèå êîììóòàòîðà ãðóïïû W (E). Ëþáîå íåïðåðûâíîå

ïðåäñòàâëåíèå

ρ : W (k)→ GL(V ), (∃ d ∈ N) V ∼= Cd, (1.3.1)

ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ãðóïïó W (E|k) äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî íîðìàëüíîãî

ðàñøèðåíèÿ E|k è, çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íîðìàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ

E1|k ñ E ⊆ E1 (ñì. [166], [40]). Êàê èçâåñòíî,

C(E) ∼= R∗+ × C1(E),

ãäå C1(E) åñòü ãðóïïà êëàññîâ èäåëåé åäèíè÷íîé íîðìû, è ïîòîìó

W (E|k) ∼= R∗+ ×W1(E|k),

ãäåW1(E|k) åñòü ãðóïïîâîå ðàñøèðåíèå, îïðåäåëÿåìîå òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüþ

1→ C1(E)→ W1(E|k)→ Gal(E|k)→ 1.

Ãðóïïà C1(E) è, çíà÷èò, ãðóïïà W1(E|k) êîìïàêòíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

τ(E, k) : W (k)→ W1(E|k)

åñòåñòâåííûé ýïèìîðôèçì ñ

Ker τ(E, k) ∼= R+ ×W (E)c.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (1) íîðìèðîâàíî, åñëè ýòî ïðåäñòàâëåíèå

ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç îäíó èç ãðóïïW1(E|k), ò.å. åñëè ρ = ρ1◦τ(E, k) äëÿ íåêî-

òîðîãî êîíå÷íîãî íîðìàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ E|k è íåêîòîðîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ρ1 ãðóïïû W1(E|k). Îáîçíà÷èì ÷åðåç X0(k) ñîâîêóïíîñòü íîðìèðîâàííûõ

íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû W (k) è ÷åðåç

X(k) := {
∑

ϕ∈X0(k)

m(ϕ)ϕ|m : X0(k)→ Z, |m−1(Z \ {0})| <∞}

êîëüöî âèðòóàëüíûõ íîðìèðîâàííûõ õàðàêòåðîâ ýòîé ãðóïïû.
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Ïóñòü p ∈ P(k); îáîçíà÷èì ÷åðåç Ip ïîäãðóïïó èíåðöèè ãðóïïûW (k) â òî÷êå

p è ÷åðåç σp êëàññ Ôðîáåíèóñà â ýòîé òî÷êå [166], [40] (ñì. òàêæå [128, ãë.

1, �3]). Ïóñòü ψ ∈ X0(k) è

ψ̃ : W (k)→ GL(V )

åñòü ïðåäñòàâëåíèå ñ õàðàêòåðîì ψ; ïîëîæèì

V (p) := {x|x ∈ V, ψ̃(g)x = x ïðè g ∈ Ip}, S(ψ) := {p|p ∈ P(k), V (p) 6= V }

è

S(a) :=
⋃

ϕ∈sup a

S(ϕ) ïðè a ∈ X(k).

Êàê èçâåñòíî, ìíîæåñòâà S(ψ) è, ñëåäîâàòåëüíî, S(a) êîíå÷íû. Ïî îïðåäåëå-

íèþ,

Ip ⊆ Ker ψ̃ ïðè p ∈ P(k) \ S(ψ). (1.3.2)

Áîëåå òîãî,

tr (ψ̃(g)|V (p)) è det (1− tψ̃(g)|V (p))

íå çàâèñÿò îò âûáîðà ýëåìåíòà g â σp; ïîëîæèì

ψ(σp) := tr (ρ(g)|V (p)) è det (1− tψ̃(σp)) := det (1− tψ̃(g)|V (p))

ïðè g ∈ σp è ðàñïðîñòðàíèì ýòî îïðåäåëåíèå ïî ëèíåéíîñòè íà âñå ýëåìåíòû

êîëüöà X(k). Ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ s 7→ L(ψ, s) îïðåäåëÿåòñÿ àáñîëþòíî

ñõîäÿùèìñÿ â ïîëóïëîñêîñòè C1 ýéëåðîâñêèì ïðîèçâåäåíèåì

L(ψ, s) :=
∏

p∈P(k)

det (1− ψ̃(σp)|p|−s)−1

è íàçûâàåòñÿ L - ôóíêöèåé Ãåêêå - Àðòèíà - Âåéëÿ (èëè ïðîñòî L - ôóíêöèåé

Âåéëÿ) [166].

2. Ïóñòü

Φ(t) ∈ X(k)[t], Φ(t) = 1 +
l∑

j=1

ajt
j.
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Ïîëîæèì

Φg(t) := 1 +
l∑

j=1

aj(g)tj =
l∏

j=1

(1− γj(g)t)

ñ γj(g) ∈ C ïðè g ∈ W (k), 1 ≤ j ≤ l. Ïóñòü

γ(Φ) := sup{|γj(g)| |1 ≤ j ≤ l, g ∈ W (k)}.

Íàçîâ¼ì ïîëèíîì Φ(t) óíèòàðíûì, åñëè

(∀g ∈ W (k)) Φg(α) 6= 0 ïðè |α| 6= 1, α ∈ C.

Ïîëîæèì äàëåå

X0(Φ) :=
l⋃

j=1

sup aj è S(Φ) :=
l⋃

j=1

S(aj).

ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâà X0(Φ) è S(Φ) êîíå÷íû.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.1. Ïóñòü Φ(t) ∈ X(k)[t], Φ(0) = 1 è Φ(t) 6= 1. Òîãäà

(i) (∃ B(Φ) ∈ R) 1 ≤ γ(Φ) ≤ B(Φ);

(ii) ïîëèíîì Φ(t) óíèòàðåí ⇔ γ(Φ) = 1;

(iii) íàéä¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

bn : X0(k)→ Z, n ∈ N

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ Xn(Φ), n ∈ N, ìíîæåñòâà

X0(k), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

bn(X0(k) \Xn(Φ)) = {0} ïðè n ∈ N;

Ip ⊆ Ker ψ̃ ïðè ψ ∈
⋃
n∈N

Xn(Φ), p ∈ P(k) \ S(Φ);

Φ(t) =
∞∏
n=1

∏
ϕ∈X0(k)

det (1− tnϕ̃)bn(ϕ) â X(k)[[t]];
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ïðè g ∈ W (k) áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

Φg(t) =
∞∏
n=1

∏
ϕ∈X0(k)

det (1− tnϕ̃(g))bn(ϕ) (1.3.3)

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â êðóãå |t| < γ(Φ)−1;

ïðè g ∈ W (k) è m ∈ N èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|
∑

ϕ∈X0(k)

bm(ϕ)ϕ(g)| ≤ τ(m)

m
lγ(Φ)m, (1.3.4)

ãäå τ(m) := |{d|d ∈ N, d|m}| è l := deg Φ(t);

íàêîíåö, ∑
n≥M

|
∑

ϕ∈X0(k)

log det (1− tnϕ̃(g))bn(ϕ)| ≤ l(γ(Φ)|t|)M

(1− γ(Φ)|t|)2
(1.3.5)

ïðè g ∈ W (k), m ∈ N è |t| < γ(Φ)−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ(t) ∈ X(k)[t], Φ(0) = 1 è Φ(t) 6= 1; ïîëîæèì

Φ(t) = 1 +
l∑

j=1

ajt
j ñ al 6= 0.

Òàê êàê ìíîæåñòâî X0(Φ) êîíå÷íî, ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå íîðìàëüíîå ðàñøè-

ðåíèå K|k ïîä óñëîâèåì

(∀ ψ ∈ X0(Φ)) Ker τ(K|k) ⊆ Ker ψ̃. (1.3.6)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

(∀ ψ ∈ X0(Φ), p ∈ P(k) \ S(Φ)) Ip ⊆ Ker ψ̃. (1.3.7)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H çàìêíóòûé íîðìàëüíûé äåëèòåëü ãðóïïû W (k), ïîðîæ-

ä¼ííûé ìíîæåñòâîì

Ker τ(K|k) ∪ (
⋃

p∈P(k)\S(Φ))

Ip),
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è ÷åðåç λ : W (k)→ G åñòåñòâåííûé ýïèìîðôèçì ñ G := W (k)/H. Èç ñîîòíî-

øåíèé (6) è (7) ñëåäóåò, ÷òî

(∃ cj ∈ Y (G)) aj = cj ◦ λ ïðè 1 ≤ j ≤ l

ïîëîæèì

P (t) = 1 +
l∑

j=1

cjt
j, P (t) ∈ Y (G)[t].

ßñíî, ÷òî Φg(t) = Pλg(t) ïðè g ∈ W (k) è, çíà÷èò, γ(Φ) = γ(P ). Òàê êàê

W (K)c ⊆ Ker τ(K|k)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà G êîìïàêòíà, óòâåðæäåíèÿ (i)− (iii) âûòåêàþò èç

ëåììû 1, ñëåäñòâèÿ 1 è ïðåäëîæåíèÿ 1 â �2. Ïðåäëîæåíèå 1 äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 1.3.1. Ñîõðàíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ è óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 1,

ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëèíîì Φ(t) óíèòàðåí. Òîãäà

(∃n0 ∈ N) Xn(ϕ) = ∅ ïðè n > n0

è ïîòîìó

Φ(t) =

n0∏
n=1

∏
ϕ∈X0(k)

det (1− tnϕ̃)bn(ϕ) â X(k)[[t]]. (1.3.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 2.3.

3. Ïóñòü

Φ(t) := 1 +
l∑

j=1

ajt
j, Φ(t) ∈ X(k)[t].

Ïîëîæèì

Φp(t) := 1 +
l∑

j=1

aj(σp)t
j ïðè p ∈ P(k)

è çàìåòèì, ÷òî

Φp(t) = Φg(t) ïðè p ∈ P(k) \ S(Φ) è g ∈ σp. (1.3.9)
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Ïîëîæèì äàëåå

L(Φ; s) :=
∏

p∈P(k)

Φp(|p|−s)−1 ïðè s ∈ C1. (1.3.10)

ßñíî, ÷òî

L(ψ; s) = L(Q, s) ïðè ψ ∈ X0(k) è Q(t) := det (1− ψ̃ t).

Ïîëîæèì

fn,p(t) :=
∏

ψ∈X0(k)

det (1− tnψ̃(σp))
bn(ψ) ïðè n ∈ N è p ∈ P(k).

Ïî îïðåäåëåíèþ,∏
p∈P(k)

fn,p(|p|−s)−1 =
∏

ψ∈X0(k)

L(ψ;ns)bn(ψ) ïðè s ∈ C1/n. (1.3.11)

Ñëåäñòâèå 1.3.2. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

Φp(t) =
∞∏
n=1

fn,p(t) ïðè p ∈ P(k) \ S(Φ) è |t| < γ(Φ)−1. (1.3.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå (12) ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (3) è (9).

Ñëåäñòâèå 1.3.3. Åñëè ïîëèíîì Φ(t) óíèòàðåí, òî ôóíêöèÿ

s 7→ L(Φ; s)

ìåðîìîðôíî ïðîäîëæèìà íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñîîòíîøåíèé (8) - (10) è îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Âåéëÿ

ñëåäóåò, ÷òî

L(Φ; s) = L1(Φ, s) ïðè s ∈ C1,

ãäå

L1(Φ, s) :=
∏

p∈S(Φ)

n0∏
n=1

fn,p(|p|−s)Φp(|p|−s)−1
n0∏
n=1

∏
ϕ∈X0(k)

L(ϕ;ns)bn(ϕ).

Òàê êàê ôóíêöèè Âåéëÿ L(ϕ, s) ñóòü ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè è ìíîæåñòâî

S(Φ) êîíå÷íî, ôóíêöèÿ s 7→ L1(Φ; s) ìåðîìîðôíà. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Ïóñòü

{M,N} ⊆ N, N > max{|p|, γ(Φ)M | p ∈ S(Φ))}

è

SN := {p|p ∈ P(k), |p| < N}, òàê ÷òî S(Φ) ⊆ SN .

Ñëåäñòâèå 1.3.4. Ïóñòü p ∈ P(k) \ S(Φ), òîãäà

Φp(|p|−s) =
∞∏
n=1

fn,p(|p|−s) ïðè s ∈ C1/M . (1.3.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê

|p|−Re s < γ(Φ))−1 ïðè s ∈ C1/M , p ∈ P(k) \ SN (1.3.14)

è S(Φ) ⊆ SN , äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (12).

Ïîëîæèì

ZN(s) :=
∏
p∈SN

Φp(|p|−s)−1 è TN,M(s) :=
∞∏

n=M

∏
p∈P(k)\SN

fn,p(|p|−s)−1.

Ëåììà 1.3.1. Ïðîèçâåäåíèå TN,M(s) êîìïàêòíî ñõîäèòñÿ â C1/M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê

fn,p(t) =
∏

ψ∈X0(k)

det (1− tnψ̃(g))bn(ψ)

ïðè p ∈ P(k) \ S(Φ), g ∈ σp, n ∈ N è S(Φ) ⊆ SN , èç ñîîòíîøåíèé (14) è (5)

ñëåäóåò, ÷òî
∞∑

n=M

∑
p∈P(k)\SN

|fn,p(|p|−s)| ≤
∑

p∈P(k)\SN

l(γ(Φ)|p|−Re s)M

(1− γ(Φ)|p|−Re s)2
≤

lγ(Φ)M [k : Q]

(1− γ(Φ)N−1/M)2

∞∑
n=1

n−M Re s.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïîëîæèì

UM(s) :=
∏

1≤n<M

∏
ϕ∈X0(k)

L(ϕ;ns)bn(ϕ) è RN,M(s) :=
∏

1≤n<M

∏
p∈SN

fn,p(|p|−s).
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Ëåììà 1.3.2. Ðàâåíñòâî

L(Φ; s) = ZN(s)TN,M(s)RN,M(s)UM(s), (1.3.15)

îïðåäåëÿåò ìåðîìîðôíîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè s 7→ L(Φ; s) â ïîëóïëîñ-

êîñòü C1/M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2 è ñîîòíîøåíèÿ (11), ðàâåíñòâî (15)

èìååò ìåñòî ïðè s ∈ C1, à èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

s 7→ ZN(s)TN,M(s)RN,M(s)

ìåðîìîðôíà â ïîëóïëîñêîñòè C1/M . Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò

èç ìåðîìîðôíîñòè L-ôóíêöèé Âåéëÿ.

Ñëåäñòâèå 1.3.5. Ôóíêöèÿ s 7→ L(Φ; s) ìåðîìîðôíî ïðîäîëæèìà â ïîëó-

ïëîñêîñòü C0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2, ôóíêöèÿ s 7→ L(Φ; s) ìåðîìîðôíî ïðî-

äîëæèìà â ïîëóïëîñêîñòü C1/M ïðè ëþáîìM ∈ N è, çíà÷èò, â ïîëóïëîñêîñòü

C0 =
∞⋃

M=1

C1/M .

Ñëåäñòâèå 5 äîêàçàíî.

1.4 Îá îäíîì îáîáùåíèè òåîðåìû ïëîòíîñòè Í. Ã. ×åáîòàð¼âà

1. ÏóñòüN ⊆ X0(k), g ∈ W (k), v ∈ R è 0 < v < 1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Π1(N, g, v;x) := {p|p ∈ Π(k, x), |χ(σp)− χ(g)| < v ïðè χ ∈ N};

ïîëîæèì π(N, g, v;x) := |Π1(N, g, v;x)|.

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñð. [128], [132]).

Òåîðåìà 1.4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî N êîíå÷íî. Òîãäà

π(N, g, v;x) = c0(N, g, v)

x∫
2

du

log u
+O(x exp(−c1(N)(log x)1/2)) (1.4.1)
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ïðè x→∞, ãäå

c0(N, g, v) ≥ c2(N)vc3(N), cj(N) ∈ R∗+ ïðè 1 ≤ j ≤ 3 (1.4.2)

è O-êîíñòàíòà â (1) çàâèñèò òîëüêî îò N (íî íå îò g, v è x).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç gr(E) ãðóïïó õàðàêòåðîâ Ãåêêå ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

E è ïóñòü

gr(E,L) := {χ|χ ∈ gr(E), f(χ)|L}

ïðè L ∈ N, ãäå f(χ) åñòü âåäóùèé ìîäóëü õàðàêòåðà χ. Êàê èçâåñòíî (ñì.,

íàïðèìåð, [91, �9], [128, ãë. 1, �1]),

gr(E) ∼= C1(E)⊥, gr(E) =
⋃
L∈N

gr(E,L) è gr(E,L) ∼= Zn ⊕ A(L), (1.4.3)

ãäå [E : Q] = n + 1, n ∈ N0 è |A(L)| < ∞. Ýëåìåíòû ãðóïïû gr(E,L)

ñóòü õàðàêòåðû Ãåêêå ïî ìîäóëþ L; íàïîìíèì êîíñòðóêöèþ ýòèõ õàðàêòåðîâ.

Ïóñòü

U := (R∗+)r1 × (C∗)r2 è n+ 1 = r1 + 2r2;

ÿñíî, ÷òî

Û = {f |f : U → S1, f : z 7→
r1+r2∏
j=1

|zj|itj(f)
r1+r2∏
j=r1+1

(
zj
|zj|

)aj(f)}

ñ tj(f) ∈ R ïðè 1 ≤ i ≤ r1 + r2 è aj(f) ∈ Z ïðè r1 + 1 ≤ i ≤ r1 + r2, f ∈ Û .

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûå âëîæåíèÿ

σ : E ↪→ Rr1 × Cr2, σi : E ↪→ C ïðè 1 ≤ i ≤ r1 + r2, ι : R∗+ ↪→ U

ñ

σi(E) ⊆ R⇔ 1 ≤ i ≤ r1 è ι(t)i = t ïðè 1 ≤ i ≤ r1 + r2.

Ïîëîæèì

E(L) := {ε|ε ∈ o(E)∗, ε = 1(L), σi(ε) > 0 ïðè 1 ≤ i ≤ r1};
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èç òåîðåìû Äèðèõëå î åäèíèöàõ ñëåäóåò, ÷òî

U/(ι(R∗+)E(L)) ∼= T , ãäå T := {z|z ∈ Cn, |zj| = 1 ïðè 1 ≤ j ≤ n}.

Ïóñòü

F(L) := {f |f ∈ Û , ι(R∗+E(L)) ⊆ Ker f},

òàê ÷òî

F(L) ∼= (U/(ι(R∗+)E(L))⊥ è, çíà÷èò, F(L) ∼= Zn.

Ïîëîæèì

I(L) := {ab−1|{a, b} ⊆ I0, (ab, (L)) = (1)}

è

pr(L) := {(α)|α ∈ E∗, α = 1(L)}.

Ïî îïðåäåëåíèþ,

gr(E,L) :=

{λ|λ ∈ I(L)⊥, λ((α)) = fλ(α) ñ fλ ∈ F(L) ïðè (α) ∈ pr(L)};

ëåãêî âèäåòü, ÷òî

gr(E,L) = gr0(E,L)⊕ A(L) ñ gr0(E,L) ∼= Zn è A(L) ∼= I(L)/pr(L).

Ïîëîæèì

w0(λ) := 1 +

r1+r2∑
j=1

|tj(fλ)|+
r1+r2∑
j=r1+1

|aj(fλ)| ïðè λ ∈ gr(E,L).

Ëåììà 1.4.1. Ïóñòü χ ∈ gr(E,L). Òîãäà

∑
p∈Π(E,x)

χ(p) = g(χ)

x∫
2

du

log u
+

O(x exp(−c(L)
log x

logw0(χ) + (log x)1/2
)) ïðè x→∞, c(L) ∈ R∗+, (1.4.4)

ãäå c(L) è O-êîíñòàíòà â (4) çàâèñÿò ëèøü îò E è L (íî íå îò x).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî èçâåñòíàÿ òåîðåìà Ãåêêå [99] (ñð. [128, ãë. 1, �5]).

Çàôèêñèðîâàâ ñèñòåìó îáðàçóþùèõ ãðóïïû E(L), ìîæíî ïîñòðîèòü êàíîíè-

÷åñêèé áàçèñ {µj|1 ≤ j ≤ n} ãðóïïû gr0(E,L) è ýïèìîðôèçì

ϕ0(E,L) : C1(E)→ T , ϕ0(E,L) : α 7→ (µ1(α), ..., µn(α))

ãðóïïû êëàññîâ èäåëåé åäèíè÷íîãî îáú¼ìà C1(E) íà n-ìåðíûé òîð T . Îòîá-

ðàæåíèå ϕ0(E,L) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ýïèìîðôèçìà

ϕ(E,L) : W (E|k)→ G

ãðóïïû Âåéëÿ W (E|k) íà ðàñøèðåíèå G êîíå÷íîé ãðóïïû

H := Gal(E|k)× A(L)

òîðîì T ; ïîñòðîåííûå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëÿþò òî÷íóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï:

1→ T → G→ H→ 1.

Ïîëîæèì

w(λ0

n∏
j=1

µ
mj

j ) := max{|mi|+ 1|1 ≤ i ≤ n} ïðè m ∈ Zn, λ0 ∈ A(L);

òîãäà

w0(λ)�L,E w(λ) ïðè λ ∈ gr(E,L) (1.4.5)

è èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.4.2. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëåé àëãåáðàè÷åñêèõ

÷èñåë ñòåïåíè E|E1. Ïóñòü

λ1 ∈ gr(E1,L) è λ := λ1 ◦NE/E1
;

òîãäà

λ ∈ gr(E,L) è w(λ1)�L,E,E1
w(λ)�L,E,E1

w(λ1).
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Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå E|k è ïóñòü L ∈ N; ïîëîæèì

X (E|k) := {χ|χ ∈ X0(k), W (E)c ⊆ Ker χ̃},

X (E|k,L) := {χ|χ ∈ X (E|k), λ ≺ (χ ◦ τ(E, k))|C1(E) ⇒ λ ∈ gr(E,L)}

è

w(E;χ) := max{w(λ)|λ ≺ (χ ◦ τ(E, k))|C1(E)} ïðè χ ∈ X (E|k,L).

Ëåììà 1.4.3. Ðàññìîòðèì êîíå÷íûå íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ E|k

è E1|k ïîä óñëîâèåì E1 ⊆ E. Ïóñòü χ ∈ X (E1|k,L), òîãäà

w(E,χ)�L,E,E1
w(E1;χ)�L,E,E1

w(E,χ). (1.4.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

j : W1(E|k)→ W1(E1|k)

åñòåñòâåííûé ýïèìîðôèçì ãðóïï Âåéëÿ è çàìåòèì, ÷òî, ïî ïîñòðîåíèþ (ñì.

[166], [40]),

τ(E1, k) = τ(E, k) ◦ j è j|C1(E) = NE/E1
. (1.4.7)

Ñîîòíîøåíèå (6) ñëåäóåò èç (7) è ëåììû 2.

Ëåììà 1.4.4. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå E|k è

ïóñòü χ ∈ X (E|k,L). Òîãäà

∑
p∈Π(k,x)

χ(σp) = g(χ)

x∫
2

du

log u
+

O(x exp(−c(L)
log x

logw(E,χ) + (log x)1/2
)) ïðè x→∞, c(L) ∈ R∗+, (1.4.8)

ãäå c(L) è O-êîíñòàíòà â (8) çàâèñÿò ëèøü îò E è L (íî íå îò x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîëå k1 è õàðàêòåð χ1

ïîä óñëîâèåì:

k ⊆ k1 ⊆ E, χ1 ∈ X (E|k1,L), χ = Ind
W (E|k)
W (E|k1)χ1 è χ1 = λψ (1.4.9)
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ñ

λ ∈ gr(k1,L), ψ ∈ X (E|k1,L) è C(E) ⊆ Ker ψ. (1.4.10)

Ïî òåîðåìå Áðàóýðà, íàéäóòñÿ ÷èñëî l, ïîëÿ Ei è õàðàêòåðû ψi òàêèå, ÷òî

k1 ⊆ Ei ⊆ E, ψi ∈ gr(Ei,L), w(ψi) = 0 ïðè 1 ≤ i ≤ l

è

ψ =
l∑

i=1

ei Ind
W (E|k1)
W (E|Ei)ψi, ei ∈ {±1} ïðè 1 ≤ i ≤ l. (1.4.11)

Èç ñîîòíîøåíèé (9) è (10) ñëåäóåò, ÷òî∑
p∈Π(k,x)

χ(σp) =
∑

p∈Π(k1,x)

χ1(σp) =
∑

p∈Π(k1,x)

λ(p)ψ(σp)

è ïîòîìó, â ñèëó (11),

∑
p∈Π(k,x)

χ(σp) =
l∑

i=1

ei
∑

p∈Π(Ei,x)

λ(NEi/k1p)ψi(p). (1.4.12)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ëåììû 2,

w(Ei, (λ◦NEi/k1)ψi)�E,L w(λ) ïðè 1 ≤ i ≤ l è w(E,χ)�E,L w(λ), (1.4.13)

èáî

χ(α) =
∑

τ∈G(k1|k)

χ1(τ
−1ατ) =

∑
τ∈G(k1|k)

λ(NE/k1α) ïðè α ∈ C(E),

ãäå G(k1|k) åñòü ñîâîêóïíîñòü êëàññîâ ñìåæíîñòè ãðóïïû Gal(E|k) ïî ïîä-

ãðóïïå Gal(E|k1). Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ëåììû 1 è ñîîò-

íîøåíèé (12), (13), (1.2).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Òàê êàê ìíîæåñòâî N êîíå÷íî, ñóùåñòâóþò

êîíå÷íîå íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå K|k è íàòóðàëüíîå ÷èñëî L ïîä óñëîâèåì

N ⊆ X (K|k,L); ïîëîæèì

n+ 1 := [K : k], n ∈ N0, H := Gal(K|k)× A(L)
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è

T := {z|z ∈ Cn, |zj| = 1 ïðè 1 ≤ j ≤ n}.

Ïî ïîñòðîåíèþ,

(∀χ ∈ N ∃ψ(χ) ∈ Ĝ) χ = ϕ(K,L)τ(K|k)ψ(χ),

ãäå G åñòü ðàñøèðåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû H òîðîì T , îïðåäåëÿåìîå òî÷íîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

1→ C(K)→ W (K|k)→ Gal(K|k)→ 1

è ãîìîìîðôèçìîì ϕ(K,L); áîëåå òîãî, w(ψ(χ)) = w(K,χ). Àñèìïòîòè÷åñêàÿ

ôîðìóëà (1) ñëåäóåò èç ëåììû 4, ëåììû 2.4 è ïðåäëîæåíèÿ 2.2 ñ

B(x) =

x∫
2

du

log u
, b(x,m) = x exp(−c(L)

log x

logm+ (log x)1/2
), α = 1,

C(A) = c1(N) è ν = n+1; îöåíêà (2) ñëåäóåò èç ëåììû 2.5. Òåîðåìà äîêàçàíà.

2. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå äâå ëåììû î íóëÿõ L - ôóíêöèé Âåéëÿ.

Ëåììà 1.4.5. Ïóñòü χ ∈ gr(E,L). Ïðè T ∈ R+ ïîëîæèì

R(T, χ) := {s|s ∈ C, 0 ≤ Re s ≤ 1, |Im s| ≤ T, L(χ, s) = 0}

è

N (T, χ) :=
∑

s∈R(T,χ)

ν(s),

ãäå ν(s) åñòü êðàòíîñòü íóëÿ s ôóíêöèè s 7→ L(χ, s). Òîãäà

N (T + 1, χ) = N (T, χ) +O(log(Lw0(χ)(1 + T )n+1)). (1.4.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [128,

ïðåäëîæåíèå 2 íà ñòð. 55]).
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Ëåììà 1.4.6. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå E|k è

ïóñòü χ ∈ X (E|k,L); ïðè T ∈ R+ ïîëîæèì

N0(T, χ) := |{s|s ∈ C, L(χ, s) ∈ {0,∞}, 0 ≤ Re s ≤ 1, |Im s| ≤ T}|.

Òîãäà

N0(T, χ)�L,E (T + 1) log((1 + T )w(E,χ)). (1.4.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñîîòíîøåíèé (9) - (11) ñëåäóåò, ÷òî

L(χ, s) =
l∏

i=1

L(ψi(λ ◦NEi/k1), s)
ei. (1.4.16)

Îöåíêà (15) åñòü ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû (14) ê

êàæäîìó èç ñîìíîæèòåëåé ïðîèçâåäåíèÿ (16). Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Â íåäàâíåé ðàáîòå [12] ïîäðîáíî èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ïàðàìåòðà

c(L) è O - êîíñòàíòû â àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå (8).

1.5 Íåïðîäîëæèìîñòü ýéëåðîâñêèõ ïðîèçâåäåíèé, îïðåäåëÿåìûõ

íåóíèòàðíûìè ïîëèíîìàìè, â ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü

1. Ïóñòü

Φ(t) ∈ X(k)[t], Φ(t) = 1 +
l∑

j=1

ajt
j, l ∈ N, Φ(t) 6= 1,

aj =
∑

ψ∈X0(Φ)

mj(ψ)ψ ïðè 1 ≤ j ≤ l,

Φg(t) =
l∏

j=1

(1− γj(g)t) è σ(m, g) :=
l∑

j=1

γj(g)m ïðè g ∈ W (k), m ∈ N.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X1(Φ) ïîäêîëüöî êîëüöà X(k), ïîðîæä¼ííîå ìíîæåñòâîì

X0(Φ). Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî â �4, èç êîíå÷íîñòè ýòîãî ìíîæåñòâà ñëå-

äóåò, ÷òî

X0(Φ) ⊆ X (K|k,L)
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è ïîòîìó

X1(Φ) ⊆ X (K|k,L) (1.5.1)

äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî íîðìàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ K|k è íàòóðàëüíîãî ÷èñ-

ëà L; ïîëîæèì n := [K : k] è

w(Φ) := max{w(K,ψ)|ψ ∈ X0(Φ)}.

Ëåììà 1.5.1. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

Xm(Φ) ⊆ X1(Φ) è |Xm(Φ)| �Φ m
n ïðè m ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m ∈ N. Âûðàæàÿ ñóììû σ(m, g) ÷åðåç êîýôôèöè-

åíòû ïîëèíîìà Φg(t) è âîñïîëüçîâàâøèñü òîæäåñòâîì (2.14), ïîëó÷èì

m
∑

ψ∈Xm(Φ)

bm(ψ)ψ(g) =
∑
uv=m

µ(u)fv(a(gu)) ïðè g ∈ W (k), (1.5.2)

ãäå fv(t) åñòü ïîëèíîì ñòåïåíè v îò l ïåðåìåííûõ t := (t1, ..., tl) ñ öåëûìè

ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Èç ñîîòíîøåíèé (1) è (2) ñëåäóåò, ÷òî

Xm(Φ) ⊆ X1(Φ) ⊆ X (K|k,L) (1.5.3)

è, áîëåå òîãî,

w(K;ψ) ≤ m w(Φ) ïðè ψ ∈ Xm(Φ). (1.5.4)

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî

|{ψ|ψ ∈ X (K|k,L), w(K;ψ) ≤ T}| �Φ (T + 1)n ïðè T ∈ R+.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðè

ν ∈ N, {t0, δ} ⊆ R, t0(t0 + δ) ≥ 0 è 0 < δ < 1

ïîëîæèì

D(ν; δ, t0) := {s|s ∈ C, (ν + 1)−1 < Re s < ν−1, t0 < Im s < t0 + δ}.
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Ïóñòü

M := (ν + 1)−1 è N > max{|p|, γ(Φ)M |p ∈ S(Φ)};

â îáîçíà÷åíèÿõ �3 ïîëîæèì

A1(ν; δ, t0) := |{s|s ∈ D(ν; δ, t0), UM(s) = 0}|

è

A2(ν; δ, t0) := |{s|s ∈ D(ν; δ, t0), ZN(s)−1 = 0}|.

Ïðåäëîæåíèå 1.5.1. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

A1(ν; δ, t0)�t0,Φ ν
n+3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îáîçíà÷åíèÿõ ëåììû 4.6, èìååì

A1(ν; δ, t0) ≤
M∑
m=1

∑
ϕ∈Xm(Φ)

N0(m(|t0|+ 2), ϕ)

è, çíà÷èò, â ñèëó ñîîòíîøåíèé (3), (4), (4.15) è ëåììû 1,

A1(ν; δ, t0)�Φ

M∑
m=1

|Xm(Φ)|m(|t0|+ 3) logm(|t0|+ 3))�Φ,t0

M∑
m=1

mn+2.

Òåì ñàìûì, ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïóñòü

|α| = γ(Φ), Φg(t) = (1− αt)bF (g; t) è F (g, α−1) 6= 0

ïðè íåêîòîðûõ g â W (k), α â C, F (g; t) â C[t] è b â N (ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ

α, b è g ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ γ(Φ) è êîìïàêòíîñòè ãðóïïû W1(K|k)).

Ïîëîæèì

Π0(Φ;h, v) := {p|p ∈ P(k) \ S(Φ), |ψ(σp)− ψ(h)| < v ïðè ψ ∈ X (Φ)}.

Ëåììà 1.5.2. Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî v0(Φ)

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî v â èíòåðâàëå 0 < v < v0(Φ) è ëþáîãî p èç

Π0(Φ; g, vb+2) íàéä¼òñÿ κ(p) ïîä óñëîâèåì

κ(p) ∈ C∗, Φp(κ(p)−1) = 0 è | log |κ(p)| − log γ(Φ)| < v. (1.5.5)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 < v1 < 1 è F (g; t) 6= 0 ïðè |t−α−1| ≤ v1; ïîëîæèì

w := min {|F (g; t)| | |t− α−1| ≤ v1}.

ßñíî, ÷òî w ∈ R∗+ è

|Φg(t)| ≥ wvbγ(Φ)b ïðè 0 < v < v1 è |t− α−1| = v, (1.5.6)

èáî

|Φg(t)| = |(1− αt)bF (g; t)| ≥ w|1− αt|b ïðè |t− α−1| ≤ v1.

Ïóñòü

w1 := max{
∑

ψ∈X0(Φ)

|mj(ψ)| |1 ≤ j ≤ l},

òîãäà w1 ∈ R∗+ è èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

|aj(σp)− aj(g)| < w1v ïðè p ∈ Π0(Φ; g, v), 1 ≤ j ≤ l è v ∈ R∗+. (1.5.7)

Ïîëîæèì hp(t) := Φp(t)− Φg(t); èç ñîîòíîøåíèÿ (7) ñëåäóåò, ÷òî

|hp(t)| < 2llw1v
b+1 ïðè 0 < v < 1, |t− α−1| = v è p ∈ Π0(Φ; g, vb+1), (1.5.8)

òàê êàê ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ

|Φp(t)− Φg(t)| ≤
l∑

j=1

|t|j|aj(σp)− aj(g)| < w1v
b+1

l∑
j=1

(v + γ(Φ)−1)j ≤ 2llw1v
b+1.

Ïîëîæèì

v2 := min {1, v1, wγ(Φ)b(2llw1)
−1};

èç ñîîòíîøåíèé (8) è (6) ñëåäóåò, ÷òî ïðè 0 < v < v2, |t − α−1| = v è

p ∈ Π0(Φ; g, vb+1) èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

|hp(t)| < wγ(Φ)bvb ≤ |Φg(t)|

è, çíà÷èò, ïî òåîðåìå Ðóøå (ñì., íàïðèìåð, [39, no. 3.4.2]),

|{β|β ∈ C, Φp(β) = 0, |β − α−1| ≤ v}| =
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|{β|β ∈ C, Φg(β) = 0, |β − α−1| ≤ v}| = 1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî v â èíòåðâàëå 0 < v < v2 è ëþáîãî p èç

Π0(Φ; g, vb+1) íàéä¼òñÿ κ(p) ïîä óñëîâèåì

κ(p) ∈ C∗, Φp(κ(p)−1) = 0 è |κ(p)−1 − α−1| ≤ v.

Íåñëîæíîå âû÷èñëåíèå ïîçâîëÿåò òåïåðü ïîñòðîèòü èñêîìîå ÷èñëî v0(Φ).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðåäëîæåíèå 1.5.2. Ïóñòü γ(Φ) > 1, òîãäà

(∃ {c1(Φ), c2(Φ)} ⊆ R∗+) A2(ν; δ, t0) > exp(c1(Φ)ν1/2) (1.5.9)

ïðè ν > c2(Φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

ν > max{2π(δ log γ(Φ))−1, (log v0(Φ))2}. (1.5.10)

Ïîëîæèì vν := exp(−ν1/2) è

Q(ν) := {p|p ∈ Π0(Φ; g, vb+2
ν ), (γ(Φ)evν)ν ≤ |p| < (γ(Φ)e−vν)ν+1}.

Òàê êàê 0 < vν < v0(Φ), â ñèëó ëåììû 1, äëÿ ëþáîãî p â Qν íàéä¼òñÿ κ(p),

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (5). Ïîëîæèì

κ(p) = |p|s(p) (1.5.11)

ñ

s(p) ∈ {σ(p) + i(τ(p) + 2πn(log |p|)−1)|n ∈ Z}, {σ(p), τ(p)} ⊆ R. (1.5.12)

Èç óñëîâèÿ (5) ñëåäóåò, ÷òî

ZN(s(p))−1 = 0 è (ν + 1)−1 < σ(p) < ν−1 ïðè p ∈ Q(ν).

Íåðàâåíñòâî (10) äà¼ò:

2π(log |p|)−1 < δ ïðè p ∈ Q(ν);
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ñëåäîâàòåëüíî, ïðè p ∈ Q(ν) íàéä¼òñÿ s(p) ïîä óñëîâèåì

t0 < Im s(p) < t0 + δ.

Òàêèì îáðàçîì,

(∀ p ∈ Q(ν) ∃ s(p) ∈ D(ν; δ, t0)) ZN(s(p))−1 = 0. (1.5.13)

Ïîëîæèì λ := 2(ν + 1)vν; èç ñîîòíîøåíèé (5), (11) è (12) ñëåäóåò, ÷òî

s(p) = s(q)⇒ | log |p| − log |q|| < λ ïðè {p, q} ⊆ Q(ν). (1.5.14)

Ïóñòü

J := {j|j ∈ Z, 0 ≤ j ≤ λ−1 log γ(Φ)− 2};

ïðè j ∈ J ïîëîæèì

Qj(ν) := {p|p ∈ Π0(Φ; g, vb+2
ν ), (γ(Φ)evν)νejλ ≤ |p| < (γ(Φ)evν)νe(j+1)λ}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî⋃
j∈J

Qj(ν) ⊆ Q(ν) è Qj ∩Qj′ = ∅ ïðè j 6= j′; (1.5.15)

áîëåå òîãî èç òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî

(∃ c3(Φ) ∈ R) Qj 6= ∅ ïðè j ∈ J è ν > c3(Φ). (1.5.16)

Ïî ïîñòðîåíèþ,

(∃ {c4(Φ), c5(Φ)} ⊆ R∗+) |J | > exp(c4(Φ)ν1/2) ïðè ν > c5(Φ), (1.5.17)

à èç ñîîòíîøåíèÿ (14) ñëåäóåò, ÷òî

s(p) 6= s(q) ïðè p ∈ Qj, q ∈ Qj′, {j, j′} ⊆ J è |j − j′| ≥ 2. (1.5.18)

Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé (13) è (15) - (18).
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Ñëåäñòâèå 1.5.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëèíîì Φ(t) íå ÿâëÿåòñÿ óíèòàð-

íûì ïîëèíîìîì è îáîçíà÷èì ÷åðåç

A := {s|s ∈ C0, L(Φ, s) =∞}

ìíîæåñòâî ïîëþñîâ ôóíêöèè s 7→ L(Φ, s). Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Ā = C(0)(:= {iy|y ∈ R}). (1.5.19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s0 ∈ C(0), r ∈ R∗+ è

K(s0, r) := {s|s ∈ C0, |s− s0| < r}.

ßñíî, ÷òî

K(s0, r) ⊇
∞⋃
ν=ν0

D(ν; δ, t0)

ïðè íåêîòîðûõ δ, t0 è ν. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ïðåäëîæåíèé 1, 2 è ïðåäëîæå-

íèÿ 3.1 (ii) ñëåäóåò, ÷òî

(∃ ν0 ∈ N) A2(ν; δ, t0) > A1(ν; δ, t0) ïðè ν ≥ ν0,

à èç ëåììû 3.1 è îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ RN,M(s) ñëåäóåò, ÷òî

TN,M(s)RN,M(s) 6= 0 ïðè s ∈ C1/M .

Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå (3.15) ïîêàçûâàåò, ÷òî êðóã K(s0, r) ñîäåðæèò ïîëþñ

ôóíêöèè s 7→ L(Φ, s) ïðè ëþáîì r â R∗+; ñëåäîâàòåëüíî, s0 ∈ Ā è, çíà÷èò,

Ā ⊆ C(0).

Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç ìåðîìîðôíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè

â ïîëóïëîñêîñòè C0. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Òåîðåìà 1.5.1. Åñëè ïîëèíîì Φ(t) óíèòàðåí, òî ôóíêöèÿ s 7→ L(Φ, s) ìå-

ðîìîðôíî ïðîäîëæèìà íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Åñëè ïîëèíîì Φ(t)

íå ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì ïîëèíîìîì, òî ýòà ôóíêöèÿ ìåðîìîðôíî ïðîäîë-

æèìà â ïîëóïëîñêîñòü C0, à ïðÿìàÿ C(0) åñòü åñòåñòâåííàÿ ðàññìàòðèâà-

åìîé ôóíêöèè (òàê ÷òî ôóíêöèÿ s 7→ L(Φ, s) íå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà

âëåâî îò ýòîé ïðÿìîé).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 1, ñëåäñòâèÿ

3.3 è ñëåäñòâèÿ 3.5.

1.6 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ òåîðåì

1. Îïðåäåëèì ñâ¼ðòêó Àäàìàðà [87] â êîëüöå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿ-

äîâ C[[t]] ïî ôîðìóëå:

(
∞∑
n=0

ant
n) ∗ (

∞∑
n=0

bnt
n) :=

∞∑
n=0

anbnt
n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

A := {det (1− tA)−1|A ∈
∞⋃
n

M(n,C)}

ïîäãðóïïó "ýéëåðîâñêèõ ïðîèçâåäåíèé" ãðóïïû (C[[t]])∗ è ïîëîæèì

(f1 ◦ f2)(t) := det (1− t(A1 ⊗ A2))
−1,

ãäå

fi := det (1− tAi)
−1, fi ∈ Ai ïðè i = 1, 2.

Îáîçíà÷èì ñòåïåíü ïîëèíîìà f(t) â C[t] ÷åðåç δ(f).

Ïðåäëîæåíèå 1.6.1. Ïóñòü

fj(t) := det (1− tAj)
−1, Aj ∈M(dj,C) ïðè 1 ≤ j ≤ r,

d1 ≥ ... ≥ dr ≥ 1, d :=
r∏
j=1

dj è n := 1− r +
r∑
j=1

dj.

Òîãäà

(f1 ∗ ... ∗ fr)(t) = (f1 ◦ ... ◦ fr)(t)h(t)

ñ

h(t) ∈ C[t], h(t) = 1 (mod t2) è δ(h) ≤ d− 1;

ïðè ýòîì

d1 = d2 = r = 2 ⇒ h(t) = (1− |A1A2|t2). (1.6.1)



64

Áîëåå òîãî, åñëè fj(t) := (1− t)−dj ïðè 1 ≤ j ≤ r, òî

(f1 ∗ ... ∗ fr)(t) = (1− t)−nf(t)

ñ

f(t) ∈ C[t], f(t) = 1 + (d− n)t (mod t2) è δ(f) ≤ n− d1. (1.6.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ íåñëîæíûìè âû÷èñëåíè-

ÿìè â êîëüöå C[[t]], ñì. [123, �3], [128, ñòð. 78 - 82 è 108 - 109].

Ñëåäñòâèå 1.6.1. Ñîõðàíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ è óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 1, äîïó-

ñòèì, ÷òî

(r ≥ 2 è d1 > d2 ≥ 2) èëè (r ≥ 3 è d3 ≥ 2). (1.6.3)

Òîãäà

(∃β ∈ C) f(β) = 0 è |β| < 1

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñîîòíîøåíèé (2) ñëåäóåò, ÷òî

f(t) =
∏

1≤j≤n−d1

(1 + βjt) ñ
∑

1≤j≤n−d1

βj = d− n

è, â ÷àñòíîñòè,

max{|βj| |1 ≤ j ≤ (n− d1)} ≥ (d− n)(n− d1)
−1.

Íåðàâåíñòâî (d−n) > (n− d1) âûòåêàåò èç óñëîâèÿ (3). Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

2. Âîçâðàùàÿñü ê îáîçíà÷åíèÿì �1, no. 1, ðàññìîòðèì êîíå÷íîìåðíûå íîðìè-

ðîâàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ

ρi : W (k)→ GL(di,C), 1 ≤ i ≤ r;

ïîëîæèì

χi := tr ρi ïðè 1 ≤ i ≤ r, ~χ := (χ1, ..., χr),
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ρ := ρ1 ⊗ ...⊗ ρr, χ := tr ρ, χ =
r∏
i=1

χi,

è ïóñòü

Fi(t) := det (1− tρi)−1 ïðè 1 ≤ i ≤ r è F (t) := det (1− tρ)−1,

òàê ÷òî

{F (t), Fi(t)|1 ≤ i ≤ r} ⊆ X(k)[t].

Ïóñòü g ∈ W (k) è p ∈ P(k); â ñîîòâåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèÿìè �3 ïîëîæèì

Fig(t) := det (1− tρi(g))−1 è Fip(t) := det (1− tρi(σp))−1 ïðè 1 ≤ i ≤ r,

Fg(t) := det (1− tρ(g))−1 è Fp(t) := det (1− tρ(σp))
−1.

ßñíî, ÷òî

Fg(t) = (F1g ◦ ... ◦ Frg)(t) è Fp(t) = (F1p ◦ ... ◦ Frp)(t).

Ïóñòü

Gg(t) := (F1g ∗ ... ∗ Frg)(t) è Gp(t) := (F1p ∗ ... ∗ Frp)(t);

òîãäà, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1,

Gg(t) = Fg(t)hg(t) ñ hg(t) ∈ C[t], hg(t) = 1 (mod t2) è δ(hg) ≤ d− 1.

(1.6.4)

è

Gp(t) = Fp(t)hp(t) ñ hp(t) ∈ C[t], hp(t) = 1 (mod t2) è δ(hp) ≤ d−1. (1.6.5)

Ïî îïðåäåëåíèþ,

L(~χ, s) =
∏
p∈P

Gp(|p|−s) è L(χ, s) =
∏
p∈P

Fp(|p|−s) ïðè s ∈ C1. (1.6.6)

Ëåììà 1.6.1. Ñóùåñòâóåò ïîëèíîì Φ(t) â X(k)[t] ïîä óñëîâèåì

Φg(t) = hg(t) ïðè g ∈ W (k). (1.6.7)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2.2,

Gg(t) =
∞∑
m=1

tm
r∏
i=1

tr (Smρi)(g) (1.6.8)

è

Fg(t)
−1 =

∞∑
m=1

(−1)mtmtr (Λmρ)(g) (1.6.9)

ïðè g ∈ W (k). Ïîëîæèì

Φ(t) := 1 +
d−1∑
l=1

blt
l ñ bl :=

l∑
l1=1

(−1)l1tr (Λl1ρ)
r∏
i=1

tr (Sl−l1ρi).

Ñîîòíîøåíèå (7) ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (8) è (9). Ëåììà äîêàçàíà.

Ïîëîæèì

S(~χ) :=
r⋃
i=1

S(χi)

è çàìåòèì, ÷òî

|S(~χ)| <∞ è S(χ) ⊆ S(~χ). (1.6.10)

Ñëåäñòâèå 1.6.2. Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

(∀p ∈ P(k) \ S(~χ)) Φp(t) = hp(t). (1.6.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ëåììû 1 è

îïðåäåëåíèé.

Ïðåäïîëîæèì, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ÷òî (ñð. (1.1))

r ≥ 2 è d1 ≥ d2 ≥ ... ≥ dr ≥ 2. (1.6.12)

Ñëåäñòâèå 1.6.3. Â ïðåäïîëîæåíèè (12) ïîñòðîåííûé â ëåììå 1 ïîëèíîì

Φ(t) óíèòàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

d1 = r = 2. (1.6.13)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d1 = r = 2. Èç ñîîòíîøåíèé (1), (4) è (7) ñëåäóåò

òîãäà, ÷òî

Φg(t) = 1− det (ρ1(g)ρ2(g))t2 ïðè g ∈ W (k).

Íî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ1 è ρ2 ýêâèâàëåíòíû óíèòàðíûì ïðåäñòàâëåíèÿì, òàê

÷òî |det (ρ1(g)ρ2(g))| = 1. Çíà÷èò, γ(Φ) = 1, è ïîòîìó ïîëèíîì Φ(t) óíè-

òàðåí. Äîïóñòèì, ÷òî óñëîâèå (13) íå âûïîëíÿåòñÿ; òîãäà èç íåðàâåíñòâ (12)

ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (3). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè fj(t) :=

(1− t)−dj , 1 ≤ j ≤ r, èç ïðåäëîæåíèÿ 1 è ðàâåíñòâà (7) âûòåêàåò, ÷òî

Φ1(t) = h1(t) = (f1 ∗ ... ∗ fr)(t)(1− t)d = (1− t)d−nf(t)

c f(t) ïîä óñëîâèåì (2). Çíà÷èò, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 ïîëèíîì Φ(t) íå óíèòàðåí.

Ñëåäñòâèå 3 äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2. Èç ñîîòíîøåíèé (5), (6), (10) è (11) ñëåäóåò,

÷òî

L(~χ, s) = L(χ, s)
∏

p∈P(k)\S(~χ)

Φp(|p|−s)
∏

p∈S(~χ)

Gp(|p|−s)Fp(|p|−s)−1. (1.6.14)

Ââèäó ñîîòíîøåíèé (10) è (14) óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ

3 è òåîðåìû 5.1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. Ïóñòü ψi ∈ gr(ki) ïðè 1 ≤ i ≤ r. Îòîæäå-

ñòâèâ õàðàêòåð ψi ñ îäíîìåðíûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû W (ki), ïîëîæèì

χi := Ind
W (k)
W (ki)

ψi ïðè 1 ≤ i ≤ r.

Òàê êàê

di = χi(1) = [ki : k] ïðè 1 ≤ i ≤ r,

óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.1 âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.2.

Ïðè d1 = r = 2 ðàâåíñòâî (14) ïðèíèìàåò îñîáåííî ïðîñòîé âèä.
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Òåîðåìà 1.6.1. Ïóñòü d1 = d2 = r = 2 è ψi ∈ gr(ki) ïðè i = 1, 2. Åñëè

k1 6= k2, òî

L(~ψ, s) = L(ψ, s)L(ψ0, 2s)
−1

∏
p|D

fp(|p|−s),

ãäå

D := (D(k1|k), D(k2|k)), fp(t) ∈ C[t], δ(fp) ≤ 3,

D(ki|k) åñòü äèñêðèìèíàíò ðàñøèðåíèÿ ki|k ïðè i = 1, 2,

ψ := (ψ1 ◦NK/k1)(ψ2 ◦NK/k2), K := k1 · k2 è ψ0 ∈ gr(k).

Ïðè k1 = k2 =: K èìååì

L(~ψ, s) = L(ψ1ψ2, s)L(ψ1ψ̄2(ψ2 ◦NK/k), s)L(ψ0, 2s)
−1

∏
p|D(K|k)

fp(|p|−s)−1,

ãäå ψ0 ∈ gr(k) è fp(t) := 1 + t(ψ1ψ2)(p) ïðè p = p2, p ∈ P(K), p ∈ P(k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ñì.

[121], [128, ñòð. 111 - 114].



69

Ãëàâà 2

Öåëûå òî÷êè è öåëûå ìîäåëè àôôèííûõ òîðè÷åñêèõ

ìíîãîîáðàçèé.

2.1 Ââåäåíèå

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå öåëûõ òî÷åê íà àôôèííûõ òîðè÷å-

ñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, îïðåäåë¼ííûõ íàä êîëüöîì öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Ïðîñòåéøèå ìíîãîîáðàçèÿ òàêîãî ðîäà - ýòî êâàäðèêè âèäà Spec Z[x]/(F (x)),

ãäå f(x1, x2) è g(x3, x4) ñóòü áèíàðíûå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûå êâàä-

ðàòè÷íûå ôîðìû ñ öåëûìè ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè è F (x) :=

f(x1, x2) − g(x3, x4). Ðàñïðåäåëåíèå öåëûõ òî÷åê íà òàêèõ ãèïåðïîâåðõíî-

ñòÿõ èçó÷àëîñü â ìîèõ ïåðâûõ ðàáîòàõ [26] - [30]. Â ðàáîòàõ [129], [130], [136]

èññëåäóåòñÿ ìíîæåñòâî öåëûõ òî÷åê íîðìåííûõ ìíîãîîáðàçèé; öåëûå òî÷êè

àôôèííûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé èçó÷àþòñÿ â ðàáîòàõ [137] - [140] è â

�4 ýòîé ãëàâû (òåîðåìà 4.1). Îïðåäåë¼ííîå íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãî ïîïàðíî íåèçîìîðô-

íûõ ìîäåëåé íàä êîëüöîì öåëûõ ýòîãî ïîëÿ. Öåëûå ìîäåëè àëãåáðàè÷åñêèõ

òîðîâ è àôôèííûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé èçó÷àþòñÿ â ñîâìåñòíûõ ðàáî-

òàõ [14], [6], [15]. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå îïðåäåëå-

íèÿ è ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ òåîðèåé àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ è àôôèííûõ

òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, îïðåäåë¼ííûõ íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì íóëåâîé

õàðàêòåðèñòèêè. Õîòÿ è îïðåäåëåíèå àôôèííîãî T - òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðà-

çèÿ, è òåîðåìà 2.1, âîçìîæíî, èçâåñòíû ñïåöèàëèñòàì, íàì íå óäàëîñü íàéòè

â ëèòåðàòóðå äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû. Â �3 ñòðîèòñÿ åñòåñòâåííàÿ ÿâ-

íî çàäàííàÿ öåëàÿ ìîäåëü àëãåáðàè÷åñêîãî òîðà T , îïðåäåë¼ííîãî íàä ïîëåì

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, è ñîîòâåòñòâóþùèå öåëûå ìîäåëè àôôèííûõ T - òîðè-

÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé (èçëîæåíèå â �2 è �3 ñëåäóåò íàøåé ñîâìåñòíîé ñ Á.Ý.

Êóíÿâñêèì ðàáîòå [15]). Áûëî áû èíòåðåñíî èçó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå öåëûõ
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òî÷åê íà ñõåìàõ XB (ñì. �3), îïðåäåë¼ííûõ íàä êîëüöàìè öåëûõ ïðîèçâîëü-

íûõ ïîëåé àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë; ïî-âèäèìîìó, íåêîòîðûå èç îïèñàííûõ â �4

ðåçóëüòàòîâ èìåþò ìåñòî è â ýòîì ñëó÷àå, ñð. [137] - [140].

Îáîçíà÷åíèÿ. Ïðè b ∈ R ïîëîæèì

b+ :=
1

2
(|b|+ b) è b− :=

1

2
(|b| − b).

Ðàññìîòðèì äâà êîììóòàòèâíûõ êîëüöà A è B ïîä óñëîâèåì B ⊆ A è

B - ñõåìó Y ; ïîëîæèì, äëÿ êðàòêîñòè,

Y ×B A := Y ×Spec B Spec A.

Ïóñòü k - ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë èëè êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ Qp, p ∈

P , o - êîëüöî öåëûõ ïîëÿ k, a - èäåàë êîëüöà o è α ∈ k; áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

α = 1 (a), åñëè α ∈ k∗, α = α1α
−1
2 ñ (α1 − α2) ∈ a è (α2, a) = (1). Áîëåå òîãî,

ñðàâíåíèå α = 1 (a) ïðè α ∈ km îçíà÷àåò, ÷òî αi = 1 (a) ïðè 1 ≤ i ≤ m.

2.2 Àôôèííûå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ

1. Ðàññìîòðèì d - ìåðíûé àëãåáðàè÷åñêèé òîð T , îïðåäåë¼ííûé íàä ïîëåì k

õàðàêòåðèñòèêè 0 (ñì., íàïðèìåð, [5]). Òîð T ðàñùåïëÿåòñÿ íàä k̄, òàê ÷òî

T ×k k̄ ∼= Gd
m,k̄ .

Ïðîåêöèè

χi : T ×k k̄ → Gm,k̄, 1 ≤ i ≤ d, (2.2.1)

îïðåäåëåíû íàä êîíå÷íûì íîðìàëüíûì ðàñøèðåíèåì L|k; ëþáîå òàêîå ïî-

ëå L áóäåì íàçûâàòü ïîëåì ðàñùåïëåíèÿ òîðà T . Ïðîåêöèè (1) ïîðîæäàþò

ñâîáîäíóþ àáåëåâó ãðóïïó

T̂ := Hom(T ×k k̄, Gm,k̄)
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ðàíãà d, ãðóïïó ðàöèîíàëüíûõ õàðàêòåðîâ òîðà T . Ãðóïïà ÃàëóàGk äåéñòâóåò

íà T̂ ; îáîçíà÷èì ÷åðåç

ρ̄ : Gk → GL(d,Z)

öåëî÷èñëåííîå ïðåäñòàâëåíèå, îïðåäåëÿåìîå ýòèì äåéñòâèåì. Ðàññìîòðèì ïî-

ëå ðàñùåïëåíèÿ L òîðà T ; ïóñòü n := [L : k], Γ := Gal(L|k) è TL := T ×k L.

ßñíî, ÷òî

TL ∼= Gd
m,L .

Ïðåäñòàâëåíèå ρ̄ ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ãðóïïó Γ, òàê ÷òî ρ̄ = ρ ◦ τ äëÿ íåêîòî-

ðîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ρ : Gal(L|k)→ GL(d,Z),

ãäå τ åñòü åñòåñòâåííûé ýïèìîðôèçì àáñîëþòíîé ãðóïïû Ãàëóà Gk íà ãðóïïó

Γ. Ïðåäñòàâëåíèå ρ îïðåäåëÿåò äåéñòâèå ãðóïïû Γ íà ñâîáîäíîì Z-ìîäóëå

M := Hom(TL, Gm,L)

ðàíãà d. Ðàññìîòðèì Z[Γ]-ìîäóëü M⊥, äâîéñòâåííûé ê M, è êîíòðàãðåäèåíò-

íîå ê ρ öåëî÷èñëåííîå ïðåäñòàâëåíèå ρ̃. Âûáåðåì Z - áàçèñ {e1, ..., ed} ìîäóëÿ

M⊥ è ïîëîæèì

ρ̃(g) ei =
d∑
j=1

ej r(g)ji ïðè 1 ≤ i ≤ d, r(g) ∈Md(Z). (2.2.2)

Äàëåå âûáåðåì áàçèñ {ω1, ..., ωn} ðàñøèðåíèÿ L|k, ïîä óñëîâèåì ω1 = 1, è

ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå d+ 1 ëèíåéíûõ ôîðì

ti :=
n∑
j=1

x
(j)
i ωj, ti ∈ L[x] ïðè 0 ≤ i ≤ d,

îò ïåðåìåííûõ

x := (..., x
(j)
i , ...), 0 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ n.

Ïîëîæèì

gti :=
n∑
j=1

x
(j)
i gωj ïðè 1 ≤ i ≤ d, g ∈ Γ.
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Ñîîòíîøåíèÿ
d∏
i=0

ti − 1 =
n∑
j=1

P
(j)
0 (x)ωj

è

gti

d∏
j=1

t
r(g)−ji
j −

d∏
j=1

t
r(g)+ji
j =

n∑
j=1

P
(j)
i,g (x)ωj ïðè 1 ≤ i ≤ d, g ∈ Γ \ {1}

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíîâ

P0 := {P (j)
0 (x), P

(j)
i,g (x)|1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ i ≤ d, g ∈ Γ \ {1}}

ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïîëå k; ïóñòü

I := (P0)k[x] è B := k[x]/I.

Ïî îïðåäåëåíèþ,

T = Spec B; (2.2.3)

èíûìè ñëîâàìè, òîð T çàäà¼òñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

d∏
j=0

tj = 1, gti =
d∏
j=1

t
r(g)ji
j ïðè 1 ≤ i ≤ d, g ∈ Γ,

ñð. [5], [138]. Ïîëîæèì BL := B ⊗k L, òîãäà

TL = Spec BL è BL = L[t, t−1], (2.2.4)

ãäå t−1 := (t−1
1 , ..., t−1

d ). Ïðîäîëæèì äåéñòâèå g : L→ L, g ∈ Γ, ãðóïïû Ãàëóà

Γ íà L äî àâòîìîðôèçìà k - àëãåáðû BL, ïîëîæèâ

g : BL → BL, g : ti 7→
d∏
j=1

t
r(g)ji
j ïðè 1 ≤ i ≤ d, g ∈ Γ, (2.2.5)

è çàìåòèì, ÷òî

B = (BL)Γ. (2.2.6)

2. Îïðåäåë¼ííîå íàä L íîðìàëüíîå ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ TL - òîðè÷å-

ñêèì ìíîãîîáðàçèåì, åñëèX ñîäåðæèò èçîìîðôíîå òîðó TL ïëîòíîå îòêðûòîå

ïîäìíîæåñòâî U è îïðåäåëåíî äåéñòâèå

TL ×X → X,
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ïðîäîëæàþùåå åñòåñòâåííîå äåéñòâèå

TL × U → X,

èíäóöèðîâàííîå îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ íà òîðå TL, ñð. [84, ñòð. 3]. Ðàññìîòðèì

ñòðîãî âûïóêëûé ðàöèîíàëüíûé ìíîãîãðàííûé êîíóñ (ñâðì-êîíóñ) σ(Q) â Q-

âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V := M⊗Z Q, äâîéñòâåííûé ê σ(Q) êîíóñ

σ(Q)⊥ = {v|v ∈ V ⊥, (v|u) ≥ 0 ïðè u ∈ σ(Q)}

â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ⊥ := M⊥ ⊗Z Q è äâå ïîëóãðóïïû

σ := σ(Q) ∩M è σ⊥ := σ(Q)⊥ ∩M⊥.

Âûáåðåì ìèíèìàëüíóþ ñèñòåìó îáðàçóþùèõ {u1, ..., ul} ïîëóãðóïïû σ⊥ (ñð.

[84, ñòð. 14]) è îáîçíà÷èì ÷åðåç

R(σ) := {a|a ∈ Zl,
l∑

j=1

ajuj = 0}

ãðóïïó ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýòèìè îáðàçóþùèìè. Ïóñòü

uj =
d∑
i=1

ei cij ïðè 1 ≤ j ≤ l, c ∈Mdl(Z). (2.2.7)

ßñíî, ÷òî

R(σ) = {a|a ∈ Zl, ca = 0}. (2.2.8)

Ïîëîæèì

C(σ) := {b|b ∈Mld(Z), cb = 1}

è çàìåòèì, ÷òî C(σ) 6= ∅, èáî ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ {u1, ..., ul} ïîëóãðóï-

ïû σ⊥ ïîðîæäàåò Z-ìîäóëü M⊥. Ðàññìîòðèì êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ Laurent'à

L[s, s−1] îò ïåðåìåííûõ s := (s1, ..., sl), ãäå s−1 := (s−1
1 , ..., s−1

l ), è îáîçíà÷èì

÷åðåç

L{s} := {
l∏

j=1

s
aj
j |a ∈ Zl} è L{t} := {

d∏
j=1

t
aj
j |a ∈ Zd}
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ìíîæåñòâà ìîíîìîâ Laurent'à îò ïåðåìåííûõ s è t. Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçìû

L-àëãåáð:

ϕ0 : L[s, s−1]→ BL, sj 7→
d∏
i=1

t
cij
i ïðè 1 ≤ j ≤ l,

è

ψ0(b) : BL → L[s, s−1], ti 7→
l∏

j=1

s
bji
j ïðè b ∈ C(σ) è 1 ≤ i ≤ d.

ßñíî, ÷òî ϕ0 ◦ ψ0(b) = 1; ñëåäîâàòåëüíî,

ϕ0(L{s}) = ϕ0(L{t}) è ϕ0(L[s, s−1]) = BL. (2.2.9)

Ïîëîæèì

P1(σ) := {ha(s)|ha(s) :=
l∏

j=1

s
aj
j − 1, a ∈ R(σ)}

è ïóñòü

J̄0(σ) := (P1(σ))L[s,s−1] .

Ëåììà 2.2.1 . Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

J̄0(σ) = Ker ϕ0 . (2.2.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñîîòíîøåíèÿ (8) è îïðåäåëåíèÿ ãîìîìîðôèçìà ϕ0 ñëå-

äóåò, ÷òî

J̄0(σ) ⊆ Ker ϕ0 . (2.2.11)

Ïóñòü q(s) ∈ Ker ϕ0; ïîëîæèì

q(s) =
∑

1≤i≤R, 1≤j≤S

αijmij(s),

ãäå

αij ∈ L, mij(s) ∈ L{s} ïðè 1 ≤ i ≤ R, 1 ≤ j ≤ S,

ϕ0(mij(s)) = ϕ0(mi1(s)) ïðè 1 ≤ i ≤ R, 1 ≤ j ≤ S (2.2.12)

è

ϕ0(mi1(s)) 6= ϕ0(mk1(s)) ïðè 1 ≤ i < k ≤ R.
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Òàê êàê ϕ0(q(s)) = 0, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî∑
1≤j≤S

αij = 0 ïðè 1 ≤ i ≤ R. (2.2.13)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ñîîòíîøåíèé (8) è (12) è îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ϕ0

âûòåêàåò, ÷òî

mij(s) = mi1(s)
l∏

h=1

s
a(i,j)h
h (2.2.14)

ñ

a(i, j) ∈ R(σ). (2.2.15)

Â ñèëó ðàâåíñòâ (13) è (14) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

q(s) =
∑

1≤i≤R, 1≤j≤S

αijmi1(s)(
l∏

h=1

s
a(i,j)h
h − 1). (2.2.16)

Ñîîòíîøåíèÿ (15) è (16) ïîêàçûâàþò, ÷òî q(s) ∈ J̄0(σ); òàêèì îáðàçîì,

Ker ϕ0 ⊆ J̄0(σ). (2.2.17)

Ñîîòíîøåíèå (10) ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (11) è (17). Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.2.1 . Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

ψ : BL → L[s, s−1]/J̄0(σ), BL
∼= L[s, s−1]/J̄0(σ). (2.2.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå èçîìîðôèçìà ψ âûòåêàåò èç ëåììû 1 è

ñîîòíîøåíèÿ (9).

Ïîëîæèì

J0(σ) := J̄0(σ) ∩ L[s];

ÿñíî, ÷òî

J0(σ) = (P2(σ))L[s] ,

ãäå

P2(σ) := {fa(s)|fa(s) :=
l∏

j=1

s
a+j
j −

l∏
j=1

s
a−j
j , a ∈ R(σ)}.
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Ñëåäñòâèå 2.2.2 . Ïóñòü {m1(s),m2(s)} ⊆ L{s}) ∩ L[s], p(s) ∈ L[s] è

q(s) := m1(s) + p(s)m2(s). Åñëè q(s) ∈ J0(σ), òî

(∃ m3(s) ∈ (L{s} ∩ L[s]), a ∈ R(σ)) m1(s) = m2(s)m3(s)
l∏

j=1

s
aj
j

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó q(s) ∈ J0(σ), â êîëüöå L[t, t−1] èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

ϕ0(
m1(s)

m2(s)
+ p(s)) = 0.

Ïðåäñòàâèì ìíîãî÷ëåí p(s) â âèäå

p(s) =
N∑
i=1

αini(s) ñ αi ∈ L, ni(s) ∈ L{s}) ∩ L[s] ïðè 1 ≤ i ≤ N.

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî

(∃ m3(s) ∈ {ni(s)|1 ≤ i ≤ N}) ϕ0(
m1(s)

m2(s)
) = ϕ0(m3(s))

è ïîòîìó

m1(s) = m2(s)m3(s)
l∏

j=1

s
aj
j ñ a ∈ R(σ).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïîëîæèì

AL(σ) := L[s]/J0(σ) è XL(σ) := Spec AL(σ). (2.2.19)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî XL(σ) åñòü TL - òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå; áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî ýòî ìíîãîîáðàçèå XL(σ) çàäà¼òñÿ ñâðì-êîíóñîì σ(Q), ñð. [84, ñòð. 19].

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå àôôèííîå TL-òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå çàäà¼òñÿ

íåêîòîðûì ñâðì-êîíóñîì, ñì., íàïðèìåð, [143]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

λ1 : TL → XL(σ)

äîìèíàíòíóþ îòêðûòóþ èììåðñèþ òîðà TL â XL(σ).

Ïðèìåð 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî XL({0}) ∼= TL.
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3. Ïóñòü b ∈ Mld(Z), à ìàòðèöû r(g) è c îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëàì (2) è (7);

ïîëîæèì

r̃(g, b) := br(g)c ïðè g ∈ Γ (2.2.20)

è çàìåòèì, ÷òî

r(g) ∈Md(Z), c ∈Mdl(Z), r̃(g, b) ∈Ml(Z).

ßñíî, ÷òî

(∀ b ∈ C(σ)) ρ̃(g) ui =
l∑

j=1

uj r̃(g, b)ji ïðè 1 ≤ i ≤ l. (2.2.21)

Ëåììà 2.2.2 . Ïóñòü g ∈ Γ, a ∈ R(σ), m ∈ N è m ≤ l. Òîãäà íàéä¼òñÿ

ìàòðèöà b ïîä óñëîâèåì

b ∈Mld(Z), cb = 0 è r̃(g, b)jm = aj ïðè 1 ≤ j ≤ l.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

a =
t∑

j=1

αjvj ñ α ∈ Zt (2.2.22)

äëÿ íåêîòîðîãî Z - áàçèñà {v1, ..., vt} ãðóïïû R(σ). Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå

b 7→ br(g) åñòü àâòîìîðôèçì ãðóïïû

N(σ) := {b | b ∈Mld, cb = 0},

äîñòàòî÷íî íàéòè ìàòðèöó b ïîä óñëîâèåì

b ∈ N(σ) è (bc)jm = aj ïðè 1 ≤ j ≤ l.

Íî (c1j, ..., cdj) = (1) ïðè 1 ≤ j ≤ l, èáî {u1, . . . , ul} åñòü ìèíèìàëüíàÿ

ñèñòåìà îáðàçóþùèõ íàñûùåííîé ïîëóãðóïïû σ⊥, è ïîòîìó

(∃ w ∈Mld) αi =
d∑
j=1

cjmwji ïðè 1 ≤ i ≤ t. (2.2.23)
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Ïîëîæèì

b(i) =
d∑
j=1

wijvj ïðè 1 ≤ i ≤ d (2.2.24)

è îáîçíà÷èì ÷åðåç b := (b(1), ..., b(d)) ìàòðèöó ñî ñòîëáöàìè b(i). Ïî ïîñòðîå-

íèþ, b ∈ N(σ), à èç ñîîòíîøåíèé (22) - (24) âûòåêàåò, ÷òî

a =
t∑
i=1

b(i)cim

è, ñëåäîâàòåëüíî,

aj =
t∑
i=1

bjicim = (bc)jm ïðè 1 ≤ j ≤ d.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.2.3 . Ïóñòü

P3(σ) := {sj −
l∏

i=1

s
(bc)ij
i |b ∈ C(σ), 1 ≤ j ≤ l},

òîãäà

J̄0(σ) = (P3(σ))L[s,s−1] .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî

{sj|1 ≤ j ≤ l} ⊆ (L[s, s−1])∗. (2.2.25)

Ïóñòü b ∈ C(σ), òîãäà (bc− 1) ∈ R(σ). Íî

sj −
l∏

i=1

s
(bc)ij
i = sj(1−

l∏
i=1

s
(bc−1)ij
i )

è ïîòîìó, ââèäó (25),

(sj −
l∏

i=1

s
(bc)ij
i ) ⊆ (1−

l∏
i=1

s
(bc−1)ij
i ).

Òàêèì îáðàçîì,

(P3(σ))L[s,s−1] ⊆ (P1(σ))L[s,s−1] .
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Îáðàòíî, ïóñòü v ∈ R(σ) è ïóñòü b0 ∈ C(σ), òàê ÷òî cb0 = 1. Ïîëîæèì

b0c = 1 + a, òîãäà

ca = 0, a = (a(1), ..., a(l)) ñ a(j) ∈ R(σ) ïðè 1 ≤ j ≤ l.

Â ñèëó ëåììû 2,

(∃ β ∈ C(σ)) (βc)ij = vi − aji ïðè 1 ≤ i, j ≤ l.

Ïîëîæèì b := b0 + β. ßñíî, ÷òî

(bc)ij = (b0c)ij + (βc)ij = (δij + aji ) + (vi − aji ) = δij + vi ïðè 1 ≤ i, j ≤ l

è ïîòîìó

(sj −
l∏

i=1

s
(bc)ij
i ) = (sj(1−

l∏
i=1

svii )) = (1−
l∏

i=1

svii ),

â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (25), òàê ÷òî

(P1(σ))L[s,s−1] ⊆ (P3(σ))L[s,s−1] .

Èòàê,

(P3(σ))L[s,s−1] = (P1(σ))L[s,s−1] = J̄0(σ).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïóñòü b ∈ C(σ); ïðîäîëæèì äåéñòâèå g : L→ L, g ∈ Γ, ãðóïïû Ãàëóà Γ íà L

äî àâòîìîðôèçìà íà k-àëãåáðû L[s, s−1]/J̄0(σ), ïîëîæèâ

gsj =
l∏

i=1

s
r̃(g,b)ij
i ïðè 1 ≤ j ≤ l, g ∈ Γ. (2.2.26)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ϕ0(gsj) = gϕ0(sj) ïðè 1 ≤ j ≤ l è g ∈ Γ; ïîýòîìó èçî-

ìîðôèçì (18) ÿâëÿåòñÿ Γ - èçîìîðôèçìîì. Îòîæäåñòâèì, íå íàðóøàÿ îáù-

íîñòè, k[Γ] - ìîäóëè BL è L[s, s−1]/J̄0(σ); â ÷àñòíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

AL(σ) ⊆ BL.
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4. Ãîâîðÿò, ÷òî îòäåëèìàÿ k-ñõåìà Y (σ) åñòü àôôèííîå T -òîðè÷åñêîå ìíîãî-

îáðàçèå, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

à) ñóùåñòâóåò k-èììåðñèÿ

λ2 : T → Y (σ);

á) îïðåäåë¼í L-èçîìîðôèçì

ϕ1 : Y (σ)×k L→ XL(σ);

â) äèàãðàììà

T
λ2−−→ Y (σ)

p

x q

x
TL

λ1−−→ XL(σ)

(2.2.27)

êîììóòàòèâíà (çäåñü: p : TL → T è p′ : Y (σ)×k L→ Y (σ) ñóòü åñòåñòâåííûå

ïðîåêöèè, à q := p′ ◦ ϕ−1
1 ).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Y (σ) çàäà¼òñÿ ñâðì-êîíó-

ñîì σ(Q).

Ëåììà 2.2.3 . Àôôèííîå T -òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå åñòü àôôèííàÿ

k-ñõåìà êîíå÷íîãî òèïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì àôôèííîå T -òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Y . Ïî

îïðåäåëåíèþ, ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëåé L|k òàêîå, ÷òî ñõåìà

Y ×k L åñòü àôôèííàÿ L-ñõåìà êîíå÷íîãî òèïà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñõåìà Y åñòü

àôôèííàÿ k-ñõåìà êîíå÷íîãî òèïà [86, ñòð. 20] (ñð. [164, ïðèìåð 2 íà ñòð. 23]).

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.2.1 . Àôôèííîå T -òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ

àôôèííîé k-ñõåìîé êîíå÷íîãî òèïà, ñîäåðæàùåé èçîìîðôíîå òîðó T îò-

êðûòîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî. Äëÿ ëþáîãî ïîëÿ ðàñùåïëåíèÿ L òîðà T

c ãðóïïîé Ãàëóà Γ := Gal(L|k) è ëþáîãî Γ - èíâàðèàíòíîãî ñâðì-êîíóñà

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, àôôèííîå T -

òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, çàäàâàåìîå ýòèì êîíóñîì. Ñâðì-êîíóñ, çàäàþùèé

àôôèííîå T -òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, Γ - èíâàðèàíòåí.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì àôôèííîå T -òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå

Y (σ), çàäàâàåìîå ñâðì-êîíóñîì σ(Q). Â ñèëó ëåììû 3,

Y (σ) = Spec B0(σ) (2.2.28)

äëÿ íåêîòîðîé êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé êîììóòàòèâíîé k-àëãåáðû B0(σ). Èç

óñëîâèÿ à), ñîîòíîøåíèÿ (3) è ñîîòíîøåíèÿ (6) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ãî-

ìîìîðôèçìà

λ∗2 : B0(σ)→ (BL)Γ,

òàê ÷òî èç êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû (27) âûòåêàåò, ÷òî èìååò ìåñòî ñëå-

äóþùàÿ êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

AL(σ)
λ∗1−−→ BL

q∗
x p∗

x
B0(σ)

λ∗2−−→ (BL)Γ

(2.2.29)

Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèÿ λ∗1, p
∗ è q∗ â äèàãðàììå (29) ñóòü ìîíîìîðôèçìû,

ãîìîìîðôèçì λ∗2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì. Ïîýòîìó, íå íàðóøàÿ îáù-

íîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

B0(σ) ⊆ AL(σ) ⊆ BL è B0(σ) ⊆ (BL)Γ ⊆ BL.

Ñëåäîâàòåëüíî, B0(σ) ⊆ AL(σ) ∩ (BL)Γ è ïîòîìó

B0(σ) ⊆ (AL(σ))Γ, (2.2.30)

òàê êàê AL(σ) ∩ (BL)Γ = (AL(σ))Γ. Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî óñëîâèþ á), ñîîòíî-

øåíèþ (19) è ñîîòíîøåíèþ (28), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

B0(σ)⊗k L = AL(σ). (2.2.31)

Êàê ëåãêî çàìåòèòü, èç ñîîòíîøåíèé (30) è (31) âûòåêàåò, ÷òî

B0(σ) = (AL(σ))Γ. (2.2.32)
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α ∈ (AL(σ))Γ. Âûáåðåì áàçèñ {ωj|1 ≤ j ≤ n} ðàñøèðå-

íèÿ L|k ïîä óñëîâèåì ω1 = 1. Èç ñîîòíîøåíèÿ (31) ñëåäóåò, ÷òî

(∃ {a1, ..., an} ⊆ B0(σ)) α =
n∑
j=1

ajωj. (2.2.33)

Ââèäó ñîîòíîøåíèé (30) è (33), èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

α =
n∑
j=1

ajgωj ïðè g ∈ Γ. (2.2.34)

Íî

det (gωj)1≤j≤n, g∈Γ 6= 0 è (∀ g ∈ Γ) α = αgω1,

òàê ÷òî a1 = α, aj = 0 ïðè 2 ≤ j ≤ n è, çíà÷èò, α ∈ B0(σ). Ðàâåíñòâà

(19), (26), (28) è (32) îïðåäåëÿþò ñõåìó Y (σ) îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà. Ïî ïîñòðîåíèþ, îòêðûòîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî ñõåìû Y (σ),

îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì
l∏

j=1

sj 6= 0,

èçîìîðôíî òîðó T . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ñîîòíîøåíèé (31) è (32) âûòåêàåò,

÷òî

AL(σ) = (AL(σ))Γ ⊗k L;

çíà÷èò, àëãåáðà AL(σ) ÿâëÿåòñÿ Γ - èíâàðèàòíîé ïîäàëãåáðîé àëãåáðû BL è,

â ÷àñòíîñòè,

gsj ∈ AL(σ) ïðè 1 ≤ j ≤ l, g ∈ Γ.

Èíûìè ñëîâàìè,

(∀ 1 ≤ j ≤ l, g ∈ Γ) (∃ hg,j(s) ∈ L[s]) (gsj − hg,j(s)) ∈ J0(σ).

Ïîëîæèì

fg,j,b(s) := hg,j(s)
l∏

i=1

s
r̃(g,b)−ij
i −

l∏
i=1

s
r̃(g,b)+ij
i .
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Ââèäó (26) èìååì

fg,j,b(s) ∈ J0(σ) ïðè 1 ≤ j ≤ l, g ∈ Γ, b ∈ C(σ)

è, çíà÷èò, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2,

r̃(g, b)ij = n(g, b, j)i + a(g, b, j)i ñ n(g, b, j) ∈ Nl
0 è a(g, b, j) ∈ R(σ) (2.2.35)

ïðè âñåõ i, j, g, b ïîä óñëîâèåì

1 ≤ i, j ≤ l, g ∈ Γ è b ∈ C(σ).

Èç ñîîòíîøåíèé (21) è (35) âûòåêàåò, ÷òî

guj =
l∑

i=1

ui r̃(g, b)ij =
l∑

i=1

ui (n(g, b, j)i + a(g, b, j)i) =
l∑

i=1

ui n(g, b, j)i

ñ n(g, b, j) ∈ Nl
0; ñëåäîâàòåëüíî, êîíóñ σ(Q)⊥, à, çíà÷èò, è êîíóñ σ(Q) ÿâëÿ-

þòñÿ Γ - èíâàðèàíòíûìè.

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâðì-êîíóñ σ(Q) è, ñëåäîâàòåëüíî, êîíóñ σ(Q)⊥

ÿâëÿþòñÿ Γ - èíâàðèàíòíûìè. Äîêàæåì, ÷òî ñõåìà

Y (σ) := Spec (AL(σ))Γ

åñòü T - òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, çàäàâàåìîå êîíóñîì σ(Q). Ïóñòü g ∈ Γ; èç

Γ - èíâàðèàíòíîñòè êîíóñà σ(Q)⊥ ñëåäóåò, ÷òî

l∑
j=1

ui r̃(g, b)ji = gui =
l∑

i=1

ui β(g)ji ñ β(g)ji ∈ N0 ïðè 1 ≤ i, j ≤ l

è, ñëåäîâàòåëüíî,

r̃(g, b)ji = β(g)ji + a(g, b, i)j ñ a(g, b, i) ∈ R(σ) ïðè 1 ≤ i, j ≤ l.

Â ñèëó ëåììû 2, èìååì

(∃ b1 ∈Mld(Z)) cb1 = 0 è r̃(g, b1)ji = −a(g, b, i)j ïðè 1 ≤ i, j ≤ l;
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ïîëîæèì b2 := b+ b1, òîãäà

r̃(g, b2)ji = β(g)ji ïðè 1 ≤ i, j ≤ l.

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé âûòåêàåò, ÷òî k - àëãåáðà AL(σ) ÿâëÿåòñÿ Γ - èíâàðè-

àòíîé àëãåáðîé, èáî, ïî îïðåäåëåíèþ,

gsi =
l∏

j=1

s
r̃(g,b2)ji
j =

l∏
j=1

s
β(g)ji
j ïðè 1 ≤ i ≤ l è g ∈ Γ.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

AL(σ)
λ∗1−−→ BL

q∗
x p∗

x
(AL(σ))Γ λ∗2−−→ (BL)Γ

Â ýòîé äèàãðàììå îòîáðàæåíèÿ λ∗1, p
∗, q∗ è λ∗2 ñóòü ìîíîìîðôèçìû. Îòñþäà

ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ñõåìà Y (σ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì à) - â) è, çíà÷èò, ÿâ-

ëÿåòñÿ T - òîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîëîæèì

Y0(σ) := Im λ2.

Ñëåäñòâèå 2.2.4 . Äëÿ ëþáîé êîììóòàòèâíîé k - àëãåáðû A èìåþò ìåñòî

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

Y (σ)(A) =

{β|β ∈ (A⊗k L)l, gβj

l∏
i=1

β
r̃(g,b)−ij
i =

l∏
i=1

β
r̃(g,b)+ij
i , 1 ≤ j ≤ l, b ∈ C(σ), g ∈ Γ}

è

Y0(σ)(A) =

{β|β ∈ ((A⊗k L)∗)l, gβj =
l∏

i=1

β
r̃(g,b)ij
i , 1 ≤ j ≤ l, b ∈ C(σ), g ∈ Γ};

áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèå

λ2(A) : T (A)→ Y0(σ)(A), λ2(A) : α 7→ β ñ βj =
l∏

i=1

α
cij
i ïðè 1 ≤ j ≤ l

åñòü èçîìîðôèçì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïèñàííîé

â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 êîíñòðóêöèè ñõåìû Y (σ) è îïðåäåëåíèé.

Ïðèìåð 2. ßñíî, ÷òî òîð T ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì T - òîðè÷åñêèì ìíîãîîá-

ðàçèåì, çàäàâàåìûì òðèâèàëüíûì ñâðì-êîíóñîì {0}, òàê êàê

T ×k L ∼= XL({0}),

ñð. ïðèìåð 1.

Òîð T íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíûì, åñëè âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V (èëè, ÷òî òî

æå ñàìîå, âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ⊥) ñîäåðæèò íåíóëåâîé Γ - èíâàðèàòíûé

âåêòîð.

Ëåììà 2.2.4 . Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé Γ -

èíâàðèàòíûé ñâðì-êîíóñ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òîð T èçîòðîïåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òîð T èçîòðîïåí, è ïóñòü

z ∈ V \ {0} è (∀ g ∈ Γ) gz = z.

ßñíî, ÷òî íåòðèâèàëüíûé ñâðì-êîíóñ

{az|a ∈ Q, a ≥ 0}

ÿâëÿåòñÿ Γ - èíâàðèàòíûì. Îáðàòíî, ðàññìîòðèì Γ - èíâàðèàòíûé ñâðì-êîíóñ

σ(Q) ïîä óñëîâèåì

σ(Q) ⊆ V è σ(Q) 6= {0},

è ïóñòü u ∈ σ(Q) \ {0}. Ïîëîæèì

z :=
∑
g∈Γ

gu,

òîãäà

z ∈ σ(Q) è (∀ g ∈ Γ) gz = z.
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Äîïóñòèì, ÷òî z = 0; òîãäà

u = −
∑

g∈Γ\{1}

gu

è ïîòîìó u ∈ σQ ∩ (−σQ). Ñëåäîâàòåëüíî,

σ(Q) ∩ (−σ(Q)) 6= {0},

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñòðîãîé âûïóêëîñòè êîíóñà σ(Q). Çíà÷èò, z 6= 0, òàê ÷òî

òîð T èçîòðîïåí. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì r êîíå÷íûõ ðàñøèðåíèé ïîëåé ki|k ñòåïåíè

ni := [ki : k], 1 ≤ i ≤ r, è ïîëîæèì

d :=
r∑
i=1

ni − r + 1.

Ðàâåíñòâà

T (A) = {b|b := (b1, ..., br), bi ∈ B∗i , NBi/Abi = NB1/Ab1 ïðè 1 ≤ i ≤ r}

è

X(A) = {b|b := (b1, ..., br), bi ∈ Bi, NBi/Abi = NB1/Ab1 ïðè 1 ≤ i ≤ r},

ãäå A ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî êîììóòàòèâíûõ k-àëãåáð, à Bi := A⊗k ki, îïðåäå-

ëÿþò d-ìåðíûé k-òîð T è T -òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå X. Ëþáîå íîðìàëüíîå

ðàñøèðåíèå L ïîëÿ k ïîä óñëîâèåì

ki ⊆ L ïðè 1 ≤ i ≤ r

åñòü ïîëå ðàñùåïëåíèÿ òîðà T , ñð. [68], [136].

2.3 Î íåêîòîðûõ öåëûõ ìîäåëÿõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ è

àôôèííûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, îïðåäåë¼ííûõ íàä

ïîëÿìè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

1. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî òîð T îïðåäåë¼í íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ



87

÷èñåë k; îáîçíà÷èì ÷åðåç o êîëüöî öåëûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ïîëÿ è ÷åðåç K

ìèíèìàëüíîå ïîëå ðàñùåïëåíèå òîðà T .

Ïðåäëîæåíèå 2.3.1 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ãèëüáåðòîâî ïîëå êëàññîâ ïîëÿ k

è ðàññìîòðèì ðàñøèðåíèå F |H ñòåïåíè m := [F : H]. Åñëè 2|m, òî äðîáíûå

èäåàëû ïîëÿ F ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè o-ìîäóëÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî òåîðåìà Ì.Â. Áîíäàðêî [50].

Ñëåäñòâèå 2.3.1 . Ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå L|k,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ K ⊆ L è òàêîå, ÷òî äðîáíûå èäåàëû ïîëÿ L ÿâ-

ëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè o-ìîäóëÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäëîæåíèå 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî â êà÷åñòâå L ìîæíî âçÿòü

ëþáîå íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ k ïîä óñëîâèåì

H ·K ⊆ L è 2|[L : H].

Ðàññìîòðèì ïîëå ðàñùåïëåíèÿ L òîðà T , âñå äðîáíûå èäåàëû êîòîðîãî ñóòü

ñâîáîäíûå o-ìîäóëè (ñëåäñòâèå 1 ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ïîëÿ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç O êîëüöî öåëûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ïîëÿ è ïîëîæèì

n := [L : k], O =
n∑
j=1

⊕ωjo è Γ := Gal(L|k). (2.3.1)

Êàê è â íà÷àëå �2, ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå d+ 1 ëèíåéíûõ ôîðì

ti :=
n∑
j=1

x
(j)
i ωj, ti ∈ L[x] ïðè 0 ≤ i ≤ d,

îò ïåðåìåííûõ

x := (..., x
(j)
i , ...), 0 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ n;

ïîëîæèì

gti :=
n∑
j=1

x
(j)
i gωj ïðè 1 ≤ i ≤ d, g ∈ Γ (2.3.2)

è îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ

P0 := {P (j)
0 (x), P

(j)
i,g (x)|1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ i ≤ d, g ∈ Γ \ {1}}
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ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïîëå k ïî ôîðìóëàì

d∏
i=0

ti − 1 =
n∑
j=1

P
(j)
0 (x)ωj

è

gti

d∏
j=1

t
r(g)−ji
j −

d∏
j=1

t
r(g)+ji
j =

n∑
j=1

P
(j)
i,g (x)ωj ïðè 1 ≤ i ≤ d, g ∈ Γ \ {1}.

ßñíî, ÷òî P0 ⊆ o[x]; ïîëîæèì

J := (P0)o[x], A := o[x]/J è T := Spec A. (2.3.3)

Òàê êàê, ïî ïîñòðîåíèþ, äëÿ ëþáîé êîììóòàòèâíîé o-àëãåáðû A èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

T (A) = {α|α ∈ [(A⊗oO)∗]d, gαj =
d∏
i=1

α
r(g)ij
i ïðè 1 ≤ j ≤ n, g ∈ Γ}, (2.3.4)

ñõåìà T ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâîé ñõåìîé êîíå÷íîãî òèïà íàä êîëüöîì o è

T ×o k ∼= T. (2.3.5)

Ïðåäëîæåíèå 2.3.2 . Ñõåìà T ÿâëÿåòñÿ ïðèâåä¼ííîé ñòðîãî ïëîñêîé o-

ñõåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê

det (gωj)1≤j≤n, g∈Γ 6= 0,

èç îïðåäåëåíèÿ (3), óðàâíåíèé (2) è ñîîòíîøåíèé

gti =
d∏
j=1

t
r(g)ji
j ïðè 1 ≤ i ≤ d, g ∈ Γ

âûòåêàåò, ÷òî íàéäóòñÿ ïîëèíîìû pij(t), 1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ n, â L[t], äëÿ

êîòîðûõ

A⊗o O = O[t, t−1, p(t)],
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ãäå

t−1 := (t−1
1 , ..., t−1

d ) è p(t) := (..., pij(t), ...)1≤i≤d, 1≤j≤n .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñõåìà T ×oO ÿâëÿåòñÿ ïðèâåä¼ííîéO-ñõåìîé è, çíà÷èò, ñõåìà

T ÿâëÿåòñÿ ïðèâåä¼ííîé o-ñõåìîé, èáî o-ìîäóëü O ñâîáîäåí (â ñèëó âûáîðà

ïîëÿ L, ñð. (1)). Ïóñòü

p ∈ P(k), p ∈ P(L) è p|p;

îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç kp, op, Lp è Op ïîïîëíåíèå ïîëÿ k â òî÷êå

p, êîëüöî öåëûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ kp, ïîïîëíåíèå ïîëÿ L â òî÷êå p è êîëüöî

öåëûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ Lp. Ïîëîæèì np := [Lp : kp] è îáîçíà÷èì ÷åðåç Γp :=

Gal(Lp|kp) ãðóïïó ðàçëîæåíèÿ â òî÷êå p, à ÷åðåç

Γ(p) := {gΓp|g ∈ Γ}

ñîâîêóïíîñòü êëàññîâ ñìåæíîñòè ãðóïïû Ãàëóà Γ ïî ïîäãðóïïå Γp. Òàê êàê

ñâîéñòâî áûòü ïðèâåä¼ííîé ñòðîãî ïëîñêîé ñõåìîé ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì (ñì.,

íàïðèìåð, [2, ãë. II, �3, ñëåäñòâèå ê ïðåäëîæåíèþ 15]), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,

÷òî ñõåìà

T (p) := T ×o op

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïëîñêîé op-ñõåìîé. Èç õîðîøî èçâåñòíîãî òîæäåñòâà

op ⊗o O =
∑
g∈Γ(p)

⊕ Ogp

[83, ãë. III, ôîðìóëà (1.8)] ñëåäóåò, ÷òî

A⊗o O = A⊗op op ⊗o O =
∑
g∈Γ(p)

⊕(A⊗op Ogp)

è ïîòîìó

[(A⊗o O)∗]d = [
∑
g∈Γ(p)

⊕(A⊗op Ogp)
∗]d. (2.3.6)

Òàê êàê

T (p) = Spec (A⊗o op),
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ìíîæåñòâà A-òî÷åê T (A) è T (p)(A) ñõåì T è T (p) ìîæíî îòîæäåñòâèòü. Ïî-

ýòîìó èç ñîîòíîøåíèé (4) è (6) ñëåäóåò, ÷òî

T (p)(A) = {α|α ∈ [(A⊗op Op)
∗]d, gαj =

d∏
i=1

α
r(g)ij
i , 1 ≤ j ≤ np, g ∈ Γp},

è ðàññóæäåíèå, àíàëîãè÷íîå ïðèâåä¼ííîìó â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà, ïîêàçû-

âàåò, ÷òî

T (p) = Spec Ap

äëÿ íåêîòîðîé op-àëãåáðû Ap ïîä óñëîâèåì

Ap ⊗op Op = Op[t, t
−1, q(t)], (2.3.7)

ãäå t := (t1, ..., td) ñóòü d íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, t−1 := (t−1
1 , ..., t−1

d ), à

ìíîæåñòâî q(t) ñîñòîèò èç dnp ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè â Lp. Òàê êàê

op-ìîäóëü Op ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì, èç ñîîòíîøåíèÿ (7) ñëåäóåò, ÷òî op-ìîäóëü

Ap íå èìååò êðó÷åíèÿ. Êîëüöî op åñòü îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ, ïîýòîìó ìî-

äóëü Ap ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì [90, ïðèìåð 9.1.3 íà ñòð. 254]; áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó

pAp 6= Ap, ìîäóëü Ap ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïëîñêèì [2, ãë. I, �3, ïðåäëîæåíèå 1].

Ïðåäëîæåíèå 2 äîêàçàíî.

Ãðóïïîâóþ o-ñõåìó T ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê "åñòåñòâåííóþ"

o-öåëóþ ìîäåëü k-òîðà T . Â ðàáîòå [6, ïðåäëîæåíèå 2 è 4] äîêàçàíî, ÷òî ýòà

ñõåìà èçîìîðôíà ñõåìíîìó çàìûêàíèþ k-òîðà T îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííî-

ãî âëîæåíèÿ ýòîãî òîðà â ìîäåëü Íåðîíà-Ðåéíî êâàçèðàçëîæèìîãî k-òîðà

RL|kG
d
m,L. Èñïîëüçóÿ ýòî âëîæåíèå, ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå êîðîòêîå äîêàçà-

òåëüñòâî ïëîñêîñòè ñõåìû T [51, ñòð. 291]. Åñëè ðàñøèðåíèå L|k íå èìååò

âûñøåãî âåòâëåíèÿ, ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åäèíèöû ñõåìû T èçîìîðôíà ñâÿç-

íîé êîìïîíåíòå åäèíèöû ìîäåëè Íåðîíà-Ðåéíî òîðà T [6, òåîðåìà 3]. Â îá-

ùåì ñëó÷àå ãëàäêóþ o-öåëóþ ìîäåëü òîðà T ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñõåìû T

ðàçðåøåíèåì îñîáåííîñòåé. Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå òàêàÿ ìîäåëü îïèñàíà äëÿ

íîðìåííîãî òîðà, îïðåäåë¼ííîãî íàä Q óðàâíåíèåì x2 − 2y2 = 1.
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Ïðèìåð 1. Ïóñòü

k = Q, K = Q(
√

2) è T := Spec Q[x, y]/(x2 − 2y2 − 1);

òîãäà

T = Spec Z[x, y]/(x2 − 2y2 − 1).

Ðàñøèðåíèå K|k èìååò âûñøåå âåòâëåíèå â òî÷êå 2; ðåäóêöèÿ

T2 = T ×Z F2

ñõåìû T ïî ìîäóëþ 2 íå ÿâëÿåòñÿ ïðèâåä¼ííîé ñõåìîé:

T2 = Spec F2[x, y]/((x− 1)2),

òàê ÷òî ñõåìà T íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ñõåìîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (0) ñâÿçíóþ

êîìïîíåíòó åäèíèöû ñõåìû

T (1) := Spec Z[x, y]/(x2 + x− 2y2),

ïîëó÷àåìîé "ñãëàæèâàíèåì" ñõåìû T , à ÷åðåç N (0) - ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó

åäèíèöû ìîäåëè Íåðîíà-Ðåéíî òîðà T . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

N (0) ∼= T (0)

(ñì., íàïðèìåð, [73, ïðèìåð 4.3], [113, ïðåäëîæåíèå 5.6] è [6, ïðèìåð 4]). Ïî-

ëîæèì

S = Spec Z[x, y]/(x+ 1, 2);

ëåãêî âèäåòü, ÷òî

S ∼= Ga,F2
è T (0) = T (1) \ S;

áîëåå òîãî,

T (1) \ S ∼= Spec Z[x, y]/(2x2 + x− 4y2).

Òàêèì îáðàçîì,

N (0) ∼= Spec Z[x, y]/(2x2 + x− 4y2).
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Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åäèíèöûN (0) ìîäåëè Íåðîíà-Ðåéíî

k-òîðà T ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé ñõåìîé (ñì., íàïðèìåð, [15, ïðåäëîæåíèå 3]);

ÿâíîå îïèñàòü ñõåìó N (0) ïîêà íå óäà¼òñÿ. Äàëüíåéøåå ðàññìîòðåíèå öåëûõ

ìîäåëåé àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ, îïðåäåë¼ííûõ íàä ëîêàëüíûìè è ãëîáàëüíû-

ìè ïîëÿìè, âûõîäèò çà ðàìêè ýòîé ðàáîòû; áîëåå ïîäðîáíî öåëûå ìîäåëè

àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ îáñóæäàþòñÿ â ðàáîòàõ [73], [14], [113], [6], [15] è â öè-

òèðîâàííûõ â ýòèõ ðàáîòàõ ñòàòüÿõ.

2. Ðàññìîòðèì Γ-èíâàðèàíòíûé ñâðì-êîíóñ σ(Q); ââåä¼ì íîâûå ïåðåìåííûå

y := (..., y
(j)
i , ...), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ l,

è ïîëîæèì

gsj :=
n∑
i=1

y
(j)
i gωi ïðè 1 ≤ j ≤ l, g ∈ Γ;

ñîîòíîøåíèÿ

gsj

l∏
i=1

s
r̃(g,b)−ij
i −

l∏
i=1

s
r̃(g,b)+ij
i =

n∑
h=1

Q
(j,b,g)
h (y)ωh, Q

(j,b,g)
h (y) ∈ k[y]

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ

P4(σ) := {Q(j,b,g)
h (y)|1 ≤ h ≤ n, 1 ≤ j ≤ l, b ∈ C(σ), g ∈ Γ}.

Ïî îïðåäåëåíèþ, P4(σ) ⊆ k[y]; ïîëîæèì

A := (P4(σ))k[y].

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Y (σ) ∼= Spec k[x]/A. (2.3.8)

Ðàññìîòðèì ãðóïïó

I(σ) :=

{B|B ∈ I(L)l, gBj =
l∏

i=1

B
r̃(g,b)ij
i ïðè 1 ≤ j ≤ l, b ∈ C(σ), g ∈ Γ}
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äðîáíûõ èäåàëîâ (ñ ïîêîìïîíåíòíî îïðåäåë¼ííûì

óìíîæåíèåì). Ïóñòü

B ∈ I(σ); (2.3.9)

çàôèêñèðóåì o-áàçèñ {ω1j, ..., ωnj} èäåàëà Bj è o - áàçèñ {ω(j,b,g)
1 , ..., ω

(j,b,g)
n }

èäåàëà
l∏

i=1

B
r̃(g,b)+ij
i (= gBj

l∏
i=1

B
r̃(g,b)−ij
i ).

Ïîëîæèì

gzj :=
n∑
i=1

y
(j)
i gωij ïðè 1 ≤ j ≤ l, g ∈ Γ

è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ

P5(B) := {R(j,b,g)
h (y)|1 ≤ h ≤ n, 1 ≤ j ≤ l, b ∈ C(σ), g ∈ Γ},

îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

gzj

l∏
i=1

z
r̃(g,b)−ij
i −

l∏
i=1

z
r̃(g,b)+ij
i =

n∑
h=1

R
(j,b,g)
h (y)ω

(j,b,g)
h , R

(j,b,g)
h (y) ∈ o[y]

ïðè 1 ≤ j ≤ l, b ∈ C(σ) è g ∈ Γ (â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (9), ìíîãî÷ëåíû

R
(j,b,g)
h (y) êîððåêòíî îïðåäåëåíû). Ïî ïîñòðîåíèþ, P5(B) ⊆ o[y]; ïîëîæèì

J1(B) := (P5(B))o[y] è XB := Spec o[y]/J1(B). (2.3.10)

Èç ñîîòíîøåíèé (8) è (10) ñëåäóåò, ÷òî

XB ×o k ∼= Y (σ);

òàêèì îáðàçîì, ñõåìà XB ÿâëÿåòñÿ o-öåëîé ìîäåëüþ T -òîðè÷åñêîãî ìíîãî-

îáðàçèÿ Y (σ), çàäàâàåìîãî ñâðì-êîíóñîì σ(Q). Áîëåå òîãî, õîòÿ ñõåìà T ,

âîîáùå ãîâîðÿ, è íå èçîìîðôíà îòêðûòîé ïîäñõåìå ñõåìû XB, íåòðóäíî îïðå-

äåëèòü "åñòåñòâåííûå" âëîæåíèå

F : T ↪→ XB
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ñõåìû T â XB è äåéñòâèå

G : T ×o XB → XB

ýòîé ñõåìû íà XB. Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ (10) ñëåäóåò, ÷òî

XB(A) =

{β|βj ∈ A⊗o Bj, gβj

l∏
i=1

β
r̃(g,b)−ij
i =

l∏
i=1

β
r̃(g,b)+ij
i , 1 ≤ j ≤ l, b ∈ C(σ), g ∈ Γ}

äëÿ ëþáîé êîììóòàòèâíîé o-àëãåáðû A. Îïðåäåëèì óìíîæåíèå â XB(A) ïî

ôîðìóëå

(βγ)j := βjγj ïðè 1 ≤ j ≤ l, {β, γ} ⊆ XB(A);

ìîðôèçìû F è G çàäàþòñÿ íà A-òî÷êàõ ñõåì T è XB ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (A) : T (A) ↪→ XB(A), α 7→ β

ñ

βj =
d∏
i=1

α
cij
i ïðè 1 ≤ j ≤ l

è

G(A) : T (A)×XB(A)→ XB(A), (α, β) 7→ F (A)(α)β

ïðè (α, β) ∈ T (A)×XB(A).

Çàìåòèì, ÷òî

Y0(σ)(Q) =

{α|α ∈ (L∗)l, gαj =
l∏

i=1

α
r̃(g,b)ij
i ïðè 1 ≤ j ≤ l, b ∈ C(σ), g ∈ Γ},

è ïîëîæèì

I(σ)pr := {(α)|α ∈ Y0(σ)(Q)},

ãäå (α) := ((α1), ..., (αl)). ßñíî, ÷òî I(σ)pr ⊆ I(σ); ïóñòü

H(σ) := I(σ)/I(σ)pr .
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Ïðåäëîæåíèå 2.3.3 . Ãðóïïà H(σ) êîíå÷íà è, áîëåå òîãî,

XB
∼= XB′ ïðè {B, B′} ⊆ I(σ) è B−1B′ ∈ I(σ)pr. (2.3.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B ∈ I(σ), B′ = (α)B, (α) ∈ I(σ)pr è

Bj =
n∑
j=1

⊕ωijo ïðè 1 ≤ j ≤ l.

Òîãäà

B′j =
n∑
j=1

⊕αjωijo ïðè 1 ≤ j ≤ l

è, çíà÷èò, àôôèííûå o-ñõåìû XB è XB′ îïðåäåëÿþòñÿ îäíîé è òîé æå ñèñòå-

ìîé óðàâíåíèé (10). Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå (11) äîêàçàíî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

I(L)pr ãðóïïó îòëè÷íûõ îò íóëÿ ãëàâíûõ èäåàëîâ ïîëÿ L è ïîëîæèì

I(σ)(1)
pr := I(σ) ∩ I(L)lpr .

ßñíî, ÷òî

I(σ)pr ⊆ I(σ)(1)
pr .

Ãðóïïà

I(σ)/I(σ)(1)
pr

èçîìîðôíà ïîäãðóïïå êîíå÷íîé ãðóïïû

(I(L)/I(L)pr)
l

è, ñëåäîâàòåëüíî, êîíå÷íà. Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü êîíå÷íîñòü ãðóïïû

H0(σ) := I(σ)(1)
pr /I(σ)pr.

Ïîëîæèì, äëÿ êðàòêîñòè,

gα := (gα1, ..., gαl) è αg := (β1, ..., βl) ñ βj :=
l∏

i=1

α
r̃(g,b)ij
i
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ïðè α ∈ (L∗)l, 1 ≤ j ≤ l. Ïóñòü (α) ∈ I(σ)
(1)
pr , òîãäà

gα = εα(g) ñ εα(g) ∈ (O∗)l ïðè g ∈ Γ.

Ôóíêöèè εα : Γ→ (O∗)l óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

εαβ = εαεβ ïðè {α, β} ⊆ (L∗)l;

εα(g1g2) = g1εα(g2)εα(g1)
g2 ïðè {g1, g2} ⊆ Γ, α ∈ (L∗)l (2.3.12)

è

(∃ λα ∈ (O∗)l) (∀ g ∈ Γ) εα(g) =
gλα
λgα
⇐⇒ (α) ∈ I(σ)pr (2.3.13)

ïðè α ∈ (L∗)l. Èç ñîîòíîøåíèÿ (12) ñëåäóåò, ÷òî

εα(g)n =
gλα
λgα

ñ λα :=
∏
h∈Γ

h−1εα(h) ïðè g ∈ Γ, α ∈ (L∗)l. (2.3.14)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó òåîðåìû Äèðèõëå î åäèíèöàõ, ãðóïïà (O∗)l ÿâëÿ-

åòñÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé àáåëåâîé ãðóïïîé è ïîòîìó

|(O∗)l/(O∗)ln| <∞;

ïîëîæèì

N := |(O∗)l/(O∗)ln|.

Èç ñîîòíîøåíèé (13) è (14) ñëåäóåò, ÷òî |H0(σ)| < |Γ|N . Ïðåäëîæåíèå 3 äî-

êàçàíî.

Ñëåäñòâèå 2.3.2 . ×èñëî o-öåëûõ ìîäåëåé ìíîãîîáðàçèÿ Y (σ) âèäà XB êî-

íå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3 âûòåêàåò, ÷òî ÷èñëî òàêèõ ìîäåëåé íå

ïðåâîñõîäèò |H(σ)|.

Ïðèìåð 2. Âîçâðàùàÿñü ê îïèñàííîé â ïðèìåðå 3 ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà-

ôà ñèòóàöèè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëå k åñòü ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è
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îáîçíà÷èì êîëüöà öåëûõ ýëåìåíòîâ ïîëåé k è ki ÷åðåç o è oi, 1 ≤ i ≤ r.

Ñîîòíîøåíèå

T (A) :=

{b|b := (b1, ..., br), bi ∈ B∗i , NBi/Abi = NB1/Ab1 ïðè 1 ≤ i ≤ r},

ãäå A ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî êîììóòàòèâíûõ o-àëãåáð è Bi := A ⊗o oi, îïðå-

äåëÿåò o-öåëóþ ìîäåëü T òîðà T . Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äðîáíûõ

èäåàëîâ

B := (B1, ...,Br), Bi ∈ I(ki) ïðè 1 ≤ i ≤ r,

è, äëÿ ëþáîé êîììóòàòèâíîé o-àëãåáðû A, ïîëîæèì

XB(A) :=

{b|b := (b1, ..., br), bi ∈ Bi, NBi/Abi = NB1/Ab1 ïðè 1 ≤ i ≤ r}, (2.3.15)

ãäå Bi := A⊗o Bi. Ñîîòíîøåíèå (15) îïðåäåëÿåò o-öåëóþ ìîäåëü XB ìíîãî-

îáðàçèÿ X, îïèñàííîãî â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå 3 èç �2.

2.4 Î ðàñïðåäåëåíèè öåëûõ òî÷åê àôôèííûõ òîðè÷åñêèõ

ìíîãîîáðàçèé, îïðåäåë¼ííûõ íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

1. Ìíîãîìåðíàÿ àðèôìåòèêà ïîëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë k (ñì., íàïðèìåð,

[99], [13], [120]) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÷èñåë íà

òîðå Rk|Q Gm,k. Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà îáîáùèòü ýòó òåî-

ðèþ íà ïðîèçâîëüíûå òîðû, îïðåäåë¼ííûå íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

(ñð. [68], [136] - [140]). Ñîõðàíÿÿ ïðåäûäóùèå îáîçíà÷åíèÿ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

k = Q è îòîæäåñòâèì íåíóëåâûå èäåàëû êîëüöà Z ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè.

Ïóñòü p ∈ P , p ∈ P(L) è p|p; îáîçíà÷èì ÷åðåç e(p) èíäåêñ âåòâëåíèÿ ïðîñòîãî

÷èñëà p â ïîëå L, ÷åðåç

Γp := {g|g ∈ Γ, gp = p}
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ãðóïïó ðàçëîæåíèÿ èäåàëà p è ÷åðåç

Γ(p) := {gΓp|g ∈ Γ}

ñîâîêóïíîñòü êëàññîâ ñìåæíîñòè ãðóïïû Ãàëóà Γ ïî ïîäãðóïïå Γp, òàê ÷òî

p =
∏
h∈Γ(p)

(hp)e(p).

Ïîëîæèì

|B| :=
l∏

i=1

|Bi| ïðè B ∈ I(σ), I0(σ) := I(σ) ∩ I(L)l0 ,

I(p)(σ) := {Aa|Aa := (...,
∏
h∈Γ(p)

(hp)(ui|ha), ...), a ∈MΓp},

σp := σ ∩MΓp è Ip(σ) := {Aa|Aa ∈ I(p)(σ), a ∈ σp}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

|Aa| = p(z|a)/e(p) ïðè Aa ∈ I(p)(σ). (2.4.1)

Ëåììà 2.4.1 . Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

I(σ) =
∏
p∈P

I(p)(σ) è I0(σ) =
∏
p∈P

Ip(σ). (2.4.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

B ∈ I(σ) è Bj =
∏
p∈P

B
(p)
j

ñ

B
(p)
j =

∏
h∈Γ(p)

(hp)mj(h), mj(h) ∈ Z ïðè 1 ≤ j ≤ l, p ∈ P(L), p|p. (2.4.3)

Òîãäà

gB
(p)
j =

l∏
i=1

(B
(p)
i )r̃(g,b)ij ïðè 1 ≤ j ≤ l, b ∈ C(σ), g ∈ Γ. (2.4.4)
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Ïîëîæèì m(h) := (m1(h), ...,ml(h)); èç ñîîòíîøåíèé (3) è (4) ñëåäóåò, ÷òî

m(g−1h) = m(h)r̃(g, b) ïðè b ∈ C(σ), g ∈ Γ, h ∈ Γ(p) (2.4.5)

è, â ÷àñòíîñòè, m(h) = m(h)bc, òàê êàê r̃(1, b) = bc. Ïîëîæèì

a(h) := m(h)b,

òîãäà m(h) = a(h)c è, çíà÷èò,

mi(h) =
l∑

j=1

a(h)jcji =
l∑

j=1

d∑
k=1

(ekcki)ja(h)j =
l∑

j=1

uija(h)j = (ui|a(h)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ñîîòíîøåíèÿ (5) ñëåäóåò, ÷òî m(h) = m(1)r̃(h−1, b);

ñëåäîâàòåëüíî,

mi(h) = (ui|a(h)) = mi(h) = (m(1)r̃(h−1, b))i =
l∑

j=1

mj(1)r̃(h−1, b)ji =

l∑
j=1

(uj|a(1))r̃(h−1, b)ji = (h−1ui|a(1)) = (ui|ha(1)) ïðè h ∈ Γ(p), 1 ≤ i ≤ l.

Òàêèì îáðàçîì,

mi(h) = (ui|ha) ñ a ∈MΓp ïðè h ∈ Γ(p), 1 ≤ i ≤ l. (2.4.6)

Èç ñîîòíîøåíèé (3) è (6) ñëåäóåò, ÷òî

I(σ) =
∏
p∈P

I(p)(σ).

Áîëåå òîãî,

(∀ a ∈MΓp) (a ∈ σ ⇔ (ui|ha) ≥ 0 ïðè h ∈ Γ(p), 1 ≤ i ≤ l)

ââèäó Γ-èíâàðèàíòíîñòè ñâðì-êîíóñà σ(Q). Ëåììà äîêàçàíà.

Ïîëîæèì

z := (
∑
g∈Γ

g)(
l∑

i=1

ui)
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è çàìåòèì, ÷òî

z = 0⇔ σ(Q) = {0}.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

σ(Q) 6= {0} è, çíà÷èò, z 6= 0. (2.4.7)

Êàê èçâåñòíî,

(∃ q ∈ N, {vi|1 ≤ i ≤ q} ⊆M) σ = {
q∑
i=1

mivi|m ∈ Nq
0};

ïðåäïîëîæèì, ÷òî {vi|1 ≤ i ≤ q} åñòü ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà îáðàçóþùèõ

ïîëóãðóïïû σ. Ïîëîæèì

σ(m) := {a|a ∈ σ, (z|a) = m} è σp(m) := σp ∩ σ(m) ïðè m ∈ N

è

κ := min {m|m ∈ N, σ(m) 6= ∅}.

Ïóñòü m ∈ N; ÿñíî, ÷òî σ(m) åñòü êîíå÷íîå Γ - èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(m) ÷èñëî Γ - îðáèò ìíîæåñòâà σ(m).

Ïóñòü f0 ∈ N; îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆(f0, σ) ìíîæåñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ãîìî-

ìîðôèçìîâ χ : I0(σ)→ C ïîëóãðóïïû I0(σ) ïîä óñëîâèåì

|χ(A)| ∈ {0, 1} ïðè A ∈ I0(σ) è χ−1({0}) =
∏
p|f0

Ip(σ),

ïîëîæèì

∆(σ) :=
⋃
f0∈N

∆(f0, σ)

è, ïðè χ ∈ ∆(σ), îïðåäåëèì äâà (ôîðìàëüíûõ) ðÿäà Äèðèõëå:

L(σ;χ, s) :=
∑

A∈I0(σ)

χ(A)|A|−s/κ (2.4.8)

è

Lp(σ;χ, s) :=
∑

A∈Ip(σ)

χ(A)|A|−s/κ. (2.4.9)
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Ëåììà 2.4.2 . Ïóñòü χ ∈ ∆(σ), òîãäà ðÿä (9) êîìïàêòíî ñõîäèòñÿ â ïîëó-

ïëîñêîñòè C0 è, áîëåå òîãî,

Lp(σ;χ, s) = 1 +O(p−(Re s)/e(p)) ïðè s ∈ C0. (2.4.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ,

Lp(σ;χ, s) =
∞∑
m=0

p−sm/e(p)κ
∑

a∈σp(m)

χ(Aa),

èëè

Lp(σ;χ, s) = 1 +
∞∑
m=κ

p−sm/e(p)κ
∑

a∈σp(m)

χ(Aa). (2.4.11)

Ðàâåíñòâî (11) äà¼ò

|Lp(σ;χ, s)| ≤ 1 +
∞∑
m=κ

|σ(m)|p−(Re s)m/e(p)κ ïðè s ∈ C0.

Íî |σ(m)| ≤ (m+ 1)q, òàê êàê, â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ, (z|vi) ∈ N ïðè

1 ≤ i ≤ q; ïîýòîìó ðÿä (9) ìàæîðèðóåòñÿ êîìïàêòíî ñõîäÿùåìñÿ â ïîëóïëîñ-

êîñòè C0 ðÿäîì
∞∑
m=0

(m+ 1)qp−(Re s)m/e(p)κ

è, áîëåå òîãî,

Lp(σ;χ, s) = 1 +O(
∞∑
m=κ

(m+ 1)qp−(Re s)m/e(p)κ) = 1 +O(p−(Re s)/e(p))

ïðè s ∈ C0. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.4.1 . Ïóñòü χ ∈ ∆(σ), òîãäà

L(σ;χ, s) =
∏
p∈P

Lp(σ;χ, s); (2.4.12)

ïðè ýòîì ðÿä (8) è áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå â ðàâåíñòâå (12) êîìïàêòíî

ñõîäÿòñÿ â ïîëóïëîñêîñòè C1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òîæäåñòâî (12) âûòåêàåò èç ëåììû 1 è îïðåäåëåíèé (8) è

(9); ñõîäèìîñòü ðÿäà Äèðèõëå (8) è áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ (12) â ïîëó-

ïëîñêîñòè C1 ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (10), òàê êàê

|{p|p ∈ P , e(p) 6= 1}| <∞.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà ïðîñòûõ èäåàëîâ

P(σ) := {P|P ∈ I0(σ), (∀ a ∈ I0(σ) \ {0}) a|P⇒ a = P}

è ñòðîãî ïðîñòûõ èäåàëîâ

P0(σ) :=

{P|P ∈ I0(σ), (∀ a ∈ I0(σ), n ∈ N) a|Pn ⇒ (∃ m ∈ N0) a = Pm}

îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåìîãî îòíîøåíèÿ äåëèìîñòè a|b íà ïîëó-

ãðóïïå I0(σ). ßñíî, ÷òî

{Aa|a ∈ σp(κ), p ∈ P} ⊆ P(σ). (2.4.13)

Ñëåäñòâèå 2.4.2 . Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

P0(σ) ⊆ P(σ) ⊆ IP(σ) ñ IP(σ) :=
⋃
p∈P

Ip(σ) (2.4.14)

è

L(σ;χ, s) =
∏

P∈P0(σ)

(1−χ(P)|P|−s/κ)−1
∏
p∈P0

Qp(p
−s/e(p)κ) ïðè s ∈ C1, (2.4.15)

ãäå Qp(t) ∈ C[t] è Qp(t) = 1 (mod tκ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå (14) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëå-

íèè ìíîæåñòâ P(σ), P0(σ) è Ip(σ). Çàìåòèì, ÷òî

Lp(σ;χ, s) =
∑
a∈σp

(

q∏
j=1

χ(A(j))|A(j)|−s/κ)aj

ïðè

a =

q∑
j=1

ajvj è A(j) := (...,
∏
h∈Γ(p)

(hp)(ui|hvj), ...).
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Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (15) âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ (14), ëåììû 1, ñëåäñòâèÿ

1 è èçâåñòíîé òåîðåìû î ðåøåíèÿõ ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé [160,

òåîðåìà 2.5], èáî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà P0(σ) ∩ Ip(σ) îòâå÷àþò "ôóíäàìåí-

òàëüíûì" (â ñìûñëå ðàáîòû [160]) ðåøåíèÿì (a1, ..., aq) ñèñòåìû óðàâíåíèé

q∑
j=1

ajgvj =

q∑
j=1

ajvj ïðè g ∈ Γp.

Ñëåäñòâèå 2 äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå. Â ñèëó ëåììû 1, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà I0(σ) ("öåëûå èäåà-

ëû") îäíîçíà÷íî ðàçëàãàþòñÿ íà "ïðèìàðíûå èäåàëû"(ýëåìåíòû ìíîæåñòâà

IP(σ)); ðàçëîæåíèå ïðèìàðíûõ èäåàëîâ íà ïðîñòûå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿ-

åòñÿ îäíîçíà÷íûì (ñì. [160]).

2. Îáîçíà÷èì Z - ðàíã ãðóïïû Γ - èíâàðèàíòîâ MΓ ÷åðåç µ. Èç ïðåäïîëîæå-

íèÿ (7) è Γ - èíâàðèàíòíîñòè ñâðì-êîíóñà σ(Q) ñëåäóåò, ÷òî µ ∈ N. Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî

T (R) = (R∗+)µ × T (1)(R),

ãäå

T (1)(R) := (R∗+)r × Sd11 × (Z/2Z)ν, {d1, r, ν} ⊆ N0, d1 + r + µ = d, ν ≤ µ+ r.

Ëåììà 2.4.3 . Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

T (Z) ∼= Zr × A ñ |A| <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî èçâåñòíàÿ òåîðåìà Îíî [158, òåîðåìà 4].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ι : T (R)→ (Z/2Z)ν

ïðîåêöèþ ãðóïïû T (R) íà ãðóïïó (Z/2Z)ν, ÷åðåç op êîëüöî öåëûõ ýëåìåíòîâ

ïîëÿ Lp è ÷åðåç π îäèí èç ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî êîëüöà.
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Èç ñîîòíîøåíèé

T (Qp) = {α|α ∈ (L∗p)
d, gαi =

d∏
j=1

α
r(g)ji
j ïðè 1 ≤ i ≤ d, g ∈ Γp}

è

T (Zp) = {ε|ε ∈ (o∗p)
d, gεi =

d∏
j=1

ε
r(g)ji
j ïðè 1 ≤ i ≤ d, g ∈ Γp}

ñëåäóåò, ÷òî

T (Qp)/T (Zp) ∼= T (π) ñ T (π) := {πa|a ∈MΓp}, πa := (πa1, ..., πad).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A àëãåáðó àäåëåé ïîëÿ Q è çàìåòèì, ÷òî

T (A) = {(α(∞), ..., α(p), ...)|α(∞) ∈ T (R), α(p) ∈ T (Qp) ïðè p ∈ P ,

|{p|p ∈ P , α(p) 6∈ T (Zp)}| <∞}.

Áóäåì ñ÷èòàòü, êàê îáû÷íî, ÷òî T (Q) ⊆ T (AQ), è ïîëîæèì

T (1)(A) := {α|α ∈ T (A), |v(α)| = 1 ïðè v ∈MΓ};

êàê èçâåñòíî,

T (A) = (R∗+)µ × T (1)(A) è T (Q) ⊆ T (1)(A),

à ôàêòîð-ãðóïïà T (1)(A)/T (Q) êîìïàêòíà (ñì., íàïðèìåð, [5], [158]). Ïî îïðå-

äåëåíèþ, íîðìàëèçîâàííûé ãðîññåíõàðàêòåð òîðà T åñòü íåïðåðûâíûé ãîìî-

ìîðôèçì

χ : T (A)→ S1

ïîä óñëîâèåì

T (Q) · (R∗+)µ ⊆ Ker χ ;

îáîçíà÷èì ÷åðåç Gr(T ) ãðóïïó íîðìàëèçîâàííûõ ãðîññåíõàðàêòåðîâ òîðà T .

ßñíî, ÷òî ãðóïïà Gr(T ) èçîìîðôíà ãðóïïå (íåïðåðûâíûõ) õàðàêòåðîâ ãðóï-

ïû T (1)(AQ)/T (Q).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ìíîæåñòâî ïàð f := (f0, f1), ãäå f0 ∈ N è f1 åñòü ïîäãðóïïà

ãðóïïû (Z/2Z)ν. Ïóñòü f ∈ F ; ïîëîæèì

S(f) := {p|p ∈ P , f0 6= 0 (p)}

è

Af :=

{α|α ∈ T (A), ι(α(∞)) ∈ f1, α
(p) ∈ T (Zp) è α(p) = 1 (f0) ïðè p ∈ P}

Ðàññìîòðèì ñâðì-êîíóñ σ0(Q) ïîä óñëîâèåì

σ0(Q)⊥ = {
d∑
i=1

aiei|a ∈ (Q ∩ R+)n}

è çàìåòèì, ÷òî R(σ0) = {0}. Ïîëîæèì

I(f)(σ0) :=
∏
p∈S(f)

I(p)(σ0)

è îïðåäåëèì ìîíîìîðôèçì

g0 : I(f)(σ0)→ T (A)/Af, g0 : Aa 7→ αa mod Af, ãäå Aa ∈ I(p)(σ0), p ∈ P ,

αa ∈ T (A), α(∞)
a = 1, α(p)

a = πa, α(q)
a = 1 ïðè q ∈ P \ {p}.

Ïîëîæèì

Grf(T ) := {χ|χ ∈ Gr(T )), Af ⊆ Ker χ}, Grf(σ0) := {χ ◦ g0|χ ∈ Grf(T ))}

è

g(f, σ0) := {χ|χ ∈ ∆(f0, σ0), χ(Ip(σ0)) = {0} ïðè p 6∈ S(f)

è (∃ ψ ∈ Grf(σ0)) χ|Ip(σ0) = ψ|Ip(σ0) ïðè p ∈ S(f)}.

ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå

g(σ) : I(σ0)→ I(σ), g(σ) : B 7→ B′ ñ B′j =
d∏
i=1

B
cij
i ïðè 1 ≤ j ≤ l
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åñòü èçîìîðôèçì; ïîëîæèì

Grf(σ) := {χ ◦ g(σ)−1|χ ∈ Grf(σ0)} è g(f, σ) := {χ ◦ g(σ)−1|χ ∈ g(f, σ0)}.

Ââåä¼ì áèíàðíûå îòíîøåíèÿ

f|f′ := (f0|f′0 è f1 ⊆ f′1) ïðè {f, f′} ⊆ F

è

χ � χ′ := (f|f′ è χ|I(f′)(σ) = χ′) ïðè χ ∈ g(f, σ) è χ′ ∈ g(f′, σ).

Íàêîíåö, ïîëîæèì

G(σ) := {χ|χ ∈ ∆(σ), (∃ f ∈ F, ψ ∈ g(f, σ)) ψ � χ}.

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà G(σ) ñóòü ãðîññåíõàðàêòåðû êîíóñà σ; ïî îïðåäåëåíèþ,

êàæäûé èç ýòèõ ãðîññåíõàðàêòåðîâ èíäóöèðóåòñÿ îäíèì èç ýëåìåíòîâ ãðóïïû⋃
f∈F

g(f, σ)

ïðèìèòèâíûõ õàðàêòåðîâ ýòîãî êîíóñà.

Ïðåäëîæåíèå 2.4.1 . Ïóñòü

χ ∈ G(σ) ∩∆(f0, σ) è S0 := {p|p ∈ P , dLf0 6= 0 (p)}.

Òîãäà

L(σ;χ, s) = H(s)

B(κ)∏
i=1

L(ψi, s) ïðè s ∈ C1−γ, γ := (κ+ 1)−1, (2.4.16)

ãäå L(ψi, s) åñòü L - ðÿä Hecke ïîëÿ ki ñ õàðàêòåðîì ψi è ki ⊆ L ïðè 1 ≤ i ≤

B(κ), à

H(s) =
∏
p∈P

(1 +Dp(s)p
−sκ/(κ+1)) (2.4.17)

ñ

Dp(s) = O(1) ïðè s ∈ C1−γ è p ∈ S0.

Áîëåå òîãî,

χ = 1 ⇒ ψi = 1 ïðè 1 ≤ i ≤ B(κ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî òåîðåìà Äðàêñëà [68, òåîðåìà 1] (ñì. òàêæå [128, ïðåä-

ëîæåíèå 4 íà ñòð. 120])tex.

Ïîëîæèì

b(χ) := |{i|1 ≤ i ≤ B(κ), ψi = 1}|.

Çàìå÷àíèå. Èç ðàâåíñòâà b(χ) = B(κ), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò, ÷òî χ = 1

(ñì., íàïðèìåð, [111]).

Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì

ξ : Y0(σ)(R)→ (R∗+)µ+r × Sd11 × (Z/2Z)ν,

ξ : a 7→ (ξ1(a), ..., ξd+ν(a)) ïðè a ∈ Y0(σ)(R),

ãäå

ξi(a) ∈ R∗+ ïðè 1 ≤ i ≤ µ+ r, ξi(a) ∈ S1 ïðè µ+ r < i ≤ d

è

ξi(a) ∈ Z/2Z ïðè d < i ≤ d+ ν,

è ïîëîæèì

ι1 = (ξd+1, ..., ξd+ν), ι1 : Y0(σ)(R)→ (Z/2Z)ν;

ÿñíî, ÷òî ι1 = ι ◦ λ2(R)−1. Ïóñòü

I(σ)(f)
pr := {(α)|(α) ∈ I(σ)pr, α = 1 (f)},

ãäå

α = 1 (f) := (αi = 1 (f0) ïðè 1 ≤ i ≤ l è ι1(α) ∈ f1),

è

Hf(σ) := I(σ)/I(σ)(f)
pr .

Ëåììà 2.4.4 . Ãðóïïà Hf(σ) êîíå÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.3 è êîíå÷íî-

ñòè ãðóïïû I(σ)pr/I(σ)
(f)
pr .
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Ñëåäñòâèå 2.4.3 . Ïóñòü χ ∈ ∆(f0, σ) è I(σ)
(f)
pr ⊆ Ker χ; òîãäà χ ∈ G(σ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêî ñëåäóåò èç ëåììû 4 è îïðåäåëåíèé.

Ïîëîæèì

J(y) := {a|a ∈ I0(σ), |a| < yκ} è Π(y) := J(y) ∩ P(σ)

ïðè y ∈ R+.

Ïðåäëîæåíèå 2.4.2 . Ïóñòü χ ∈ G(σ), y ∈ R è y > 2. Òîãäà∑
a∈J(y)

χ(a) = y Qχ(log y) +O(y1−γ) ñ γ ∈ R∗+, (2.4.18)

ãäå Qχ(log y) = 0 ïðè b(χ) = 0 è Qχ(t) åñòü îòëè÷íûé îò íóëÿ ïîëèíîì

ñòåïåíè b(χ) − 1 ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

ïðè b(χ) ∈ N, è∑
p∈Π(y)

χ(p) = b(χ)

∫ y

2

du

log u
+O(y exp(−γ1(log y)1/2) ñ γ1 ∈ R∗+. (2.4.19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû (18) è (19) âûâîäÿòñÿ èç ñîîò-

íîøåíèé (12), (16) è (17) ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (ôîðìóëà

îáðàùåíèÿ), ñð. [128, ãë. 1, �4 è �5].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hf(σ) ãðóïïó õàðàêòåðîâ ãðóïïû Hf(σ); â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Hf(σ) ⊆ G(σ). Ïóñòü C ∈ Hf(σ), y ∈ R è y > 2; ïîëîæèì

N (C, y) := |{a|a ∈ J(y) ∩ C}| è π(C, y) := |{a|a ∈ Π(y) ∩ C}|.

Ñëåäñòâèå 2.4.4 . Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

N (C, y) = y |Hf(σ)|−1
∑

χ∈Hf(σ)

χ(C) Qχ(log y) +O(y1−γ) ñ γ ∈ R∗+ (2.4.20)

è

π(C, y) = |Hf(σ)|−1
∑

χ∈Hf(σ)

χ(C) b(χ)

∫ y

2

du

log u

+O(y exp(−γ1(log y)1/2) ñ γ1 ∈ R∗+. (2.4.21)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèÿ (20) è (21) âûòåêàþò èç ôîðìóë (18) è (19).

Ïðåäëîæåíèå 2.4.3 . Ïóñòü C ∈ Hf(σ), y ∈ R è y > 2; ïðåäïîëîæèì, ÷òî

I0(σ) ∩ C 6= ∅. Òîãäà

N (C, y) = y q(C, log y) +O(y1−γ) ñ γ ∈ R∗+ è q(C, t) ∈ R[t]; (2.4.22)

áîëåå òîãî,

q(C, t) =
m∑
i=0

ait
i ñ 0 ≤ m ≤ B(κ)− 1 è am ∈ R∗+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñîîòíîøåíèÿ (21) ñëåäóåò, ÷òî

π(1, y) = |Hf(σ)|−1
∑
χ∈Hf

b(χ)

∫ y

2

du

log u
+O(y exp(−γ1(log y)1/2)� y(log y)−1

è, çíà÷èò,

N (1, y) ≥ π(1, y)� y(log y)−1.

Ïóñòü a0 ∈ I0(σ) ∩ C, òîãäà

{a0(α)|(α) ∈ I0(σ) ∩ Ipr(σ), |(α)| < yκ|a0|−1} ⊆ J(y) ∩ C

è ïîòîìó

N (C, y) ≥ N (1, y|a0|−1/κ)� y(log y)−1. (2.4.23)

Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé (20) è (23).

Çàìå÷àíèå. Â ðàáîòå [111] èçó÷àþòñÿ ìíîæåñòâà êëàññîâ èäåàëîâ

H(0)(σ) := {C|C ∈ H(σ), I0(σ) ∩ C 6= ∅}

íîðìåííûõ òîðîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â ïðèìåðå 3, �2 è â ïðèìåðå 2, �3; çàìå-

òèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ,

H(0)(σ) 6= H(σ).

Ïóñòü B ∈ I(σ); ïî îïðåäåëåíèþ,

XB(Z) = {β|βj ∈ Bj,
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gβj

l∏
i=1

β
r̃(g,b)−ij
i =

l∏
i=1

β
r̃(g,b)+ij
i ïðè 1 ≤ j ≤ l, b ∈ C(σ), g ∈ Γ}.

Ïîëîæèì

Zf := {β|β ∈ XB(Z), β = 1 (f)};

ÿñíî, ÷òî

Zf ⊆ Y0(σ)(Q) ⊆ Y0(σ)(R) ⊆ Y (σ)(R)

è

Y (σ)(R) = {β|β ∈ (R⊗Q L)l,

gβj

l∏
i=1

β
r̃(g,b)−ij
i =

l∏
i=1

β
r̃(g,b)+ij
i ïðè 1 ≤ j ≤ l, b ∈ C(σ), g ∈ Γ}.

Ïóñòü

α ∈ Y (σ)(R), αj =
n∑
i=1

aijωij, gαj :=
n∑
i=1

aijgωij ïðè 1 ≤ j ≤ l, g ∈ Γ,

ãäå {ω1j, ..., ω1j} åñòü o - áàçèñ èäåàëà Bj ïðè 1 ≤ j ≤ l è

{aij|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ l} ⊆ R;

ïîëîæèì

Nα :=
∏
g∈Γ

l∏
j=1

gαj, ||α|| := max{|Nα|1/κ, ξj(α), ξj(α)−1|µ < j ≤ µ+ r}

è

U(w) := {α|α ∈ Y0(σ)(R), ||α|| < w ïðè w ∈ R∗+}.

Òåîðåìà 2.4.1 . Ïóñòü w ∈ R è w > 2; òîãäà

|Zf ∩ U(w)| = cw (logw)b +O(w (logw)b−1),

ãäå c ∈ R+, b ∈ Z è 0 ≤ b ≤ B(κ) + r− 1. Áîëåå òîãî, åñëè Zf 6= ∅, òî c > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C ∈ Hf(σ) è B ∈ C−1. ßñíî, ÷òî

Zf = {β|β ∈ (L∗)l, (β) = BA, A ∈ I0 ∩ C}
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è ïîòîìó

Zf ∩ U(w) = {β|β ∈ (L∗)l, (β) = BA,

A ∈ J(w|B|−1/κ) ∩ C, w−1 < ξj(β) < w ïðè µ+ 1 ≤ j ≤ µ+ r}, (2.4.24)

èáî |(β)| = |Nβ|. Ïîëîæèì

A(β) := |{β1|β1 ∈ (L∗)l,

(β1) = (β), w−1 < ξj(β1) < w ïðè µ+ 1 ≤ j ≤ µ+ r}|

ïðè β ∈ (L∗)l, òàê ÷òî

A(β) = |{ε|ε ∈ T (Z),

w−1ξj(β)−1 < ξj(ε) < wξj(β)−1 ïðè µ+ 1 ≤ j ≤ µ+ r}|.

Ââèäó ëåììû 3, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

A(β) = c1(logw)r(1 +O(1/ logw)). (2.4.25)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ðàâåíñòâà (24) âûòåêàåò, ÷òî

|Zf ∩ U(w)| = A(β)N (C,w|B|−1/κ). (2.4.26)

Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (25) è (26) è ïðåäëîæå-

íèÿ 3.
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Ãëàâà 3

Î ïðåäñòàâëåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë êóáè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè îò

äâóõ ïåðåìåííûõ.

3.1 Ââåäåíèå

1. Â 1854-îì ãîäó Â.ß. Áóíÿêîâñêèé âûñêàçàë ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå,

îáîáùàþùåå òåîðåìó Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåñ-

ñèÿõ (ñð. [65, ñòð. 333]).

Ãèïîòåçà 3.1.1 . Ïóñòü f(x) ∈ Z[x]. Åñëè ïîëèíîì f(x) íåïðèâîäèì,

({f(a)|a ∈ Z}) = (1) è ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïîëèíîìà f(x) ïîëîæèòå-

ëåí, òî ìíîæåñòâî

{f(a)|a ∈ N} ∩ P

áåñêîíå÷íî.

Ýòà ãèïîòåçà äî ñèõ ïîð íå äîêàçàíà íè äëÿ îäíîãî íåëèíåéíîãî ïîëèíîìà.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ãèïîòåçà 1 ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ

(ñì., íàïðèìåð, [150, ëåììà 4]).

Ãèïîòåçà 3.1.2 . Ïóñòü

f(x) ∈ Z[x], n ∈ N è x := (x1, ...xn).

Åñëè ïîëèíîì f(x) íåïðèâîäèì è ({f(a)|a ∈ Zn}) = (1), òî ìíîæåñòâî

{f(a), −f(a)|a ∈ Zn} ∩ P

áåñêîíå÷íî.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå Ìàòèÿñåâè÷à [22],

{f1(a)|a ∈ Zn} ∩ N = P è {f2(a)|a ∈ Zn} ∩ N = N \ P

äëÿ íåêîòîðûõ ïîëèíîìîâ f1(x) è f2(x) ñ öåëûìè ðàöèîíàëüíûìè êîýôôè-

öèåíòàìè. Ïóñòü

f(x) ∈ Z[x], f(x) =
∑
α∈Nn0

b(α)xα1
1 ...x

αn
n ;
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ñëåäóÿ [95], ïîëîæèì

|f |(x) :=
∑
α∈Nn0

|b(α)|xα1
1 ...x

αn
n

è

δ(f) := inf{β| card {a|a ∈ Nn, |f |(a) ≤ X} ≤ Xβ}.

ßñíî, ÷òî ÷åì áîëüøå δ(f), òåì âåðîÿòíåå, ÷òî ïîëèíîì f óäîâëåòâîðÿåò ãè-

ïîòåçå 2. Â 1840-îì ãîäó Äèðèõëå äîêàçàë ýòó ãèïîòåçó äëÿ áèíàðíûõ êâàä-

ðàòè÷íûõ ôîðì (ñð. [65, ñòð. 417 - 418]); ìíîãî ëåò ñïóñòÿ Èâàíåö äîêàçàë

ãèïîòåçó 2 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëèíîìîâ âòîðîé ñòåïåíè îò äâóõ ïåðåìåííûõ.

Â êîíöå 1990-ûõ ãîäîâ Èâàíåö è Ôðèäëàíäåð [80] - [82] äîêàçàëè, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ âèäà x2+y4, à âñêîðå ïîñëå ýòîãî Õèñ-Áðàóí

[95] äîêàçàë áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ âèäà x3 + 2y3. Â äàëüíåéøåì,

ðàçâèâàÿ èäåè ðàáîòû [95], íàì óäàëîñü äîêàçàòü [97], [98], ÷òî ëþáàÿ ïðèìè-

òèâíàÿ íåïðèâîäèìàÿ áèíàðíàÿ êóáè÷åñêàÿ ôîðìà ñ öåëûìè ðàöèîíàëüíûìè

êîýôôèöèåíòàìè, ïðèíèìàþùàÿ õîòÿ áû îäíî íå÷¼òíîå çíà÷åíèå, ïðåäñòàâ-

ëÿåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ è àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó äëÿ øèðîêîãî êëàññà

íåîäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ òðåòüåé ñòåïåíè îò äâóõ ïåðåìåííûõ.

Çàìåòèì, ÷òî

δ(f) = 1 ïðè f(x, y) =
2∑

α=0

b(α)xαy2−α, δ(x2 + y4) = 3/4,

δ(f) = 2/3 ïðè f(x, y) =
3∑

α=0

b(α)xαy3−α è δ(x2 + 1) = 1/2.

2. Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [80] - [82], [95], [97] è [98] ðåçóëüòàòû.

Çäåñü è â äàëüíåéøåì

X ∈ R, X ≥ 3.

Òåîðåìà 3.1.1 (ñì. [81]). Ïóñòü

f(x) := x2
1 + x4

2 è F (X) := {a|a ∈ N2, f(a) ≤ X}.
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Ïîëèíîì f(x) óäîâëåòâîðÿåò ãèïîòåçå 2; áîëåå òîãî,∑
a∈F (X)

Λ(f(a)) = 4(π)−1κX3/4(1 +O(
log logX

logX
)) ïðè X →∞,

ãäå

κ :=

∫ 1

0

(1− t4)1/2dt = Γ(1/4)2/(6(2π)1/2)

è Λ : N→ R+ åñòü ôóíêöèÿ Ìàíãîëüäòà.

Òåîðåìà 3.1.2 (ñì. [95]). Ïóñòü

f(x) := x3
1 + 2x3

2.

Ïîëèíîì f(x) óäîâëåòâîðÿåò ãèïîòåçå 2; áîëåå òîãî,

(∃ c ∈ R∗+) |{a3
1 + 2a3

2|a ∈ N2, X ≤ a1, a2 ≤ X(1 + η(X, c))} ∩ P| =

σ
(η(X, c) logX)2

3 logX
(1 +O((log logX)−1/6)) ïðè X →∞,

ãäå

η(X, c) := (logX)−c, σ :=
∏
p∈P

(1− νp − 1

p
) è νp := |{a|a ∈ Fp, a3 = 2}|.

Òåîðåìà 3.1.3 (ñì. [97]). Ðàññìîòðèì ïðèìèòèâíóþ íåïðèâîäèìóþ

áèíàðíóþ êóáè÷åñêóþ ôîðìó f(x) ñ öåëûìè ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè. Åñëè ìíîæåñòâî f(Z2) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíî íå÷¼òíîå ÷èñëî, òî

ìíîæåñòâî f(Z2) ∩ P áåñêîíå÷íî; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî

{f(a)/2 | a ∈ Z2} ∩ P

áåñêîíå÷íî.

Òåîðåìà 3.1.4 (ñì. [98]). Ðàññìîòðèì áèíàðíóþ êóáè÷åñêóþ ôîðìó

f(x) ñ öåëûìè ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïîëèíîì

F (x) := a−1
0 f(a+ dx) c d ∈ Z, a ∈ Z2, a0 ∈ N.

Ïóñòü F (x) ∈ Z[x], òîãäà ïîëèíîì F (x) óäîâëåòâîðÿåò ãèïîòåçå 2.
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Ãèïîòåçà 3.1.3 . Ïóñòü a ∈ N; îáîçíà÷èì ÷åðåç r(a) ðàíã ýëëèïòè÷åñêîé

êðèâîé

x3 + y3 = az3

è ÷åðåç R(a) àíàëèòè÷åñêèé ðàíã (ò.å. ïîðÿäîê íóëÿ â òî÷êå s = 1

äçåòà - ôóíêöèè Õàññå - Âåéëÿ La(s)) ýòîé êðèâîé. Èìååò ìåñòî ñîîòíî-

øåíèå

(∀ a ∈ N) r(a) = R(a) (2).

Ãèïîòåçà 3 ñëåäóåò èç èçâåñòíîé ãèïîòåçû Á¼ð÷à è Ñâèííåðòîíà-Äàéåðà, íî

ïîêà íå äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.1.1 . Ïóñòü {ai|0 ≤ i ≤ 4} ⊆ Z è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

4∏
i=0

ai 6= 0 (3) è (∀ p ∈ {q|q ∈ P , q = 2 (3)}) ai 6= 0 (p2) ïðè 0 ≤ i ≤ 4.

Òîãäà èç ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû 3 âûòåêàåò, ÷òî (ïðîåêòèâíàÿ) ãèïåð-

ïîâåðõíîñòü

H1 :
4∑
i=0

aix
3
i = 0

óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó Õàññå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû

4 è îäíîé òåîðåìû Õèñ-Áðàóíà [94, òåîðåìà 4].

Ñëåäñòâèå 3.1.2 . Ïóñòü {a, b} ⊆ Z; ðàññìîòðèì (ïðîåêòèâíóþ) ïîâåðõ-

íîñòü

H2 : x3
0 + 2x3

1 + ax3
2 + bx3

3 = 0,

îáîçíà÷èì ÷åðåç x̄ îñòàòîê ïðè äåëåíèè ÷èñëà x, x ∈ Z, íà 9 è ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî

(a, b) = (1) è {a+ b, a− b} ∩ {0} 6= ∅ (3.1.1)

èëè

(a, b) = (1) è {ā, b̄} ∩ {2, 3, 6, 7} 6= ∅. (3.1.2)

Òîãäà

H2(Q) 6= ∅. (3.1.3)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè

b = 0 èëè (∃ q ∈ Q) a = bq3, (3.1.4)

äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (4) íå

èìååò ìåñòî. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ

Ep : x3
0 + x3

1 = py3 , p ∈ P ;

ïî òåîðåìå Ñàòæå [149, ïðåäëîæåíèå 3.3],

Ep(Q) 6= ∅ ïðè p = 2 (9), p ∈ P . (3.1.5)

Åñëè èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (1), òî

(∃ d ∈ N2) ad3
1 + bd3

2 = 54 (243); (3.1.6)

ïîëîæèì â ýòîì ñëó÷àå

f1(y) :=
a(d1 + 3y1)

3 + b(d2 + 3y2)
3

27

è çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó òåîðåìû 4 è ñîîòíîøåíèÿ (6),

(∃ u ∈ Z2, p ∈ P) f1(u) = p è p = 2 (9). (3.1.7)

Ñîîòíîøåíèå (3) ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (7) è öèòèðîâàííîé âûøå òåîðåìû

Ñàòæå. Åñëè ñîîòíîøåíèå (1) íå èìååò ìåñòî, òî, ïî óñëîâèþ, âûïîëíÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèå (2) è ïîòîìó

(∃ d ∈ N2) ad3
1 + bd3

2 = 2 (9); (3.1.8)

â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì

f2(y) := a(d1 + 3y1)
3 + b(d2 + 3y2)

3

è çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó òåîðåìû 4 è ñîîòíîøåíèÿ (8),

(∃ u ∈ Z2, p ∈ P) f2(u) = p è p = 2 (9). (3.1.9)
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Êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå, ñîîòíîøåíèå (3) ñëåäóåò èç òåîðåìû Ñàòæå è ñîîòíî-

øåíèÿ (9). Ñëåäñòâèå 2 äîêàçàíî.

Ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê H1(Q) è H2(Q) èçó÷àëèñü òàêæå â ðàáîòå

[161].

3. Òåîðåìû 1 - 4 äîêàçûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðåøåòà. Ðàññìîòðèì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü

a : N→ N0, n 7→ an

è ïîïûòàåìñÿ íàéòè àñèìïòîòèêó ñóììû∑
p∈P, p≤X

ap ïðè X →∞

èëè, êàê â òåîðåìå 1, ñóììû

S(X) :=
∑
n≤X

anΛ(n).

Ïîëîæèì

Ad(X) :=
∑

n≤X, d|n

an ïðè d ∈ N è A(X) := A1(X).

ßñíî, ÷òî

S(X) = −
∑
d≤X

(µ(d) log d)Ad(X).

Â ðàáîòå [82] ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, äëÿ êîòîðûõ

A(X)� A(
√
X)(logX)2, A(X)� X1/3(

∑
n≤X

a2
n)

1/2; (3.1.10)

Ad(X) = g(d)A(X) + rd(X), (3.1.11)

ãäå g(d) åñòü ìóëüïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ ïîä óñëîâèåì

0 ≤ g(p2) ≤ g(p) < 1, g(p)� p−1, g(p2)� p−2 ïðè p ∈ P
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è ∑
p∈P, p≤X

g(p) = log logX + c0(g) +O((logX)−c1); (3.1.12)

Ad(X)� τ(d)c2

d
A(X) ðàâíîìåðíî â èíòåðâàëå 1 ≤ d ≤ X1/3; (3.1.13)∑

d≤D(X)(logX)c2

µ3(d)|rd(t)| ≤ A(X)(logX)−c3

ïðè t ≤ x è X2/3 < D(X) < X, (3.1.14)

ãäå µ3(d) åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà

{n|n ∈ N, (∀ p ∈ P) n 6= 0 (p3)}

"ñâîáîäíûõ îò êóáîâ" íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, τ(d) åñòü ÷èñëî äåëèòåëåé ÷èñëà

d. Óñëîâèÿ, àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿì (10) - (14), ñóòü ñòàíäàðòíûå îãðàíè÷å-

íèÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èññëåäóåìûå ìåòîäîì ðåøåòà. Õîðîøî èçâåñòíî,

÷òî òàêèå îãðàíè÷åíèÿ ñàìè ïî ñåáå íå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó èëè

äàæå îöåíèòü ñíèçó ôóíêöèè A(X) è S(X). Åñëè, íàïðèìåð, an åñòü õàðàê-

òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñîäåðæàùèõ ÷¼òíîå

÷èñëî ïðîñòûõ äåëèòåëåé, òî ap = 0 ïðè p ∈ P , õîòÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (10) - (14) (ñì. [82, ñòð. 1045-1046]). Ïîëîæèì

β(n,C) = µ(n)
∑

d|n, d≤C

µ(d) ïðè C ∈ R∗+ è n ∈ N,

Π(l) :=
∏

p∈P, p≤l

p ïðè l ∈ N

è

A(X,N, p0) :=

{(m,n)|(m,n) ∈ N2, N ≤ n ≤ 2N, mn ≤ X, (n,mΠ(p0)) = (1)}.

Â ðàáîòàõ [80] - [82] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî, ïîìèìî óñëîâèé (10) - (14), ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü an óäîâëåòâîðÿåò åù¼ îäíîìó óñëîâèþ "âòîðîãî òèïà" :∑
m≤X

|
∑

(m,n)∈A(x,N,p0)

β(n,C) amn| ≤ A(X)(logX)−c4 (3.1.15)
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ïðè √
D(X)

∆(X)
< N <

√
X

δ(X)
è 1 ≤ C ≤ X

D(X)
,

ãäå

∆(X) ≥ δ(X) ≥ 2, 2 ≤ p0 ≤ ∆(x)1/c5 log logX

è c1, ..., c5 ñóòü ôèêñèðîâàííûå ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

Òåîðåìà 3.1.5 (ñì. [82]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (10) - (15). Òîãäà∑
p∈P, p≤X

ap log p = HA(X)(1 +O(
log δ(X)

log ∆(X)
)),

ãäå

H :=
∏
p∈P

(1− g(p))(1− 1

p
)−1

è O - êîíñòàíòà çàâèñèò ëèøü îò ôóíêöèè g.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Èâàíöà - Ôðèäëàíäåðà

an := |{b|b ∈ N2, b2
1 + b4

2}|

óñëîâèÿ (10) - (13) ïðîâåðÿþòñÿ ñðàâíèòåëüíî ëåãêî, à óñëîâèå (14) áûëî ïðî-

âåðåíî â ðàáîòå [78]. Ãîðàçäî òðóäíåå äîêàçàòü äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

îöåíêó (15); äëÿ ýòîé öåëè ïðèìåíÿþòñÿ äîâîëüíî òîíêèå ðàññóæäåíèÿ â ñòè-

ëå äâóìåðíîé àðèôìåòèêè Ãåêêå [99] ïîëÿ Q(
√
−1).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

an := |{b|b ∈ N2, f(b) = n}|

â òåîðåìàõ 2 - 4 íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (15). Ðàññìîòðèì êóáè÷åñêîå ïîëå

k, ò.å. ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ïîä óñëîâèåì [k : Q] = 3. Ïóñòü

{ω1, ω2} ⊆ o(k) \ {0}, θ0 := ω2ω
−1
1 , k = Q(θ0) è d := (ω1, ω2);

ïîëîæèì

A(X) :=
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{(a1ω1 + a2ω2)d
−1|a ∈ Z2, X < a1, a2 ≤ X(1 + η(X, c)), (a1, a2) = (1)}.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4 äîñòàòî÷íî îöåíèòü ÷èñëî |A(X)∩P(k)| ïðî-

ñòûõ èäåàëîâ â A(X); ïðè ýòîì ðîëü óñëîâèé âòîðîãî òèïà èãðàþò îöåíêè

ñâåðõó ñóìì âèäà∑
ab∈A1(X,V )

bagb ïðè X1+τ � V � X3/2−τ , τ := (log logX)−1/6,

ãäå

A1(X, V ) := {(a, b)|(a, b) ∈ I0(k)2, ab ∈ A(X), V < |b| ≤ 2V }

è

ba ∈ {0, 1}, ga ∈ R ïðè a ∈ I0(k).

Òàêèå îöåíêè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [95] è [97], [98] ñ ïîìîùüþ òð¼õìåðíîé

àðèôìåòèêè Ãåêêå êóáè÷åñêèèõ ïîëåé.

Öåëü ýòîé ãëàâû - èçëîæèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4; ñëåäóÿ íàøèì ñîâ-

ìåñòíûì ðàáîòàì [97], [98], ÿ ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæó òåîðåìó 3. Ïðè äîêàçà-

òåëüñòâå òåîðåìû 3 ðàññóæäåíèÿ, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûå ñîîòâåòñòâóþùèì

ðàññìîòðåíèÿì â ðàáîòå Õèñ-Áðàóíà [95], èíîãäà îïóñêàþòñÿ, à ïðè äîêàçà-

òåëüñòâå òåîðåìû 4 îïóñêàþòñÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ñîîòâåòñòâóþùèì

ðàñóæäåíèåì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3. Êðóã èäåé, ñäåëàâøèõ âîçìîæ-

íûì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1 - 4, îáñóæäàåòñÿ â íåäàâíåé ìîíîãðàôèè [89].

Îáîçíà÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë K è îïðåäåëèì äâå

ôóíêöèè

µ : I0(K)→ {0, ±1}, µ(ab) = µ(a)µ(b) ïðè {a, b} ⊆ I0(K), (a, b) = (1),

µ((1)) = 1, µ(p) = −1, µ(pl) = 0 ïðè p ∈ P(K), l ∈ N \ {1}

è

τ : I0(K)→ N, τ(ab) = τ(a)τ(b) ïðè {a, b} ⊆ I0(K), (a, b) = (1),
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τ(pl) = l + 1 ïðè p ∈ P(K), l ∈ N0;

ïîëîæèì, äëÿ êðàòêîñòè,

µ(α) := µ((α)) è τ(α) := τ((α)) ïðè α ∈ o(K) \ {0}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ(K) âû÷åò äçåòà-ôóíêöèè Äåäåêèíäà ïîëÿ K â òî÷êå s =

1:

φ(K) := lim
s→1

(s− 1)
∑

a∈I0(K)

|a|−s.

Ïðè D ⊆ I0(K) ïîëîæèì

π(D) = |D ∩ P(K)|.

Ïóñòü

X ∈ R, X ≥ 3, τ := τ(X) = (log logX)−1/6, η := η(X, c0) = (logX)−c0,

ãäå c0 åñòü ôèêñèðîâàííîå âåùåñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå

ëèøü îò f è âûáèðàåìîå ïî õîäó äîêàçàòåëüñòâà, è

I(X) := {a|a ∈ Z2, X < a1, a2 ≤ X(1 + η)}.

Â äàëüíåéøåì c, c1, c2, ..., à òàêæå O - è � - êîíñòàíòû, âîîáùå ãîâîðÿ,

çàâèñÿò îò f . Ïîëîæèì

eq(x) := exp(2πix/q) è ∂ih(x) :=
∂h(x)

∂xi
.

3.2 Òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë áèíàðíûìè

êóáè÷åñêèìè ôîðìàìè (ôîðìóëèðîâêà)

1. Ðàññìîòðèì áèíàðíóþ êóáè÷åñêóþ ôîðìó

f(x) = Nk(x)/Q(x)(x1ω1 + x2ω2)|d|−1. (3.2.1)

ßñíî, ÷òî f(x) ∈ Z[x]; ïîëîæèì

({f(a)|a ∈ Z2}) = (ε(f)) ñ ε(f) ∈ N è hf = f(1, 1)
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è ïðåäïîëîæèì, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ÷òî hf ∈ N.

Ëåììà 3.2.1 . Ïîëèíîì f(x) åñòü íåïðèâîäèìàÿ â Z[x] ïðèìèòèâíàÿ áè-

íàðíàÿ êóáè÷åñêàÿ ôîðìà, ïðè÷¼ì

ε(f) ∈ {1, 2} è

(Nω1, Nω2, N(ω1 + ω2), N(ω1 − ω2)) = 0 (2 |d|)⇐⇒ ε(f) = 2. (3.2.2)

Ëþáàÿ íåïðèâîäèìàÿ â Z[x] ïðèìèòèâíàÿ áèíàðíàÿ êóáè÷åñêàÿ ôîðìà ïðåä-

ñòàâèìà â âèäå (1) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

f(x) =
3∑
i=0

aix
i
1x

3−i
2 ñ {ai|0 ≤ i ≤ 3} ⊆ Z.

Òàê êàê k = Q(θ0), ïîëèíîì f(x) íåïðèâîäèì â Z[x]. Ïóñòü

(a0, ..., a3) = 0 (p) è p ∈ P ,

òîãäà

|d|−1(Nω1, Nω2, N(ω1 + ω2), N(ω1 − ω2)) = 0 (p)

è, çíà÷èò,

(∃ {pi|0 ≤ i ≤ 3} ⊆ P(k)) (p) = p1p2p3,

(ω1)d
−1 = 0 (p1), (ω2)d

−1 = 0 (p2), (ω1 ± ω2)d
−1 = 0 (p3).

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî p = 2 è a1a2 6= 0 (2); òàêèì îáðàçîì,

(a0, ..., a3) = (1) è, êàê ëåãêî âèäåòü, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (2). Ðàññìîò-

ðèì íåïðèâîäèìóþ â Z[x] ïðèìèòèâíóþ áèíàðíóþ êóáè÷åñêóþ ôîðìó f(x).

ßñíî, ÷òî

(∃ a ∈ Z, ξ ∈ k∗) f(x) = aNk(x)/Q(x)(x1 + ξx2).

Ïóñòü

mξ ∈ o(k), m ∈ Z, ω := mξ, d := (m,ω)
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è

g(x) := |d|−1Nk(x)/Q(x)(x1m+ x2ω);

ÿñíî, ÷òî f(x) = g(x). Ëåììà äîêàçàíà.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

θ := |d|−1θ0N(ω1), i(θ) := (o(k) : Z[θ]),

P0 := {p|p ∈ P , i(θ)N(ω1ω2) = 0 (p)}, Π0 :=
∏
p∈P0

p;

Aa := (a1ω1 + a2ω2)d
−1 ïðè a ∈ Z2

è

A0 := {Aa|a ∈ N2, (a1, a2) = (1)}.

ßñíî, ÷òî f(a) = |Aa| ïðè a ∈ Z2.

Ëåììà 3.2.2 . Ïóñòü

Aa ∈ A0, p ∈ P \ P0, pi ∈ P(k) è (p, Aa) = 0 (pi) ïðè i ∈ {1, 2}; (3.2.3)

òîãäà p1 = p2 è |p1| = p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñîîòíîøåíèÿ (3) ñëåäóåò, ÷òî

(a1a2, p) = (1), i(θ) 6= 0 (pi) è θ0 = −a1a
−1
2 (pi) ïðè i ∈ {1, 2}.

Ïóñòü

n ∈ N è n = −a1a
−1
2 (p),

òîãäà

θ0 = n (pi) ïðè i ∈ {1, 2} è n ∈ Z. (3.2.4)

Òàê êàê i(θ) 6= 0 (pi), èç ñîîòíîøåíèÿ (4) ñëåäóåò, ÷òî

|pi| = p ïðè i ∈ {1, 2}.

Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

g(u) := Nk(u)/Q(u)(u− θ0)
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ýëåìåíòà θ0. Èìååì

g(n) = −a−3
2 |dA~a|Nω−1

1 = 0 (p);

ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Äåäåêèíäà (ñì., íàïðèìåð, [114, ëåììà 1]),

(p, θ0 − n) ∈ P(k).

Íî pi|(p, θ0 − n) ïðè i ∈ {1, 2} è, çíà÷èò,

p1 = p2 = (p, θ0 − n).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïîëîæèì

A(X) := {Aa|Aa ∈ A0, a ∈ I(X)}.

Ëåììà 3.2.3 . Ïóñòü {Aa,Ab} ⊆ A(X). Òîãäà

f(a) = hfX
3(1 +O(η)) è Aa = Ab ⇒ a = b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Aa ∈ A(X), òîãäà

f(a) = X3f(a/X) è ai/X = 1 +O(η) ïðè i ∈ {1, 2}

è ïîòîìó f(a) = hfX
3(1 +O(η)), òàê êàê hf > 0. Ïóñòü

{Aa,Ab} ⊆ A(X) è Aa = Ab;

ïîëîæèì

α = (a1ω1 + a2ω2)(b1ω1 + b2ω2)
−1.

Òîãäà

α ∈ o∗ è Tr α = (a1∂1f(b) + a2∂2f(b))f(b)−1,

èëè

Tr α = (b1∂1f(b) + b2∂2f(b))f(b)−1 +O(ηXf(b)−1(|∂1f(b)|+ |∂2f(b)|)).
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Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Tr α = 3 + O(η) è, çíà÷èò, Tr α = 3, èáî Tr α ∈ Z;

àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Tr α−1 = 3. Çíà÷èò, α = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

a = b. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.2.1 . Ïóñòü Aa ∈ A(X), òîãäà

f(a) ∈ P ⇔ Aa ∈ P(k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå åñòü ñëåäñòâèå ëåììû 2 è ëåììû 3.

2. Ïîëîæèì

r := |R|, R0 := (R,Π0) è R = R0R1 ïðè R ∈ I0(k)

è

R := {R|R ∈ I0(k), µ(R)2 = 1, µ(|R1|)2 = 1}.

Â ñèëó ëåììû 2,

{R|R ∈ A0, µ(R)2 = 1} ⊆ R.

Ïîëîæèì äàëåå

m(R) := {u|u ∈ Z2, 1 ≤ u1, u2 ≤ r, Au = 0 (R)},

α(R) := r−1 |m(R)|, β(R) := r−2 |m(R)|, (3.2.5)

α1(R) :=
∏

p∈P, p|r

(1− p−2)−1(1− p−2β((R, p))−1); (3.2.6)

γ(p) = −
∑

R∈m(p)

µ(R)α(R0) α1(R) r−1

c

m(p) := {R|R ∈ R, p = 0 (R), R 6= (1)}

è

σ(f) :=
∏
p∈P

(1 + p−1)(1− γ(p)). (3.2.7)

Çàìåòèì, ÷òî

α(R) = α(R0)α(R1) = α(R0) ïðè R ∈ R è α((1)) = 1. (3.2.8)
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Ëåììà 3.2.4 . Áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå â ïðàâîé ÷àñòè îïðåäåëåíèÿ (7)

ñõîäèòñÿ è èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

(∀ p ∈ P) 0 ≤ γ(p) ≤ 1, (3.2.9)

(∀ p ∈ P \ (P0 ∪ {2}) 1− γ(p) ≥ 1/4 (3.2.10)

è

γ(2) = 1⇔ ε(f) = 2. (3.2.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p /∈ P0, òîãäà, â ñèëó îïðåäåëåíèé (5) è (6) è ñîîò-

íîøåíèÿ (8), èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

(1 + p−1)(1− γ(p)) = 1− (νp − 1)p−1, (3.2.12)

ãäå

νp := |{p|p ∈ P(k), |p| = p}|.

Èç ðàâåíñòâà (12) âûòåêàþò êàê ñîîòíîøåíèå (10), òàê è ñëåäóþùåå ñîîòíî-

øåíèå:

(∀ p ∈ P \ P0) 0 ≤ γ(p) ≤ 1, (3.2.13)

èáî 0 ≤ νp ≤ 3 ïðè p ∈ P . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç àñèìïòîòè÷åñêîãî çàêîíà

ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ èäåàëîâ â ïîëÿõ Q è k ñëåäóåò, ÷òî

(∃ c(k) ∈ R∗+)
∑

p∈P, p≤X

(νp − 1) = O(exp(−c(k)(logX)1/2) (3.2.14)

ïðè X → ∞. Òàê êàê ìíîæåñòâî P0 êîíå÷íî, ñõîäèìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ (7)

ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (12) è (14). Ïóñòü òåïåðü p ∈ P0. Èç îïðåäåëåíèé (5)

è (6) è ðàâåíñòâà (8) ñëåäóåò, ÷òî

γ(p) =

−
∑

R∈m(p)

µ(R)β(R) α1(R) = (1− p2)−1
∑

R∈m(p)

µ(R)(p2β(R)− 1). (3.2.15)
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Ïîëîæèì

b(R) := p2β(R) è B(p) :=
∑

R∈I0(k), R|p

µ(R)b(R);

òàê êàê

µ(R) 6= 0⇒ R ∈ R ïðè R ∈ I0(k) è p = 0 (R),

ðàâåíñòâî (15) ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1− γ(p) = (p2 − 1)−1B(p). (3.2.16)

Íî

b(R) = |{u|u ∈ Z2, 1 ≤ u1, u2 ≤ p, Au = 0 (R)}| ïðè p = 0 (R);

ïîýòîìó

B(p) = |{u|u ∈ Z2, 1 ≤ u1, u2 ≤ p, (Au, p) = (1)}|,

çíà÷èò, B(p) ≤ p2 − 1 è, áîëåå òîãî, B(p) < p2 − 1, åñëè ε(f) 6= 0 (p). Òàêèì

îáðàçîì, èç ñîîòíîøåíèÿ (16) ñëåäóåò, ÷òî

(∀ p ∈ P0) 0 ≤ γ(p) ≤ 1, (3.2.17)

γ(p) < 1 ïðè p 6= 2 è γ(2) < 1 ïðè ε(f) 6= 2. Ñîîòíîøåíèå (9) ñëåäóåò èç

ñîîòíîøåíèé (13) è (17). Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî

γ(2) = 1 ïðè ε(f) = 2;

íî, â ñèëó ëåììû 1,

2 ∈ P0 è B(2) = 3 ïðè ε(f) = 2

è ïîòîìó èç ðàâåíñòâà (16) ñëåäóåò, ÷òî γ(2) = 1. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïîëîæèì

πf(X) := |{p|p ∈ P , (∃ x ∈ I(X)) f(x) = p}| .

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1,

πf(X) = π(A(X)).
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Òåîðåìà 3.2.1 . Ðàññìîòðèì íåïðèâîäèìóþ â Z[x] ïðèìèòèâíóþ áèíàðíóþ

êóáè÷åñêóþ ôîðìó f(x) ñ ε(f) = 1 è hf ∈ N. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà:

πf(X) = σ(f)
η2X2

3 logX
(1 +O((log logX)−1/6)) ïðè X →∞. (3.2.18)

Ñëåäñòâèå 3.2.2 . Ðàññìîòðèì íåïðèâîäèìóþ â Z[x] ïðèìèòèâíóþ áèíàð-

íóþ êóáè÷åñêóþ ôîðìó f(x). Ïóñòü

ε(f) = 2 è f(2, 1) > 0;

ïîëîæèì

πf,1(X) := |{p|p ∈ P , p =
f(a)

2
, (a1/2, a2) ∈ I(X)}|.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà:

πf,1(X) = σ(g)
η2X2

3 logX
(1 +O((log logX)−1/6)) ïðè X →∞, (3.2.19)

ãäå

g(y) :=
1

2
f(2y1, y2) è ε(g) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êóáè÷åñêàÿ ôîðìà g(y) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì òåîðåìû 1 è, çíà÷èò, àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (19) âûòåêàåò èç

ôîðìóëû (18).

Òåîðåìà 1 áóäåò äîêàçàíà â ïåðâîé ÷àñòè ýòîé ãëàâû; òåîðåìà 1.3 âûòåêàåò

èç òåîðåìû 1, ñëåäñòâèÿ 2 è ëåììû 4.

3.3 Íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé

Ïîëîæèì

σ(R,X) := |{a|a ∈ I(X), Aa = 0 (R)}|,



129

σ0(R, a) :=
∑

u∈m(R)

er(a1u1 + a2u2);

è çàìåòèì, ÷òî

σ0(ab, a) = σ0(a, a)σ0(b, a) ïðè (|a|, |b|) = (1). (3.3.1)

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñð. [95, �5]), ÷òî

σ(R,X) = r−2
∑

(a,x)∈I(X,r)

σ0(R, a)er(−a1x1 − a2x2),

ãäå

I(X, r) := {(a, x)|a ∈ Z2, 0 ≤ a1, a2 < r, x ∈ I(X)},

è ïîòîìó

σ(R,X) =
η2X2

r
α(R0) + ρ(R,X), (3.3.2)

ãäå

ρ(R,X) = Σ0 +O(
X

r
) (3.3.3)

è

Σ0 = r−2
∑

(a,x)∈I(X,r)∗

σ0(R, a)er(−a1x1 − a2x2) (3.3.4)

ñ

I(X, r)∗ := I(X, r) \ {(0, x)|x ∈ I(X)}.

Ïóñòü

l ∈ N, Q ∈ R, Q ≥ 3 è R(Q) := {R|R ∈ R, Q < |R| ≤ 2Q};

ïîëîæèì

Σ1 :=
∑

R∈R(Q)

τ(R)l|ρ(R,X)|.

Ëåììà 3.3.1 . Ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî c(l) ïîä óñëîâèåì

Σ1 � (X +Q)(logQ)c(l).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñîîòíîøåíèÿ (3) ñëåäóåò, ÷òî

Σ1 ≤ Σ11 + Σ12 ñ Σ11 � X
∑

R∈R(Q)

τ(R)l|R|−1 � X(logQ)c1(l)

è

Σ12 =
∑

R∈R(Q)

τ(R)l|Σ0|. (3.3.5)

Ñîîòíîøåíèå (4) äà¼ò:

Σ0 ≤ r−2
∑

a6=0 mod r

|σ0(R, a)| |
∑

x∈I(X)

er(−a1x1 − a2x2)|.

Íî

|σ0(R, a)| = |σ0(R0, a)| |σ0(R1, a)| ≤ |R0|2 |σ0(R1, a)| � |σ0(R1, a)|

è ïîòîìó

|Σ0| �
∑

a∈m1(r)

|σ0(R1, a)|
r2

min {X, r

|a1|
} min {X, r

|a2|
} (3.3.6)

c

m1(r) := {a|a ∈ Z2, max{|a1|, |a2|} ≤ r/2, a 6= 0}.

Áîëåå òîãî, åñëè

|R1| = p, p ∈ P , a 6= 0 mod p è t 6= 0 (p),

òî

σ0(R1, a) =
∑

tu∈m(R1)

ep(tua) =
∑

u∈m(R1)

ep(tua)

è ïîòîìó

(p− 1) σ0(R1, a)

p−1∑
t=1

∑
u∈m(R1)

ep(tua) =

p |{u|u ∈ m(R1), u1a1 + u2a2 = 0 (p)}| − |m(R1)|;

èç ýòîãî ñîòíîøåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî

(p− 1) σ0(R1, a) = p− |m(R1)| = 0 ïðè a2ω1 6= a1ω2 (R1).
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Çíà÷èò, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1),

(∀ R ∈ R) a2ω1 6= a1ω2 (R1) ⇒ σ0(R1, a) = 0. (3.3.7)

Ïîäñòàâèâ îöåíêó (6) â ñîîòíîøåíèå (5) è ïðîñóììèðîâàâ ñíà÷àëà ïî a ñ

a1a2 = 0, à çàòåì ïî a ñ a1a2 6= 0, ïîëó÷èì

Σ12 � Σ13 + Σ14,

ãäå

Σ13 � X
∑

0<a≤Q

1

a

∑
R∈R(Q,a)

τ(R)l � X
∑

0<a≤Q

τ(a)c1(l)

a
� X (logQ)c2(l)

c

R(Q, a) := {R|R ∈ R(Q), a = 0 (R1)}

è

Σ14 :=
∑

R∈R(Q,a)

∑
a∈m2(r)

τ(R)l
|σ0(R1, a)|

r2
min {X, r

|a1|
} min {X, r

|a2|
}

c

m2(r) := {a|a ∈ m1(r), a1a2 6= 0}.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñóììû Σ14 ñëåäóåò, ÷òî

Σ14 �
∑

R∈R(Q)

∑
a∈Ω(R)

τ(R)l
|σ0(R1, a)|
|a1a2|

� Q
∑

R∈R(Q)

∑
a∈Ω(R)

τ(R)l

|a1a2|

c

Ω(R) := {a|a ∈ Z2, 1 ≤ |a1|, |a2| ≤ Q, a2ω1 = a1ω2 (R1)}

è ïîòîìó

Σ14 � Q
∑

a∈M0(Q)

τ(a2ω1 − a1ω2)
c3(l)

|a1a2|
�

Q
∑

L∈L(Q)

∑
a∈M1(L)

(L1L2)
−1τ(a2ω1 − a1ω2)

c3(l) (3.3.8)

c

L(Q) := {L|L ∈ Z2, {L1, L2} ⊆ {2m|m ∈ Z, 1 ≤ 2m ≤ Q}},
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M0(Q) := {a|a ∈ Z2, 1 ≤ |a1|, |a2| ≤ Q}

è

M1(L) := {a|a ∈ Z2, L1 ≤ a1 ≤ 2L1, L2 ≤ a2 ≤ 2L2}.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñð. [95, ëåììà 4.7]):

(∃ c(l) ∈ R)
∑

a∈M2(x)

τ(a2ω1 − a1ω2)
l � x1x2 (log(x1x2))

c(l) (3.3.9)

ïðè x ∈ R, x1 ≥ 2, x2 ≥ 2 ñ

M2(x) := {a|a ∈ Z2, |a1| ≤ x1, |a2| ≤ x2, a1a2 6= 0}.

Èç ñîîòíîøåíèé (8) è (9) âûòåêàåò, ÷òî

Σ14 � Q(logQ)c4(l)|L(Q)| � Q(logQ)c5(l).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðè

D ⊆ Z, D ⊆ I0(k), b ∈ Z è b ∈ I0(k)

ïîëîæèì

Db := {a|a ∈ D, a = 0 (d)} è Db = {a|a ∈ D, a = 0 (b)}.

Ïóñòü R ∈ R, òîãäà

|A(X)R| =
∞∑
d=1

µ(d) σ(
R

(R, d)
,
X

d
) =

η2X2

r
α(R0)

∞∑
d=1

µ(d)

d2
β((R, d))−1 + ρ1(R,X), (3.3.10)

ñ

ρ1(R,X) :=
∞∑
d=1

µ(d) ρ(
R

(R, d)
,
X

d
). (3.3.11)

Òàêèì îáðàçîì,

|A(X)R| =
η2X2

rζ(2)
α(R0) α1(R) + ρ1(R,X), (3.3.12)
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ãäå α(R) è α1(R) îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëàì (2.5) è (2.6). Ïîëîæèì

Σ2 :=
∑

R∈R(Q)

τ(R)l|ρ1(R,X)|.

Ëåììà 3.3.2 . Ïóñòü l ∈ N; òîãäà

(∃ c(l) ∈ R) Σ2 � (Q+XQ1/2 +X3/2)(logQX)c(l).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∆ ∈ R+; â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (11),

Σ2 ≤ Σ21 + Σ22 (3.3.13)

ñ

Σ21 :=
∑
d>∆

∑
R∈R(Q)

τ(R)l|ρ(
R

(R, d)
,
X

d
)|

è

Σ22 :=
∑
d≤∆

∑
R∈R(Q)

τ(R)l|ρ(
R

(R, d)
,
X

d
)|.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî

Σ21 ≤ Σ23 + Σ24

ñ

Σ23 :=
∑
d>∆

∑
R∈R(Q)

τ(R)l|σ(
R

(R, d)
,
X

d
)|,

è

Σ24 := η2X2
∑
d>∆

∑
R∈R(Q)

τ(R)l
|(R, d)|
d2 |R|

α(
R0

(R0, d)
)

� η2X2
∑
d>∆

∑
R∈R(Q)

τ(R)l

|R|
|(R, d)|
d2

� η2X2
∑
d>∆

∑
R∈R(Q)

τ(R1)
l

|R1|
|(R1, d)|
d2

,

èáî
τ(R0)

l|(R0, d)|
|R0|

� 1 ïðè R ∈ R.

Ââåä¼ì íîâûå ïåðåìåííûå

A1 := (R1, d), A2 := R1A
−1
1
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è çàìåòèì, ÷òî d = 0 (|A1|), òàê êàê

µ(|(R1, d)|)2 = 1 ïðè R ∈ R.

Ïîëîæèì

R1(Q) := {A|A ∈ I0(k)2, A1A2 = R1, R ∈ R(Q)}

è

D(A) := {d|d ∈ Z, d = 0 (|A|), d > ∆} ïðè A ∈ I0(k).

Òîãäà

Σ24 � η2X2
∑

A∈R1(Q)

τ(A1)
lτ(A2)

l|A1|−2|A2|−1
∑

m>∆|A1|−1
m−2

� η2X2∆−1(logX)c1(l)

è

Σ23 �
∑

A∈R1(Q)

∑
d∈D(A1)

τ(A1)
lτ(A2)

l|σ(
R0 A2

(R0, d)
,
X

d
)|

≤
∑

d∈D(A1)

τ(A1)
l

∑
A∈R1(Q)

τ(A2)
l|σ(A2,

X

d
)|

�
∑
d>∆

τ(d)c2(l)
∑

a∈I(X/d)

τ(Aa)
c2(l).

Ââèäó ñîîòíîøåíèÿ (9), îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Σ23 � X2∆−1(logX)c3(l);

òàêèì îáðàçîì,

Σ21 � ∆−1 X2(logX)c4(l). (3.3.14)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ââîäÿ íîâûå ïåðåìåííûå

A := (R, d), B := R A−1,

ïîëó÷àåì

Σ22 ≤
∑

AB∈R(Q)

∑
d∈D1(A1)

τ(A)lτ(B)l|ρ(B,
X

d
)|
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=
∑

A∈R(Q)

∑
d∈D1(A1)

τ(A)l
∑

B∈R(Q|A|−1)

τ(B)l|ρ(B,
X

d
)|

ñ

D1(A) := {d|d ∈ Z, d = 0 (|A|), d ≤ ∆} ïðè A ∈ I0(k) è A1 := (R1, d)

è, çíà÷èò, â ñèëó ëåììû 1,

Σ22 �
∑

d∈D1(A1)

τ(A)l(
Q

NA
+
X

d
)(logQ)c5(l)

�
∑

d∈D1(A1)

τ(A1)
l(

Q

NA1
+
X

d
)(logQ)c6(l)

� ∆ (X +Q)(logQ)c7(l)(logX). (3.3.15)

Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (13) - (15) ïðè

∆ := 1 + min {X1/2 , XQ−1/2}.

Ïóñòü

A(X) := {f(a)|a ∈ I(X), (a1, a2) = (1)} = {|a| |a ∈ A(X)}.

Ïðè q ∈ N è A ∈ I0(k) ïîëîæèì

m3(q,A) := {R|R ∈ I0(k), (A, q) = 0 (R), |R| = 0 (q)}.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî q ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ. Èç

îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ì¼áèóñà µ(R) ìîæíî çàêëþ÷èòü òîãäà, ÷òî èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

µ(q)
∑

R∈m3(q,A)

µ(R) =

 1, |A| = 0 (q),

0, |A| 6= 0 (q).
(3.3.16)

Ïîëîæèì

m(q) := {R|R ∈ R, q = 0 (R), |R| = 0 (q)};
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â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (16),

|A(X)q| = |{A|A ∈ A(X), |A| = 0 (q)}| = µ(q)
∑

A∈A(X)

∑
R∈m3(q,A)

µ(R)

= µ(q)
∑

R∈m(q)

µ(R) |A(X)R|. (3.3.17)

Èç ñîîòíîøåíèé (17) è (12) ñëåäóåò, ÷òî

|A(X)q| = γ(q)
η2X2

ζ(2)
+ ρ2(q,X), (3.3.18)

ñ

γ(q) = µ(q)
∑

R∈m(q)

µ(R)α(R0) α1(R) r−1 =
∏

p∈P, p|q

γ(p) (3.3.19)

è

ρ2(q,X) = µ(q)
∑

R∈m(q)

µ(R)ρ1(R,X). (3.3.20)

Ïîëîæèì

Σ3 =
∑

Q<q≤2Q

τ(q)l|ρ2(q,X)|.

Ëåììà 3.3.3 . Ïóñòü l ∈ N; òîãäà

(∃ c(l) ∈ R) Σ3 � (Q+XQ1/2 +X3/2)(logQX)c(l).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

R1(q) :=

{R|R ∈ R, |R1| = q1, q0 = (q,Π0), q = q0q1, q0 = 0 (R0), |R0| = 0(q0)}.

Èç ðàâåíñòâà (20) ñëåäóåò, ÷òî

Σ3 �∑
Q<q≤2Q

∑
R∈R1(q)

τ(q)lµ(q)2 |ρ1(R,X)| �
∑

R∈R2(Q)

τ(R)c1(l) |ρ1(R,X)| (3.3.21)

ñ

R2(Q) := {R|R ∈ R, Q < |R| ≤ 2 Π3
0 Q}.

Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îöåíêè (21) è ëåììû 2.
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Ïîëîæèì

B(X) = {A|A ∈ I0(k), hfX
3 < |A| ≤ hfX

3(1 + η)},

B(X) = {NA| A ∈ B(X)};

m4(Q) := {q|q ∈ Z, Q < q ≤ 2Q},

m5(q) := {R|R ∈ I0(k), q = 0 (R), |R| = 0 (q)},

m6(q) := {p|p ∈ P , q = 0 (p)} è m7(p) := {p|p ∈ P(k), p = 0 (p)}.

Ëåììà 3.3.4 . Ïóñòü l ∈ N, òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

(∃ c(l) ∈ R)
∑

R∈I0(k), |R|∈m4(Q)

τ(R)l |card B(X)R − φ(k) hfηX
3|R|−1|

� X2Q1/3(logQ)c(l).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ëåììû 3.3 ðàáîòû

[95] è äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ëåììà 3.3.5 . Ïóñòü l ∈ N, òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

(∃ c(l) ∈ R)
∑

q∈m4(Q)

τ(q)lµ(q)2 |card B(X)q − φ(k) hfηX
3 j(q)q−1|

� X2Q1/3(logQ)c(l)

ñ

j(q) := µ(q) q
∑

R∈m5(q)

µ(R)|R|−1;

áîëåå òîãî,

j(q) = q
∏

p∈m6(q)

(1−
∏

p∈m7(p)

(1− |p|−1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ëåììû 2.2 ðàáîòû

[95] è äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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3.4 Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ; ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðåøåòà

1. Â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ èäåàëîâ (òåî-

ðåìà Ëàíäàó),

π(B(X)) =
hfηX

3

3 logX
(1 +O(1/ logX));

ïîýòîìó àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (2.18) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó

óòâåðæäåíèþ:

π(A(X)) = κπ(B(X)) +O(
η2X2

logX
τ) (3.4.1)

c

κ := σ(f)η(hfX)−1, τ := (log logX)−1/6.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (4.1) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðåøåòà (ñì., íàïðè-

ìåð, [88]). Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå P(k) îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ” ≺ ”

ïîä óñëîâèåì

|p1| < |p2| ⇒ p1 ≺ p2 ïðè {p1, p2} ⊆ P(k).

Ïóñòü

D ⊆ Z, D ⊆ I0(k), z ∈ R, z > 1 è q ∈ P(k);

ïîëîæèì

S(D, z) := |{a|a ∈ D, (∀ p ∈ P) a = 0 (p)⇒ p ≥ z}|,

S(D, z) := |{a|a ∈ D, (∀ p ∈ P(k)) a = 0 (p)⇒ |p| ≥ z}|

è

S(D, q) := |{a|a ∈ D, (∀ p ∈ P(k)) a = 0 (p)⇒ p � q}|.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî D ∈ {A(X), B(X)} è ïóñòü h1 := 2
√
hf ; ÿñíî, ÷òî

π(D) = S(D, h1X
3/2) (3.4.2)

è (òîæäåñòâî Áóõøòàáà !)

S(D, h1X
3/2) = S1(D)−

5∑
i=2

Si(D), (3.4.3)
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ãäå

S1(D) := S(D, Xτ), Si(D) :=
∑

p∈m(ai,bi)

S(Dp, p) ïðè 2 ≤ i ≤ 5,

m(a, b) := {p|p ∈ P(k), a ≤ |p| < b} ïðè {a, b} ⊆ R ,

a2 = Xτ , a3 = b2 = X1−τ , a4 = b3 = X1+τ ,

a5 = b4 = X3/2−τ è b5 = h1X
3/2.

Ïóñòü n ∈ N ; ïîëîæèì

λ(p) :=
n∏
i=1

pi ïðè p ∈ P(k)n,

Jn(A(X)) := {p|p ∈ P(k)n, Xτ ≤ |pn| < ... < |p1| < X1−τ},

Jn(B(X)) := {p|p ∈ P(k)n, pn ≺ ... ≺ p1, |p1| < X1−τ , |pn| ≥ Xτ},

M1(n,D) := {p|p ∈ Jn+1(D), |λ(p)| < X1+τ},

M2(n,D) := {p|p ∈ Jn(D), |λ(p)p−1
n+1)| < X1+τ ≤ |λ(p)|},

T (n)(D) :=
∑

p∈M1(n,D)

S(Dλ(p), X
τ), U (n)(D) =

∑
p∈M2(n,D)

S(Dλ(p), pn+1)

è T (0)(D) := S1(D). Âîñïîëüçîâàâøèñü åù¼ ðàç òîæäåñòâîì Áóõøòàáà, ìîæ-

íî äîêàçàòü (ñð. [95, �2]), ÷òî

(∃ n0 ∈ N) S2(D) =
∑

1≤n≤n0

(−1)n−1(T (n)(D)− U (n)(D)) è n0 � τ−1. (3.4.4)

Ïîëîæèì äàëåå

U
(1)
1 (D) :=

∑
p∈M3(D)

S(Dλ(p), p2)

ñ

M3(D) := {p|p ∈ J2(D), X1+τ ≤ |λ(p)| ≤ X3/2−τ},

U
(1)
2 (D) :=

∑
p∈M4(D)

S(Dλ(p), p2)

ñ

M4(D) := {p|p ∈ J2(D), |λ(p)| ≥ X3/2+τ},
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U
(2)
1 (D) :=

∑
p∈M5(D)

S(Dλ(p), p3)

ñ

M5(D) := {p|p ∈ J3(D), |λ(p)p−1
3 | ≤ X1+τ ≤ |λ(p)| ≤ X3/2−τ},

S6(D) :=
∑

p∈M6(D)

S(Dλ(p), p2)

ñ

M6(D) := {p|p ∈ J2(D), X3/2−τ ≤ |λ(p)| ≤ X3/2+τ}

è

S7(D) :=
∑

p∈M7(D)

S(Dλ(p), p3)

ñ

M7(D) := {p|p ∈ J3(D), |λ(p)p−1
3 | < X1+τ , |λ(p)| > X3/2−τ}.

Òîãäà

U (1)(D) = U
(1)
1 (D) + S6(D) + U

(1)
2 (D) (3.4.5)

è

U (2)(D) = U
(2)
1 (D) + S7(D). (3.4.6)

Ëåììà 3.4.1 . Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

π(A(X))− κπ(B(X))�
∑

0≤n≤n0

|T (n)(A(X))− κT (n)(B(X))|

+ |U (1)
1 (A(X))− κU (1)

1 (B(X))| + |U (1)
2 (A(X))− κU (1)

2 (B(X))|

+ |U (2)
1 (A(X))− κU (2)

1 (B(X))| +
∑

3≤n≤n0

|U (n)(A(X))− κU (n)(B(X))|

+
∑

j∈{3,5,6,7}

(Sj(A(X)) + κSj(B(X))) + |S4(A(X))− κS4(B(X))|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (2) - (6).

Ëåììà 3.4.2 . Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:∑
0≤n≤n0

|T (n)(A(X))− κT (n)(B(X))| � τη2X2(logX)−1. (3.4.7)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ÷òî

P0 ⊆ {p|p ∈ P , p < Xτ},

òîãäà

T (n)(A(X)) =
∑

p∈M8(X)

S(Ap1...pn, X
τ) è T (0)(A(X)) = S(A(X), Xτ), (3.4.8)

ãäå

M8(X) := {p|p ∈ Pn, Xτ ≤ pn < ... < p1 < X1−τ , p1...pn < X1+τ},

(ñð. [95, �2]). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî èçâåñòíîé òåîðåìå [88, òåîðåìà 7.1], èç

ðàâåíñòâà (3.18) ñëåäóåò, ÷òî

S(A(X)q, X
τ) = L(q){1 +O(exp(−1/τ))}+O(E(q)), (3.4.9)

ãäå

L(q) :=
η2X2

ζ(2)
γ(q)

∏
p∈P, p<Xτ

(1− γ(p))

è

E(q) :=
∑

d∈M9(X)

µ(d)2τ(d)2|ρ2(qd,X)|

ñ

M9(X) := {d|d ∈ N, d < X1/3, (∀ p ∈ P) p|d⇒ p < Xτ}.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (8), ñîîòíîøåíèåì (9) ñ q = p1...pn è ëåììîé

3.3, ëåãêî íàõîäèì

T (n)(A(X)) =

η2X2

ζ(2)
Σ4

∏
p∈P, p<Xτ

(1− γ(p))(1 +O(exp(−1/τ))) +O(X7/4(logX)c), (3.4.10)

ãäå

Σ4 :=
∑

p∈M8(X)

γ(p1...pn) è c ∈ R.

Èç ëåììû 3.5 ñëåäóåò, ÷òî (ñð. [95, ñòð. 35 - 37])

T (n)(B(X)) =
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φ(k)hfηX
3 Σ5

∏
p∈P, p<Xτ

(1− j(p)

p
)(1 +O(exp(−1/τ))) +O(X3−τ/4), (3.4.11)

ãäå

Σ5 =
∑

p∈M8(X)

j(p1 . . . pn)

p1 . . . pn
.

Äîêàçûâàåìàÿ îöåíêà (7) ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (10) è (11) (ñð. [95, ñòð. 37

- 39]). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.4.3 . Ïîëîæèì

Q := {q|q ∈ N, µ(q)2 = 1, N < q ≤ 2N}

è ïóñòü z � Xτ , N � X2−τ . Òîãäà∑
|b|∈Q, b∈I0(k)

S(A(X)b, z)�
∑
q∈Q

η2X2

q log −1(z,X2−τ/N)
+X2−τ/5

è ∑
|b|∈Q, b∈I0(k)

S(B(X)b, z)�
∑
q∈Q

η2X3

q log −1(z,X2−τ/N)
+X3−τ/5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ëåììû 7.1 ðàáîòû

[95] è äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ëåììà 3.4.4 . Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè:

Sj(A(X)) + κSj(B(X))� τ
η2X2

logX
ïðè j ∈ {3, 5, 6, 7}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ëåììû 3.6 ðàáîòû

[95] è äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

2. Ïóñòü

ξ := τ 5 è J(l) := {a|a ∈ R, X lξ ≤ a < X(l+1)ξ} ïðè l ∈ N0;

îïðåäåëèì ôóíêöèè

dn : I0(k)× Nn+1 → R è bn : I0(k)× Nn+1 → {0, 1}
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ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dn(A,m) =
n+1∏
i=1

log pi
miξ logX

ïðè (A,m) ∈M1(n)

è

dn(A,m) = 0 ïðè (A,m) /∈M1(n),

ãäå

M1(n) := {(
n+1∏
i=1

pi,m)|m ∈ Nn+1, |pi| ∈ P(k) ∩ J(mi) ïðè 1 ≤ i ≤ n+ 1};

bn(A,m) =

 1 ïðè (A,m) ∈M2(n)

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå

M2(n) :=

{(A,m)|A ∈ R, m ∈ Nn+1, A = 0 (p)⇒ |p| ≥ Xmn+1ξ ïðè p ∈ P(k)}.

Ïîëîæèì

Û (m,n)(D) =
∑
AB∈D

bn(A,m)dn(B,m) ïðè m ∈ Nn+1 è n ∈ N0, (3.4.12)

Û (n)(D) =
∑
m∈ι(n)

Û (m,n)(D) ïðè n ∈ N \ {1, 2}, (3.4.13)

Û
(n)
1 (D) =

∑
m∈ι(n)

Û (m,n)(D) ïðè n ∈ {1, 2}, (3.4.14)

ãäå

ι(n) := {m|m ∈ Nn+1, m1 > ... > mn+1 ≥ τξ−1,
n+1∑
i=1

mi ≥ (1 + τ)ξ−1,

n+1∑
i=1

(mi + 1) ≤ (
3

2
− τ)ξ−1,

n∑
i=1

(mi + 1) ≤ (1 + τ)ξ−1, m1 + 1 ≤ (1− τ)ξ−1}

ïðè n ∈ N, è

Ŝ4(D) =
∑
m∈ι(0)

Û (m,0)(D), (3.4.15)
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ãäå

ι(0) := {m|m ∈ N, (1 + τ)ξ−1 ≤ m ≤ (
3

2
− τ)ξ−1 − 1}.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

b(1) : I0(k)× N2 → {0, 1},

îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì

b(1)(A,m) =

 1 ïðè (A,m) ∈M3(n)

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå

M3(n) := {(p1p2,m)|m ∈ N2, |pi| ∈ P(k) ∩ J(mi) ïðè i ∈ {1, 2}};

ïîëîæèì

Û (ν,n)(D) =
∑
AB∈D

b(1)(A, l)dn(B,m) (3.4.16)

ïðè

ν := (l,m), l ∈ N2, m ∈ Nn+1 è n ∈ N0

è

Û
(1)
2 (D) =

∑
ν∈ι1(n), 0≤n≤n0

Û (ν,n)(D), (3.4.17)

ãäå

ι1(n) = {(l,m)|(l,m) ∈ N2 × Nn+1, m1 > ... > mn+1 ≥ l2 ïðè n ∈ N0,

τ ≤ l2ξ < l1ξ ≤ 1− τ − ξ, (l1 + l2)ξ ≥ 3/2 + τ}.

Ëåììà 3.4.5 . Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:∑
n≥3

|U (n)(D)− Û (n)(D)| � η2X2

logX
ξτ−4

è

|U (n)
1 (D)− Û (n)

1 (D)| � η2X2

logX
ξτ−3
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ïðè n ∈ {1, 2} ;

|S4(D)− Ŝ4(D)| � η2X2

logX
ξτ−3

è

|U (1)
2 (D)− Û (1)

2 (D)| � η2X2

logX
ξτ−4,

ãäå D ∈ {A(X),B(X)} .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ëåììû 3.7 ðàáîòû

[95] è äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü t ∈ R+ è m ∈ Nn+1; ïîëîæèì

G(m, t) = {x|x ∈ Rn+1, xi ∈ J(mi) ïðè 1 ≤ i ≤ n+ 1,
n+1∏
i=1

xi ≤ t}

è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

w : R+ → R+, w : t 7→
∫
G(m,t)

dx.

Ëåììà 3.4.6 . Ïðè {t, h} ⊆ R+ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

0 ≤ w′(t) ≤ (ξ logX)n (3.4.18)

è

|w′(t+ h)− w′(t)| ≤ ht−1
n−1∏
i=1

∫
u∈J(mi)

du

u
≤ ht−1(ξ logX)n−1. (3.4.19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [95, ñòð. 48].

Ïîëîæèì

dn = en + gn (3.4.20)

ñ

en(A,m) := w′(|A|)
n+1∏
i=1

(miξ logX)−1
∑

B∈M4(A)

µ(B) log(L|B|−1) (3.4.21)



146

ïðè n ∈ N0, ãäå

L := Xτ/2 è M4(A) := {B|B ∈ I0(k), |B| < L, A = 0 (B)}.

Ïóñòü

Ue(A(X)) :=
∑

(A,B)∈M5

bAen(B,m), (3.4.22)

ãäå

M5 := {(A,B)|(A,B) ∈ I0(k)2, AB ∈ A(X)}

è

bA ∈ {b(1)(A, l), bn(A,m)}.

Èç ñîîòíîøåíèé (20), (12) è (16) ïîëó÷èì:

U(A(X)) = Ue(A(X)) + Ug(A(X)) (3.4.23)

ñ

U ∈ {Û (m,n), Û (ν,n)};

áîëåå òîãî, ñîîòíîøåíèÿ (23), (13) - (15) è (17) äàþò:

V (A(X)) = Ve(A(X)) + Vg(A(X))

ñ

V ∈ {Û (n), Û
(n)
1 , Û

(1)
2 , Ŝ4}.

Ëåììà 3.4.7 . Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

Ue(A(X))− κU(B(X))� N−1η5/2X2(logX)c(f), (3.4.24)

ãäå N :=
∏n+1

i=1 mi,

Ve(A(X))− κV (B(X)) = O(η5/2X2(logX)c(f)), (3.4.25)

è
∞∑
n=3

|Û (n)
e (A(X))− κÛ (n)(B(X))| = O(η5/2X2(logX)c(f)) (3.4.26)

ñ c(f) ∈ R .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñîîòíîøåíèé (22) è (21) ñëåäóåò, ÷òî

Ue(A(X)) :=
1

N(ξ logX)n+1

∑
(A,B)∈M5

∑
D∈M4(B)

bAw
′(|B|)µ(D) log(L|D|−1).

Êàê ìîæíî ïîêàçàòü (ñð. [95, ñòð. 61 - 62]), èç íåðàâåíñòâà (19) è ñîîòíîøåíèÿ

(3.9) ïðè n ∈ N è ñîîòíîøåíèÿ (3.10) è ëåììû 3.2 ïðè n = 0 âûòåêàåò, ÷òî

Ue(A(X)) =
∑

(A,D)∈M6

a(A,D)|A(X)AD|+O(N−1η5/2X2(logX)c1(f)) (3.4.27)

ñ c1(f) ∈ R, a(A,D) := bA
w′(hfX

3|A|−1)

N(ξ logX)n+1
µ(D) log(L|D|−1) è

M6 := {(A,D)|(A,D) ∈ I0(k)2, AD ∈ R, |D| < L}.

Èç ñîîòíîøåíèé (3.12), (18), (27) è ëåììû 3.2 ñëåäóåò (ñð. [95, ñòð. 62]), ÷òî

Ue(A(X)) =
η2X2 Σ6

ζ(2)N(ξ logX)n+1

∑
A∈R

bAw
′(hfX

3|A|−1)|A|−1 α1(A)

+ O(η5/2X2N−1(logX)c2(f)) (3.4.28)

ñ c2(f) ∈ R è Σ6 :=
∑

D∈R,|D|<L

µ(D) α(D0) α1(D)

|D|
log(L|D|−1).

Ïî òåîðåìå Êîøè,

Σ6 =
1

2πi

∫ 1+i∞

1−i∞
l(s+ 1)Ls

ds

s2
ñ l(s) :=

∑
D∈R

µ(D) α(D0) α1(D)

|D|s
.

Ðàçëàãàÿ ôóíêöèþ

s 7→ s−2Lsl(s+ 1)

â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè s = 0 è âñïîìèíàÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.5) -

(2.8), ëåãêî íàõîäèì

Σ6 = σ(f)ζ(2) +O(exp(−c3(f)(logL)1/2)) ñ c3(f) ∈ R∗+. (3.4.29)

Èç ñîîòíîøåíèé (28) è (29) ñëåäóåò, ÷òî

Ue(A(X)) = σ(f)η2X2Σ7(1 +O(exp(−c4(f)(logL)1/2)))
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+ O(N−1η5/2X2(logX)c5(f)) ñ c4(f) ∈ R∗+, c5(f) ∈ R, (3.4.30)

ãäå

Σ7 :=
∑
A∈R

bAw
′(hfX

3|A|−1)α1(A)(N(ξ logX)n+1|A|)−1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

α1(A) = 1 +O(exp(−c6(f)(logL)1/2)) ñ c6(f) ∈ R∗+

ïðè bA 6= 0 ; ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå (30) ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ue(A(X)) = σ(f)η2X2Σ8 +O(N−1η5/2X2(logX)c7(f)) ñ c7(f) ∈ R, (3.4.31)

ãäå

Σ8 :=
∑
A∈R

bAw
′(hfX

3|A|−1)(N(ξ logX)n+1|A|)−1.

Äîêàçàòåëñòâî àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû

U(B(X)) = hfηX
3Σ8 +O(N−1η2X3). (3.4.32)

àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ýòîé ôîðìóëû, ïðèâåä¼ííîìó íà

ñòð. 64 - 66 ðàáîòû [95]. Îöåíêà (24) ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (31) è (32). Â ñèëó

îïðåäåëåíèé (13) - (17), äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíîê (25) è (26) äîñòàòî÷íî

çàìåòèòü, ÷òî

max{
∑
m∈ι(n)

(
n+1∏
i=1

mi)
−1,

∑
m∈ι(0)

m−1|n ∈ N} � logX

(ñð. [95, ñòð. 66]).

Ïðåäëîæåíèå 3.4.1 . Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

π(A(X))− κπ(B(X))� τη2X2(logX)−1 + η5/2X2(logX)c(f) + Σ9 (3.4.33)

ñ

Σ9 :=
∞∑
n=3

|Û (n)
g (A(X))|+

∑
n∈{1,2}

|Û (n)
1,g (A(X))|+ |Ŝ4,g(A(X)|+ |Û (1)

2,g (A(X))|

è c(f) ∈ R .
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Äîêàçàòåëüñòâî.Îöåíêà (33) ñëåäóåò èç ëåììû 1, ëåììû 2, ëåììû 4, ëåììû

5 è ëåììû 7 .

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ (1) íåîáõîäèìî îöåíèòü ñâåðõó

ñóììó Σ9 .

3.5 Èäåàëüíûå ÷èñëà Ãåêêå, áîëüøîå ðåøåòî Ëèííèêà è ñóììà

Σ9

1. Ðàññìîòðèì ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåëK; îáîçíà÷èì ÷åðåçH(K) ãðóï-

ïó êëàññîâ èäåàëîâ ýòîãî ïîëÿ è ÷åðåç

c : I(K)→ H(K)

åñòåñòâåííûé ýïèìîðôèçì ãðóïïû äðîáíûõ èäåàëîâ I(K) íà ãðóïïó

H(K). Ïóñòü

H(K) ∼= Z/h1Z⊕ ...⊕ Z/htZ ñ
t∏
i=1

hi = hK .

Ñëåäóÿ Ãåêêå [99], çàôèêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èäåàëîâ a êîëüöà o(K)

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α ýëåìåíòîâ ãðóïïû K∗ ïîä óñëîâèåì

a ∈ I0(K)t, α ∈ (K∗)t, ahii = (αi) ïðè 0 ≤ i ≤ t

è

H(K) = {
t∏
i=1

c(ai)
li|l ∈ Zt, 0 ≤ li ≤ hi ïðè 1 ≤ i ≤ t}.

Ïîëîæèì n := [K : Q] , ðàññìîòðèì åñòåñòâåííûå âëîæåíèÿ

σi : K ↪→ C ïðè 1 ≤ i ≤ n

è ïðåäïîëîæèì, êàê îáû÷íî, ÷òî

n = r1 + 2 r2, r(K) := r1 + r2 − 1, σi(K) ⊆ R⇔ 1 ≤ i ≤ r1
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è

σi+r2γ = σiγ ïðè r1 + 1 ≤ i ≤ r1 + r2 è γ ∈ K.

Ðàññìîòðèì ïîëå

K1 := K(β1, ..., βt) ñ β
hj
j = αj ïðè 1 ≤ j ≤ t

è ïðîäîëæèì âëîæåíèÿ σj äî âëîæåíèé

σj : K1 ↪→ C, 1 ≤ j ≤ n,

ïîä óñëîâèåì

σi+r2βj = σiβj ïðè r1 + 1 ≤ i ≤ r1 + r2 è 1 ≤ j ≤ t.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I(K)∗ ïîäãðóïïó ãðóïïû K∗1 , ïîðîæä¼ííóþ ìíîæåñòâîì

K∗ ∪ {βj|1 ≤ j ≤ t}.

Ïîëîæèì

I(K) := {0} ∪ I(K)∗, I0(K) := I(K) ∩ o(L) è I0(K)∗ := I0(K) \ {0};

ýëåìåíòû ìíîæåñòâà I(K) ñóòü èäåàëüíûå ÷èñëà, à ýëåìåíòû ìíîæåñòâà

I0(K) ñóòü öåëûå èäåàëüíûå ÷èñëà ïîëÿ K. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ψ : I(K)∗ → I(K), ψ : β 7→ (β) ïðè β ∈ I(K)∗,

ýïèìîðôçì ñ Ker ψ = o(K)∗. Ïî ïîñòðîåíèþ, ψ(I0(K)∗) = I0(K). Ïîëîæèì

Nβ :=
n∏
i=1

σiβ è tr β :=
n∑
i=1

σiβ ïðè β ∈ I(K)∗

è çàìåòèì, ÷òî |Nβ| = |(β)| ïðè β ∈ I(K)∗ (ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, âîîáùå

ãîâîðÿ,

Nβ 6= NK1/Q β è tr β 6= tr K1/Q β ïðè β ∈ I(K),
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íî, ðàçóìååòñÿ,

Nβ = NK/Q β è tr β = tr K/Q β ïðè β ∈ K ).

Ïîëîæèì c (β) := c ((β)) ïðè β ∈ I(K)∗. Ðàññìîòðèì ýïèìîðôèçì

c : I(K)∗ → H(K)

è îáîçíà÷èì ÷åðåç

T := {T |T ⊆ I(K)∗, |c (T )| = 1}

èçîìîðôíóþ H(K) ãðóïïó êëàññîâ èäåàëüíûõ ÷èñåë. Ïîëîæèì

cl β := T ∪ {0} ïðè T ∈ T è β ∈ T ;

ÿñíî, ÷òî

(∀ β ∈ I(K)∗) cl β = {βα|α ∈ K}. (3.5.1)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (1), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðè T ∈ T äëÿ ëþáîãî Q

- áàçèñà {w1, ..., wn} âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà T ∪ {0} íàéä¼òñÿ îäíîçíà÷íî

îïðåäåë¼ííûé ("äóàëüíûé") áàçèñ {w̃1, ..., w̃n} âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà T−1∪

{0} ïîä óñëîâèåì

tr (wiw̃j) =

 1, ïðè i = j, 1 ≤ i ≤ n

0, ïðè 1 ≤ i < j ≤ n.

Ïîëîæèì

T (0) := (T ∪ {0}) ∩ o(L) ïðè T ∈ T ;

ÿñíî, ÷òî T (0) åñòü o(K) - ìîäóëü. Áóäåì íàçûâàòü Z - áàçèñ ìîäóëÿ T (0)

öåëûì áàçèñîì êëàññà T ; èç ñîîòíîøåíèÿ (1) ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî äèñêðèìèíàíò

öåëîãî áàçèñà ëþáîãî êëàññà èäåàëüíûõ ÷èñåë ðàâåí dK , äèñêðèìèíàíòó ïîëÿ

K. Ïîëîæèì, äëÿ êðàòêîñòè,

ϕK(β) := |(o(K)/(β))∗| è τ(β) := τ((β)) ïðè β ∈ I0(K)∗
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è

(α, β) := ((α), (β)) ïðè {α, β} ⊆ I0(K)∗.

Ëåììà 3.5.1 . Ïóñòü

{x, y} ⊆ R, x ≥ y ≥ 2, l ∈ N, r ∈ Z,

{α, β} ⊆ I0(K)∗, c(α) = c(β), (α, β) = (1)

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

max{|σiα|, |σiβ| |1 ≤ i ≤ n} ≤ xr.

Òîãäà ∑
m∈M1(x,y)

τ(m1α +m2β)l � xy(log x)c(l,r)

ñ

M1(x, y) := {m|m ∈ Z2, |m1| ≤ x, |m2| ≤ y, m2 6= 0} è c(l, r) ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ëåììû 4.6 ðàáîòû

[95] è äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

2. Ïóñòü òåïåðü

K = k, δ ∈ I0(k) è d = (δ).

Â ýòîì ñëó÷àå, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî σ1(K1) ⊆ R è, â

÷àñòíîñòè, σ1(I(k)) ⊆ R . Ïîëîæèì

o(k)∗ = {(−1)aεl0 |a ∈ {0, 1}, l ∈ Z} ïðè r(k) = 1

è

o(k)∗ = {(−1)aεl11 ε
l2
2 |a ∈ {0, 1}, l ∈ Z2} ïðè r(k) = 2.

Âûáåðåì è çàôèêñèðóåì öåëûé áàçèñ â êàæäîì èç êëàññîâ èäåàëüíûõ ÷èñåë

ïîëÿ k, ïðåäïîëàãàÿ ïðè ýòîì, ÷òî çàôèêñèðîâàííûé öåëûé áàçèñ {w1, w2, w3}

ìîäóëÿ cl δ−1 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

w1 = ω1δ
−1, lw2 = ω2δ

−1 ñ l ∈ Z.
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Ïðè β ∈ I(k) ïîëîæèì

β̂ := b ñ b ∈ Q3, bi = tr (βviw̃3) ïðè 1 ≤ i ≤ 3,

ãäå {v1, v2, v3} åñòü çàôèêñèðîâàííûé öåëûé áàçèñ êëàññà cl (βδ)−1. Ïóñòü

T ∈ T ; îïðåäåëèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

hT : T ∪ {0} → Q3, hT : β 7→ β̂ ïðè β ∈ T

òð¼õìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà T ∪{0} íàä ïîëåì Q íà Q3 è çàìåòèì,

÷òî hT (T (0)) åñòü ïîäðåø¼òêà ðåø¼òêè Z3 èíäåêñà |det hT |. Ïîëîæèì

TR := (T ∪ {0})⊗Q R

è ïðîäîëæèì îòîáðàæåíèå hT äî R - ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

hT : TR → R3, hT :
3∑
i=1

aiw̄i 7→
3∑
i=1

aihT (w̄i) ïðè a ∈ R3,

ãäå {w̄1, w̄2, w̄3} åñòü çàôèêñèðîâàííûé áàçèñ Z - ìîäóëÿ T (0). Ââåä¼ì ñëåäó-

þùèå îáîçíà÷åíèÿ:

σj

3∑
i=1

aiw̄i :=
3∑
i=1

aiσjw̄i ïðè a ∈ R3 è 1 ≤ j ≤ 3 ,

Nα :=
3∏
j=1

σjα è tr α :=
3∑
j=1

σjα ïðè α ∈ TR ,

x̂ := hT (x) ïðè x ∈ TR è x̌ := h−1
T (x) ïðè x ∈ R3 ;

C(v, s) := {x|x ∈ R3, vi ≤ xi ≤ vi + s ïðè 1 ≤ i ≤ 3}

ïðè v ∈ R3 è s ∈ R∗+.

Îïðåäåëåíèå 3.5.1 . Ïóñòü V ∈ R∗+ . Êóá C(v, s) åñòü V - êóá, åñëè

(∀ ε ∈ o(k)∗ \ {1}, {x, y} ⊆ C(v, s)) εx̌ 6= y̌

è

s ≥ L2, Nx̌� V è xi � V 1/3 ïðè x ∈ C(v, s) è 1 ≤ i ≤ 3. (3.5.2)
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Ïóñòü T ∈ T , α ∈ T (0) è q ∈ N; ïîëîæèì

I := |det hT |−1

∫
C(v,s)

w′(Nx̌), dx,

ε(α, q) =

 1 ïðè (α, q) = (1),

0 ïðè (α, q) 6= (1)

è

M2(q, T, α) := {β|β ∈ T (0), β = α (q), β̂ ∈ C(v, s)}.

Ëåììà 3.5.2 . Ïóñòü T ∈ T , α ∈ T (0), q ∈ N è 1 ≤ q ≤ L1/6. Åñëè êóá

C(v, s) åñòü V - êóá, òî

(∃ {c1, c2} ⊆ R∗+)
∑

β∈M2(q,T,α)

en((β),m) =

φ(k)−1N−1(ξ logX)−n−1 ε(α, q)

ϕk(q)
I +O(s3N−1τ(q)c1 exp(−c2

√
logL)), (3.5.3)

ãäå N :=
∏n+1

i=1 mi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ëåììû 8.1 ðàáîòû

[95] è äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðåäëîæåíèå 3.5.1 . Ïóñòü

N :=
n+1∏
i=1

mi; T ∈ T , α ∈ T (0), {l, q} ⊆ N è 1 ≤ q ≤ (logX)l.

Åñëè êóá C(v, s) åñòü V - êóá, òî

(∃ c ∈ R∗+)
∑

β∈M2(q,T,α)

dn((β),m) =

φ(k)−1N−1(ξ logX)−n−1 ε(α, q)

ϕk(q)
I + O(V exp(−c

√
logL)). (3.5.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî, ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè

dn((β),m) 6= 0 è q ≤ L1/6,

òî

(∀ p ∈ P(k)) (β) = 0 (p)⇒ p ≥ Xτ ≥ L > Nk/Q(q)
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è ïîòîìó

(β, q) = (1) ïðè dn((β),m) 6= 0 è q ≤ L1/6.

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (4) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ ïðè

ε(α, q) = 0. Ïóñòü

ε(α, q) = 1, òî åñòü (α, q) = (1).

Ïîëîæèì

I1(k, q) := {α|α ∈ I∗(k), (α) =
∏

p∈M3(q)

pn(p), n(p) ∈ Z},

ãäå

M3(q) := {p|p ∈ P(k), (p, q) = (1)},

I1(k, q) := I1(k, q) ∩ k, I2(k, q) := {α|α ∈ k∗, α = 1 (q)}

è îáîçíà÷èì ÷åðåç

h := {χ|χ : I1(k, q)→ S1 ñ I2(k, q) ⊆ Ker χ}

ãðóïïó òðèâèàëüíûõ íà ïîäãðóïïå I2(k, q) õàðàêòåðîâ ãðóïïû I1(k, q). Ïîëî-

æèì, äëÿ êðàòêîñòè,

dA := dn(A,m) ïðè A ∈ I0(k), n ∈ N0 è m ∈ Nn+1;

ÿñíî, ÷òî ∑
β∈M2(q,T,α)

dn((β),m) = ϕk(q)
−1

∑
χ∈h

χ(α)
∑
β∈M4

χ(β) d(β), (3.5.5)

ãäå

M4 := {β|β ∈ T (0), β̂ ∈ C(v, s)}

è êàæäûé èç õàðàêòåðîâ ãðóïïû I1(k, q) êàêèì-ëèáî îáðàçîì ïðîäîëæåí äî

õàðàêòåðà ãðóïïû I1(k, q) (ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ðàåíñòâà (5) íå çàâèñèò îò

âûáðàííîãî ïðîäîëæåíèÿ, òàê êàê βα−1 ∈ k∗ ). Îïðåäåëèì ôóíêöèè

ψ1 : TR \ {0} → R∗+, ψ2 : TR \ {0} → R∗+
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è ôóíêöèè

ν0 : h× TR \ {0} → R∗+, ν : h× TR \ {0} → R∗+

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü β ∈ TR \ {0} è χ ∈ h. Ïðè r(k) = 1 (è, çíà÷èò,

r1 = r2 = 1 ) ïîëîæèì

ψ1(β) =
log |σ1β|
log |σ1ε0|

è ψ2(β) = ψ0(β)− θψ1(β),

ãäå
σ2β

|σ2β|
= exp(2πiψ0(β)) ñ 0 ≤ ψ0(β) < 1

è
σ2ε0

|σ2ε0|
= exp(2πiθ) ñ 0 ≤ θ < 1,

ν0(χ, β) = exp(−2πit0ψ1(β)),

ãäå

χ(ε0) = exp(2πit0) ñ 0 ≤ t0 < 1.

Ïðè r(k) = 2 (è, çíà÷èò, r1 = 3, r2 = 1 ) ïîëîæèì

R(k) := (aij)1≤i,j≤3

ñ

a1j = 1/3 è aij = log |σjεi−1| ïðè 1 ≤ j ≤ 3, i ∈ {2, 3};

ïîëîæèì

(log |Nβ|, ψ1(β), ψ2(β)) = R(k)−1l(β)

ñ

l(β) := (log |σ1β|, log |σ2β|, log |σ3β|)

è

ν0(χ, β) = exp(−2πi(t1ψ1(β) + t2ψ2(β))),

ãäå

χ(εj) = exp(2πitj) ñ 0 ≤ tj < 1 ïðè j ∈ {1, 2}.
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Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëîæèì

ν(χ, β) = χ(β)(
β

|β|
)a ν0(χ, β) ïðè χ(−1) = (−1)a ñ a ∈ {0, 1}.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî õàðàêòåðû λ1 è λ2, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèåì

λj(β) := exp(−2πiψj(β)) ïðè β ∈ TR \ {0} è j ∈ {1, 2} ,

ïîðîæäàþò ãðóïïó íåðàçâåòâë¼ííûõ ãðîññåíõàðàêòåðîâ ïîëÿ k. Îïðåäåëèì

ôóíêöèè

H : R→ [0, 1] è W : I∗(k)× (0, 1/2)× R3 → [0, 1],

ïîëîæèâ

H(u) =

 1−∆−1||u||, ||u|| ≤ ∆,

0, ||u|| ≥ ∆,

ãäå ||u|| := min {|u− n| |n ∈ Z} ïðè u ∈ R, è

W (β; ∆, x) = H(ψ1(β)− ψ1(x̌))H(ψ2(β)− ψ2(x̌))

ïðè ∆ ∈ (0, 1/2), x ∈ R3 è β ∈ I∗(k). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñóììó:

Σ(χ, x) :=
∑

β∈M5(x,∆)

d(β) ν(χ, β)W (β; ∆, x) ïðè x ∈ C(v, s) è χ ∈ h,

ãäå

M5(x,∆) := {β|β ∈ T (0), Nx̌ < |(β)| ≤ Nx̌+ ∆V };

ÿñíî, ÷òî

Σ(χ, x) =

h−1
k

∑
ν1∈Ĥ(k)

ν1(c(T ))
∑

β∈M6(x,∆)

d(β)ν1(c(β))ν(χ, β)W (β; ∆, x), (3.5.6)

ãäå Ĥ(k) åñòü ãðóïïà õàðàêòåðîâ ãðóïïû H(k) è

M6(x,∆) := {β|β ∈ I∗0(k), Nx̌ < |(β)| ≤ Nx̌+ ∆V }.
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Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì (6) è îáîáùàÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 9.3 ðà-

áîòû [95], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

Σ(χ, x) = ε(χ)(w(Nx̌+ ∆V )− w(Nx̌))∆2N−1(ξ logX)−n−1

+ Ol(∆
−2N−1V exp(−c1

√
logL)) ñ c1 ∈ R∗+ , (3.5.7)

ε(χ) = 1 ïðè χ = 1 è ε(χ) = 0 ïðè χ 6= 1. Ïîëîæèì

Σ1(χ, x) = ν0(χ, β)−1Σ(χ, x) è j =

∫
C(a,s)

Σ1(χ, x)dx. (3.5.8)

Èç ñîîòíîøåíèé (7), (8) è íåðàâåíñòâà (4.19) ñëåäóåò, ÷òî (ñð. [95, ñòð. 58 -

59])

j = ε(χ)∆3V N−1(ξ logX)−n−1|det hT |I +

O(∆4V 2N−1) + Ol(∆
−2N−1V s3 exp(−c2

√
logL)) ñ c2 ∈ R∗+ . (3.5.9)

Ëåììà 3.5.3 Ïóñòü

α ∈ I∗(k), W (α; ∆, x) 6= 0, Nx̌ < N(α) ≤ Nx̌+ ∆V è V � N(α)� V.

Òîãäà

( ∃ β ∈ I∗(k), y ∈ R3, ε ∈ o∗(k), c3 ∈ R∗+) (α) = (β), |β̂ − x| ≤ c3 ∆x;

x̌ = y̌ε è |α̂− y| ≤ c3 ∆y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îáùåé òåîðèè (ñì., íàïðèìåð,

[125] èëè [128, ãë. I, �7]), íî ìîæåò áûòü äîêàçàíî è ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì (ñð.

[95, ñòð. 56 - 57]).

Ïîëîæèì

C1(v, s) = {t|t ∈ R3, ( ∃ x ∈ C(v, s)) |t− x| ≤ c3V
1/3∆};

èç ëåììû 3 è îïðåäåëåíèÿ (8) ñëåäóåò, ÷òî

Σ1(x) =
∑

β∈M7(x,∆)

χ(β)W (β; ∆, x)(1 +O(∆)),



159

ãäå

M7(x,∆) := {β|β ∈ T (0), β̂ ∈ C1(v, s), Nx̌ < |(β)| ≤ Nx̌+ ∆V },

è ïîòîìó

j =
∑
β∈M8

d(β)χ(β)(1 +O(∆))

∫
M9(β,∆)

W (β; ∆, x)dx (3.5.10)

ñ

M8 := {β|β ∈ T (0), β̂ ∈ C1(v, s)}

è

M9(β,∆) := {x|x ∈ C(v, s), Nx̌ < |(β)| ≤ Nx̌+ ∆V }.

Îïðåäåëåíèå 3.5.2 . Ïóñòü T ∈ T ; áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îäíîñâÿçíîå

ïîäìíîæåñòâî F ïðîñòðàíñòâà R3 åñòü o∗(k) - ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü,

åñëè

(∀ ε ∈ o(k)∗ \ {1}, {x, y} ⊆ F ) εx̌ 6= y̌ è hT ({εx̌|x ∈ F, ε ∈ o(k)∗}) = R3.

Êàê ìîæíî ïîêàçàòü (ñð. [95, ñòð. 59 - 60]), èç ñîîòíîøåíèÿ (10) ñëåäóåò, ÷òî

j =
∑
β∈M10

d(β)χ(β)(1 +O(∆))I0(β) +O(∆4V 2 logX),

ñ

I0(β) :=

∫
x∈M11(β,∆)

W (β; ∆, x)dx,

M10 := {β|β ∈ T (0), β̂ ∈ C(v, s)}

è

M11(β,∆) := {x|x ∈ F, Nx̌ < |(β)| ≤ Nx̌+ ∆V },

ãäå F åñòü íåêîòîðàÿ o∗(k) - ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü (çíà÷åíèå èíòåãðàëà

I0(β) îò âûáîðà ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè íå çàâèñèò). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

I0(β) = ∆3V φ(k)h(k)−1|det hT |
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è ïîòîìó

j = ∆3V φ(k)h(k)−1|det hT |
∑
β∈M10

d(β)χ(β)(1 +O(∆))

+ O(∆4V 2 logX). (3.5.11)

Ïðè ε(α, q) = 1 äîêàçûâàåìîå ñîîòíîøåíèå (4) âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé (5),

(9) è (11) ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïàðàìåòðà ∆. Òåì ñàìûì, ïðåäëîæåíèå 1

äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 3.5.1 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êóá C(v, s) åñòü V - êóá. Òîãäà

(∃ c(f) ∈ R∗+)
∑

β∈M2(q,T,α)

g(β) � V exp(−c(f)
√

logL) (3.5.12)

ïðè 1 < q ≤ (logX)l, T ∈ T è α ∈ T (0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê, ïî îïðåäåëåíèþ (ñì. (4.20)),

g(β) = dn((β),m)− en((β),m),

ñîîòíîøåíèå (12) âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé (3) è (4).

3. Ïîëîæèì

gA := gn(A,m) ïðè A ∈ I0(k), n ∈ N0 è m ∈ Nn+1

è

Zn := {a|a ∈ Zn, í.î.ä. (a1, ..., an) = 1}.

Ïóñòü V ∈ R∗+; ïîëîæèì

A1(X, V ) := {(a, b)|(a, b) ∈ I0(k)2, ab ∈ A(X), V < |b| ≤ 2V }.

Ïðåäëîæåíèå 3.5.2 . Ðàññìîòðèì V - êóá C(v, s); ïóñòü

Q1 ∈ R∗+, Q1 ≤ exp((logX)1/3)
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è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(∃ c(f) ∈ R∗+)
∑

β∈M2(q,T,α)

g(β) � V exp(−c(f)
√

logL) (3.5.13)

ïðè 1 < q ≤ Q1, T ∈ T è α ∈ T (0). Òîãäà

(∃ c(f) ∈ R)
∑

(a,b)∈A1(X,V )

bagb � X2Q
−1/160
1 (logX)c(f)

ïðè X1+τ � V � X3/2−τ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X1+τ � V � X3/2−τ . Ïîëîæèì

Σ10(V ) :=
∑

(a,b)∈A1(X,V )

bagb;

M12(u, V ) := {(a, b)|(a, b) ∈ I0(k)2, ab = Au, V < |b| ≤ 2V },

ãäå Au := (u1ω1 + u2ω2)d
−1 ïðè u ∈ Z2

è îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ψ : R2 → {0, 1}, Ψ : x 7→

 1 ïðè x ∈ IR(X)

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ,

õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ êâàäðàòà

IR(X) := {x|x ∈ R2, X < x1, x2 ≤ X(1 + η)}.

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà A(X) ñëåäóåò, ÷òî

Σ10(V ) =
∑
u∈Z2

∑
(a,b)∈M12(u,V )

Ψ(a)bagb . (3.5.14)

Ïîëîæèì

I2(k) := {a|a ∈ I0(k), (∀ p ∈ P) p−1a /∈ I0(k)}.

Êàê ìîæíî ïîêàçàòü (ñð. [95, ñòð. 67 - 68]), èç ñîîòíîøåíèÿ (14) ñëåäóåò, ÷òî

Σ10(V ) =
∑
u∈Z2

∑
(a,b)∈M13(u,V )

Ψ(a)bagb + O(X2−τ/2(logX)c3) (3.5.15)
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ñ c3 ∈ R, ãäå

M13(u, V ) := {(a, b)|(a, b) ∈ I2(k)2, ab = Au, V < |b| ≤ 2V }.

Ïîëîæèì

I2(k) := {β|β ∈ I∗(k), (β) ∈ I2(k)};

I3(k) := {β|β ∈ I2(k), |(β)|1/3(σ1ε0)
−1/2 < σ1β ≤ |(β)|1/3(σ1ε0)

1/2}

ïðè r(k) = 1, ãäå ε0 åñòü ôóíäàìåíòàëüíàÿ åäèíèöà ïîëÿ k ïîä óñëîâèåì

σ1ε0 > 1, è

I3(k) := {β|β ∈ I2(k), Nβ > 0,

(∃ x ∈M0) |σjβ| = |(β)|1/3|σjε1|x1|σjε2|x2 ïðè 1 ≤ j ≤ 3}

ïðè r(k) = 2, ãäå ε1, ε2 ñóòü äâå ìóëüòèïëèêàòèâíî íåçàâèñèìûå ôóíäàìåí-

òàëüíûå åäèíèöà ïîëÿ k ïîä óñëîâèåì Nε1 = Nε2 = 1 è

M0 := {x|x ∈ R2, −1/2 < xi ≤ 1/2 ïðè i ∈ {1, 2}}.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

G : I∗(k)→ R, G : β 7→

 g(β) ïðè β ∈ I3(k),

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå .

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñîîòíîøåíèå (15) ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Σ10(V ) =
∑
u∈Z2

∑
(α,β)∈M14(u,V )

b(α)G(β)Ψ(u) + O(X2−τ/2(logX)c3) (3.5.16)

ñ

M14(u, V ) :=

{(α, β)|(α) ∈ I2(k), β ∈ I∗0(k), δαβ = u1ω1 + u2ω2, V < |(β)| ≤ 2V }.

Ïîñêîëüêó |(α)| � X3V −1, èç ñîîòíîøåíèÿ (15) è íåðàâåíñòâà Êîøè - Áóíÿ-

êîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî

Σ10(V )� X2−τ/2(logX)c3 +X3/2V −1/2Σ11(V )1/2 (3.5.17)
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ñ

Σ11(V ) :=
∑

(α)∈I2(k)

|
∑
u∈Z2

∑
β∈M15(u,α,V )

Ψ(u)G(β)|2,

ãäå

M15(u, α, V ) := {β|β ∈ I∗0(k), V < |(β)| ≤ 2V, δαβ = u1ω1 + u2ω2}.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ψ : Z4 × I∗0(k)2 → {0, 1},

ψ : (u, β) 7→ |{α|(α) ∈ I2(k), δαβi = ui1ω1 + ui2ω2 ïðè i ∈ {1, 2}}|

(çäåñü Z4 = {(u1, u2)|{u1, u2} ⊆ Z2} ); ÿñíî, ÷òî

Σ11(V ) =
∑
u∈Z4

∑
β∈M16(V )

Ψ(u1)Ψ(u2)G(β1)G(β2)ψ(u, β) (3.5.18)

ñ

M16(V ) := {β|β ∈ I∗0(k)2, V < |(βi)| ≤ 2V ïðè i ∈ {1, 2}}.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (18) ëåãêî ñëåäóåò (ñð. [95, ñòð. 68]), ÷òî

Σ11(V ) = Σ12(V ) + O(X2(logX)c4) ñ c4 ∈ R, (3.5.19)

ãäå

Σ12(V ) :=
∑
u∈Z4

∑
β∈M17(V )

Ψ(u1)Ψ(u2)G(β1)G(β2)ψ(u, β) (3.5.20)

ñ

M17(V ) := {β|β ∈M16(V ), β1 6= β2}.

Îáîçíà÷åíèÿ. Ïðè b ∈ Z3 \ {0} ïîëîæèì

í.î.ä. (b1, b2, b3) = d(b) ñ d(b) ∈ N, [b] := d(b)−1b è [0] := 0.

Ïðè {x, y} ⊆ R3 ïîëîæèì

x ∧ y := (x2y3 − x3y2, x3y1 − x1y3, x1y2 − x2y1).
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Ïóñòü ψ(u, β) = 1 è i ∈ {1, 2}, òîãäà

δαβi = ui1ω1 + ui2ω2 = δ(ui1w1 + ui2(lw2))

è, çíà÷èò,

cl β1 = cl β2, α ∈ cl(δβi)−1 è αβi = ui1w1 + ui2(lw2). (3.5.21)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {v(i)
1 , v

(i)
2 , v

(i)
3 } âûáðàííûé áàçèñ Z - ìîäóëÿ cl(βiδ)−1 è ïîëî-

æèì

b
(i)
j := tr (v

(i)
j βiw̄3)

ïðè i ∈ {1, 2}; ïóñòü

α = α1v1 + α2v2 + α3v3.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (21) ñëåäóåò, ÷òî

3∑
j=1

αjb
(i)
j = 0 ïðè i ∈ {1, 2}

è ïîòîìó

(∃ c ∈ Z) α̂ = c [β̂1 ∧ β̂2];

íî (α) ∈ I2(k), ñëåäîâàòåëüíî, c ∈ {1,−1}. Òàêèì îáðàçîì,

α̂ = ±[β̂1 ∧ β̂2]. (3.5.22)

Ëåììà 3.5.4 Ïóñòü 1� Y � Xτ/3. Òîãäà

(∃ c(f) ∈ R, T ∈ T ) Σ10(V )� X2Y −1/2(logX)c +X3/2V −1/2Σ
1/2
13 ,

ãäå

Σ13 =
∑

(u,β)∈M18

G(β1)G(β2)Ψ(u1)Ψ(u2)ψ(u, β)

ñ

M18 := {(u, β)|u ∈ Z4, βi ∈ T (0),

V < |(βi)| ≤ 2V ïðè i ∈ {1, 2}, d(β̂1 ∧ β̂2) > VX−1Y −1}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî äîêàçàòü (ñð. [95, ñòð. 69 - 71]), ÷òî ýòî óòâåðæäå-

íèå ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (17) è (19) - (22).

Ïîëîæèì

β12 =
3∑
j=1

(β̂1 ∧ β̂2)jvj, hi1(β) = tr (βiβ12w̄1) è hi2(β) = tr (βiβ12w̄2)

ïðè i ∈ {1, 2}. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

Σ13 =
∑
β∈M19

G(β1)G(β2)Ψ(d(β̂1 ∧ β̂2)
−1hi1(β))Ψ(d(β̂1 ∧ β̂2)

−1hi2(β))

ñ

M19 := {β|βi ∈ T (0),

V < |(βi)| ≤ 2V ïðè i ∈ {1, 2}, d(β̂1 ∧ β̂2) > VX−1Y −1}.

Ïîëîæèì

U(y) := {(β̂1, β̂2)|βi ∈ T (0),

V < Nβi ≤ 2V, yX < hij(β) ≤ yX(1 + η) ïðè {i, j} ⊆ {1, 2}};

â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ,

Σ13 =
∑
β∈M20

G(β1)G(β2) (3.5.23)

ñ

M20 := {β|(β̂1, β̂2) ∈ U(d(β̂1 ∧ β̂2)), d(β̂1 ∧ β̂2) > VX−1Y −1}.

Ïîëîæèì

Im := (
m− 1

S
∆,

m

S
∆] ïðè m ∈ N è {S,∆} ⊆ R∗+ ,

M21(d1) := {β|(β̂1, β̂2) ∈ U(d1), d(β̂1 ∧ β̂2) = d1} ïðè d1 ∈ N

è

Σ14(m,∆) :=
∑

d1∈Im∩N

|
∑

β∈M21(d1)

G(β1)G(β2)|. (3.5.24)

Èç ñîîòíîøåíèé (23) è (24) ñëåäóåò, ÷òî

(∃ m ∈ N, {S,∆} ⊆ R∗+) S � X2τ/3, S < m ≤ 2S,
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V X−1Y −1 < ∆� V X−1 è Σ13 � (logX) S Σ14(m,∆). (3.5.25)

Ïîëîæèì

UR(y) := {(β̂1, β̂2)|βi ∈ TR, V < Nβi ≤ 2V, yX < hij(β) ≤ yX(1 + η),

Nβ
1/3
i (σ1ε0)

−1/2 < σ1βi ≤ Nβ
1/3
i (σ1ε0)

1/2 ïðè {i, j} ⊆ {1, 2}}

ïðè r(k) = 1 è

UR(y) := {(β̂1, β̂2)|βi ∈ TR, V < Nβi ≤ 2V, yX < hij(β) ≤ yX(1 + η),

(∃ x ∈M0) |σjβi| = Nβ
1/3
i |σjε1|x1|σjε2|x2 ïðè {i, j} ⊆ {1, 2}}

ïðè r(k) = 2. Çàìåòèì, ÷òî

β̂1 6= ±β̂2 ïðè (β̂1, β̂2) ∈ UR(y) è y ∈ R∗+ , (3.5.26)

èáî β12 = 0 è, çíà÷èò, hij(β) = 0 ïðè β1 = ±β2 è {i, j} ⊆ {1, 2}. Ïîëîæèì

äàëåå

K(n) := {x|x ∈ R6, V 1/3(ni − 1)S−1 < xi ≤ V 1/3niS
−1 ïðè 1 ≤ i ≤ 6}

ïðè n ∈ Z6 è ïóñòü

K1 := {K(n)|n ∈ Z6, (∃ d1 ∈ Im ∩ N) K(n) ⊆ UR(d1)},

K2 :=

{K(n)|n ∈ Z6, K(n) /∈ K1 è (∃ d1 ∈ Im ∩ N) K(n) ∩ UR(d1) 6= ∅}.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (26) ñëåäóåò, ÷òî

(n1, n2, n3) 6= ±(n4, n5, n6) ïðè K(n) ∈ K1 . (3.5.27)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ,

Σ14(m,∆) = Σ
(1)
14 (m,∆) + Σ

(2)
14 (m,∆), (3.5.28)
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ãäå

Σ
(i)
14 (m,∆) :=

∑
d1∈Im∩N

|
∑

β∈M22(d1,i)

G(β1)G(β2)|

è

M22(d1, i) := {β|(∃ n ∈ Z6) (β̂1, β̂2) ∈ K(n), K(n) ∈ Ki, d(β̂1 ∧ β̂2) = d1}

ïðè d1 ∈ N è i ∈ {1, 2}. Ìîæíî ïîêàçàòü (ñð. [95, ñòð. 73 - 74] è [97, ñòð. 281

- 282]), ÷òî

|K2| � S5.

Èç ýòîé îöåíêè, ñîîòíîøåíèé (24), (25), (28) è ëåììû 4 ñëåäóåò òîãäà (ñð. [95,

ñòð. 75]), ÷òî

(∃ K ∈ K1, c ∈ R) Σ10(V )�

(X2Y −1/2 + X3/2V −1/2Y 7Σ15(K)1/2)(logX)c, (3.5.29)

ãäå

Σ15(K) :=
∑

d1∈Im∩N

|
∑

β∈M23(d1)

G(β1)G(β2)|

ñ

M23(d1) := {β|(β̂1, β̂2) ∈ K, d(β̂1 ∧ β̂2) = d1}.

Ïîëîæèì, äëÿ êðàòêîñòè,

d0 := X−1V Y 15 + V 1/6;

âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 1, îäíîé ëåììîé èç ãåîìåòðèè ÷èñåë [95, ëåììà

4.8], ñîîòíîøåíèåì (27) è îöåíêîé (29), ìîæíî äîêàçàòü (ñð. [95, ñòð. 75 - 77]),

÷òî

(∃ K ∈ K1, c ∈ R) Σ10(V )�

(X2Y −1/2 + X3/2V −1/2Y 7Σ
1/2
16 )(logX)c, (3.5.30)

ãäå

Σ16(K) :=
∑
d∈M25

|
∑

β∈M24(d1d2)

G(β1)G(β2)|
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ñ

M24(a) := {β|(β̂1, β̂2) ∈ K, d(β̂1 ∧ β̂2) = 0 (a)} ïðè a ∈ N

è

M25 := {d|d ⊆ N2, d1 ∈ Im, d1d2 < d0}.

Ñóììà Σ16(K) îöåíèâàåòñÿ ìåòîäîì áîëüøîãî ðåøåòà. Ïóñòü R - êîììóòà-

òèâíîå êîëüöî è m ∈ N; ïîëîæèì, äëÿ êðàòêîñòè,

ab :=
m∑
i=1

aibi ïðè {a, b} ⊆ Rm.

Ïðåäñòàâèì êóá K â êà÷åñòâå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ òð¼õìåðíûõ êóáîâ:

K = K1 ×K2 ñ Kj ⊆ R3 ïðè j ∈ {1, 2}

è ïîëîæèì

σ(a;G,D) =
∑

β̂∈D∩Z3

exp(2πiaβ̂)G(β) ïðè a ∈ Z3 è D ⊆ R3.

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñð. [95, ñòð. 78]), ÷òî

Σ16(K)� XY
log V

V

∑
q≤d0

τ(q)

q

∑
b∈M26(q)

∑
j∈{1,2}

|σ(q−1b;G,Kj)|2 (3.5.31)

ñ

M26(q) := {b|b ∈ Z3, 1 ≤ bj ≤ q ïðè 1 ≤ j ≤ 3, (q, b1, b2, b3) = (1)}.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (31) è ëåììû 13.1 ("áîëüøîå ðåøåòî" !) ðàáîòû [95] ñëåäóåò

(ñð. [95, ñòð. 81]), ÷òî

(∃ c ∈ R) Σ16(K)� Σ17(K) +XV (Y Q
−1/2
0 + Y 46X−τ/2)(logX)c (3.5.32)

ïðè 1 ≤ Q0 < d0, ãäå

Σ17(K) := XY
log V

V

∑
q≤Q0

τ(q)

q

∑
b∈M26(q)

∑
j∈{1,2}

|σ(q−1b;G,Kj)|2. (3.5.33)
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Íî

σ(q−1b;G,Kj) =
∑

c∈(Z/qZ)3

exp(
2πibc

q
)

∑
β̂∈M27(q)

G(β)

ñ

M27(q) := {b|b ∈ Kj ∩ Z3, b = c (q)},

à ∑
β̂∈M27(q)

G(β) =
∑

β∈M28(q)

g(β)

∑
d|β

µ(d)

ñ

M28(q) := {β|β ∈ I∗0(k), β̂ ∈ Kj ∩ Z3, β̂ = c (q)};

ïîýòîìó

σ(q−1b;G,Kj)�
∞∑
d=1

∑
c∈(Z/qZ)3

|
∑

β̂∈M29(q,d)

g(β)|, (3.5.34)

ãäå

M29(q, d) := {β|β ∈M28(q), β = 0 (d)},

ïðè j ∈ {1, 2}. Óñëîâèÿ β = 0 (d) è β̂ = c (q) ýêâèâàëåíòíû ñðàâíåíèþ

ïî ìîäóëþ [q, d] := í.î.ê. (q, d); â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (13), îòñþäà è èç

ñîîòíîøåíÿ (34) ñëåäóåò, ÷òî

(∃ c ∈ R∗+)
∑

β̂∈M29(q,d)

g(β) � V exp(−c
√

logL) ïðè 1 < [q, d] ≤ Q1

è ïîòîìó (ñð. [95, ñòð. 82])

(∃ c ∈ R∗+) σ(q−1b;G,Kj)� Q2
1V exp(−c

√
logL) + Q−1

1 V (logX)c (3.5.35)

ïðè j ∈ {1, 2}. Ïîëîæèâ, êàê è â ðàáîòå [95] íà ñòð. 83,

Q0 = Q
1/2
1 è Y = Q

1/80
1

è âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèÿìè (30), (32), (33) è (35), ïîëó÷èì

(∃ c ∈ R) Σ10(V )� X2Q
−1/160
1 (logX)c.
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Òåì ñàìûì, ïðåäëîæåíèå 2 äîêàçàíî.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1 äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ñëàãà-

åìûå ñóììû Σ9 èìåþò âèä Σ10(V ), âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäñòâèåì 1 è ïîëîæèòü

Q1 = (logX)300c0 (ñð. [95, ñòð. 21]).

3.6 Òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë êóáè÷åñêèìè

ïîëèíîìàìè îò äâóõ ïåðåìåííûõ

1. Ïóñòü

d ∈ N, a ∈ Z2, 0 ≤ a1, a2 < d è (a1, a2, d) = (1).

Ïîëîæèì

F (x) := Nk(x)/Q(x)((a1 + dx1)ω1 + (a2 + dx2)ω2)|d(a)|−1, (3.6.1)

ãäå

d(a) := (a1ω1 + a2ω2, dω1, dω2).

ßñíî, ÷òî F (x) ∈ Z[x]; ïîëîæèì

hF := d3|(ω1 + ω2)d(a)−1|

è çàìåòèì, ÷òî

F (x) = hFX
3(1 +O(η)) ïðè x ∈ I(X).

Ïî îïðåäåëåíèþ, hF = d3|d| |d(a)|−1hf è ïîòîìó hF ∈ N. Ïîëîæèì äàëåå

Au(a) := ((a1 + du1)ω1 + (a2 + du2)ω2)|d(a)|−1 ïðè u ∈ Z2

è

m(R, a) := {u|u ∈ Z2, 1 ≤ u1, u2 ≤ r, Au(a) = 0 (R)} ïðè R ∈ I0(k).
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Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî

F (x) = |Ax(a)| ïðè x ∈ I(X) ∩ Z2. (3.6.2)

Ïóñòü

P0(d) := {p|p ∈ P , di(θ)N(ω1ω2) = 0 (p)} è Π0(d) :=
∏

p∈P0(d)

p.

Ïîëîæèì

R0(d) := (R,Π0(d)) è R1(d) := R ·R0(d)−1 ïðè R ∈ I0(k),

R(d) := {R|R ∈ I0(k), µ(R)2 = 1, µ(|R1(d)|)2 = 1},

md(q) := {R|R ∈ R(d), q = 0 (R), |R| = 0 (q)} ïðè q ∈ N

è

Γ(p) :=
∑

R∈md(p)

µ(R) |m(R0(d), a)| b(R) r−2 ïðè p ∈ P ,

ãäå

b(R) :=
∏

p∈M1(R)

(1− p−2)−1(1− p−2 |(R, p)|2 |m((R, p), a)|)

è

M1(R) := {p|p ∈ P , r = 0 (p), d 6= 0 (p)}.

Çàìåòèì, ÷òî

Γ(p) =
νp

p+ 1
ïðè p ∈ P \ P0(d) (3.6.3)

è Γ(p) = γ(p) ïðè d = 1. Ïîëîæèì

σ(F ) :=
∏
p∈P

(1 + p−1)−1(1− Γ(p)) ·
∏

p∈P, p|d

(1− p−2)−1;

êàê áûëî îòìå÷åíî â �2 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.4), èç ñîîòíîøåíèÿ (3)

ñëåäóåò, ÷òî áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå∏
p∈P

(1 + p−1)−1(1− Γ(p))
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åñòü (óñëîâíî) ñõîäÿùååñÿ ïðîèçâåäåíèå. Êàê è â �2 (ïðè d = 1), ïîëîæèì

({F (a)|a ∈ Z2}) = (ε(F )) ñ ε(F ) ∈ N

è

πF (X) := |{p|p ∈ P , (∃ x ∈ I(X)) F (x) = p}| .

Òåîðåìà 3.6.1 . Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà:

πF (X) = σ(F )
η2X2

3 logX
(1 +O((log logX)−1/6)) ïðè X →∞ (3.6.4)

è, áîëåå òîãî,

ε(F ) = 1⇔ σ(F ) ∈ R∗+ . (3.6.5)

ßñíî, ÷òî òåîðåìà 1.4 ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.

Ëåììà 3.6.1 . Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

ε(F ) ∈ {1, 2, 3, 6},

Γ(p) = 1⇔ ε(F ) = 0 (p) ïðè p ∈ {2, 3}

è

(∃ c1 ∈ R∗+) (∀ p ∈ P \ {2, 3}) 0 ≤ Γ(p) ≤ 1− c1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç çàêîíîâ àðèôìåòèêè êóáè-

÷åñêèõ ïîëåé [114] (ñì. [98, ëåììà 2.4]).

Ïîëîæèì

A(a,X) := {Au(a)|u ∈ I(X) ∩ Z2, (a1 + du1, a2 + du2) = (1)}

è çàìåòèì, ÷òî

π(A(a,X)) = πF (X), (3.6.6)

â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (2) è ëåììû 2.2 (ñð. ñëåäñòâèå 2.1). Ïóñòü

B(a,X) := {A|A ∈ I0(k), hFX
3 < |A| ≤ hFX

3(1 + η)}

è

κ(F ) := σ(F )η(hFX)−1.
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Ïðåäëîæåíèå 3.6.1 . Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

π(A(a,X)) = κ(F )π(B(a,X)) +O(
η2X2τ

logX
). (3.6.7)

Ââèäó òîæäåñòâà (6), òåîðåìà 1 ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1 è ëåììû 1 (ñð.

íà÷àëî �2).

2. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèèÿ 1 åñòü îáîáùåíèå äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøå-

íèÿ (4.1). Ïðè R ∈ R(d)) ïîëîæèì

< A(a,X)R > :=

η2X2|m(R, a)|r−2
∑

δ∈N, (δ,d)=(1)

µ(δ)N((R, δ))2|m((R, δ), a)|−1δ−2

è

ρ1(a,R,X) := |A(a,X)R| − < A(a,X)R > .

Ëåììà 3.6.2 . Ïóñòü l ∈ N; òîãäà

(∃ c(l) ∈ R)
∑

R∈M2(Q)

τ(R)l|ρ1(a,R,X)| � (Q+XQ1/2 +X3/2)(logQX)c(l),

ãäå

M2(Q) := {R|R ∈ R(d), Q < |R| ≤ 2Q}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ëåììû 3.2 è äîêà-

çûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî (ñì. [98, ëåììà 2.2]).

Ïîëîæèì

A(a,X) := {|A| |A ∈ A(a,X)},

< A(a,X)q > := µ(q)
∑

R∈md(q)

µ(R) < A(a,X)R >

è

ρ2(a, q,X) := µ(q)
∑

R∈md(q)

µ(R)ρ1(a,R,X)

ïðè q ∈ N. Èç ñîîòíîøåíèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî

A(a,X) := {F (x)|x ∈ I(X) ∩ Z2, (a1 + du1, a2 + du2) = (1)}.
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Ëåììà 3.6.3 . Ïóñòü l ∈ N; òîãäà

(∃ c(l) ∈ R)
∑

q∈M3(Q)

µ(q)2τ(q)l|ρ2(a, q,X)| �

(Q+XQ1/2 +X3/2)(logQX)c(l),

ãäå

M3(Q) := {q|q ∈ N, Q < q ≤ 2Q}.

Áîëåå òîãî, åñëè q ∈ N è µ(q)2 = 1, òî

< A(a,X)q > = (ηX)2 Γ(q) ζd(2)−1,

ãäå

ζd(s) := ζ(s)
∏

p∈P, p|d

(1− p−s) è Γ(q) :=
∏

p∈P, p|q

Γ(p),

è

|A(a,X)q| =< A(a,X)q > + ρ2(a, q,X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà ëåììà åñòü îáîáùåíèå ëåììû 3.3 è ñîîòíîøåíèé (3.17)

- (3.20). Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó öèòè-

ðóåìûõ óòâåðæäåíèé èç �3.

Ëåììà 3.6.4 . Â îáîçíà÷åíèÿõ §4, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ñî-

îòíîøåíèÿ (4.33):

π(A(a,X))− κ(F )π(B(a,X))�

τη2X2(logX)−1 + η5/2X2(logX)c(F ) + Σ18 (3.6.8)

ñ

Σ18 :=
∞∑
n=3

|Û (n)
g (A(a,X))| +

∑
n∈{1,2}

|Û (n)
1,g (A(a,X))|+ |Ŝ4,g(A(a,X)|+ |Û (1)

2,g (A(a,X))|

è c(F ) ∈ R .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà ëåììà âûâîäèòñÿ èç ëåììû 2 è ëåììû 3 ìåòîäîì ðå-

øåòà (ñð. �4).

3. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 1 íåîáõîäèìî îöåíèòü ñâåð-

õó ñóììó Σ18 . Êàê è â �5, òðåáóåìàÿ îöåíêà âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 5.1 è

ñëåäóþùåãî àíàëîãà ïðåäëîæåíèÿ 5.2.

Ïðåäëîæåíèå 3.6.2 . Ðàññìîòðèì V - êóá C(v, s); ïóñòü

Q1 ∈ R∗+, Q1 ≤ exp((logX)1/3)

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(∃ c(f) ∈ R∗+)
∑

β∈M2(q,T,α)

g(β) � V exp(−c(f)
√

logL) (3.6.9)

ïðè 1 < q ≤ Q1, T ∈ T è α ∈ T (0). Òîãäà

(∃ c(f) ∈ R)
∑

(a,b)∈A2(a,X,V )

bagb � X2Q
−1/160
1 (logX)c(f)

ïðè X1+τ � V � X3/2−τ , ãäå

A2(a,X, V ) := {(a, b)|(a, b) ∈ I0(k)2, ab ∈ A(a,X), V < |b| ≤ 2V }.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèñàííîå â �5 äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5.2 îáîáùà-

åòñÿ íà ðàññìàòðèâàåìóþ â ýòîì ïàðàãðàôå ñèòóàöèþ; òåì ñàìûì óäà¼òñÿ

äîêàçàòü è ýòî ïðåäëîæåíèå (ñð. [98, ñòð. 306 - 311]).
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Ãëàâà 4

Ïðèëîæåíèå: ñåìü êîðîòêèõ çàìåòîê

4.1 Î ðàñïðåäåëåíèè ñòåïåííûõ âû÷åòîâ è íåâû÷åòîâ

1. Â ýòîì ïàðàãðàôå èçâåñòíûå îöåíêè À. Âåéëÿ [165] ïðèìåíÿþòñÿ ê èçó÷å-

íèþ ñòåïåííûõ õàðàêòåðîâ [25]. Ïóñòü p - íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî; l|p− 1; χ -

ìóëüòèïëèêàòèâíûé õàðàêòåð ñòåïåíè l; ε1, ε2, . . . , εs - êîðíè l-îé ñòåïåíè èç

åäèíèöû; Φ(t) - íåïðèâîäèìûé ïîëèíîì ñòåïåíè f ñ êîýôôèöèåíòàìè â Fp.

Ïîëîæèì

E(ε,Φ) := {x|x ∈ Fp, χ(Φ(x+ i)) = εi ïðè 1 ≤ i ≤ s},

E(ε,Φ) := |E(ε,Φ)|

è, îòîæåñòâèâ Fp c ìíîæåñòâîì {n|n ∈ Z, 0 ≤ n ≤ p− 1},

E0(ε,Φ) := {x|x ∈ Fp, 0 ≤ x ≤ p/s, χ(Φ(xs+ i)) = εi ïðè 1 ≤ i ≤ s},

E0(ε,Φ) := |E0(ε,Φ)|;

E(ε, p1, p2,Φ) := {x| x ∈ Fp, p1 ≤ x ≤ p2, χ(Φ(x+ i)) = εi ïðè 1 ≤ i ≤ s},

E(ε, p1, p2,Φ) := |E(ε, p1, p2,Φ)|

â ïðåäïîëîæåíèè 0 ≤ p1 ≤ p2 ≤ p− 1.

Òåîðåìà 4.1.1. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

|E(ε,Φ)− p

ls
| < sflp1/2.

Òåîðåìà 4.1.2. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

|E(ε, p1, p2,Φ)− p2 − p1

ls
| < 2sflp1/2 log p.

Òåîðåìà 4.1.3. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

|E0(ε,Φ)− p

sls
| < 2sflp1/2 log p.
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Ýòè òåîðåìû îáîáùàþò è óñèëèâàþò ðåçóëüòàòû Äýâåíïîðòà [61].

2. Äîêàæåì ñôîðìóëèðîâàííûå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 4.1.1. Ïóñòü χ - íååäèíè÷íûé ìóëüòèïëèêàòèâíûé õàðàêòåð ïî

mod p ñòåïåíè l; Φ(t) - ïîëèíîì ñòåïåíè f ñ êîýôôèöèåíòàìè â Fp, ïðè÷¼ì

Φ(t) 6= Ψ(t)l íè äëÿ êàêîãî ïîëèíîìà Ψ(t) â Fp[t], è ïóñòü a ∈ Fp. Tîãäà

|
∑
x∈Fp

χ(Φ(x))| ≤ (f − 1)p1/2. (4.1.1)

è

|
∑
x∈Fp

χ(Φ(x)) exp
2πiax

p
| ≤ fp1/2. (4.1.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâà (1) è (2) âûòåêàþò èç ðåçóëüòàòîâ Âåéëÿ

[165], ñì. òàêæå [105, ãë.11-12].

Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé ëåììû èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà 2.

Ëåììà 4.1.2. Ïóñòü 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ p, òîãäà

|
p2∑

x=p1

χ(Φ(x))| ≤ 2fp1/2 log p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T ⊆ {x | x ∈ Z, 0 ≤ x ≤ p− 1}, òîãäà

∑
t∈T

χ(Φ(t)) =
1

p

∑
t∈T

p−1∑
s=0

p−1∑
a=0

χ(Φ(s)) exp
2πia(s− t)

p
.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè T = [p1, p2], ïîëàãàÿ

S :=

p2∑
x=p1

χ(Φ(x)) è Fa :=

p−1∑
s=0

χ(Φ(s)) exp
2πias

p
,

ïîëó÷èì

|S| ≤ 1

p

p−1∑
a=0

|Fa| · |
p2∑
t=p1

exp(−2πiat

p
)| (4.1.3)

Â ñèëó íåðàâåíñòâ (1) è (2) ëåììû 1, èç (3) ñëåäóåò, ÷òî

|S| < (f − 1)p1/2 + fp−1/2

p−1∑
a=1

| sin(πa(p1 − p2 + 1)p−1|
| sin(πap−1)|
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≤ (f − 1)p1/2 + 2fp−1/2
∑

1≤a≤(p−1)/2

| sin(πap−1)|−1 ≤ 2fp1/2 log p,

òàê êàê sinx > 2xπ−1 ïðè 0 < x < π/2.

Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2 âîñõîäèò ê êëàññè÷åñêèì ðàáîòàì È.Ì. Âè-

íîãðàäîâà è Ã. Ïîëèà, ñð. [105, ãë. 12].

Ïåðåõîäÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì, ïîëîæèì

ζ := exp(
2πi

l
), µ := {ζk|1 ≤ k < l}

è

mi := {x|x ∈ Fp, Φ(x+ i) = 0}, m :=
⋃

1≤i≤s
mi.

Ïóñòü

f(y, λ) :=
1

l

l−1∏
k=1

(1− ζkλ−1χ(y))

ïðè y ∈ Fp, λ ∈ µ è

g(x, ε,Φ) :=
s∏
i=1

f(Φ(x+ i), εi).

ßñíî, ÷òî

f(0, λ) = l−1, f(y, λ) = 1 ïðè χ(y) = λ è f(y, λ) = 0 ïðè χ(y) 6∈ {0, λ}.

Ïîýòîìó g(x, ε,Φ) = 1, åñëè χ(Φ(x + i)) = εi ïðè 1 ≤ i ≤ s; g(x, ε,Φ) = 0,

åñëè χ(Φ(x + i)) 6∈ {0, εi} äëÿ íåêîòîðîãî i â èíòåðâàëå 1 ≤ i ≤ s; íàêîíåö,

0 ≤ g(x, ε,Φ) ≤ 1, åñëè χ(Φ(x+i)) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî i â èíòåðâàëå 1 ≤ i ≤ s.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

E(ε, p1, p2,Φ) =

p2∑
x=p1

g(x; ε,Φ)−R

è ïîòîìó

E(ε, p1, p2,Φ) =
p2 − p1

ls
+
∑
β∈B

p2∑
x=p1

K(β)χ(
s∏
i=1

Φ(x+ i)βi)−R (4.1.4)
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ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì R, óäîâëåòâîðÿþùèì íåðàâåíñòâó

0 ≤ R ≤| m |≤ fs, ãäå

B := {β|β ∈ Zs \ {0}, 0 ≤ βi ≤ l − 1 ïðè 1 ≤ i ≤ s}

è |K(β)| = l−s. Àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû òåîðåì 1 è 2 âûòåêàþò èç ôîðìó-

ëû (4), îöåíêè (1) ëåììû 1 è ëåììû 2.

4.2 Î öåëûõ òî÷êàõ íà ïëîñêîñòè ñ âçàèìíî ïðîñòûìè

êîîðäèíàòàìè

Íàçîâ¼ì ïîäìíîæåñòâî òî÷åê T ýâêëèäîâîé ïëîñêîñòè R2, óäîâëåòâîðÿþ-

ùåå óñëîâèþ

a ∈ T ⇒ {ta|t ∈ R, 0 ≤ t ≤ 1} ⊆ T,

çâ¼çäîîáðàçíûì. ßñíî, ÷òî âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå íà÷àëî êîîðäè-

íàò, çâ¼çäîîáðàçíî (íî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, ðàçóìååòñÿ, íåâåðíî). Çàôèê-

ñèðóåì çâ¼çäîîáðàçíîå ìíîæåñòâî T, T ⊆ R2; ïóñòü x ∈ R+, ïîëîæèì

T (x) := {x1/2a|a ∈ T}, L(x) := (T (x) ∩ Z2) \ {0}, N(x) := |L(x)|

è

L0(x) := {a|a ∈ L(x), (a1, a2) = (1)}, N0(x) := |L0(x)|.

Îáîçíà÷èì, êàê îáû÷íî, äçåòà-ôóíêöèþ Ðèìàíà ÷åðåç ζ(s).

Òåîðåìà 4.2.1. Â ïðåäïîëîæåíèè ãèïîòåçû Ðèìàíà, èç àñèìïòîòè÷åñêîé

ôîðìóëû

N(x) = λx+O(xα) ïðè x→∞, (4.2.1)

â êîòîðîé {λ, α} ⊆ R, λ > 0 è 0 ≤ α ≤ 1/2, ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ

ôîðìóëà

N0(x) =
λx

ζ(2)
+Oγ(x

γ) ïðè x→∞ (4.2.2)

äëÿ ëþáîãî γ ïîä óñëîâèåì γ > (2− α)(5− 4α)−1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî

N(x) =
∞∑
d=1

N0(
x

d2
),

è ïîòîìó

N0(x) =
∞∑
d=1

µ(d)N(
x

d2
). (4.2.3)

Ïóñòü

Ny(x) :=
∑
d≤y

µ(d)N(
x

d2
) è N y(x) :=

∑
d>y

µ(d)N(
x

d2
) ïðè y > 0. (4.2.4)

Òîãäà

N0(x) = Ny(x) +N y(x). (4.2.5)

Èç ñîîòíîøåíèé (1) è (4) ñëåäóåò, ÷òî

Ny(x) = λx
∑
d≤y

µ(d)d−2 +Oε(x
αy1−2α+ε) (4.2.6)

ïðè ε > 0. Ïîëîæèì B(k) :=
∑
d≤k

µ(d), k ∈ N. Êàê èçâåñòíî (ñì.,íàïðèìåð,

[163, ãë. 14]), èç ãèïîòåçû Ðèìàíà ñëåäóåò, ÷òî

B(k) = Oε(k
1/2+ε) (4.2.7)

ïðè ε > 0, è ïîòîìó ∑
d>y

µ(d)d−2 = Oε(y
−3/2+ε). (4.2.8)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

N y(x) =
∑
d>y

(B(d)−B(d− 1))N(
x

d2
) = −B([y])N(

x

([y] + 1)2
)

+
∑
d>y

B(d)(N(
x

d2
)−N(

x

(d+ 1)2
)).

Ââèäó íåðàâåíñòâà

N(
x

d2
) ≥ N(

x

(d+ 1)2
),
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îöåíêè (7) è ôîðìóëû (1) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

N y(x) = Oε(xy
−3/2+ε) +Oε(

∑
d>y

d1/2+ε(N(
x

d2
)−N(

x

(d+ 1)2
))).

Íî ∑
d>y

d1/2+ε(N(
x

d2
)−N(

x

(d+ 1)2
)) =

∑
d>y

N(
x

d2
)(d1/2+ε − (d− 1)1/2+ε)

+[y]1/2+εN(
x

([y] + 1)2
) = Oε(xy

−3/2+ε)

è ïîòîìó

N y(x) = Oε(xy
−3/2+ε). (4.2.9)

Òåîðåìà 4 âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé (5), (6) è (9) ïðè

y = x2(1−α)/(5−4α).

Çàìå÷àíèå 1. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4 âîñõîäèò ê [45]. ß äîêàçàë

ýòó òåîðåìó â 1982-îì ãîäó [126], îòâå÷àÿ íà âîïðîñ Öàãåðà, ñð. [171], [141].

Ìîé ðåçóëüòàò áûë îáîáù¼í è óñèëåí â ðàáîòå [142].

Çàìå÷àíèå 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T - âûïóêëàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ãëàä-

êîé êðèâîé ñ íèãäå íå îáðàùàþùåéñÿ â íóëü êðèâèçíîé, è 0 ∈ T . Òîãäà, ïî

òåîðåìå Õàêñëè [100], â ôîðìóëå (1) ìîæíî âçÿòü α = 23/73 è, ñëåäîâàòåëüíî,

ïðè γ > 41/91 èìååò ìåñòî ôîðìóëà (2) (òåîðåìà 4). Â ðàáîòå [101] ïîêàçàíî,

÷òî äëÿ òàêèõ îáëàñòåé ôîðìóëà (2) èìååò ìåñòî óæå ïðè γ > 5/12.

4.3 Î ÷èñëå ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê îãðàíè÷åííîé âûñîòû íà îäíîé

êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

Â ýòîì ïàðàãðàôå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [96] â ñî-

àâòîðñòâå ñ Õèñ-Áðàóíîì.

1. Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî

U : X0 6= 0
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íà ïðîåêòèâíîé êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

S : X3
0 = X1X2X3.

ßñíî, ÷òî

U(Q) = {[x]|x ∈ Z4, x0 > 0, x3
0 = x1x2x3, í.î.ä. (x0, ..., x3) = 1},

ãäå [x] := {tx|t ∈ Q} åñòü ïðÿìàÿ â Q4, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè 0 è x.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

h : Rn → Z, h : x 7→ max {|xi| |1 ≤ i ≤ n}.

Ïîëîæèì h([x]) = h(x) ïðè [x] ∈ U(Q) è ïóñòü

N (H) := card {y|y ∈ U(Q), h(y) < H}.

Òåîðåìà 4.3.1. Ïðè H → ∞ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ

ôîðìóëà:

N (H) =
H(logH)6

6!

∏
p∈P

lp +O(H(logH)5), (4.3.1)

ãäå

lp := (1− 1

p
)7(1 +

7

p
+

1

p2
).

Òåîðåìà 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü S óäîâëåòâîðÿåò ãèïîòåçå Â.Â.Áà-

òûðåâà è Þ.È.Ìàíèíà [46], [145]. Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðèâåä¼íî ýëåìåíòàðíîå

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1, ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [96]. Áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò

ïîëó÷åí â ðàáîòå [53] àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

2. Äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ïóñòü

w ∈ N3, í.î.ä. (wi, wj) = 1 ïðè i 6= j è Z ∈ (R∗+)3;

ïîëîæèì

w0 := w1w2w3, Z0 := Z1Z2Z3, z0 := max {Z−1/2
i |0 ≤ i ≤ 3}
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è

m := {x|x ∈ N3, í.î.ä. (x1, x2, x3) = 1,

xi ≤ Zi è í.î.ä. (xi, wi) = 1 ïðè 1 ≤ i ≤ 3}.

Îïðåäåëèì òðè ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè e, f è g ïî ôîðìóëàì:

f(n) =
∏

p∈P,p|n

(1− p−1)(1− p−3)−1, g(n) =
∑
d|n

µ(d)2d−1/2,

e(n) :=
∑
d|n

f(d)µ(d)2µ(
n

d
) ïðè n ∈ N.

ßñíî, ÷òî

f(pn) = p2(p2 + p+ 1)−1, g(pn) = 1 + p−1/2 ïðè p ∈ P, n ∈ N (4.3.2)

è

e(p) = f(p)− 1, e(p2) = f(p), e(pn) = 0 ïðè p ∈ P, n ∈ N \ {1, 2}. (4.3.3)

Ëåììà 4.3.1. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà

|m| = Z0

ζ(3)
(f(w0) +O(g(w0)z0)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî Zi ≥ 1 ïðè 1 ≤

i ≤ 3. Ïîëîæèì

m1(Z,w) := {x|x ∈ N3, xi ≤ Zi, í.î.ä. (xi, wi) = 1 ïðè 1 ≤ i ≤ 3}

è

a(V, n) := {v|v ∈ N, v ≤ V, í.î.ä. (v, n) = 1},

òàê ÷òî

|m1(Z,w)| =
3∏
i=1

|a(Zi, wi)|. (4.3.4)

Íî

|a(V, n)| =
∑

1≤v≤V,d|v,d|n

µ(d) =
∑
d|n

µ(d)[
V

d
] =

∑
d|n

µ(d)(
V

d
+O(

V 1/2

d1/2
)),
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èáî [θ] = θ +O(θ1/2) ïðè θ ∈ R+; ñëåäîâàòåëüíî,

|a(V, n)| = V ϕ(n)

n
+O(V 1/2g(n)), (4.3.5)

ãäå ϕ(n) := |(Z/nZ)∗| åñòü ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Ïóñòü 0 ≤ ai, bi ≤ ci ïðè

1 ≤ i ≤ N, N ∈ N è

c0 := max {b1/2
i c

−1/2
i |1 ≤ i ≤ N},

òîãäà
N∏
i=1

(ai +O(bi)) =
N∏
i=1

ai +O(c0

N∏
i=1

ci). (4.3.6)

Ïîäñòàâèâ (4) â (5) è âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (6) ñ

ai = Ziϕ(wi)w
−1
i , bi = Z

1/2
i g(wi), ci = Zig(wi),

ïîëó÷èì

|m1(Z,w)| =
3∏
i=1

(Ziϕ(wi)w
−1
i +O(Z

1/2
i g(wi)) = Z0(

ϕ(w0)

w0
+O(g(w0)z0)).

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî

|m| =
∑

d∈N(w0)

µ(d)|m1(
Z

d
,w)| =

Z0(
ϕ(w0)

w0

∑
d∈N(w0)

µ(d)d−3 +O(g(w0)z0

∞∑
d=1

d−5/2))

è ÷òî
ϕ(w0)

w0

∑
d∈N(w0)

µ(d)d−3 =
f(w0)

ζ(3)
,

ãäå N(n) := {v|v ∈ N, í.î.ä. (v, n) = 1} ïðè n ∈ N. Ëåììà äîêàçàíà.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü

J := {(i, j)|(i, j) ∈ N2, i ≤ 3, j ≤ 3, i 6= j}



185

è

J1 := {(i, j, k, l)|{(i, j), (k, l)} ⊆ J, (i, j) 6= (k, l)};

ÿñíî, ÷òî |J | = 6 è |J1| = 30. Ïîëîæèì

y := (y12, y13, y21, y23, y31, y32), |y| :=
∏

(i,j)∈J

yij ïðè y ∈ R6

è y := (..., yijkl, ...) ïðè y ∈ R30, ãäå (i, j, k, l) ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî èíäåê-

ñîâ J1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç v(P ) îáú¼ì øåñòèìåðíîãî ïîëèýäðà P , çàäàâàåìîãî

ñëåäóþùèìè íåðàâåíñòâàìè:

yij ≥ 0 ïðè (i, j) ∈ J ; y12 + y13 + 2(y21 + y31) ≤ 1;

y21 + y23 + 2(y12 + y32) ≤ 1; y31 + y32 + 2(y13 + y23) ≤ 1.

Ëåììà 4.3.2. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

v(P ) =
1

4 · 6!
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì., íàïðèìåð, [77].

Ïóñòü d ∈ N6, δ ∈ N30 è (i, j) ∈ J ; ïîëîæèì

rij(d, δ) := min {n|n ∈ N, dij|n, δijkl|n ïðè (i, j, k, l) ∈ J1}

è ïóñòü r(d, δ) :=
∏

(i,j)∈J
rij(d, δ). Ïðè R ∈ N ïîëîæèì

Q(R) := {(d, δ)|d ∈ N6, δ ∈ N30, r(d, δ) = R}

è

b(R) :=
∑

(d,δ)∈Q(R)

∏
(i,j)∈J

e(dij)
∏

(k,l,m,n)∈J1

µ(δklmn).

Ðàññìîòðèì ðÿä Äèðèõëå

λ(s) :=
∞∑
n=1

b(n)n−s.
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Ëåììà 4.3.3. Ïðè s ∈ C1/2 ðÿä λ(s) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è

λ(1) = ζ(3)
∏
p∈P

lp. (4.3.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ b : N → Z ìóëüòèïëèêàòèâíà, ðàññìàò-

ðèâàåìûé ðÿä ðàçëàãàåòñÿ â ýéëåðîâî ïðîèçâåäåíèå:

λ(s) :=
∏
p∈P

λp(s), λp(s) :=
∞∑
n=0

b(pn)p−ns.

Ïóñòü p ∈ P, n ∈ N, (d, δ) ∈ Q(pn), e(dij) 6= 0, µ(δijkl) 6= 0, (i, j, k, l) ∈ J1,

òîãäà

dij ∈ {1, p, p2}, δijkl ∈ {1, p},

è ïîòîìó

rij(d, δ) ∈ {1, p, p2}, r(d, δ) ∈ {pn|0 ≤ n ≤ 12}.

Òàêèì îáðàçîì, b(pn) = 0 ïðè n ≥ 13 è, çíà÷èò,

λp(s) :=
12∑
n=0

b(pn)p−ns. (4.3.8)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, b(pn) = O(1) ïðè p ∈ P è 0 ≤ n ≤ 12; ïîýòîìó èç ñîîòíî-

øåíèÿ (8) ñëåäóåò, ÷òî

λp(s) = 1 + b(p)p−s +O(p−2σ), σ := Re s.

Ïóñòü (d, δ) ∈ Q(p), òîãäà íàéä¼òñÿ ïàðà (i, j) ïîä óñëîâèåì

(i, j) ∈ J, rij(d, δ) = p, rkl(d, δ) = 1 ïðè (i, j, k, l) ∈ J1.

Èç ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî δklmn = 1 ïðè (i, j, k, l) ∈ J1 (òàê êàê p|rkl(d, δ) è

p|rmn(d, δ) ïðè δklmn = p), ñëåäîâàòåëüíî, dij = p è, çíà÷èò, |e(dij)| = |e(p)| ≤

p−1. Òàêèì îáðàçîì,

|b(p)| ≤
∑

(d,δ)∈Q(p)

∏
(i,j)∈J

|e(dij)| = O(p−1),
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òàê ÷òî λp(s) = 1 + O(p−1−σ + p−2σ) è, çíà÷èò, ðÿä λ(s) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ

ïðè s ∈ C1/2.

Äîêàæåì òîæäåñòâî (7). Ïóñòü p ∈ P ; ïîëîæèì

I(p) :=
⋃

0≤n≤12

Q(pn), I1(p) := {x|x ∈ N6, 1 ≤ xij ≤ p2 ïðè (i, j) ∈ J}

è

I2(d, δ) := {x|x ∈ I1(p), rij(d, δ)|xij ïðè (i, j) ∈ J}.

ßñíî, ÷òî

card {x|x ∈ Z/p2Z, l|x} = l−1p2 ïðè l ∈ {1, p, p2};

ïîýòîìó

λp(1) =
∑

(d,δ)∈I(p)

∏
(i,j)∈J

e(dij)
∏

(k,l,m,n)∈J1

µ(δklmn)r(d, δ)
−1 =

p−12
∑

(d,δ)∈I(p)

∏
(i,j)∈J

e(dij)
∏

(k,l,m,n)∈J1

µ(δklmn)|I2(d, δ)|,

èëè

p12λp(1) =
∑

x∈I1(p)

∑
(d,δ)∈I4(p,x)

∏
(i,j)∈J

e(dij)
∏

(k,l,m,n)∈J1

µ(δklmn), (4.3.9)

ãäå

I3(p) := {y|y ∈ N12, yijkl ∈ {1, p} ïðè (i, j, k, l) ∈ J1}

è

I4(p, x) := {(d, δ)|d ∈ I1(p), δ ∈ I3(p), dij|xij, δijkl|xij ïðè (i, j, k, l) ∈ J1}.

Ïîëîæèì

I5(p) := {x|x ∈ I1(p), í.î.ä. (p, xij, xkl) = 1 ïðè (i, j, k, l) ∈ J1}.

è

I6(p, x) := {d|d ∈ I1(p), dij|xij ïðè (i, j) ∈ J}.
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Òàê êàê ∑
d|n

µ(d) =

 1 ïðè n = 1,

0 ïðè n 6= 1

è

∑
d|pl

e(d) =


1 ïðè l = 0

f(p) ïðè l = 1

0 ïðè l ≥ 2,

èç óñëîâèé ñóììèðîâàíèÿ â (9) ñëåäóåò, ÷òî

p12λp(1) =
∑

x∈I5(p)

∑
d∈I6(p,x)

∏
(i,j)∈J

e(dij) = |I7(p)|+ |I8(p)|f(p),

ãäå

I7(p) := {x|x ∈ I1(p), xij 6= 0 mod p ïðè (i, j) ∈ J}

è

I8(p) := {x|x ∈ I5(p), (∃ (i, j) ∈ J) p|xij}.

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî |I7(p)| = (p2−p)6, |I8(p)| = 6(p2−p)5(p−1) è ïîòîìó

λp(1) = p−12((p2 − p)6 + 6(p2 − p)5(p− 1)p2(p2 + p+ 1)−1) = (1− p−3)−1lp,

îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò ðàâåíñòâî (7). Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü H > 0 è r ∈ N6. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâà Tk(H), k ∈ {0, 1}, ïðî-

ñòðàíñòâà R6, çàäàâàåìûå íåðàâåíñòâàìè:

yij ≥ 1 + k ïðè (i, j) ∈ J ; y12y13(y21y31)
2 ≤ H;

y21y23(y12y32)
2 ≤ H; y31y32(y13y23)

2 ≤ H,

è ïîëîæèì

Qk(H) := Tk(H) ∩ Z6, Sk(H) :=
∑

y∈Qk(H)

1

|y|
.

Ïîëîæèì äàëåå

Q0(H, r) := {y|y ∈ Q0(H), rij|yij ïðè (i, j) ∈ J}
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è

S(H, r) :=
∑

y∈Q0(H,r)

1

|y|
.

Ëåììà 4.3.4. Ïðè H → ∞ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ

ôîðìóëà:

S(H, r) =
(logH)6

4 · 6!R
+O(R−3/4(logH)5), (4.3.10)

ãäå R := |r|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

K1(y) := {x|x ∈ R6, yij ≤ xij ≤ yij + 1 ïðè (i, j) ∈ J},

K2(y) := {x|x ∈ R6, yij − 1 ≤ xij ≤ yij ïðè (i, j) ∈ J}

è

I(H) :=

∫
T0(H)

dx

|x|
.

ßñíî, ÷òî ∫
K1(y)

dx

|x|
≤ 1

|y|
≤

∫
K2(y)

dx

|x|

è ïîòîìó

S0(H) ≤ I(H) ≤ S1(H).

Íî

S0(H) = S1(H) +
∑

(i,j)∈J

∑
y∈Qij(H)

1

|y|
,

ãäå

Qij(H) := {y|y ∈ Q0(H), yij = 1}

ïðè (i, j) ∈ J , òàê ÷òî

S0(H) ≤ S1(H) + 6(
∑

1≤u≤H

1

u
)5 = S1(H) +O((logH)5)

è ïîòîìó

S0(H) = I(H) +O((logH)5).
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Èç ðàâåíñòâà

I(H) = (logH)6v(P )

è ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî

S0(H) =
(logH)6

4 · 6!
+O((logH)5). (4.3.11)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

{y|yij = rijzij ïðè (i, j) ∈ J, z ∈ Q0(HR
−2)} ⊆ Q(H, r)

⊆ {y|yij = rijzij ïðè (i, j) ∈ J, z ∈ Q0(H)}

è ïîòîìó

R−1S0(HR
−2) ≤ S(H, r) ≤ R−1S0(H). (4.3.12)

Ôîðìóëà (10) ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (11) è (12) ïðè logR� logH; åñëè æå

rij > H äëÿ êàêèõ-ëèáî i è j, òî

S(H, r) = 0, R−1(logH)6 � R−3/4(logH)5

è ôîðìóëà (10) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ëåììà äîêàçàíà.

3. Ïåðåõîäÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1, ïîëîæèì

A = {x|x ∈ N4, í.î.ä. (x0, ..., x3) = 1, x3
0 = x1x2x3},

è

N0(H) := card {x|x ∈ A, h(x) ≤ H}.

ßñíî, ÷òî

N (H) = 4N0(H). (4.3.13)

Ïóñòü {u, v} ⊆ N; ïîëîæèì äàëåå

B(u) := {y|y ∈ N3, í.î.ä. (y1, y2, y3) = 1, y1y2y3 = u3,

(∀ p ∈ P )yi 6= 0 mod p3 ïðè 1 ≤ i ≤ 3}
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C(u, v) := {(y, z)|y ∈ B(u), z ∈ N3, í.î.ä. (z1, z2, z3) = 1, z1z2z3 = v,

í.î.ä. (zi, yj, yk) = 1 ïðè {i, j, k} = {1, 2, 3}}

è çàìåòèì, ÷òî

C(u, v) ∩ C(u′, v′) = ∅

ïðè

{u, v, u′, v′} ⊆ N, (u, v) 6= (u′, v′).

Ïóñòü

C0 :=
⋃

{u,v}⊆N

C(u, v);

îïðåäåëèì áèåêöèþ α : C0 → A ìíîæåñòâ C0 è A, ïîëîæèâ

α(y, z) := (uv, y1z
3
1, y2z

3
2, y3z

3
3) ïðè (y, z) ∈ C(u, v).

Ïî ïîñòðîåíèþ,

N0(H) =
∑
{u,v}⊆N

card {(y, z)|(y, z) ∈ C(u, v), h(α(y, z)) ≤ H}. (4.3.14)

Ïîëîæèì

B(u,H) := {y|y ∈ B(u), h(y) ≤ H}

Ñîîòíîøåíèå (14) è ëåììà 1 ñ

Zi := (H/yi)
1/3 ïðè 1 ≤ i ≤ 3,

äàþò

N0(H) =M(H) +R(H), (4.3.15)

ãäå

M(H) :=
H

ζ(3)

∑
1≤u≤H

1

u

∑
y∈B(u,H)

f(w0(y)), (4.3.16)

R(H)�
3∑
i=1

Ri(H),
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Ri(H) := H5/6
∑

1≤u≤H

1

u

∑
y∈B(u,H)

g(w0(y))y
1/6
i ïðè 1 ≤ i ≤ 3 (4.3.17)

è

w1(y) := í.î.ä. (y2, y3), w2(y) := í.î.ä. (y1, y3),

w3(y) := í.î.ä. (y1, y2), w0(y) :=
3∏
i=1

wi(y) ïðè y ∈ N3.

Äëÿ êàæäîãî y èç B(u) íàéä¼òñÿ 6 ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ñâîáîäíûõ îò

êâàäðàòîâ ÷èñåë yij, (i, j) ∈ J , ïîä óñëîâèåì:

y1 = y12y13(y21y31)
2, y2 = y21y23(y12y32)

2, y3 = y31y32(y13y23)
2,

òàê ÷òî

w0(y) :=
∏

(i,j)∈J

yij.

Ïîëîæèì

J2 := {(1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 3)},

g1(y) :=
∏

(i,j)∈J2

g(yij), g2(y) := g1(y)g(y31y32)

è

Q2(H) := {(y12, y13, y21, y23)|yij ∈ N, yij ≤ H ïðè (i, j) ∈ J2 }.

Èç (17), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

R3(H)� H5/6
∑

y∈Q0(H)

g2(y)

y12y21(y13y23)2/3(y31y32)5/6
=

H5/6
∑

y∈Q2(H)

g1(y)

y12y21(y13y23)2/3
S2(H(y13y23)

−2),

ãäå

S2(Y ) :=
∑
n≤Y

g(n)τ(n)n−5/6 è τ(n) :=
∑
d|n

1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

S2(Y )� Y 1/6 log Y
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è ïîòîìó

R3(H)� H logH
∑

y∈Q2(H)

g1(y)

y12y21y13y23
=

H logH(
∑
n≤H

g(n)/n)4 � H(logH)5.

Òî÷íî òàêæå äîêàçûâàþòñÿ îöåíêè

R1(H)� H(logH)5, R2(H)� H(logH)5.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (15) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

N0(H) =M(H) +O(H(logH)5). (4.3.18)

Îñòà¼òñÿ âû÷èñëèòüM(H). Ïîëîæèì

Q3(H) := {y|y ∈ Q0(H), í.î.ä. (yij, ykl) = 1 ïðè (i, j, k, l) ∈ J1 }

è ïóñòü

Q3(H, d) := Q3(H) ∩Q0(H, d) ïðè d ∈ N6.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ {yij|(i, j) ∈ J} îïðåäåëåíèå (16) ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

M(H) = Hζ(3)−1
∑

y∈Q3(H)

1

|y|
∏

(i,j)∈J

µ(yij)
2f(yij),

èëè

M(H) = Hζ(3)−1
∑

y∈Q3(H)

1

|y|
∏

(i,j)∈J

∑
d|yij

e(d),

òàê êàê

µ(n)2f(n) =
∑
d|n

e(d) ïðè n ∈ N.

Òàêèì îáðàçîì,

M(H) = Hζ(3)−1
∑
d∈N6

1

|y|
∏

(i,j)∈J

e(dij)S3(H, d)
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c

S3(H, d) :=
∑

y∈Q3(H,d)

1

|y|
=

∑
δ∈N30

∏
(k,l,m,n)∈J1

µ(δklmn)
∑

y∈Q0(H,r(d,δ))

1

|y|
,

òàê ÷òî

M(H) = Hζ(3)−1
∑
d∈N6

∑
δ∈N30

S(H, r(d, δ))
∏

(i,j)∈J

∏
(k,l,m,n)∈J1

e(dij)δklmn.

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ è ëåììû 4 ñëåäóåò, ÷òî

M(H) =
λ(1)H(logH)6

4 · 6!ζ(3)
+O(|λ(3/4)|H(logH)5)

è ïîòîìó, â ñèëó ëåììû 3,

M(H) =
H(logH)6

4 · 6!

∏
p∈P

lp +O(H(logH)5). (4.3.19)

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (1) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèé

(13), (18) è (19). Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.4 Î ïðåäñòàâëåíèè áîëüøèõ öåëûõ ÷èñåë ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåë¼ííûìè êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè

1. Ïóñòü f(x) - íåâûðîæäåííàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ïðèìèòèâíàÿ êâàäðàòè÷-

íàÿ ôîðìà îò k ≥ 2 ïåðåìåííûõ. Âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ

f(x) = m, m ∈ Z, (4.4.1)

â öåëûõ ÷èñëàõ - îäíà èç ñòàðåéøèõ êëàññè÷åñêèõ ïðîáëåì òåîðèè ÷èñåë.

Àðèôìåòèêà áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì èçó÷àåòñÿ ìåòîäàìè àëãåáðàè-

÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë (êâàäðàòè÷íûå ïîëÿ). Ïðè k ≥ 4 ðàñïðåäåëåíèå öåëûõ

òî÷åê íà êâàäðèêàõ âèäà (1) ìîæíî èññëåäîâàòü êàê êðóãîâûì ìåòîäîì (ñì.,

íàïðèìåð, [19, ãë. I-III], [20], [31], [93]), òàê è ìåòîäàìè òåîðèè ìîäóëÿðíûõ

ôîðì [42], [104, ãë. 11]. Ïðè k = 3 ðåøèòü ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó êðóãîâûì

ìåòîäîì ïîêà íå óäà¼òñÿ. Ìíîãî èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ î ïðåäñòàâëåíèè öå-

ëûõ ÷èñåë òåðíàðíûìè êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòàõ
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Þ.Â. Ëèííèêà è åãî ó÷åíèêîâ, ñì., íàïðèìåð, [18], [17], [19, ãë. IV-V], [21]. Â

ñåðåäèíå 1980-ûõ ãîäîâ Õ. Èâàíåö [103] (ñð. [3]) ïîëó÷èë íîâûå îöåíêè êîýô-

ôèöèåíòîâ Ôóðüå ïàðàáîëè÷åñêèõ ôîðì ïîëóöåëîãî âåñà, ïîçâîëÿþùèå ïîë-

íîñòüþ ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó äëÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ òåð-

íàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì [69], [9], [71], [10]. Â ïîñëåäíèå ãîäû èíòåðåñíûå

ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû è â èññëåäîâàííîéÞ.Â. Ëèííèêîì è Á.Ô. Ñêóáåíêî [17,

ãë. V-VI] çàäà÷å î ðàñïðåäåëåíèè öåëûõ òî÷åê íà äâóìåðíûõ ãèïåðáîëîèäàõ,

ñì., íàïðèìåð, [69], [55], [70].

Ïðî÷èòàâ ðàáîòû [103], [69], [9], [42], ÿ íàïèñàë íåáîëüøîé îáçîð [134],

çàäóìàííûé êàê ââåäåíèå â ñîâðåìåííóþ àíàëèòè÷åñêóþ òåîðèþ êâàäðàòè÷-

íûõ ôîðì, è êîðîòêóþ çàìåòêó [135], â êîòîðîé ìíå óäàëîñü äàòü ïðîñòîå

äîêàçàòåëüñòâî îäíîé òåîðåìû Ä.Ð. Õèñ-Áðàóíà [92] (ñì. ñëåäñòâèå 2 â no.

2). Cëåãêà îòðåäàêòèðîâàííûé âàðèàíò îáçîðà [134] è ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå

ýòîãî ïàðàãðàôà.

2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Ak := {A|A ∈Mk(Z), At = A, 2|aii ïðè 1 ≤ i ≤ k, |A| > 0}

ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö ñ ÷¼òíîé ãëàâíîé äèà-

ãîíàëüþ, ïîëîæèì

fA(x) :=
1

2
xtAx, d(fA) := |A|, N(fA) := min {n|n ∈ N, nA−1 ∈ Ak}

è

ν(fA) := card {C|C ∈ GLk(Z), CtAC = A}

ïðè A ∈ Ak. ßñíî, ÷òî fA(x) ∈ Z[x] è fA åñòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ

êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ðàíãà k. ×èñëa d(fA) è N(fA) ñóòü äèñêðèìèíàíò è ñòó-

ïåíü êâàäðàòè÷íîé ôîðìû fA. Çàìåòèì, ÷òî 2|d(fA) è 4|N(fA) ïðè íå÷¼òíîì

k (ïîëüçóþñü ñëó÷àåì ïîáëàãîäàðèòü Â.À. Ãðèöåíêî [11] çà ïðîñòîå äîêàçà-

òåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ).
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Ïðè n ∈ N, A ∈ Ak è f := fA êâàäðèêà

Ef,n : f(x) = n

îïðåäåëåíà íàä Z; ïîëîæèì

rf(n) := |Ef,n(Z)|.

Ïóñòü l := (k − 1) è ω ⊆ Sl; îïðåäåëèì ïðîåêöèþ

π : Rk \ {0} → Sl, π : x 7→ (2f(x))−1/2A1/2x

è ïîëîæèì

rf(n, ω) := |Ef,n(Z) ∩ π−1(ω)|.

ßñíî, ÷òî rf(n, Sl) = rf(n); ïî îïðåäåëåíèþ, rf(n) åñòü ÷èñëî öåëûõ òî÷åê íà

l - ìåðíîì ýëëèïñîèäå Ef,n(R). Ïóñòü

A(0)
k := {A|A ∈ Ak, ({aij,

1

2
aii| 1 ≤ i, j ≤ k}) = (1)};

îáîçíà÷èì ÷åðåç

Fk := {fA|A ∈ A(0)
k }

ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ïðèìèòèâíûõ êâàäðàòè÷íûõ

ôîðì ðàíãà k. Ïóñòü {fA, fB} ⊆ Fk; ãîâîðÿò, ÷òî êâàäðàòè÷íûå ôîðìû fA è

fB ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó (ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè), åñëè

(∃ C ∈ GLk(Z)) CtAC = B,

è ÷òî fA è fB ïðèíàäëåæàò îäíîìó ðîäó, åñëè

(∀ p ∈ P) (∃ C ∈ GLk(Zp)) CtAC = B.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kk ìíîæåñòâî êëàññîâ è ÷åðåç Gk ìíîæåñòâî ðîäîâ êâàäðà-

òè÷íûõ ôîðì f, f ∈ Fk. Ïóñòü G ∈ Gk; êàê èçâåñòíî,

(∃ h ∈ N) G =
⋃

1≤i≤h

Ki ñ {Ki|1 ≤ i ≤ h} ⊆ Kk.
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ßñíî, ÷òî

rf(n) = rg(n) è ν(f) = ν(g) ïðè {f, g} ⊆ K, K ∈ Kk, n ∈ N.

Áîëåå òîãî,

d(f) = d(g) è N(f) = N(g) ïðè {f, g} ⊆ G, G ∈ Gk.

Ïðè f ∈ K, K ∈ Kk, n ∈ N ïîëîæèì r(K,n) := rf(n) è ν(K,n) := νf(n).

Ïóñòü

G ∈ Gk è G =
⋃

1≤i≤h

Ki ñ {Ki|1 ≤ i ≤ h} ⊆ Kk;

ñëåäóÿ Çèãåëþ [159], ïîëîæèì

r(G, n) := (
h∑
i=1

r(Ki, n)

ν(Ki, n)
)(

h∑
i=1

1

ν(Ki, n)
)−1.

Ïóñòü f ∈ Fk, k ≥ 3, n ∈ N è p ∈ P . Ïîëîæèì äàëåå

α(p, n) := lim
a→∞

p−a(k−1) |Ef,n(Z/paZ)|,

α0(f, n) :=
∏
p∈P

α(p, n) è α∞(f) :=
(2π)k/2

d(f)1/2Γ(k/2)
.

Ïðè f ∈ G, G ∈ Gk ïîëîæèì gen f := G.

Òåîðåìà 4.4.1. Ïóñòü k ≥ 3, f ∈ Fk è n ∈ N. Òîãäà

r(gen f, n) = nk/2−1α∞(f)α0(f, n). (4.4.2)

Áîëåå òîãî,

(i) åñëè k ≥ 5 è (∀ p ∈ P) Ef,n(Zp) 6= ∅, òî 1�f α0(f, n)�f 1;

(ii) åñëè k = 4 è

(∀ p ∈ P) (∃ x ∈ Ef,n(Zp)) Of(x) 6= 0 (mod p),

ãäå Of := ( ∂f∂x1 , ...,
∂f)
∂xk

), òî

n−ε �ε,f α0(f, n)�ε,f n
ε ïðè ε > 0;
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(iii) åñëè k = 3, (n, d(f)) = (1) è (∀ p ∈ P) Ef,n(Zp) 6= ∅, òî

n−ε �ε,f α0(f, n)�ε,f n
ε ïðè ε > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî (2) åñòü èçâåñòíàÿ òåîðåìà Çèãåëÿ [159] (ñì.

òàêæå [71]). Óòâåðæäåíèÿ (i) è (ii) äîêàçàíû, íàïðèìåð, â ðàáîòå Õèñ-Áðàóíà

[93] (ñì. òàêæå [19]); çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ ïî êðóãîâîìó ìåòîäó ôóíêöèÿ

α0(f, n) íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì ðÿäîì, à ôóíêöèÿ α∞(f) - ñèíãóëÿðíûì

èíòåãðàëîì çàäà÷è. Óòâåðæäåíèå (iii) äîêàçàíî, íàïðèìåð, â ðàáîòå [71]; çà-

ìåòèì, ÷òî êîíñòàíòà â îöåíêå α0(f, n) �ε,f n−ε íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíî

âû÷èñëèìîé, òàê êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé îöåíêè èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà

Çèãåëÿ î ÷èñëå êëàññîâ ìíèìûõ êâàäðàòè÷íûõ ïîëåé.

Òåîðåìà 4.4.2. Ïóñòü k ≥ 4, f ∈ Fk, n ∈ N, (n,N(f)) = (1) è

δ <

 1/2, åñëè 2|k

2/7, åñëè (2, k) = (1).

Òîãäà

rf(n) = r(gen f, n) +Oδ,f(n
k/4−δ).

Áîëåå ñëàáóþ îöåíêó

rf(n) = r(gen f, n) +Oε,f(n
k/4−1/4+ε),

ïðè k ≥ 4 è ε > 0, ìîæíî äîêàçàòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n, áåç îãðàíè÷åíèÿ

(n,N(f)) = (1) (ñì., íàïðèìåð, [19], [93], [104, ãë. 11]).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Nsf := {n|n ∈ N, ∀ (p ∈ P) n 6= 0(p2)}

ìíîæåñòâî âñåõ ñâîáîäíûõ îò êâàäðàòîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 4.4.3. Ïóñòü f ∈ F3, n ∈ N è ε > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(n,N(f)) = (1) è âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

(∀ m ∈ N) n 6= m2
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èëè

N(f)/4 ∈ Nsf .

Òîãäà

rf(n) = r(gen f, n) +Oε,f(n
1/2−1/28+ε).

Ñëåäñòâèå 4.4.1. Ïóñòü f(x) = x2
1 + x2

2 + p3x2
3, p ∈ P , n ∈ N è ε > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p = 5 (8) è n = 7 (8). Òîãäà

rf(n)�ε,p n
1/2−ε.

Áóäåì íàçûâàòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî n êâàäðàòè÷íî ïîëíûì, åñëè

(∀ p ∈ P) p|n ⇒ p2|n.

Ñëåäñòâèå 4.4.2. Ëþáîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî åñòü

ñóììà äâóõ êâàäðàòîâ è êâàäðàòè÷íî ïîëíîãî ÷èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

N7 := {4l−1(8m− 1)|{l,m} ⊆ N}.

Ïî òåîðåìå Ãàóññà, ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâó

N7, åñòü ñóììà òð¼õ êâàäðàòîâ. Ïóñòü n ∈ N7. Åñëè 4|n è n > 73, òî n−73 åñòü

ñóììà äâóõ êâàäðàòîâ; ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ñëåäñòâèÿ 1 âûòåêàåò, ÷òî ÷èñëî

8m − 1 ïðåäñòàâèìî êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé x2
1 + x2

2 + 125x2
3 ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøîì m.

Ñëåäñòâèå 2 åñòü òåîðåìà Õèñ-Áðàóíà [92]; â òîé æå ðàáîòå [92] ôîðìó-

ëèðóåòñÿ ãèïîòåçà î ïðåäñòàâèìîñòè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñåë âèäà

8m+ 7, m ∈ N, êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

f(x) = x2
1 + x2

2 + 125x2
3

è îòìå÷àåòñÿ, ÷òî èç ýòîé ãèïîòåçû ëåãêî âûâåñòè ñëåäñòâèå 2. Âïîñëåäñòâèè

ýòà ïðîáëåìà ïîäðîáíî îáñóæäàëàñü â îäíîé ðàáîòå Áëîìåðà [47].
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç λl ìåðó Ëåáåãà íà ñôåðå Sl, l ∈ N, ïîä óñëîâèåì λl(Sl) = 1

è ïóñòü

Ω := {ω|ω ⊆ Sl, ∂ω åñòü ãëàäêîå (l − 1)− ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå}.

Òåîðåìà 4.4.4. Ïóñòü

k ≥ 3, f ∈ Fk, n ∈ N, (n, 2d(f)) = (1), l := (k − 1), ω ∈ Ω, ε > 0

è

α(k) =

 (k − 2)(3k + 2)−1 ïðè 2|k,

|k − 73/24|(3k + 3)−1 ïðè (2, k) = (1).

Tîãäà

rf(n, ω) = λl(ω)rf(n) +Oε,f(n
k/2−1−α(k)+ε).

Òåîðåìû 2 è 3 è âûòåêàþùåå èç òåîðåìû 3 ñëåäñòâèå 1 áóäóò äîêàçàíû â no.

3; òåîðåìà 4 äîêàçûâàåòñÿ â no. 4.

3. Ïóñòü N ∈ N. Ïîëîæèì, êàê îáû÷íî,

Γ0(N) := {γ|γ ∈ SL2(Z), γ =

 a b

c d

 , c = 0 (mod N)},

H := {x+ iy|x ∈ R, y ∈ R∗+}

è

γz := (az + b)(cz + d)−1 ïðè z ∈ C ∪ {i∞}, γ =

 a b

c d

 , γ ∈ SL2(Z).

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå îáîáù¼ííûé ñèìâîë ßêîáè:

Z2 → {0,±1}, (c, d) 7→ (
c

d
)

(ñì., íàïðèìåð, [157]) è ïîëîæèì

εd =

 1 ïðè d = 1(4),

i ïðè d = −1(4).
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Ïóñòü 4|N ïðè íå÷¼òíîì k è χ - õàðàêòåð Äèðèõëå ïî ìîäóëþ N . Ïîëîæèì

vk(χ, γ) =

 χ(d), åñëè 2|k

χ(d) ε−kd ( cd)
k, åñëè (2, k) = (1)

ïðè γ =

 a b

c d

 , γ ∈ Γ0(N). Ôóíêöèÿ ϕ : H → C, ðåãóëÿðíàÿ â ïîëóïëîñ-

êîñòè H è â ïàðàáîëè÷åñêèõ âåðøèíàõ ãðóïïû Γ0(N) è óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèþ

ϕ(γz) = vk(χ, γ)(cz + d)k/2ϕ(z)

ïðè γ =

 a b

c d

 , γ ∈ Γ0(N) è z ∈ H, íàçûâàåòñÿ Γ0(N) - ìîäóëÿðíîé

ôîðìîé âåñà k/2 ñ õàðàêòåðîì χ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mk/2(N,χ) ìíîæåñòâî

âñåõ òàêèõ ôîðì; êàê èçâåñòíî, Mk/2(N,χ) åñòü êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sk/2(N,χ) ïîäïðîñòðàíñòâî ïà-

ðàáîëè÷åñêèõ ôîðì ïðîñòðàíñòâà Mk/2(N,χ) è ïîëîæèì

ϕ(z) =
∞∑
n=1

a(ϕ, n)e2πinz ïðè ϕ(z) ∈ Sk/2(N,χ);

ïðîñòðàíñòâî Sk/2(N,χ) ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ñî

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, îïðåäåëÿåìûì ïî ôîðìóëå

< ϕ1|ϕ2 >:=

∫
Γ0(N)\H

yk−2ϕ1(z)ϕ2(z)dxdy

ïðè {ϕ1, ϕ2} ⊆ Sk/2(N,χ) è ||ϕ|| :=< ϕ|ϕ >1/2. Ïîëîæèì

g(k) := dim Sk/2(N,χ).

Ïóñòü f ∈ Fk. Ïîëîæèì D(f) := d(f) ïðè 4|k, D(f) := −d(f) ïðè k = 2 (4)

è D(f) = d(f)/2 ïðè íå÷¼òíîì k; ïóñòü

χf(n) = (
D(f)

n
).
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Ïîëîæèì äàëåå

θ(f, z) :=
∞∑
n=1

rf(n)e2πinz è θ(G, z) :=
∞∑
n=1

r(G, n)e2πinz

ïðè G ∈ Gk è z ∈ H.

Ëåììà 4.4.1. Ïóñòü k ≥ 3 è f ∈ Fk. Òîãäà

θ(f, z) ∈Mk/2(N(f), χf)

è, áîëåå òîãî,

θ(f, z)− θ(gen f, z) ∈ Sk/2(N(f), χf).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî õîðîøî èçâåñòíîå óòâåðæäåíèå, âîñõîäÿùåå ê ðàáîòàì

Ãåêêå, Ø¼íåáåðãà, Ïôåòöåðà [146] è Çèãåëÿ [159].

Ïðè n ∈ N ïîëîæèì

τ(n) :=
∑
δ|c

1.

Ëåììà 4.4.2. Ïóñòü {k,N} ⊆ N, χ - õàðàêòåð Äèðèõëå ïî ìîäóëþ N è

ϕ(z) ∈ Sk(N,χ). Åñëè ïàðàáîëè÷åñêàÿ ôîðìà ϕ(z) ÿâëÿåòñÿ îáùåé ñîáñòâåí-

íîé ôóíêöèåé ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ Ãåêêå

{Tp|p ∈ P , (p,N) = (1)},

òî

|a(ϕ, n)| ≤ |a(ϕ, 1)|τ(n)n(k−1)/2 ïðè (n,N) = (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû Äåëèíÿ [63, òåîðåìà

(8.2)] ïðè k ≥ 2 è èç òåîðåìû Äåëèíÿ è Ñåððà ïðè k = 1 [64].

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ñóììû Êëîñòåðìàíà

Kk(χ;n, c) :=
∑

d∈(Z/cZ)∗

vk(χ, γ) exp(
2πin(d+ d−1)

c
),

ãäå γ =

 a b

c d

 , γ ∈ Γ0(N).
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Ëåììà 4.4.3. Ïóñòü {k,N} ⊆ N, χ - õàðàêòåð Äèðèõëå ïî ìîäóëþ N è

k > 4. Òîãäà äëÿ ëþáîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà

{ϕj|ϕj(z) =
∞∑
n=1

aj(n)e2πinz, 1 ≤ j ≤ g(k)}

ïðîñòðàíñòâà Sk/2(N,χ) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

g(k)∑
j=1

|aj(n)|2 =
(4πn)k/2−1

Γ(k/2− 1)
(1 + 2π(−i)k

∑
c∈N,N |c

Kk(χ;n, c)

c
Jk/2−1(

4πn

c
)), (4.4.3)

ãäå Jν(z) åñòü ôóíêöèÿ Áåññåëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóÿ [148, óðàâíåíèå (5.1.9)], ïîëîæèì

Gk,m(z) :=
∑

γ∈Γ∞\Γ0(N)

vk(χ, γ)(cz + d)−k/2e2πimγz, γ =

 a b

c d

 ,

ãäå Γ∞ := {

 1 n

0 1

 |n ∈ Z}. Ïóñòü m ∈ N, òîãäà

Gk,m ∈ Sk/2(N,χ) è Gk,m(z) =
∞∑
n=1

Am(n)e2πinz,

ãäå

Am(n) := δmn+2πe−ikπ/4(
n

m
)k/2−1

∑
c∈N,N |c

W (n,m; c)

c
Jk/2−1(

4π(mn)1/2

c
) (4.4.4)

è

W (n,m; c) :=
∑

γ∈Γ0(N)

vk(χ, γ) exp(
2πi(ma+ nd)

c
), γ =

 a b

c d

 , (4.4.5)

ñì. [148, òåîðåìà 5.1.2 è ðàâåíñòâî (5.3.32)]. Áîëåå òîãî, ïðè

ϕ(z) =
∞∑
n=1

a(ϕ, n)e2πinz, ϕ ∈ Sk(N,χ)

èç òåîðåìû 5.3.2 â [148] ñëåäóåò, ÷òî

< ϕ|Gk,m >=
Γ(k/2− 1)

(4πm)k/2−1
a(ϕ,m).
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Òàêèì îáðàçîì,

Gk,m =

g(k)∑
j=1

< Gk,m|ϕj > ϕj =
Γ(k/2− 1)

(4πm)k/2−1

g(k)∑
j=1

aj(m)ϕj

è, çíà÷èò,

Am(n) =
Γ(k/2− 1)

(4πm)k/2−1

g(k)∑
j=1

aj(m)aj(n). (4.4.6)

Ðàâåíñòâî (3) âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ñóìì Êëîñòåðìàíà è ñîîòíîøåíèé (4)

- (6) ïðè m = n. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.4.4. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

Kk(χ;n, c) ≤ τ(n) (í.î.ä. (n, c))1/2c1/2. (4.4.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè íå÷¼òíûõ k ñóììû Êëîñòåðìàíà ñâîäÿòñÿ ê ñóììàì

Ñàëüå, è îöåíêà (7) ìîæåò ïîëó÷åíà ýëåìåíòàðíûìè ìåòîäàìè (ñì., íàïðèìåð,

[103]). Ïðè ÷¼òíûõ k ýòî íåðàâåíñòâî âïåðâûå äîêàçàë À. Âåéëü [165].

Ïðè Q ∈ N è |ν| ≤ 1 ïîëîæèì

K(ν)
Q (χ;n, x) :=

∑
Q|c, c≤x

c−1/2Kk(χ;n, c) exp(
4πνi

c
).

Ïóñòü P ∈ R+ è

Q(P ) := {pN |p ∈ P , P < p ≤ 2P, (p, 2n) = (1)}

Ëåììà 4.4.5. Ïóñòü D ∈ N, k = 2l + 1, l ∈ N \ {1}, 8|N, D|N è

χ : Z→ {0,±1}, χ : m 7→ (
D

m
).

Åñëè n ∈ Nsf è (n,N) = (1), òî∑
Q∈Q(P )

|K(ν)
Q (χ;n, x)| � (xP−1/2 + xn−1/2+

(x+ n)5/8(x1/4P 3/8 + n1/8x1/8P 1/4))τ(n) log n. (4.4.8)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ D|N ñëåäóåò, ÷òî

Kk(χ;n, c) =
∑

d∈(Z/cZ)∗

(
D

d
) ε−kd (

c

d
) exp(

2πin(d+ d−1)

c
) =

D−1
∑

d∈(Z/DcZ)∗

ε−kd (
Dc

d
) exp(

2πinD(d+ d−1)

Dc
) = D−1Kk(1;Dn,Dc).

Òàê êàê, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî D è ïîòîìó Dn

ñâîáîäíû îò êâàäðàòîâ, îöåíêà (8) ñëåäóåò èç òåîðåìû Èâàíöà [103, òåîðåìà

3].

Ëåììà 4.4.6. Ïóñòü k = 2l + 1, l ∈ N \ {1}, 4|N è χ - õàðàêòåð Äèðèõëå

ïî ìîäóëþ N . Òîãäà íàéä¼òñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

{ϕj|ϕj(z) =
∞∑
n=1

aj(n)e2πinz, 1 ≤ j ≤ g(k)}

ïðîñòðàíñòâà Sk/2(N,χ) òàêîé, ÷òî

a(ϕ,m2t)�ε m
k/2−1+ε (

g(k)∑
n=1

|aj(t)|2)1/2||ϕ|| (4.4.9)

ïðè ε > 0, ϕ ∈ Sk/2(N,χ), t ∈ Nsf è (m,N) = (1), m ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ îáùèõ ñîáñò-

âåííûõ ôóíêöèé

{ϕj|ϕj(z) =
∞∑
n=1

aj(n)e2πinz, 1 ≤ j ≤ g(k)}

ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ Ãåêêå

{Tp|p ∈ P , (p,N) = (1)}

ïðîñòðàíñòâà Sk/2(N,χ). Ïðè t ∈ Nsf è 1 ≤ j ≤ g(k) ïîëîæèì

∞∑
n=1

Aj(t, n)n−s := L(s− l + 1, ψt)
∞∑
n=1

aj(tn
2)n−s

è

Φj(t, z) :=
∞∑
n=1

Aj(t, n)e2πinz,
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ãäå

ψt(m) := χ(m)(
t

m
)(
−1

m
)l è L(s, ψt) :=

∞∑
n=1

ψt(n)n−s.

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [59, òåîðåìà 4.3], Φj(t, z) ∈ S2l(N,χ
2); áîëåå

òîãî [59, ïðåäëîæåíèå 5.1], ïàðàáîëè÷åñêàÿ ôîðìà Φj(t, z) ÿâëÿåòñÿ îáùåé

ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ Ãåêêå

{Tp|p ∈ P , (p,N) = (1)}.

Ïîýòîìó èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî

|aj(tm2)| = |
∑
d|m

µ(d)ψt(d)dl−1Aj(t, n/d)| ≤
∑
d|m

dl−1|Aj(t, n/d)| ≤

|Aj(t, 1)|τ(m)
∑
d|m

dl−1(n/d)l−1/2 �ε n
l−1/2+ε

ïðè (m,N) = (1) è ε > 0. Íî Aj(t, 1) = aj(t); ñëåäîâàòåëüíî,

aj(tm
2)�ε |aj(t)|ml−1/2+ε ïðè (m,N) = (1) è ε > 0. (4.4.10)

Ïóñòü

ϕ =

g(k)∑
j=1

βjϕj,

òîãäà

|a(ϕ, tm2)|2 = |
g(k)∑
j=1

βjaj(tm
2)|2 ≤

g(k)∑
j=1

|βj|2
g(k)∑
j=1

|aj(tm2)|2

è ïîòîìó

|a(ϕ, tm2)| ≤ ||ϕ||(
g(k)∑
j=1

|aj(tm2)|2)1/2. (4.4.11)

Îöåíêà (9) âûòåêàåò èç (10) è (11).

Ñëåäñòâèå 4.4.3. Ïóñòü D ∈ N, k = 2l + 1, l ∈ N \ {1}, 4|N, D|N, χ

- îïðåäåë¼ííûé â ëåììå 5 õàðàêòåð Äèðèõëå, ϕ ∈ Sk/2(N,χ), ||ϕ|| = 1 è

(n,N) = (1). Òîãäà

a(ϕ, n)�k,ε n
k/4−2/7+ε ïðè ε > 0. (4.4.12)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n ∈ Nsf îöåíêà (12) âûâîäèòñÿ èç ëåììû 5 òàê æå,

êàê òåîðåìà 1 ðàáîòû [103] âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû 3 ýòîé ðàáîòû (ñì. [103,

ñòð. 400 - 401]). Îöåíêà (12) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n, ïîä óñëîâèåì (n,N) = (1),

ñëåäóåò èç ëåììû 6 è ýòîé îöåíêè äëÿ ñâîáîäíûõ îò êâàäðàòîâ n.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåììû 1,

ëåììû 2 (ïðè ÷¼òíîì k) è ñëåäñòâèÿ 3 (ïðè íå÷¼òíîì k).

Ïðè ϕ ∈ S3/2(N,χ) è t ∈ Nsf ïîëîæèì

Ft(ϕ)(z) :=
∞∑
n=1

A(ϕ; t, n)e2πinz,

ãäå

∞∑
n=1

A(ϕ; t, n)n−s := L(s, ψt)
∞∑
n=1

a(ϕ, tn2)n−s è ψt(m) := χ(m)(
t

m
).

Ñëåäóÿ [151], ïîëîæèì äàëåå

U⊥ := {ϕ|ϕ ∈ S3/2(N,χ), (∀ t ∈ Nsf)Ft(ϕ) ∈ S2(N/2, χ
2)}.

Ëåììà 4.4.7. Ïóñòü N ∈ N, 4|N, χ - õàðàêòåð Äèðèõëå ïî ìîäóëþ N è

ϕ ∈ U⊥. Òîãäà

a(ϕ, n)�ϕ,ε n
1/2−1/28+ε ïðè ε > 0 è (n,N) = (1), n ∈ N. (4.4.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ ∈ U⊥, òîãäà [69, (2.5)] ôóíêöèÿ

f : H → C, f : z 7→ y3/4ϕ(z), z = x+ iy, x ∈ R, y ∈ R∗+

åñòü ôîðìà Ìààñà âåñà 3/2 è ïîòîìó [69, òåîðåìà 5] (öèòèðóåìàÿ òåîðåìà

Äüþêà âûâîäèòñÿ àâòîðîì ìåòîäàìè ðàáîòû Èâàíöà [103] èç îáîáù¼ííîé

ôîðìóëû Í.Â. Êóçíåöîâà äëÿ ñóììû ñóìì Êëîñòåðìàíà, ïîëó÷åííîé Í.Â.

Ïðîñêóðèíûì [36]):

a(ϕ, n)�ϕ,ε n
1/2−1/28+ε ïðè ε > 0 è (n,N) = (1), n ∈ Nsf . (4.4.14)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî

|a(ϕ, tm2)| = |
∑
d|m

µ(d)ψt(d)A(ϕ; t,m/d)| ≤
∑
d|m

|A(ϕ; t,m/d)| ≤

|A(ϕ; t, 1)|τ(m)
∑
d|m

(m/d)1/2 �ε |a(ϕ, t)|m1/2+ε

ïðè t ∈ Nsf , m ∈ N, (m,N) = (1) è ε > 0, îòêóäà, ââèäó ñîîòíîøåíèÿ (14),

è âûòåêàåò (13).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåììû 7 è

òåîðåì Øóëüöå - Ïèëëîòà [151, ñëåäñòâèÿ 2 è 3].

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 1. Ïóñòü n ∈ N è n = 7 (8). Ïðè

n = pln1, (n1, p) = (1), l ∈ N \ {1, 2} ïîëîæèì n2 = pl−3n1, òîãäà n2 = 3 (8) è

ïîòîìó

|{y|y ∈ Z3, y2
1 + y2

2 + y2
3 = n2}| �ε n

1/2−ε
2 ïðè ε > 0. (4.4.15)

Òàê êàê êàæäîé ïàðå (z, y), z ∈ Z2, y ∈ Z3, ïîä óñëîâèåì

z2
1 + z2

2 = p3, y2
1 + y2

2 + y2
3 = n2

îòâå÷àåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ f(x) = n, x ∈ Z3, äîêàçûâàåìàÿ

îöåíêà

rf(n)�ε,p n
1/2−ε (4.4.16)

ñëåäóåò èç (15). Ïóñòü òåïåðü n = pln1, (n1, p) = (1) ñ l ∈ {0, 1, 2}. Ðàññìîò-

ðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

g(x) := x2
1 + x2

2 + p3−lx2
3;

èç òåîðåì 1 è 3 ñëåäóåò, ÷òî

rg(n1)�ε,p n
1/2−ε
1 . (4.4.17)
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Äëÿ òîãî ÷òîáû âûâåñòè (16) èç (17) â ýòîì ñëó÷àå, äîñòàòî÷íî ñîïîñòàâèòü

ïàðå ðåøåíèé öåëî÷èñëåííûõ (z, y) óðàâíåíèé

z2
1 + z2

2 = pl, g(y) = n1

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ f(x) = n, x ∈ Z3.

4. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4 íàì ïîòðåáóþòñÿ ðàâíîìåðíûå ïî âåñó îöåí-

êè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïàðàáîëè÷åñêèõ ôîðì. Âïåðâûå òàêèå îöåíêè áûëè

ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [42], [9]; íàøå èçëîæåíèå ëèøü ïî ôîðìå îòëè÷àåòñÿ îò

âûâîäîâ è ðàññóæäåíèé ýòèõ ðàáîò.

Ñëåäñòâèå 4.4.4. Ïðåäïîëîæèì, â îáîçíà÷åíèÿõ ëåììû 2, ÷òî k ≥ 2,

ϕ ∈ Sk(N,χ) è (n,N) = (1). Òîãäà

a(ϕ, n)�N,ε
(4π)(k−1)/2k1/2

Γ(k − 1)1/2
n(k−1)/2+ε||ϕ|| ïðè ε > 0. (4.4.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè g := g(2k) è ðàññìîòðèì ìíî-

æåñòâî {ϕj|1 ≤ j ≤ g} îáùèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ

Ãåêêå

{Tp|p ∈ P , (p,N) = (1)}

ïîä óñëîâèåì:

< ϕi|ϕj >= 0 ïðè 1 ≤ i < j ≤ g è aj(nj) = 1 ïðè 1 ≤ j ≤ g,

ãäå aj(n) := a(ϕj, n) ïðè 1 ≤ j ≤ g, n ∈ N è

nj := min {n|n ∈ N, aj(n) 6= 0} ïðè 1 ≤ j ≤ g.

Ïðåäïîëîæèì, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ÷òî aj(1) = 1 ïðè 1 ≤ j ≤ g0 è aj(1) = 0

ïðè g0 < j ≤ g; òîãäà (ñì.,íàïðèìåð, [148, ñòð. 319]) aj(n) = 0 ïðè j > g0 è

(n,N) = (1). Ïóñòü

ϕ =

g∑
j=1

βjϕj;
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òîãäà

|a(n)|2 = |
g∑
j=1

βjaj(n)|2 ≤
∑

1≤j≤g0

|βj|2
∑

1≤j≤g0

|aj(n)|2 (4.4.19)

ïðè (n,N) = (1). Òàê êàê g0 ≤ g �N k (ñì.,íàïðèìåð, [148, òåîðåìà 4.2.1]),

èç ëåììû 2 è ñîîòíîøåíèÿ (19) ñëåäóåò, ÷òî

|a(n)|2 �N,ε kn
k−1+ε

∑
1≤j≤g0

|βj|2 ïðè (n,N) = (1) è ε > 0. (4.4.20)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè 1 ≤ j ≤ g0 èìååì

||ϕj||2 =

∫
Γ0(N)\H

yk−2|ϕj(z)|2dxdy ≥
∫ ∞

1

yk−2dy

∫ 1

0

|ϕj(z)|2dx =

∫ ∞

1

yk−2dy =
∞∑
n=1

|aj(n)|2e−4πy ≥
∫ ∞

1

yk−2e−4πydy � Γ(k − 1)(4π)−(k−1)

è ïîòîìó

||ϕ||2 =

g∑
j=1

|βj|2||ϕj||2 ≥
∑

1≤j≤g0

|βj|2||ϕj||2 � Γ(k − 1)(4π)−(k−1)
∑

1≤j≤g0

|βj|2.

Îöåíêà (18) âûòåêàåò èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è îöåíêè (20); òåì ñàìûì, ñëåä-

ñòâèå 4 äîêàçàíî.

Ëåììà 4.4.8. Ïóñòü

D ∈ N, k = 2l + 1, l ∈ N \ {1}, 8|N, D|N,

χ åñòü îïðåäåë¼ííûé â ëåììå 5 õàðàêòåð Äèðèõëå,

ϕ ∈ Sk/2(N,χ) è (n,N) = (1).

Òîãäà

a(ϕ, n)�N,ε
(4π)k/4−1/2k3/4

Γ(k/2− 1)1/2
n(k−1)/4−1/96+ε||ϕ|| ïðè ε > 0. (4.4.21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

p ∈ P , Q = pN è b(p) := [Γ0(N) : Γ0(Q)].
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç (·|·) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå Sk/2(pN, χ) è

÷åðåç h(p) ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà; ÿñíî, ÷òî

(f1|f2) =< f1|f2 > b(p) ïðè {f1, f2} ⊆ Sk/2(N,χ).

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

{ϕj|ϕj(z) =
∞∑
n=1

aj(n)e2πinz, 1 ≤ j ≤ g(k)}

ïðîñòðàíñòâà Sk/2(N,χ), ïîëîæèì ψj := b(p)−1/2ϕj è ðàññìîòðèì îðòîíîð-

ìèðîâàííûé áàçèñ {ψj|1 ≤ j ≤ h(p)} ïðîñòðàíñòâà Sk/2(pN, χ). Òàê êàê

b(p) ≤ p+ 1 è h(p) ≤ g(k), èç òîæäåñòâà (3) ñëåäóåò, ÷òî

g(k)∑
j=1

|aj(n)|2 ≤ (p+ 1)

g(k)∑
j=1

|a(ψj, n)|2 ≤

(p+ 1)
(4πn)k/2−1

Γ(k/2− 1)
(1 + 2π

∑
c∈N,Q|c

|X(k;n, c)|),

ãäå

X(k;n, c) :=
Kk(χ;n, c)

c
Jk/2−1(

4πn

c
),

èëè
Γ(k/2− 1)

(p+ 1)(4πn)k/2−1

g(k)∑
j=1

|aj(n)|2 ≤ 1 + 2π|
∑

c∈N,Q|c

X(k;n, c)|.

Ïóñòü P � (log n)2, òîãäà∑
Q∈Q(P )

(p+ 1)−1 � (logP )−1, |Q(P )| � P (logP )−1

è ïîòîìó

Γ(k/2− 1)

(4πn)k/2−1

g(k)∑
j=1

|aj(n)|2 � P + (logP )
∑

Q∈Q(P )

|
∑

c∈N,Q|c

X(k;n, c)|. (4.4.22)

Ïðè

S1 :=
∑

Q∈Q(P )

|
∑

c>n47/48,Q|c

X(k;n, c)|, S2 :=
∑

Q∈Q(P )

|
∑

c≤n47/48,Q|c

X(k;n, c)|
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è P := n1/8 íåðàâåíñòâî (22) ïðèíèìàåò âèä

Γ(k/2− 1)

(4πn)k/2−1

g(k)∑
j=1

|aj(n)|2 � P + (logP )(S1 + S2). (4.4.23)

Ïîëàãàÿ

u := n47/48, β(c) := c−1/2Kk(χ;n, c) è f(u) := u−1/2Jk/2−1(
4πn

u
),

òàê ÷òî

X(k;n, c) = f(c)β(c) è K(0)
Q (χ;n, u) =

∑
c≤u,Q|c

β(c),

è âîñïîëüçîâàâøèñü òîæäåñòâîì∑
c>u,Q|c

f(c)β(c) = −K(0)
Q (χ;n, u)f(u)−

∫ ∞

u

f ′(y)K(0)
Q (χ;n, y)dy,

ïîëó÷èì

|S1| ≤ |f(u)|
∑

Q∈Q(P )

|K(0)
Q (χ;n, u)|+

∫ ∞

u

|f ′(y)|
∑

Q∈Q(P )

|K(0)
Q (χ;n, y)|dy. (4.4.24)

Èç èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ

Jν+l(z), l ∈ Z, l ≥ 0, Re ν > −1/2,

÷åðåç ïîëèíîìû Ãåãåíáàóýðà Gν
l (y) [116, ñòð. 80] è èçâåñòíîé îöåíêè [116, ñòð.

225]

|G3/2
l (y)| ≤ (l + 2)(l + 1) ïðè |y| ≤ 1

ñëåäóåò, ÷òî

|f(u)| � n−11/24 è |f ′(y)| � n3/2(1 + ny−1)e−3. (4.4.25)

Ñîîòíîøåíèÿ (24), (25) è (8) äàþò:

S1 �ε n
1/2−1/48+ε ïðè n ∈ Nsf , (n,N) = (1) è ε > 0. (4.4.26)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà (ñì., íàïðèìåð, [9, ñòð. 61])

Jk/2−1(z)� k3/2z−1/2 ïðè z ≥ 1
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è ëåììû 4 ñëåäóåò, ÷òî

X(k;n, c) =
Kk(χ;n, c)

c
Jk/2−1(

4πn

c
)� k3/2τ(n) (í.î.ä. (n, c))1/2n−1/2

è ïîòîìó (ñð. [103, (4.2)])

S2 �N,ε k
3/2n1/2−1/48+ε ïðè (n,N) = (1) è ε > 0. (4.4.27)

Ñîîòíîøåíèÿ (23), (26) è (27) ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, ÷òî

Γ(k/2− 1)

(4πn)k/2−1

g(k)∑
j=1

|aj(n)|2 �N,ε k
3/2n1/2−1/48+ε

ïðè n ∈ Nsf , (n,N) = (1) è ε > 0. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåì-

ìû 8 îñòà¼òñÿ ïðèìåíèòü ëåììó 6.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆l îïåðàòîð Ëàïëàñà íà l-ìåðíîé ñôåðå Sl, l ≥ 2. Êàê

èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [44, ïðåäëîæåíèå 3.5 íà ñòð. 97]),

L2(Sl) =
∞∑
m=0

⊕Hm, ∆l|Hm = gl(m)Im, hl(m) := dim Hm,

ãäå Im åñòü åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà hm,

gl(m) = m(m+ l − 1) è hl(m) =
(2m+ l − 1)(m+ l − 2)!

m!(l − 1)!

ïðè m ∈ N ∪ {0}. Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

{σjm|1 ≤ j ≤ h(m)}

ïðîñòðàíñòâà Hm; êàê èçâåñòíî [44, (2.145) è òåîðåìà 2.9],

σ11 = 1 è
h(m)∑
j=1

σjm(y1)σjm(y2) = (2m+ l − 1)(l − 1)−1G(l−1)/2
m (yt1y2)

ïðè {y1, y2} ⊆ Sl, m ∈ N ∪ {0}. Ïóñòü f ∈ L2(Sl); ïîëîæèì

f =
∞∑
m=0

Hm(f), Hm(f) =

h(m)∑
j=1

a(f ; j,m)σjm(x), Hm(f, x) := Hm(f)(x)
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ïðè x ∈ Sl, ãäå

a(f ; j,m) =

∫
Sl

Hm(f, x)σjm(x)dλl(x),

òàê ÷òî

Hm(f, x) =
2m+ l − 1

l − 1

∫
Sl

G(l−1)/2
m (xty)f(y)dλl(y) ïðè m ∈ N ∪ {0} (4.4.28)

è, â ÷àñòíîñòè,

H0(f, x) =

∫
Sl

f(y)dλl(y).

Áîëåå òîãî,

a(f ; j,m) = (m(m+ l − 1))−α
∫
Sl

Hm(f, x)∆α
l σjm(x)dλl(x),

è ïîòîìó èç ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè îïåðàòîðà ∆l ñëåäóåò, ÷òî

Hm(f, x) =
2m+ l − 1

(l − 1)(m(m+ l − 1))α

∫
Sl

∆α
l f(y)G(l−1)/2

m (xty)dλl(y) (4.4.29)

ïðè {m,α} ⊆ N è f ∈ L2(Sl) ∩ C∞(Sl). Îáîçíà÷èì ÷åðåç |x − y| ðàññòîÿíèå

ìåæäó òî÷êàìè x, y ïðîñòðàíñòâà Rn, n ∈ N è ïîëîæèì

|x− T | := inf{|x− y| |y ∈ T} ïðè T ⊆ Rn è x ∈ Rn

è

Uδ(ω) := {y|y ∈ Sl, |y − ω| ≤ δ} ïðè ω ⊆ Sl è δ ∈ R+.

Ïóñòü

f0 : [−1, 1]→ [0, 1], f0(x) := exp(x2(x2 − 1)−1) ïðè |x| ≤ 1

è

f(x) :=

 f0(x) ïðè |x| ≤ 1

0 ïðè |x| ≥ 1.
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Ïðè 0 < δ < 1/4 è e1 :=


1

0

...

0

 ïîëîæèì

c(δ) := (

∫
Uδ({e1})

f0(
|e1 − y|

δ
)dλl(y))−1.

Ïóñòü ω ∈ Ω; ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå õàðàêòeðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ìíîæåñòâ

ω è Uδ(ω):

χ(1) : Sl → {0, 1}, χ(1)(x) :=

 1 ïðè x ∈ ω

0 ïðè x ∈ Sl \ ω

χ(2) : Sl → {0, 1}, χ(2)(x) :=

 1 ïðè x ∈ Uδ(ω)

0 ïðè x ∈ Sl \ Uδ(ω)

è îïðåäåëèì ôóíêöèè

χ
(j)
δ : Sl → [0, 1], χ

(j)
δ : x 7→ c(δ)

∫
Sl

χ(j)(y)f(
|e1 − y|

δ
)dλl(y), j ∈ {1, 2}.

ßñíî, ÷òî χ(j)
δ ∈ C∞(Sl) ïðè j ∈ {1, 2}; ïîëîæèì, äëÿ êðàòêîñòè,

H(j)
m (δ;x) := Hm(χ

(j)
δ , x).

Ëåììà 4.4.9. Ïðè j ∈ {1, 2} èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

χ
(j)
δ (Sl \ Ujδ(ω)) = {0}, χ(1)

δ (ω \ Uδ(∂ω)) = χ
(2)
δ (ω) = {1} (4.4.30)

è

max{|H(j)
m (δ;x)| |x ∈ Sl} �ω,α

m(l−3)/2

(mδ)2α−1
ïðè α ∈ N. (4.4.31)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèÿ (30) ëåãêî ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ

ôóíêöèé χ(j)
δ ; äîêàæåì (31). Ïî ïîñòðîåíèþ,

max{|∆α
l χ

(j)
δ (x)| |x ∈ Sl} �w,α δ

−2α (4.4.32)
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è

∆α
l χ

(j)
δ (x) = 0 ïðè x ∈ Sl \ Ujδ(∂w). (4.4.33)

Èç ñîîòíîøåíèé (29), (32), (33) è èçâåñòíîé îöåíêè (ñì., íàïðèìåð, [116, ñòð.

226])

G(l−1)/2
m (cosϕ)� ϕ−(l−1)/2m(l−3)/2 ïðè 0 ≤ ϕ ≤ π

ñëåäóåò, ÷òî

H(j)
m (δ;x)�w,α

m(l−1)/2

(mδ)2α

∫
Uiδ(∂w)

ϕ−(l−1)/2dλl(y), cosϕ := xty. (4.4.34)

Ïåðåõîäÿ ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì ϕ, z ïîä óñëîâèåì

y = (cosϕ)x+ (sinϕ)z, xtz = 0,

ïîëó÷èì (ñì., íàïðèìåð, [44, ñòð. 7 - 8])

dλl(y) = π−1/2Γ((l + 1)/2)Γ(l/2)−1(sinϕ)(l−1)dϕdλl−1(z),

òàê ÷òî ∫
Ujδ(∂w)

ϕ−(l−1)/2dλl(y)�
∫

Ujδ(∂w)

dϕdλl−1(z)�w δ,

è îöåíêà (34) ïðèíèìàåò âèä:

H(i)
m (δ;x)�w,α δm

(l−1)/2(mδ)−2α.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïîëîæèì

I(j)(δ; ε) :=
∑

1≤m≤δ−1−ε

∑
f(x)=n, x∈Zk

H(j)
m (δ; π(x)) ïðè j ∈ {1, 2},

è ïóñòü

I0(δ; ε) := |I(1)(δ; ε)|+ |I(2)(δ; ε)|.

Ñëåäñòâèå 4.4.5. Ïóñòü k ≥ 3, f ∈ Fk, n ∈ N è ε > 0. Tîãäà

rf(n, ω) = λl(ω)rf(n) +Oω,ε(δrf(n)) +O(I0(δ; ε)). (4.4.35)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñîîòíîøåíèé (30) ñëåäóåò, ÷òî∑
f(x)=n, x∈Zk

χ
(1)
δ (π(x)) ≤ rf(n, ω) ≤

∑
f(x)=n, x∈Zk

χ
(2)
δ (π(x)). (4.4.36)

Ïî ïîñòðîåíèþ,

χ
(j)
δ (y) =

∞∑
m=0

H(j)
m (δ; y) è H(j)

0 (δ; y) =

∫
Sl

χ
(j)
δ (y)(y)dλl(y)

ïðè y ∈ Sl è j ∈ {1, 2} è, çíà÷èò, ââèäó (36),

rf(n, ω) = λl(ω)rf(n) +Oω(δrf(n)) +O(I0(δ; ε)) +O(I1(δ; ε)), (4.4.37)

ãäå

I1(δ; ε) :=
∑

j∈{1,2}

∑
m>δ−1−ε

∑
f(x)=n, x∈Zk

|H(j)
m (δ; π(x))|.

Ñîîòíîøåíèå (31) äà¼ò:

I1(δ; ε)�ω,α rf(n)
∑

m>δ−1−ε

m(l−3)/2

(mδ)2α−1
� rf(n)δ(2α−(l+1)/2)ε−(l−1)/2,

îòêóäà ïðè α > (ε+ 1)(l + 1)(4ε)−1 ïîëó÷àåì

I1(δ; ε)�ω,ε δrf(n). (4.4.38)

Äîêàçûâàåìàÿ îöåíêà (35) ñëåäóåò èç (37) è (38).

Ïîëîæèì

P (j)
m (δ;x) := f(x)m/2H(j)

m (δ; π(x))

è

Θ
(j)
m,δ(z) :=

∑
x∈Zk

P (j)
m (δ;x)e2πif(x)z =

∞∑
n=1

c(j)
m (n)e2πinz,

ãäå

c(j)
m (n) := nm/2

∑
x∈Zk,f(x)=n

H(j)
m (δ; π(x)),

ïðè j ∈ {1, 2}, m ∈ N è z ∈ H.
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Ëåììà 4.4.10. Ïóñòü k ≥ 3, f ∈ Fk, {m,α} ⊆ N, j ∈ {1, 2}, r := k/2 è

ε > 0. Tîãäà

Θ
(j)
m,δ ∈ Sr+m(N(f), χf)

è

||Θ(j)
m,δ||

2 �f,ω,α,ε
Γ(r +m− 1)mr+ε

(4π)r+m−1
(mr−2(mδ)1−2α)2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëèíîì P
(j)
m (δ;x) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ñôåðè÷åñ-

êèì ïîëèíîìîì îò x ñòåïåíè m è, çíà÷èò,

Θ
(j)
m,δ ∈ Sr+m(N(f), χf),

[146], [157, ïðåäëîæåíèå 2.1 íà ñòð. 456].

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå Γ0(N) - ôóíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü H(N) íà âåðõíåé

ïîëóïëîñêîñòè H, îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìíîæåñòâî ïàðàáîëè÷åñêèõ âåðøèí â

H(N) è ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïîêðûòèå

H(N) =
⋃
b∈B

Vb c b ∈ Vb, Vb ⊆ H.

ßñíî, ÷òî

||Θ(j)
m,δ||

2 =

∫
H(N)

yk−2|Θ(j)
m,δ(z)|2dxdy ≤

∑
b∈B

∫
Vb

ym+r−2|Θ(j)
m,δ(z)|2dxdy. (4.4.39)

Ïóñòü γb ∈ SL2(Z) è γbb = i∞, òîãäà

γbVb ⊆ {x+ iy|{x, y} ⊆ R, 0 ≤ x ≤ 1, y ≥ 1/2}

è ïîòîìó

∫
Vb

ym+r−2|Θ(j)
m,δ(z)|2dxdy ≤

1∫
0

dx

∞∫
1/2

ym+r−2|Θ(j)
m,δ(γ

−1
b z)|2. (4.4.40)

Ïðè a ∈ (Z/NZ)k, N := N(f), ïîëîæèì

Z(a, k) := {x|x ∈ Zk, x = a (mod N)}
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è

Θ
(j)
m,δ(a, z) :=

∑
x∈Z(a,k)

P (j)
m (δ;x)e2πif(x)z =

∞∑
n=1

c(j)
m,a(n)e2πinz,

ãäå

c(j)
m,a(n) := nm/2

∑
x∈Z(a,k),f(x)=n

H(j)
m (δ; π(x)).

Òàê êàê rf(n)�f,ε n
r−1+ε, èç ëåììû 9 ñëåäóåò, ÷òî

c(j)
m,a(n)�f,ω,α,ε n

m/2+r−1+εmr−2(mδ)1−2α ïðè ε > 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñì., íàïðèìåð, [146],

Θ
(j)
m,δ(γz) =

∑
a∈(Z/NZ)k

κ(a, γ)Θ
(j)
m,δ(a, z), κ(a, γ) ∈ C,

ïðè γ ∈ SL2(Z), òàê ÷òî íåðàâåíñòâà (39) è (40) äàþò: ||Θ(j)
m,δ||2 ≤

∑
b∈B

1∫
0

dx

∞∫
1/2

ym+r−2|Θ(j)
m,δ(γ

−1
b z)|2 �f

∑
a∈(Z/NZ)k

1∫
0

dx

∞∫
1/2

ym+r−2|Θ(j)
m,δ(a, z)|

2

=
∑

a∈(Z/NZ)k

∞∫
1/2

ym+r−2
∞∑
n=1

|c(j)
m,a(n)|2e−4πnydy �f,ω,α,ε (mr−2(mδ)1−2α)2Sm,

ãäå

Sm :=
∞∑
n=1

nm+2(r−1)+ε

∞∫
1/2

ym+r−2e−4πnydy = (4π)−(m+r−1)
∞∑
n=1

n(r−1)+εIn,

In :=

∞∫
1/2πn

ym+r−2e−4πydy è, òåì ñàìûì, Sm �
Γ(r +m− 1)mr+ε

(4π)r+m−1
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.4.6. Ïóñòü k ≥ 3, r := k/2, f ∈ Fk, {m,n, α} ⊆ N,

(n, 2d(f)) = (1) è ε > 0. Tîãäà

I0(δ; ε)�f,ω,ε n
νk+(r−1)/2+εδ−µk−(3r−1)/2+ε, (4.4.41)

ãäå νk = µk = 0 ïðè ÷¼òíûõ k è νk = 23/96, µk = 1/4 ïðè íå÷¼òíûõ k.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

β(k;m,n) :=

 1 ïðè 2|k,

m3/4n23/96 ïðè (2, k) = (1)

è ïóñòü j ∈ {1, 2}. Èç ñëåäñòâèÿ 4 (ïðè ÷¼òíûõ k) èëè ëåììû 8 (ïðè íå÷¼òíûõ

k) è ëåììû 10 ñëåäóåò, ÷òî

c(j)
m (n)�f,ω,α,ε

m3(r−1)/2+ε

(mδ)2α−1
n(r+m−1)/2+εβ(k;m,n). (4.4.42)

Ïî îïðåäåëåíèþ,

I(j)(δ; ε) :=
∑

1≤m≤δ−1−ε
n−m/2c(j)

m (n),

òàê ÷òî îöåíêà (42) ñ α = 1 äà¼ò:

I0(δ; ε)�f,ω,ε n
(r−1)/2+εδ−1

∑
1≤m≤δ−1−ε

m(3r−5)/2+εβ(k;m,n),

îòêóäà íåìåäëåííî âûòåêàåò äîêàçûâàåìàÿ îöåíêà (41).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Òàê êàê rf(n)�f,ε n
(k−2)/2+ε ïðè ε > 0, óòâåð-

æäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (35) è (41) ñ δ = n−α(k).

4.5 Îá îäíîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé

Â ýòîì ýòîì ïàðàãðàôå ñ íåçíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè âîñïðîèçâîäèòñÿ

ñîäåðæàíèå ñîâìåñòíîé ðàáîòû [67].

1. Êàê èçâåñòíî, îïðåäåë¼ííûå íàä Q ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå ìîäóëÿðíû,

[168], [54]; äàëüíåéøåå ðàçâèòèå èäåé è òåõíèêè öèòèðîâàííûõ ðàáîò ïîçâî-

ëèëî äîêàçàòü ìîäóëÿðíîñòü ðÿäà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, îïðåäåë¼ííûõ íàä

âïîëíå âåùåñòâåííûìè ïîëÿìè, ñì., íàïðèìåð, [79] è öèòèðîâàííóþ â ýòîé

ðàáîòå ëèòåðàòóðó. Çíà÷èòåëüíî òðóäíåå èññëåäîâàòü ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå,

îïðåäåë¼ííûå íàä äðóãèìè ïîëÿìè. Â íåäàâíåé ðàáîòå [66] ïðåäëîæåí àëãî-

ðèòì, ïîçâîëÿþùèé â ïðèíöèïå ïðîâåðèòü ìîäóëÿðíîñòü ëþáîé êîíêðåòíî
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çàäàííîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä ìíèìûì êâàäðàòè÷íûì ïîëåì, è âïåð-

âûå äîêàçàíà ìîäóëÿðíîñòü òð¼õ òàêèõ êðèâûõ áåç êîìïëåêñíîãî óìíîæå-

íèÿ. Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì àëãîðèòìîì, Ì. Ìèíê â ñâîåé äèïëîìíîé ðàáîòå

[119] äîêàçàëà ìîäóëÿðíîñòü åù¼ îäíîé êðèâîé áåç êîìïëåêñíîãî óìíîæåíèÿ,

îïðåäåë¼ííîé íàä Q(
√
−23). Â ýòîì ïàðàãðàôå ïîäðîáíî îïèñûâàåòñÿ äåé-

ñòâèå ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå [66] àëãîðèòìà íà ïðèìåðå ýòîé êðèâîé, ñð.

[67]. Íå èìåÿ âîçìîæíîñòè ïîäðîáíî îñòàíîâèòüñÿ íà èñòîðèè âîïðîñà, îòìå-

òèì òîëüêî, ÷òî ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä ìíèìûìè êâàäðàòè÷íûìè ïîëÿìè

è ñîîòâåòñòâóþùèå àâòîìîðôíûå ôîðìû èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ ðÿäà àâòîðîâ,

ñì., íàïðèìåð, [162, òåîðåìà 3], [112] è öèòèðîâàííóþ â íåäàâíåì îáçîðå [153]

ëèòåðàòóðó.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ìíèìîå êâàäðàòè÷íîå ïîëÿ K, ïîëîæèì

Gal(K|Q) = {1, τ}

è îáîçíà÷èì ÷åðåç E(K) ìíîæåñòâî ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, îïðåäåë¼ííûõ

íàä ïîëåì K. Ïóñòü E ∈ E(K); îáîçíà÷èì ÷åðåç f(E) âåäóùèé ìîäóëü êðè-

âîé E, ÷åðåç Q2, Q1, Q−1 è Q0 ìíîæåñòâà ïðîñòûõ èäåàëîâ p, äëÿ êîòîðûõ

êðèâàÿ E îáëàäàåò ñîòâåòñòâåííî õîðîøåé, íåðàçëîæèìîé ìóëüòèïëèêàòèâ-

íîé, ðàçëîæèìîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé è àääèòèâíîé ðåäóêöèåé ïî ìîäóëþ p,

òàê ÷òî

P(K) =
⋃

i∈{0,±1,2}

Qi è Q2 = {p|p ∈ P(K), f(E) 6= 0 (p)}.

Ïîëîæèì

a(p) = q + 1− |E(Fq)|, q := Np, ïðè p ∈ Q2,

è a(p) = ε ïðè p ∈ Qε, ε ∈ {−1, 0, 1};

lp(E, t) := 1− a(p)t+ (Np)t2 ïðè p ∈ Q2

è lp(E, t) := 1 + a(p)t ïðè p|f(E).



222

Ïðåäëîæåíèå 4.5.1. Ïóñòü {E,E ′} ⊆ E(K). Åñëè êðèâûå E è E ′ èçîãåííû,

òî

(∀ p ∈ P(K)) lp(E, t) = lp(E
′, t).

Îáðàòíî, ïóñòü

|{p|p ∈ P(K), lp(E, t) 6= lp(E
′, t)}| <∞,

òîãäà êðèâûå E è E ′ èçîãåííû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî òåîðåìà Ôàëòèíãñà [76, ñëåäñòâèå 2 íà ñòð. 361].

Ïî òåîðåìå Õàññå,

| a(p)| ≤ 2Np1/2 ïðè p ∈ P(K). (4.5.1)

Ïîëîæèì

L(E, s) :=
∏

p∈ P(K)

lp(E,Np−s)−1 ïðè s ∈ C3/2.

Ôóíêöèÿ L(E, s) íàçûâàåòñÿ L - ôóíêöèåé Õàññå - Âåéëÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðè-

âîé E.

Ãèïîòåçà 4.5.1. Ïîëîæèì A(E) := (2π)−2(N f(E))1/2| dK |. Ñóùåñòâóåò öå-

ëàÿ ôóíêöèÿ s 7→ Λ(E, s), óäîâëåòâîðÿùàÿ ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ

Λ(E, 2− s) = εΛ(E, s) ïðè s ∈ C ñ ε ∈ {±1} (4.5.2)

è òàêàÿ, ÷òî

Λ(E, s) = A(E)sΓ(s)2L(E, s) ïðè s ∈ C3/2.

Ãèïîòåçà 1 åñòü êëàññè÷åñêàÿ ãèïîòåçà Õàññå - Âåéëÿ, ñð. [154].

Ãèïîòåçà 4.5.2. Çíàê ε â ôóíêöèîíàëüíîì óðàâíåíèè (2) îïðåäåëÿåòñÿ

÷¼òíîñòüþ ðàíãà r(E) êðèâîé E:

ε = (−1)r(E).
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Ãèïîòåçà 2 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ãèïîòåç Á¼ð÷à è Ñâèííåðòîí - Äàéåðà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ñîâîêóïíîñòü ïàðàáîëè÷åñêèõ GL2(AK) - àâòîìîðôíûõ

ôîðì f òèïà (1, n(f),H∞) â ñìûñëå Âåéëÿ [167, ñòð. 143] ïîä óñëîâèåì

Tpf = c(p)f, c(p) ∈ C ïðè p ∈ P(K), n(f) 6= 0 (p),

ãäå AK åñòü êîëüöî àäåëåé ïîëÿ K è Tp ñóòü îïåðàòîðû Ãåêêå.

Ïóñòü f ∈ F. Ðàññìîòðèì ýéëåðîâî ïðîèçâåäåíèå

L(f, s) :=
∏

p∈ P(K)

lp(f,Np−s)−1, (4.5.3)

ãäå

lp(f, t) := 1− c(p)t+ (Np)t2 ïðè p ∈ P(K), n(f) 6= 0 (p)

è

lp(f, t) := 1 + c(p)t, c(p) ∈ {0,±1} ïðè p ∈ P(K), p|n(f).

Êàê èçâåñòíî, áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå (3) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè

s ∈ C3/2 [106].

Ïðåäëîæåíèå 4.5.2. Ïîëîæèì A(f) := (2π)−2(Nn(f))1/2|dK | è îáîçíà÷èì

÷åðåç ε0 ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà èíâîëþöèè Ôðèêå. Ñóùåñòâóåò

öåëàÿ ôóíêöèÿ s 7→ Λ(f, s), óäîâëåòâîðÿùàÿ ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ

Λ(f, 2− s) = −ε0Λ(f, s) ïðè s ∈ C (4.5.4)

è òàêàÿ, ÷òî

Λ(f, s) = A(f)sΓ(s)2L(f, s) ïðè s ∈ C3/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì àâòîìîðôíóþ ïàðó f, f̃ . Òàê êàê ôóíêöèÿ f̃

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðîâ Ãåêêå ñ òåìè æå ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè, ÷òî è ôóíêöèÿ f [167, ñòð. 45], èç èçâåñòíîé òåîðåìû îá îä-

íîêðàòíîñòè ñïåêòðà [147], [106] ñëåäóåò, ÷òî f̃ = λf ñ λ ∈ C∗. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, f̃ = Jf , ãäå J - îïåðàòîð èíâîëþöèè Ôðèêå. Ïîýòîìó äîêàçûâàåìîå

óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç [167, òåîðåìà 6].
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Ãèïîòåçà 4.5.3. Ïðè p ∈ P(K) è n(f) 6= 0(p) èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

íåðàâåíñòâî:

|c(p)| ≤ 2Np1/2.

Ãèïîòåçà 3 äî ñèõ ïîð íå äîêàçàíà. Ýòà ãèïîòåçà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ãèïîòåçû

Ðàìàíóäæàíà - Ïåòåðñîíà, äîêàçàííîé Äåëèíåì [63].

Îáîçíà÷åíèÿ. Ïîëîæèì n1(f) := (2dK)n(f) ïðè f ∈ F;

R(K) := {f |f ∈ F, (∀ p ∈ P(K)) lp(f, t) ∈ Q[t]}

M(K) := {(E, f)|E ∈ E(K), f ∈ F, (∀ p ∈ P(K)) lp(E, t) = lp(f, t)}.

è

M1(K) := {(E, f)|E ∈ E(K), f ∈ F, f(E) = n(f),

lp(E, t) = lp(f, t) ïðè p ∈ P(K), p|n1(f)}.

Îïðåäåëåíèå 4.5.1. Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ E íàçûâàåòñÿ ìîäóëÿðíîé

êðèâîé, åñëè (∃f ∈ F) (E, f) ∈M(K).

Ñëåäñòâèå 4.5.1. Ïóñòü (E, f) ∈M(K). Òîãäà

f ∈ R(K), n(f) = f(E),

ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ E óäîâëåòâîðÿåò ãèïîòåçå 1 è àâòîìîðôíàÿ

ôîðìà f óäîâëåòâîðÿåò ãèïîòåçå 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2 è

îöåíêè (1).

Ñëåäñòâèå 4.5.2. Ìîäóëÿðíûå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå E è E ′ èçîãåííû

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(∃f ∈ F) {(E, f), (E ′, f)} ⊆ M(K).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1 è

ñèëüíîé òåîðåìû îäíîêðàòíîñòè [147], [106].



225

Ñëåäóÿ [38], ðàññìîòðèì ìîäóëü Òýéòà T2(E) è äâóìåðíîå äèàäè÷åñêîå ïðåä-

ñòàâëåíèå

ρE : GK → Aut V2(E),

îïèñûâàþùåå äåéñòâèå ãðóïïû Ãàëóà GK íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå

V2(E) := T2(E)⊗Z2
Q2

íàä ïîëåì Q2. Ïóñòü p ∈ P(K). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(p) êëàññ àâòîìîðôèçìà

Ôðîáåíèóñà â ãðóïïå GK , ñîîòâåòñòâóþùèé "òî÷êå" p. Åñëè

2f(E) 6= 0 (p), òî ïðåäñòàâëåíèå ρE íå ðàçâåòâëåíî â òî÷êå p è õàðàêòåðèñòè-

÷åñêèé ïîëèíîì îïåðàòîðà ρE(ϕ(p)) ðàâåí lp(E, t), ò.å.

tr ρE(ϕ(p)) = a(p) è det ρE(ϕ(p)) = Np.

Áîëåå òîãî,

ρE(GK) ⊆ Aut T2(E) è Aut T2(E) ∼= GL2(Z2);

â äàëüíåéøåì, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ρE(GK) ⊆ GL2(Z2). (4.5.5)

Ïðåäñòàâëåíèÿ ρE, îòâå÷àþùèå ýëëèïòè÷åñêèì êðèâûì E áåç êîìïëåêñíî-

ãî óìíîæåíèÿ, íåïðèâîäèìû. Âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíû, íàïðèìåð, â

öèòèðîâàííîé âûøå ìîíîãðàôèè [38].

Ñëåäñòâèå 4.5.3. Ïóñòü {E,E ′} ⊆ E(K). Åñëè êðèâûå E è E ′ íå èìåþò

êîìïëåêñíîãî óìíîæåíèÿ, íå èçîãåííû è

L(E, s) = L(E ′, s) (4.5.6)

òî èçîãåííû êðèâûå E ′ è τE.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

W1 := V2(E), W2 := V2(τE), W3 := V2(E
′), W4 := V2(τE

′)
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è îáîçíà÷èì ÷åðåç ρi ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ãàëóà GK íà âåêòîðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå Wi, 1 ≤ i ≤ 4. Èç ðàâåíñòâà (6) è òåîðåìû ïëîòíîñòè ×åáîòàð¼âà

ñëåäóåò, ÷òî

tr (ρ1 ⊕ ρ2) = tr (ρ3 ⊕ ρ4)

è ïîòîìó [1, ãë. VIII, �12, no.1, ïðåäëîæåíèå 3]

ρ1 ⊕ ρ2
∼= ρ3 ⊕ ρ4.

Çíà÷èò, ρ3
∼= ρ1 èëè ρ3

∼= ρ2; ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1, êðèâàÿ

E ′ èçîãåííà îäíîé èç êðèâûõ E èëè τE.

Ïóñòü f ∈ R(K). Ñëåäóÿ ðàáîòàì [162], [48], ïîñòðîèì íåïðèâîäèìîå ïðåä-

ñòàâëåíèå

ρf : GK → GL2(Q̄2),

óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

ρf(GK) ⊆ GL2(OR), (4.5.7)

ãäå OR åñòü êîëüöî öåëûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ R è

Q2 ⊆ R ⊆ Q̄2, [R : Q2] ≤ 4;

åñëè p ∈ P(K) è n1(f) 6= 0 (p), òî ïðåäñòàâëåíèå ρf íå ðàçâåòâëåíî â òî÷êå p

è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì îïåðàòîðà ρf(ϕ(p)) ðàâåí lp(E, t), ò.å.

tr ρf(ϕ(p)) = c(p) è det ρf(ϕ(p)) = Np.

Ïóñòü {p, q} ⊆ P(K), n1(f) 6= 0 (p), n1(f) 6= 0 (q) è

lp(f, t) = (1− α(p)t)(1− β(p)t), lq(f, t) = (1− α(q)t)(1− β(q)t);

åñëè c(q) 6= 0 è α(p) 6= β(p), òî ïîëå

R = Q2(α(p), α(q)). (4.5.8)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (7).
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Ñëåäñòâèå 4.5.4. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

M(K) = {(E, f)|(E, f) ∈M1(K), ρE ∼= ρf}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (E, f) ∈M1(K), òîãäà f(E) = n(f) è

lp(E, t) = lp(f, t) ïðè p|n1(f); åñëè, êðîìå òîãî, ρE ∼= ρf , òî

a(p) = tr ρE(ϕ(p)) = tr ρf(ϕ(p)) = c(p)

ïðè p - n1(f), òàê êàê 2f(E)| n1(f). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

M(K) ⊇ {(E, f)|(E, f) ∈M1(K), ρE ∼= ρf}.

Ïóñòü (E, f) ∈M(K), òîãäà

lp(E, t) = lp(f, t) ïðè p ∈ P(K). (4.5.9)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (9) ñëåäóåò, ÷òî (E, f) ∈M1(K) è

tr ρE(ϕ(p)) = a(p) = c(p) = tr ρf(ϕ(p)) ïðè p - n1(f), p ∈ P(K). (4.5.10)

Èç òåîðåìû ïëîòíîñòè ×åáîòàð¼âà è ñîîòíîøåíèÿ (10) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî

{σ | σ ∈ GK , tr ρE(σ) = tr ρf(σ)}

ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîì ãðóïïû GK . Çíà÷èò, tr ρE = tr ρf ; ïîýòî-

ìó èç [1, ãë. VIII, �12, no.1, ïðåäëîæåíèå 3] ñëåäóåò, ÷òî ρE ∼= ρf , òàê êàê

ïðåäñòàâëåíèÿ ρE è ρf íåïðèâîäèìû è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëóïðîñòû. Òàêèì

îáðàçîì,

M(K) ⊆ {(E, f)|(E, f) ∈M1(K), ρE ∼= ρf}.

Òåì ñàìûì ñëåäñòâèå 4 äîêàçàíî.

2. Íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî ïðîñòûõ ðåçóëüòàòîâ èç òåîðèè ãðóïï. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç Cn öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó ïîðÿäêà n è ÷åðåç Sn ñèììåòðè÷åñêóþ

ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ. Êàê èçâåñòíî,

GL2(F2) = SL2(F2) è GL2(F2) ∼= S3.
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Ëåììà 4.5.1. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèÿ

ρ1, ρ2 : S3 → GL2(F2).

Åñëè

Ker ρ1 = Ker ρ2 = C1,

òî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ1 è ρ2 ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ýòîì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ.

Ëåììà 4.5.2. Ïóñòü γ ∈ GL2(F2), òîãäà

tr γ = 0⇔ γ2 = 1.

Proof. Â ýòîì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ.

Êàê èçâåñòíî, ãðóïïà S3 ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè ζ := (12) è

η := (13), à ãðóïïà S4 - öèêëàìè ω1 := (1324) è ω2 := (1234). Îïðåäåëèì

ýïèìîðôèçìû

τ1 : S4 × C2 → S3 × C2, τ1 : (ω1, 1) 7→ (ζ, 1), (ω2, 1) 7→ (η, 1), (1, ζ) 7→ (1, ζ)

è

τ2 : S4 × C2 → S4, τ2 : (α, β) 7→ (α, 1) ïðè α ∈ S4, β ∈ C2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ord γ ïîðÿäîê ãðóïïîâîãî ýëåìåíòà γ.

Ëåììà 4.5.3. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

Ker τ1
∼= C2

2 è Ker τ2
∼= C2.

Ïóñòü γ ∈ S4 × C2, òîãäà

ord γ = 6⇔ ord τ1(γ) = 6 è ord γ = 4⇔ ord τ2(γ) = 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ýòîì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ.

Ðàññìîòðèì ãðóïïó

G := {(m,n) | m ∈M2(F2), n ∈ GL2(F2)},
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îïðåäåëèâ ãðóïîâóþ îïåðàöèþ ïî ôîðìóëå

(m1, n1) · (m2, n2) := (m1 + n1m2n
−1
1 , n1n2)

ïðè {(m1, n1), (m2, n2)} ⊆ G. Ïîëîæèì

M
(0)
2 (F2) := {a | a ∈M2(F2), tr a = 0}

è ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó

G(0) := {(m,n) | m ∈M (0)
2 (F2), n ∈ GL2(F2)};

ãðóïïû G. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

g : G→ F2, g : (m,n) 7→ tr (m · n) ïðè (m,n) ∈ G

è ïîëîæèì g0 := g | G(0).

Ëåììà 4.5.4. Ãðóïïà G(0) èçîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ S4 × C2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

v0 =

 1 0

0 1

 , v1 =

 1 1

0 1

 , v2 =

 1 0

1 1

 , v3 =

 0 1

1 0


çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöû {v0, v1, v2} îáðàçóþò áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà

M
(0)
2 (F2) íàä ïîëåì F2 è v3 = v1 + v2, è îòîæäåñòâèì GL2(F2) ñ S3, âîñïîëü-

çîâàâøèñü èçîìîðôèçìîì

ι : S3 → GL2(F2), ι : (12) 7→

 0 1

1 0

 , ι : (13) 7→

 1 0

1 1

 .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî G(0) = H1 ×H2, ãäå

H1 := {(0, ν), (vi, ν) | 1 ≤ i ≤ 3, ν ∈ S3} è H2 := {(0, (1)), (v0, (1))}

ñ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ

(vk, σ) · (vi, τ) = (vk + vσ(i), στ), {σ, τ} ⊆ S3, 0 ≤ i, k ≤ 3, (4.5.11)
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ãäå σ(0) = 0 ïðè σ ∈ S3. ßñíî, ÷òî H2
∼= C2. Ðàññìîòðèì ãðóïïó Êëåéíà

B2 := {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

è îïðåäåëèì ìîíîìîðôèçì

ϑ(0) : B2 →M
(0)
2 (F2), ϑ

(0) : (13)(24) 7→ v2, (14)(23) 7→ v1.

Òàê êàê

S4 =
⋃
σ∈S3

B2σ,

îòîáðàæåíèå

ϑ : S4 → H1, ϑ : ασ 7→ (ϑ(0)(α), σ), α ∈ B2, σ ∈ S3,

åñòü èçîìîðôèçì. Òàêèì îáðàçîì, S4
∼= H1 è, çíà÷èò, G(0) ∼= S4× C2. Ëåììà

äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç j : G(0) → S4 × C2 ïîñòðîåííûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû

4 èçîìîðôèçì.

Ëåììà 4.5.5. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

g−1
0 ({1}) = {σ | σ ∈ G(0), ord σ ∈ {4, 6}}. (4.5.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå (12) âûòåêàåò èç çàêîíà óìíîæåíèÿ (11) è

îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ g0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(L|k) âåäóùèé ìîäóëü êîíå÷íîãî àáåëåâà ðàñøèðåíèÿ L|k

ïîëåé àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

Ëåììà 4.5.6. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå öèêëè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ðàñøèðåíèå

T |k ïîëåé àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ñòåïåíè l := [T : k]. Åñëè l ∈ P, òî

f(T |k) =
∏

p∈P(k)

pα(p), α(p) ∈ Z,

ãäå

α(p) ∈ {0, 1} ïðè p - l è 2 ≤ α(p) ≤ le(p, l)

l − 1
+ 1 ïðè p| l.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [60, ñòð. 149-150, 487].

3. Â ýòîì ðàçäåëå èçëàãàåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ìåòîä Ôàëòèíãñà - Ñåððà (ñð.

[66], [155], [152]). Ðàññìîòðèì äâà íåïðåðûâíûõ äèàäè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèÿ

ρ1, ρ2 : GK → GL2(Z2);

ïðè i ∈ {1, 2}, ïîëîæèì χi := tr ρi è îáîçíà÷èì ÷åðåç

ρ̄i : GK → GL2(F2)

ðåäóêöèþ ïðåäñòàâëåíèÿ ρi ïî ìîäóëþ 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ρ̄1 = ρ̄2, ρ̄1(GK) = GL2(F2), det ρ1 = det ρ2

è ïðåäñòàâëåíèÿ ρ1 è ρ2 íå ðàçâåòâëåíû âíå êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà S ìíî-

æåñòâà ïðîñòûõ èäåàëîâ P(K) ïîëÿ K. Ïóñòü Ker ρ̄1 = GL, òîãäà L|K åñòü

êîíå÷íîå íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå è Gal(L|K) ∼= S3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M

ìíîæåñòâî ïîëåé M òàêèõ, ÷òî L ⊆ M ⊆ Q̄ è M |K ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì íîð-

ìàëüíûì ðàñøèðåíèåì, íå ðàçâåòâë¼ííûì â òî÷êàõ ìíîæåñòâà P(K)\S. Ïðè

M ∈M, p ∈ P(K), P ∈ P(L), P|p îïðåäåëèì fM(p) ðàâåíñòâîì

NM/KP = pfM (p).

Ëåììà 4.5.7. Ïóñòü χ1 6= χ2. Òîãäà íàéä¼òñÿ ïîëå M , óäîâëåòâîðÿþùåå

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) M ∈M;

(ii) ãðóïïà Ãàëóà Gal(M |K) èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ãðóïïû S4 × C2;

(ii), fM(p) ∈ {4, 6} ïðè íåêîòîðîì p â P(K) \ S;

(iv), fM(p) ∈ {4, 6} ⇒ χ1(ϕ(p)) 6= χ2(ϕ(p)) äëÿ ëþáîãî p â P(K) \ S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

r := max{s|s ∈ N, χ1 = χ2 (mod 2s)}. (4.5.13)
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Èç íåðàâåíñòâà χ1 6= χ2 ñëåäóåò, ÷òî r ∈ N. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

ρ1 = (1 + 2rµ)ρ2

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè µ : GK → M2(Z2), ñì. [156, òåîðåìà 1] è [66, çàìå÷à-

íèå 6]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ̄ : GK → M2(F2) ðåäóêöèþ ôóíêöèè µ ïî ìîäóëþ

2. Îòîáðàæåíèå

h : GK → G, h : σ 7→ (µ̄(σ), ρ̄1(σ)) ïðè σ ∈ GK

åñòü ãîìîìîðôèçì è h(GK) ⊆ G(0), òàê êàê

det ρ1 = det ρ2 è det (1 + 2rµ) = 1 + 2rtr µ (mod 2r+1)

è ïîòîìó tr µ̄ = 0. Ïóñòü

M := {x | x ∈ K̄, σx = x ïðè σ ∈ Ker h}.

Òîãäà M ∈ M, Ker h = GM , Gal(M |K) ∼= h(GK), fM(p) = ord h(ϕ(p)) ïðè

p ∈ P(K)\S è, ââèäó ëåììû 6, ãðóïïà Ãàëóà Gal(M |K) èçîìîðôíà ïîäãðóïïå

ãðóïïû S4 × C2. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

h0 := g ◦ h, h0 : GK → F2, h0 : σ 7→ tr (µ̄(σ)ρ̄1(σ)) ïðè σ ∈ GK .

Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 5,

h0(σ) = 1⇔ ord h(σ) ∈ {4, 6}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(∀p ∈ P(K) \ S) fM(p) /∈ {4, 6}. (4.5.14)

Òîãäà ord h(ϕ(p)) /∈ {4, 6} è ïîòîìó

0 = h0(ϕ(p)) = tr (µ̄(ϕ(p))ρ̄1(ϕ(p))) = (χ1(ϕ(p))− χ2(ϕ(p)))2−r (mod 2),

òî åñòü

|χ1(ϕ(p))− χ2(ϕ(p))|2 ≤ 2−r−1 ïðè p ∈ P(K) \ S. (4.5.15)
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Ïî òåîðåìå ïëîòíîñòè ×åáîòàð¼âà, èç ñîîòíîøåíèÿ (15) ñëåäóåò, ÷òî

χ1 = χ2 (mod 2r+1).

Òàê êàê ïîñëåäíåå ñðàâíåíèå ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ (13), ñîîòíîøåíèå

(14) íå èìååò ìåñòà; çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïðîñòîé èäåàë p â P(K) \ S, äëÿ

êîòîðîãî fM(p) ∈ {4, 6} è ïîòîìó

1 = h0(ϕ(p)) = tr (µ̄(ϕ(p))ρ̄1(ϕ(p))) = (χ1(ϕ(p))− χ2(ϕ(p)))2−r (mod 2),

îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî χ1(ϕ(p)) 6= χ2(ϕ(p)). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.5.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëåéM |K ñM ∈

M èç ñîîòíîøåíèÿ Gal(M |K) ∼= S3 × C2 ñëåäóåò, ÷òî

(∃p ∈ P(K) \ S) fM(p) = 6 è χ1(ϕ(p)) = χ2(ϕ(p)),

à èç ñîîòíîøåíèÿ Gal(M |K) ∼= S4 ñëåäóåò, ÷òî

(∃p ∈ P(K) \ S) fM(p) = 4 è χ1(ϕ(p)) = χ2(ϕ(p)).

Òîãäà ρ1
∼= ρ2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ1 è ρ2 íå ýêâèâàëåíò-

íû. Òîãäà, òàê êàê ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ íåïðèâîäèìû, èç èçâåñòíîé è óæå öè-

òèðîâàííîé ëåììû [1, ãë. VIII, �12, no. 1, ïðåäëîæåíèå 3] ñëåäóåò, ÷òî χ1 6= χ2

è, çíà÷èò, ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé ëåììå 7, ñóùåñòâóþò ïîëå M â M, ãî-

ìîìîðôèçì h3 : GK → S4×C2 ïîä óñëîâèåì h3(GK) ∼= Gal(M |K) è ïðîñòîé

èäåàë p â P(K) \ S ñ fM(p) ∈ {4, 6}. Îòîáðàæåíèÿ

h0, h3 := j ◦ h, h1 := τ1 ◦ h3, h2 := τ2 ◦ h3, g1 := g0 ◦ j−1, τ1, τ2

îáðàçóþò êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ñ òî÷íîé íèæíåé ñòðîêîé:

S4 × C2

GK

S3 × C2 S41 1

F2

h3

τ1 τ2

h0

h1 h2

g1
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Ïîëîæèì

Mi := {x|x ∈ K̄, σx = x ïðè σ ∈ Ker hi}, i = 1, 2,

è çàìåòèì, ÷òî

Ker h3 = GM , Ker hi = GMi
, Gal(Mi|K) ∼= hi(GK) èMi ⊆M

ïðè i ∈ {1, 2}. Òàê êàê M ∈M è Gal(L|K) ∼= S3, ñóùåñòâóåò ýïèìîðôèçì

j0 : h3(GK)→ S3;

ïóñòü h0 := j0 ◦ h3, òîãäà Ker h0 = GL. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Ker hi ⊆ Ker h0

è ïîòîìó L ⊆ Mi ïðè i = 1, 2. Èòàê, {M1,M2} ⊆ M. Ïóñòü σ ∈ ϕ(p), òî-

ãäà ord h3(σ) ∈ {4, 6} è ïîòîìó èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî ord h1(σ) = 6 èëè

ord h2(σ) = 4. Òàêèì îáðàçîì,

h1(GK) = S3 × C2 èëè h2(GK) = S4. (4.5.16)

Ïî óñëîâèþ ëåììû, èç äèçúþíêöèè (16) âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîñòîé

èäåàë p, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

p ∈ P(K) \ S, χ1(ϕ(p)) = χ2(ϕ(p)) è (fM1
(p) = 6 èëè fM2

(p) = 4).

Íî ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî èäåàëà ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ïîëÿ M ïî

ëåììå 7. Òåì ñàìûì, ëåììà 8 äîêàçàíà.

4. Ïîëîæèì òåïåðü K = Q(
√
−23) è ïóñòü

ω :=
1 +
√
−23

2
.

Òîãäà oK = Z ⊕ ωZ, dK = −23 è hK = 3. Ïóñòü p ∈ P . Îáîçíà÷èì ÷åðåç pp

îäèí èç ïðîñòûõ èäåàëîâ êîëüöà oK ïîä óñëîâèåì pp ∈ P(K), pp|p è ïîëîæèì

poK = ppp̄p ïðè poK 6∈ P(K), òàê ÷òî, íàïðèìåð,

23oK = p2
23, p̄23 = p23, 3oK = p3p̄3, 5oK = p5.
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Ïîëîæèì

N := {p2, p̄2, p3, p̄3, p23} è m := (2)3(3)2p23.

Ðàññìîòðèì ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ

E : y2 + (ω + 1)xy + y = x3 + (ω + 1)x2 − 7x+ (5− 3ω) (4.5.17)

è îáîçíà÷èì ÷åðåç f ïàðàáîëè÷åñêóþ ôîðìó f44 èç ñïèñêà Ëèíãõàìà [112, ãë.

7].

Ëåììà 4.5.9. Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ E íå èìååò êîìïëåêñíîãî óìíîæå-

íèÿ è ðàíê E ðàâåí 1; f ∈ R(K) è Λ(f, 2− s) = −Λ(f, s) ïðè s ∈ C;

(E, f) ∈M1(K), f(E) = n(f) = p2p
3
3p̄3, n1(f) := (46) · n(f);

a(p) = c(p) ïðè Np < 50, p ∈ P(K),

è

c(p2) = c(p5) = 1, c(p̄2) = c(p13) = −2, c(p3) = 0,

c(p̄3) = c(p̄13) = c(p23) = −1, c(p7) = 6, c(p29) = −6,

c(p̄29) = −9, c(p31) = c(p̄47) = 3, c(p̄31) = −10,

c(p41) = −8, c(p̄41) = c(p47) = 5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòè óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíû â öèòèðîâàííîé âûøå äèññåð-

òàöèè Ëèíãõàìà [112, ãë. 7].

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.5.1. Àâòîìîðôíàÿ ôîðìà f è ýëëèïòè÷åñêÿ êðèâàÿ (17) ñâÿçàíû

ñîîòíîøåíèåì (E, f) ∈M(K).

Ñëåäñòâèå 4.5.5. Êðèâàÿ E óäîâëåòâîðÿåò ãèïîòåçàì 1 è 2, à àâòîìîðô-

íàÿ ôîðìà f - ãèïîòåçå 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 1, ñëåäñòâèÿ 1 è

ëåììû 9.
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Òåîðåìà 4.5.2. Äèàäè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ρE è ρf ýêâèâàëåíòíû.

Tåîðåìà 1 âûòåêàåò èç òåîðåìû 2, ñëåäñòâèÿ 4 è ëåììû 9. Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü

òåîðåìó 2.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (8) è ëåììû 9 ñëåäóåò, ÷òî ïîëå

R = Q2(α(p41), α(p̄31)) = Q2(
√
−1,
√
−6)

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (7). Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ïîëîæèì

R := Q2(
√
−1,
√
−6); (4.5.18)

îáîçíà÷èâ ÷åðåç mR ìàêñèìàëüíûé èäåàë êîëüöà OR, ïîëó÷èì

OR/mR
∼= F2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ρ̄E : GK → GL2(F2)

ðåäóêöèþ ïðåäñòàâëåíèÿ ρE ïî ìîäóëþ (2) (ñð. (5)) è ÷åðåç

ρ̄f : GK → GL2(F2)

ðåäóêöèþ ïðåäñòàâëåíèÿ ρf ïî ìîäóëþ mR (ñð. (7) è (18)). Ïóñòü

Ker ρ̄E = GL è Ker ρ̄f = GL′,

òîãäà L|K è L′|K ñóòü êîíå÷íûå íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé ñ

Gal(L|K) ∼= ρ̄E(GK) è Gal(L′|K) ∼= ρ̄f(GK).

Ëåììà 4.5.10. Ïîëå L ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèòîì äâóõ ïîëåé K1 è K2 ïîä óñëî-

âèåì

[K1 : K] = 3, [K2 : K] = 2, K2
∼= Q[t]/(f(t)),

ãäå f(t) := t4 − t3 + 8t2 − t+ 1. Êðîìå òîãî,

dL = 213 · 37 · 236, Gal(L|K) ∼= S3

è, çíà÷èò, ρ̄E(GK) = GL2(F2).



237

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåä¼ì óðàâíåíèå (17) ê ôîðìå Âåéåðøòðàññà

E : y2 = F (x), F (t) := t3 +
7ω − 1

4
t2 +

ω − 13

2
t+

21

4
− 3ω =

3∏
i=1

(t− αi)

è ïîëîæèì K1 := K(α1). Ïî ïîñòðîåíèþ, L = K(α1, α2, α3); ñòàíäàðòíûå

àëãîðèôìû [144] ïðèâîäÿò ê ñôîðìóëèðîâàííûì ðåçóëüòàòàì.

Ñëåäñòâèå 4.5.6. Ðàñøèðåíèÿ ïîëåé L|K è L′|K íå ðàçâåòâëåíû â òî÷êå

p ïðè p ∈ P(K) \N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p ∈ P(K) \N. Èç ëåìì 9 è 10 ñëåäóåò, ÷òî n1(f) 6=

0 (mod p) è dL 6= 0 (mod p), çíà÷èò, ðàñøèðåíèÿ L|K è L′|K íå ðàçâåòâëåíû

â òî÷êå p.

Ñëåäñòâèå 4.5.7. Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

|ρ̄f(GK)| /∈ {1, 2}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 2, òàê êàê

tr ρ̄f(ϕ(p5)) = 1, ïî ëåììå 9.

Ðàññìîòðèì ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë k è, ïðè a ∈ I0(k), ïîëîæèì

J(a) := {A|A = BC−1, {B, C} ⊆ I0(k), (BC, a) = (1)},

P r(a) := {(α)|α ∈ k∗, α = 1 (mod a)}, H(a) := J(a)/Pr(a);

îáîçíà÷èì ÷åðåç k(a)|k àáåëåâî ðàñøèðåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå (ïî îäíîé èç

òåîðåì òåîðèè ïîëåé êëàññîâ) ãðóïïå H(a), è îòîæäåñòâèì, íå íàðóøàÿ îáù-

íîñòè, ãðóïïû H(a) è Gal(k(a)|k). Îáîçíà÷èì ÷åðåç B̂ ãðóïïó õàðàêòåðîâ

êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû B.

Ëåììà 4.5.11. Ãðóïïà ρ̄f(GK) íå èçîìîðôíà ãðóïïå C3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì P0 := {p7, p13}. ßñíî, ÷òî

P0 ⊆ P(K) \N ;
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c äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ëåììû 9,

(∀q ∈ P0)tr ρ̄f(ϕ(q)) = 0. (4.5.19)

Äîïóñòèì, ÷òî |ρ̄f(GK)| = 3. Òîãäà L′|K åñòü öèêëè÷åñêîå ðàñøèðåíèå

òðåòüåé ñòåïåíè, è ïîòîìó, â ñèëó ëåììû 6 è ñëåäñòâèÿ 6,

K ⊆ L′ ⊆ K(m).

Ïóñòü χ ∈ Ĥ(m) è Ker χ = Gal(K(m)|L′), òîãäà ord χ = 3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

χ(p7) 6= 1 èëè χ(p13) 6= 1 [144] è ïîòîìó ñóùåñòâóåò ïðîñòîé èäåàë q ïîä

óñëîâèåì

ord ρ̄f(ϕ(q)|L′)) = 3 è q ∈ P0.

Èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ è ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî

(∃p ∈ P0)tr ρ̄f(ϕ(p)) = 1. (4.5.20)

Ñîîòíîøåíèÿ (19) è (20) ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó, è çíà÷èò |ρ̄f(GK)| 6= 3.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.5.8. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

ρ̄f(GK) = GL2(F2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ëåììû 11 è ñëåä-

ñòâèÿ 7.

Ëåììà 4.5.12. Ïðåäñòàâëåíèå ρf : GK → GL2(Q̄2) ýêâèâàëåíòíî íåêîòî-

ðîìó ïðåäñòàâëåíèþ ρ̌f : GK → GL2(Z2) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 8, ïðåäñòàâëåíèå ρ̄f àáñîëþòíî íå-

ïðèâîäèìî. Èç òåîðåìû ïëîòíîñòè ×åáîòàð¼âà è ëåììû 9 ñëåäóåò, ÷òî

tr ρf(GK) ⊆ Q2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ρf(GK) ⊆ GL2(OR) è OR ∩ Q2 = Z2.

Çíà÷èò, tr ρf(GK) ⊆ Z2 è ñóùåñòâîâàíèå èñêîìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ̌f ñëåäóåò

èç [156, ñëåäñòâèå 5] (cf. [66, òåîðåìà 5.5]).
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Â ñèëó ëåììû 10 è ñëåäñòâèÿ 8,

Gal(L|K) ∼= Gal(L′|K) ∼= S3

îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû êâàäðàòè÷íûå ðàñøèðåíèÿ K2|K è K ′2|K ïîä óñëî-

âèåì

K ⊆ K2 ⊆ L è K ⊆ K ′2 ⊆ L′.

Ëåììà 4.5.13. Ïîëÿ K2 è K
′
2 ñîâïàäàþò: K2 = K ′2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 11, èç ëåììû 6 è ñëåä-

ñòâèÿ 6 âûòåêàåò âêëþ÷åíèå

K ⊆ K2 ·K ′2 ⊆ K(m).

Ïóñòü {ψ, ψ′} ⊆ Ĥ(m), Ker ψ = G(K(m)|K2) è Ker ψ′ = G(K(m)|K ′2). Ïóñòü

p ∈ P(K)\N; ÿñíî, ÷òî ïðîñòîé èäåàë p ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ðàçëè÷íûõ

ïðîñòûõ èäåàëîâ â ïîëå K2 (ñîîòâåòñòâåííî â ïîëå K ′2) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ψ(p) = 1 (ñîîòâåòñòâåííî ψ′(p) = 1). Ïîëîæèì

P1 := {p5, p̄13, p̄29, p31, p̄41};

ÿñíî, ÷òî P1 ⊆ (P(K) \N), è ìîæíî ïîêàçàòü [144], ÷òî

H(m)/H(m)2 ∼= C6
2 ,

ìíîæåñòâî P1 ïîðîæäàåò ïîäãðóïïó ãðóïïûH(m)/H(m)2, èçîìîðôíóþ ãðóï-

ïå C5
2 , è ψ(P1) = {1}. Äîïóñòèì, ÷òî ψ 6= ψ′, òîãäà ψ′(p0) = −1 ïðè íåêîòîðîì

p0 â P1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî èäåàë p0 ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ òð¼õ ðàçëè÷íûõ

ïðîñòûõ èäåàëîâ â ïîëå L′, èáî Gal(L′|K) ∼= S3, è ïîòîìó

ord ρ̄f(ϕ(p0)) = ord ρ̄f(ϕ(p0)|L′) = ord (ϕ(p0)|L′) = 2. (4.5.21)

Èç ëåììû 2 è ñîîòíîøåíèÿ (21) ñëåäóåò, ÷òî tr ρ̄f(ϕ(p0)) = 0 è, ñëåäîâàòåëü-

íî, tr ρf(ϕ(p0)) = c(p0) = 0 (mod 2). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, c(p) = 1 (mod 2)

ïðè p ∈ P1, ïî ëåììå 9. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ψ = ψ′ è,

çíà÷èò, K2 = K ′2.
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Ëåììà 4.5.14. Ïîëÿ L è L′ ñîâïàäàþò: L = L′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì N1 := {q2, q̄2, q3, q̄3, q23, q̄23}, N1 ⊆ P(K2), ãäå

(2) = q2q̄
2
2, (3) = q2

3q̄3, (23) = (q23q̄23)
2 â I0(K2),

è ïóñòü m1 := q2q̄2q
4
3q̄

2
3q23q̄23, m1 ∈ I0(K2). Èç ëåììû 13, ëåììû 6 è ñëåäñòâèÿ

6 ñëåäóåò (ìû îïóñêàåì äåòàëè, ñð. [119]), ÷òî

K2 ⊆ L ∩ L′ ⊆ L · L′ ⊆ K2(m1).

Ïóñòü {ψ, ψ′} ⊆ Ĥ(m1), Ker ψ = G(K2(m1)|L), è Ker ψ′ = G(K2(m1)|L′).

Ïóñòü q ∈ P(K2) \ N1; ÿñíî, ÷òî ïðîñòîé èäåàë q ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ òð¼õ

ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ èäåàëîâ â ïîëå L (ñîîòâåòñòâåííî â ïîëå L′) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ψ(q) = 1 (ñîîòâåòñòâåííî ψ′(q) = 1). Ïîëîæèì

P2 := {q13, q29, q̄29}, ãäå

(13) = p13p̄13, (29) = p29p̄29 â I0(K)

è

q13 = p13oK2
, p29 = q29q̄29 â I0(K2);

ÿñíî, ÷òî P2 ⊆ P(K2) \N1, è ìîæíî ïîêàçàòü [144], ÷òî

H(m1)/H(m1)
3 ∼= C4

3 ,

ìíîæåñòâî P2 ïîðîæäàåò ïîäãðóïïó ãðóïïûH(m)/H(m)3, èçîìîðôíóþ ãðóï-

ïå C3
3 , è ψ(P2) = {1}. Äîïóñòèì, ÷òî ψ 6= ψ′, òîãäà ψ′({q29, q̄29}) 6= {1} è

ïîòîìó

ord ρ̄f(ϕ(p29)) = ord ρ̄f(ϕ(p29)|L′)) = ord (ϕ(p29)|L′) = 3. (4.5.22)

Èç ëåììû 2 è ñîîòíîøåíèÿ (22) ñëåäóåò, ÷òî tr ρ̄f(ϕ(p29)) = 1 è, ñëåäîâàòåëü-

íî, tr ρf(ϕ(p29)) = c(p29) = 1 (2). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ëåììå 9, c(p29) = −6.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ψ = ψ′ è, çíà÷èò, L = L′.
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Ïðåäëîæåíèå 4.5.3. Ïðåäñòàâëåíèÿ ρ̄E and ρ̄f ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 14,

Ker ρ̄E = Ker ρ̄f = GL.

Ïîýòîìó äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ëåììû 1, èáî

ρ̄f(GK) = ρ̄E(GK) = GL2(F2),

â ñèëó ëåììû 10 è ñëåäñâèÿ 8.

Â ñèëó ëåììû 12, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

ρf(GK) ⊆ GL2(Z2).

Ïîëîæèì

m2 := t23t̄23t
7
2,1(

4∏
i=2

t2,i)
5

4∏
i=1

t3,i, {t2,i, t3,i, t23, t̄23|1 ≤ i ≤ 4} ⊆ P(L),

ãäå

(2) = t32,1(
4∏
i=2

t2,i)
2, (3) = t63,1

4∏
i=2

t3,i, (23) = (t23t̄23)
2 â I0(L).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

X := {χ|χ ∈ Ĥ(m2), χ
2 = 1}

ãðóïïó âåùåñòâåííûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû H(m2); ìîæíî ïîêàçàòü [144], ÷òî

X ∼= C16
2 . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî σm2 = m2 ïðè σ ∈ Gal(L|K), ïîëîæèì

(σχ)(g) := χ(σg) ïðè χ ∈ Ĥ(m2), σ ∈ Gal(L|K), g ∈ H(m2).

Êàê è â no. 3, çàìåíèâ S íàN, îáîçíà÷èì ÷åðåçM ìíîæåñòâî ïîëåéM òàêèõ,

÷òî L ⊆ M ⊆ Q̄ è M |K ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì íîðìàëüíûì ðàñøèðåíèåì, íå

ðàçâåòâë¼ííûì â òî÷êàõ ìíîæåñòâà P(K) \N.
Ëåììà 4.5.15. Ïóñòü M ∈M è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

Gal(M |K) ∼= S3 × C2.

Òîãäà

(∃ p ∈ (P(K) \N)) fM(p) = 6 è tr (ρE(ϕ(p))) = tr (ρf(ϕ(p))).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ââåä¼ííîå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 13 ìíî-

æåñòâî

P1 = {p5, p̄13, p̄29, p31, p̄41},

íàïîìíèì, ÷òî P1 ⊆ P(K) \N, è ïîëîæèì

P3 := {t | t ∈ P(L), t|
∏
q∈P1

q}.

Èç ëåììû 6 ñëåäóåò, ÷òî M ⊆ L(m2). Ïîëîæèì

X1 := {χ|χ ∈ X, σχ = χ ïðè σ ∈ Gal(L|K)}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ âåùåñòâåííûé õàðàêòåð ãðóïïû H(m2), îòâå÷àþùèé ðàñ-

øèðåíèþ M |L; èç óñëîâèÿ Gal(M |K) ∼= S3 × C2 ñëåäóåò, ÷òî ψ ∈ X1 [66,

ïðåäëîæåíèå 5.7]. Ìîæíî ïîêàçàòü [144], ÷òî X1
∼= C5

2 , ÷òî fL(p) = 3 ïðè

p ∈ P1, ÷òî

(∃ t ∈ P3) χ(t) = −1

ïðè χ ∈ X1 \ {1}, è, â ÷àñòíîñòè, ψ(t0) = −1 äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî èäåàëà

t0 â P3. Ïóñòü

P ∈ P(M), p0 ∈ P1, P|t0 è t0|p0;

òîãäà

NM/LP = t0
2, NL/Kt0 = p0

3 è, çíà÷èò NM/KP = p0
6.

Òàêèì îáðàçîì, fM(p0) = 6 è p0 ∈ (P(K) \ N). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê

p0 ∈ P1 è, çíà÷èò, Np0 < 50, èç ëåììû 9 ñëåäóåò, ÷òî

tr (ρE(ϕ(p0))) = a(p0) = c(p0) = tr (ρf(ϕ(p0))).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.5.16. Ïóñòü M ∈M è ïðåäïîëîæèì, ÷òî Gal(M |K) ∼= S4. Òîãäà

(∃ p ∈ (P(K) \N)) fM(p) = 4 è tr (ρE(ϕ(p))) = tr (ρf(ϕ(p))).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

P4 := {p7, p13, p̄31, p41}, P5 := {t | t ∈ P(L), t|
∏
q∈P1

q}

è çàìåòèì, ÷òî P4 ⊆ P(K) \N. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Gal(M |K) ∼= C2
2 è ïîòîìó

ñóùåñòâóþò ïîëÿ Li ïîä óñëîâèåì

L ⊆ Li ⊆M, [Li : L] = 2, 1 ≤ i ≤ 3.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 6 ê êàæäîìó èç ýòèõ ïîëåé è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàñøèðåíèå

M |K íå ðàçâåòâëåíî â òî÷êàõ ìíîæåñòâà P(K)\N, íàõîäèì, ÷òîM ⊆ L(m2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψi âåùåñòâåííûé õàðàêòåð ãðóïïû H(m2), îòâå÷àþùèé ðàñ-

øèðåíèþ Li|L, 1 ≤ i ≤ 3. Ìîæíî äîêàçàòü [66, ëåììà 5.6 è ïðåäëîæåíèå 5.7],

÷òî íàéäóòñÿ ýëåìåíòû {σ, τ} ãðóïïû Gal(L|K) ïîä óñëîâèåì

ord τ = 2, ord σ = 3, {ψi | 1 ≤ i ≤ 3} = {σjψ1 | 0 ≤ j ≤ 2} è τψ1 = ψ1.

Ìîæíî ïîêàçàòü [119], [144], ÷òî fL(p) = 2 ïðè p ∈ P4 è ψ1(t) = −1 äëÿ

íåêîòîðîãî ïðîñòîãî èäåàëà t èç ìíîæåñòâà P5; ïóñòü

p0 ∈ P4, t|p0, P ∈ P(L1) è P|t.

Òîãäà

NL/KP = NL/K(NL1/LP) = NL/Kt
2 = p0

4.

Òàê êàê Gal(M |K) ∼= S4, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî fM(p) = 4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Np0 < 50, òàê êàê p0 ∈ P4, è ïîòîìó èç ëåììû 9 ñëåäóåò, ÷òî

tr (ρE(ϕ(p0))) = a(p0) = c(p0) = tr (ρf(ϕ(p0))).

Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Èç ëåììû 15, ëåììû 16, ïðåäëîæåíèÿ 3 è

ñëåäñòâèÿ 8 âûòåêàåò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ ρE è ρf óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

ëåììû 8 ñ S = N, è ïîòîìó ρE ∼= ρf . Òåîðåìà äîêàçàíà.
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4.6 Î ïîäìíîãîîáðàçèÿõ îñîáûõ òî÷åê â ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèÿõ

Â ýòîì ïàðàãðàôå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [43] â ñî-

àâòîðñòâå ñ À. Ã. Àëåêñàíäðîâûì.

1. Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå k è èäåàë B êîëüöà k[x],

x := (x1, ..., xn). Ïîëîæèì, êàê îáû÷íî,

Z(B) := {α|α ∈ kn, f(α) = 0 ïðè f(x) ∈ B},
√
B := {f(x)|f(x) ∈ k[x], (∃l ∈ N) f(x)l ∈ B}

è çàìåòèì, ÷òî, ïî òåîðåìå Ãèëüáåðòà î íóëÿõ,

√
B := {f(x)|f(x) ∈ k[x], (∀α ∈ Z(B)) f(α) = 0}. (4.6.1)

Ïóñòü

fj(x) ∈ k[x], dj ∈ N, 1 ≤ j ≤ r, n > r

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî fj(x) åñòü îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè dj. Ïðè

µ ∈ kr, ðàññìîòðèì àôôèííûå ñõåìû

Vµ := Spec k[x]/Aµ,

ãäå

Aµ := (f1(x)− µ1, ..., fr(x)− µr),

è ÿêîáèÿí

∂f := (∂ifj)1≤i≤n,1≤j≤r

îòîáðàæåíèÿ f : Bn → Br, îïðåäåë¼ííîãî äëÿ ëþáîé k-àëãåáðû B; îáîçíà÷èì

÷åðåç r(f, x) ðàíã ìàòðèöû ∂f(x). ßñíî, ÷òî 0 ≤ r(f, b) ≤ r ïðè b ∈ Bn;

óñëîâèå r(f, x) < r îïðåäåëÿåò àôôèííóþ ñõåìó

W := Spec k[x]/J,

ãäå J åñòü èäåàë êîëüöà k[x], ïîðîæä¼ííûé ìèíîðàìè ïîðÿäêà r ìàòðèöû

∂f(x).
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A - êîììóòàòèâíîå êîëüöî, V := Spec A è I - èäåàë

êîëüöà A ïîä óñëîâèåì

{p|p ∈ V, Ap íå åñòü ðåãóëÿðíîå êîëüöî} = {p|p ∈ V, I ⊆ p};

áóäåì íàçûââàòü ñõåìó Sing V := Spec A/I ïîäìíîãîîáðàçèåì îñîáûõ òî÷åê

ñõåìû V .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ∗ çàìûêàíèå (â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî) îáúåäèíåíèÿ⋃
µ∈kr

Sing Vµ

ïîäìíîãîîáðàçèé îñîáûõ òî÷åê ñõåì Vµ è ïîëîæèì

D :=
⋂
µ∈kr

(J,Aµ).

Ëåììà 4.6.1. Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå: J ⊆ D ⊆
√
J .

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî J ⊆ D. Ïóñòü h ∈ D, òîãäà äëÿ ëþáîãî µ â kr

íàéäóòñÿ ïîëèíîìû p
(µ)
j è qµ ïîä óñëîâèåì

h = qµ +
r∑
j=1

p
(µ)
j (fj(x)− µj), qµ ∈ J, p(µ)

j ∈ k[x] ïðè 1 ≤ j ≤ r.

Ïóñòü α ∈ Z(J), òîãäà qµ(α) = 0 è, çíà÷èò,

h(α) =
r∑
j=1

p
(µ)
j (α)(fj(α)− µj) ïðè µ ∈ kr.

Âçÿâ µj = fj(α) ïðè 1 ≤ j ≤ r, ïîëó÷èì h(α) = 0. Òàêèì îáðàçîì, âêëþ÷åíèå

D ⊆
√
J ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (1). Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.6.1. Ïóñòü dim V0 = n− r, òîãäà V ∗ = Spec k[x]/D.

Èç ëåììû 1 è òåîðåìû 1 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 4.6.1. Ïóñòü dim V0 = n−r, òîãäà ñõåìû V ∗ èW ãîìåîìîðôíû;

â ÷àñòíîñòè, dim V ∗ = dim W . Áîëåå òîãî, V ∗(k) = W (k).
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Òåîðåìà 1 è ñëåäñòâèå 1 íàâåÿíû íåêîòîðûìè çàìå÷àíèÿìè â èçâåñòíîé ðà-

áîòå Á¼ð÷à [49] (ñð. [43, ñòð. 149-150]). Òåîðåìà 1 áóäåò äîêàçàíà â no. 3 ñðåä-

ñòâàìè êîììóòàòèâíîé àëãåáðû. Â no. 2 ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ

èç òåîðèè êîììóòàòèâíûõ êîëåö; äîêàçàííîå â ýòîì ðàçäåëå ïðåäëîæåíèå 1,

âåðîÿòíî, èíòåðåñíî è ñàìî ïî ñåáå.

2. Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíîå êîëüöî A, êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî I ýòîãî

êîëüöà è èäåàë B êîëüöà A, ïîðîæä¼ííûé ìíîæåñòâîì I. Îáîçíà÷èì i-óþ

ãðóïïó ãîìîëîãèé êîìïëåêñà Êîñóëÿ ïàðû (A, I) ÷åðåç Hi(I, A) è ïîëîæèì

Hi(B, A) := Hi(I, A) ïðè i ∈ N0. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî I îïðåäåëÿåò ïîëíîå

ïåðåñå÷åíèå, åñëè

(∀i ∈ N) Hi(I, A) = 0,

ñð. [52, �9, no. 4]. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {a1, ..., al} ýëåìåíòîâ êîëüöà A íàçû-

âàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè ýëåìåíò a1 íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ â êîëüöå A

è îáðàç ýëåìåíòà aj+1 â ôàêòîð-êîëüöå A/(a1, ..., aj) íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì

íóëÿ ïðè 1 ≤ j ≤ l − 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R(A) ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé êîëüöà A è ÷åðåç R(α) äëèíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α ïðè

α ∈ R(A). Ïóñòü C ⊆ A; ïîëîæèì

dp C := sup{R(α)|α ∈ R(A)} è ht C := min {ht p|p ∈ Spec A, C ⊆ p}

è çàìåòèì, ÷òî C 6= (1) ⇒ dp C = ht C äëÿ ëþáîãî èäåàëà C êîëüöà Êîýíà-

Ìàêîëåÿ.

Ëåììà 4.6.2. Ïóñòü a ∈ Al, B ∈ GLl(A) è b = Ba. Ìíîæåñòâî

{a1, ..., al}

îïðåäåëÿåò ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòèì

ñâîéñòâîì îáëàäàåò ìíîæåñòâî

{b1, ..., bl}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [52, �9, no. 6, ïðåäëîæåíèå 6, b)].

Ëåììà 4.6.3. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {a1, ..., al} ýëåìåíòîâ êîëüöà A ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé, òî ìíîæåñòâî {aj|1 ≤ j ≤ l} îïðåäåëÿåò ïîëíîå ïåðå-

ñå÷åíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [52, �9, no. 7, òåîðåìà 1].

Ëåììà 4.6.4. Ðàññìîòðèì N0 - ãðàäóèðîâàííîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî A

è ïóñòü

m := {aj|1 ≤ j ≤ l}, m ⊆ A.

Åñëè ìíîæåñòâî m îïðåäåëÿåò ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå è âñå ýëåìåíòû ýòîãî

ìíîæåñòâà ñóòü îäíîðîäíûå ýëåìåíòû ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè

êîëüöà A, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {a1, ..., al} ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [117, òåîðåìà 16.5 (ii)].

Ëåììà 4.6.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî {bc, aj|1 ≤ j ≤ l} êîììó-

òàòèâíîãî êîëüöà A îïðåäåëÿåò ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå. Òîãäà êàê ìíîæåñòâî

{b, aj|1 ≤ j ≤ l}, òàê è ìíîæåñòâî {c, aj|1 ≤ j ≤ l} îïðåäåëÿþò ïîëíîå

ïåðåñå÷åíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç èçâåñòíîé òåîðåìû (ñì., íà-

ïðèìåð, [52, �9, no. 5, ñëåäñòâèå 3]) î ãðóïïàõ ãîìîëîãèé êîìïëåêñà Êîñóëÿ è

îïðåäåëåíèÿ ïîëíîãî ïåðåñå÷åíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 4.6.1. Ðàññìîòðèì N0 - ãðàäóèðîâàííîå êîììóòàòèâíîå

êîëüöî A. Ïóñòü m := {aj|1 ≤ j ≤ l}, m ⊆ A è µ ∈ (A∗ ∪ {0})l. Åñëè

ìíîæåñòâî m îïðåäåëÿåò ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå è âñå ýëåìåíòû ýòîãî ìíî-

æåñòâà ñóòü îäíîðîäíûå ýëåìåíòû ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè êîëüöà A, òî

è ìíîæåñòâî {aj + µj|1 ≤ j ≤ l} îïðåäåëÿåò ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà m ñóòü îä-

íîðîäíûå ýëåìåíòû ñòåïåíè d; ïî óñëîâèþ, d ∈ N. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè,

ïðåäïîëîæèì, ÷òî µl ∈ A∗. Ïóñòü bi ∈ (A∗ ∪ {0}) è hi = ai + bial ïðè

1 ≤ i ≤ l − 1. Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî {al, hi|1 ≤ i ≤ l − 1}
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îïðåäåëÿåò ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå; ïîýòîìó, â ñèëó ëåììû 4, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{h1, ..., hl−1, al} è, çíà÷èò, å¼ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {h1, ..., hl−1} ÿâëÿþòñÿ

ðåãóëÿðíûìè. Äîêàæåì, ÷òî ýëåìåíò hl := al + µl íå åñòü äåëèòåëü íóëÿ â

êîëüöå A/A, A := (h1, ..., hl−1). Ïóñòü

chl ∈ A, c ∈ A, c =
N∑
j=0

cj, N ∈ N,

ñòåïåíü cj ðàâíà j ïðè 1 ≤ j ≤ N è cj = 0 ïðè j ∈ Z \ N0, òîãäà

(
N∑
j=0

alcj +
N∑
j=0

µlcj) ∈ A

è, çíà÷èò, â ñèëó îäíîðîäíîñòè èäåàëà A,

(alcd−j + µlcj) ∈ A ïðè 1 ≤ j ≤ N ; (4.6.2)

èç ñîîòíîøåíèÿ (2) ëåãêî ñëåäóåò (èíäóêöèÿ ïî j !), ÷òî c ∈ A. Òàêèì îá-

ðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {h1, ..., hl} ðåãóëÿðíà è, çíà÷èò, â ñèëó ëåììû

3, ìíîæåñòâî {hj|1 ≤ j ≤ l} îïðåäåëÿåò ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå. Ïîýòîìó èç

ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî è ìíîæåñòâî {hl, hj − bjhl|1 ≤ j ≤ l − 1} îïðåäåëÿ-

åò ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå. Ïðè 1 ≤ j ≤ l − 1, ïîëîæèì bj = −µj/µl, òîãäà

{hj|1 ≤ j ≤ l} = {aj +µj|1 ≤ j ≤ l}. Òåì ñàìûì, íàøå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî

äëÿ ìíîæåñòâà m ýëåìåíòîâ îäèíàêîâîé ñòåïåíè.

Ïóñòü 1 ≤ j ≤ l. Îáîçíà÷èì ÷åðåç dj ñòåïåíü ýëåìåíòà aj ìíîæåñòâà m;

ïî óñëîâèþ, dj ∈ N. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë

dj, 1 ≤ j ≤ l, è ïîëîæèì ej := d/dj ïðè 1 ≤ j ≤ l. Òàê êàê âñå ýëåìåíòû

a
ej
j , 1 ≤ j ≤ l,

ñóòü ýëåìåíòû ñòåïåíè d, òî, ïî äîêàçàííîìó âûøå, ìíîæåñòâî

{aejj − (−µj)ej |1 ≤ j ≤ l}

îïðåäåëÿåò ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå. Íî

a
ej
j − (−µj)ej = (aj + µj)βj, βj :=

∑
0≤i≤ej

aij(−µj)ej−i ïðè 1 ≤ j ≤ l,



249

è äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 5.

Ëåììà 4.6.6. Åñëè êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîå íàä ïîëåì êîëüöî A ÿâëÿåòñÿ îá-

ëàñòüþ öåëîñòíîñòè, òî

dim A/B + ht B = dim A

äëÿ ëþáîãî èäåàëà B êîëüöà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì., íàïðèìåð, [74, ñëåäñòâèå 13.4].

Ëåììà 4.6.7. Ðàññìîòðèì èäåàë B := (a1, ..., al) êîììóòàòèâíîãî

íåò¼ðîâà êîëüöà A ïîä óñëîâèåì B 6= A. Òîãäà

dp B = l − sup{i|i ∈ N0, Hi(B, A) 6= 0}; (4.6.3)

â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {a1, ..., al} ðåãóëÿðíà â òîì è òîëüêî â

òîì ñëó÷àå, êîãäà dp B = l.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì., [117, òåîðåìà 16.8 è å¼ ñëåäñòâèå].

3. Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.6.8. Ïóñòü dim V0 = n− r, òîãäà (∀µ ∈ kr) Aµ 6= (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Aµ(t) := (f1(x)− µ1t
d1, ..., fr(x)− µrtdr) è çàìå-

òèì, ÷òî Aµ(1) = Aµ. Ïî èçâåñòíîé òåîðåìå (ñì., íàïðèìåð, [90, ãë. I, ïðåä-

ëîæåíèÿ 1.13 è 7.1]),

dim Spec k[x, t]/Aµ(t) ≥ n− r + 1. (4.6.4)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî óñëîâèþ ëåììû,

dim Spec k[x, t]/(Aµ(t), t) = dim V0 = n− r. (4.6.5)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Aµ = (1) äëÿ íåêîòîðîãî µ èç kr, òîãäà

(Aµ(t), t− 1) = (1), èáî

Spec k[x, t]/(Aµ(t), t− 1) ∼= Spec k[x]/Aµ,
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è, çíà÷èò,

(∀α ∈ k∗)(Aµ(t), t− α) = (1). (4.6.6)

Ïîëîæèì, äëÿ êðàòêîñòè,

B :=
⋂
α∈k

(Aµ(t), t− α);

èç ñîîòíîøåíèÿ (6) ñëåäóåò, ÷òî

B = (Aµ(t), t). (4.6.7)

Ïóñòü (a, b) ∈ Z(Aµ(t)) è g(x, t) ∈ B, òîãäà g(x, t) = gα(x, t) + hα(x, t)(t− α)

ñ gα(x, t) ∈ Aµ(t) è hα(x, t) ∈ k[x, t] ïðè α ∈ k; â ÷àñòíîñòè,

(∀α ∈ k)g(a, b) = hα(a, b)(b− α),

îòêóäà (ïðè α = b) ñëåäóåò, ÷òî g(a, b) = 0. Òàêèì îáðàçîì,

Aµ(t) ⊆ B ⊆
√
Aµ(t). (4.6.8)

Èç ñîîòíîøåíèé (4), (5), (7) è (8) ïîëó÷àåì

n− r + 1 ≤ dim Spec k[x, t]/B = n− r;

ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî (∀µ ∈ kr) Aµ 6= (1). Ëåììà äîêà-

çàíà.

Èäåàë B êîììóòàòèâíîãî êîëüöà A íàçûâàåòñÿ ÷èñòûì èäåàëîì âûñîòû r,

åñëè ht p = r äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî èäåàëà p ýòîãî êîëüöà ïîä óñëîâèåì

B ⊆ p è (∀q ∈ Spec A) B ⊆ q⇒ p ⊆ q.

Ïðåäëîæåíèå 4.6.2. Åñëè dim V0 = n − r è µ ∈ kr , òî èäåàë Aµ êîëüöà

k[x] åñòü ÷èñòûé èäåàë âûñîòû r.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 6, èç óñëîâèÿ dim V0 = n − r ñëåäóåò, ÷òî

ht A0 = r, çíà÷èò, dp A0 = r, èáî êîëüöî k[x] ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì Êîýíà-

Ìàêîëåÿ; â ñèëó ëåììû 7, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f1, ..., fr}

ðåãóëÿðíà, òàê êàê A 6= k[x], è, çíà÷èò (ëåììà 3 !), ìíîæåñòâî {fj|1 ≤ j ≤ r}

îïðåäåëÿåò ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå. Ïóñòü µ ∈ kr; èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî

ìíîæåñòâî {fj − µj|1 ≤ j ≤ r} îïðåäåëÿåò ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå è ïîòîìó

(∀i ∈ N) Hi(Aµ, A) = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, H0(Aµ, A) 6= 0, èáî H0(Aµ, A) ∼= k[x]/Aµ è Aµ 6= (1),

ïî ëåììå 8. Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèÿ (3) ñëåäóåò, ÷òî dp Aµ = r è, çíà÷èò,

ht Aµ = r. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåî-

ðåìîé î íåñìåøèâàåìîñòè èäåàëîâ [74, ñëåäñòâèå 16.20].

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïóñòü µ ∈ kr; â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1, ìíîãî-

îáðàçèå Vµ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû î ÿêîáèÿíå [74, ñëåäñòâèå 16.20],

è ïîòîìó

Sing Vµ = Spec k[x]/(J,Aµ),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

V ∗ =
⋃
µ∈kr

Sing Vµ = Spec k[x]/D.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.7 Óíèâåðñàëüíûå ïîëèíîìû è äîêàçóåìîñòü â ìàòåìàòèêå

Â ýòîì ïàðàãðàôå êîðîòêî îïèñûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå

[57] â ñîàâòîðñòâå ñ Ì. Êàðëîì (ñð. [58]).

1. Èçó÷åíèå ìíîæåñòâ öåëûõ òî÷åê V (Z) àôôèííûõ Z - ñõåì V - îäíà èç

ãëàâíûõ òåì äèîôàíòîâîé ãåîìåòðèè. Íåñêîëüêî ëåò íàçàä [56], [57], âîñïîëü-

çîâàâøèñü ðàçâèòîé ïðè ðåøåíèè äåñÿòîé ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà òåõíèêîé [22]



252

- [24], [62] (ñì. òàêæå [34]), íàì óäàëîñü ïîñòðîèòü ïîëèíîì F (t, x) òàêîé, ÷òî

F (t, x) ∈ Z[t, x], x := (x1, ..., xn), n ∈ N, è, ïðè ïîäõîäÿùåé íóìåðàöèè ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé, l-îå ìàòåìàòè÷åñêîå óòâåðæäåíèå äîêàçóåìî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Vl(Z) 6= ∅, ãäå Vl := Spec Z[x]/(F (l, x)).

Òàêèì îáðàçîì, ëþáóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ïðîáëåìó ìîæíî ñâåñòè ê âîïðîñó

î òîì, íåïóñòî ëè ìíîæåñòâî V (Z) äëÿ íåêîòîðîé àôôèííîé Z - ñõåìû V .

Áîëåå òîãî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî, â òåðìèíîëîãèè [24], ìàññîâàÿ ïðîáëåìà ñóùå-

ñòâîâàíèÿ öåëûõ òî÷åê íà ãèïåðïîâåðõíîñòÿõ Vl, l ∈ N, àëãîðèòìè÷åñêè íå

ðàçðåøèìà; òåì ñàìûì, ïîëó÷åíî åù¼ îäíî äîêàçàòåëüñòâî àëãîðèòìè÷åñêîé

íåðàçðåøèìîñòè äåñÿòîé ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà.

Èäåÿ íàøåãî ïîñòðîåíèÿ íå íîâà, ñð. [62, pp. 327-328], [72]: ïî òåîðåìå

Ìàòèÿñåâè÷à [22], [23], ëþáîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî è, â ÷àñòíîñòè, ìíî-

æåñòâî òåîðåì ôîðìàëüíîé ìàòåìàòèêè, ÿâëÿåòñÿ äèîôàíòîâûì, îòêóäà è

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òðåáóåìîãî ïîëèíîìà; òåì íå ìåíåå, íàì ïðèøëîñü

ïðåîäîëåòü ñåðü¼çíûå òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè. Â ýòîì ïàðàãðàôå, ñëåäóÿ [58]

è îòñûëàÿ ÷èòàòåëÿ çà äàëüíåéøèìè ïîäðîáíîñòÿìè ê öèòèðîâàííûì âûøå

ðàáîòàì [56], [57], ÿ ïîñòàðàþñü êîðîòêî îïèñàòü íàøó êîíñòðóêöèþ.

Ðàññìîòðèì ôîðìàëüíóþ ñèñòåìó Π, àëôàâèò ÿçûêà êîòîðé ñîñòîèò èç áåñ-

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ X := {ti | i ∈ N} è øåñòè

ñèìâîëîâ

¬, ⊃, ∀, ε, (, ).

Ìíîæåñòâî ôîðìóë F òåîðèè Π îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî:

(i) ïðè {x, y} ⊆ X âûðàæåíèå (x ε y) åñòü ýëåìåíòàðíàÿ ôîðìóëà;

(ii) åñëè {A, B} ⊆ F è x ∈ X , òî {¬ A, (A ⊃ B), ∀x A} ⊆ F.

Ïóñòü A ∈ F; {x, y} ⊆ X ; îáîçíà÷èì ÷åðåç [A]f ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ ïåðå-

ìåííûõ ôîðìóëû A è ÷åðåç A[x|y] ôîðìóëó, ïîëó÷àåìóþ â ðåçóëüòàòå ïîä-

ñòàíîâêè ïåðåìåííîé y âìåñòî êàæäîãî ñâîáîäíîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé x â
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ôîðìóëó A. Àêñèîìû ýòîé òåîðèè äåëÿòñÿ íà ïÿòü ãðóïï (ñð. [118, ñòð. 69-70],

[34, ñòð. 7-8]):

A1 := {A ⊃ (B ⊃ A) | {A, B} ⊆ F};

A2 := {(A ⊃ (B ⊃ C)) ⊃ ((A ⊃ B) ⊃ (A ⊃ C)) | {A, B, C} ⊆ F};

A3 := {(¬ B ⊃ ¬ A) ⊃ ((¬ B ⊃ A) ⊃ B) | {A, B} ⊆ F};

A4 := {∀x (A ⊃ B) ⊃ (A ⊃ ∀x B) | {A, B} ⊆ F, x ∈ X \ [A]f};

A5 := {(∀x A) ⊃ A[x|y] | A ∈ F, {x, y} ⊆ X , íè îäíî ñâîáîäíîå âõîæ-

äåíèå ïåðåìåííîé x íå ëåæèò â îáëàñòè äåéñòâèÿ êâàíòîðà (∀y)}.

Ìíîæåñòâî T òåîðåì òåîðèè Π îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî:

(i)
⋃5
j=1Aj ⊆ T;

(ii) åñëè {A1, (A1 ⊃ A2)} ⊆ T, òî A2 ∈ T ("ìîäóñ ïîíåíñ");

(iii) åñëè A ∈ T è x ∈ X , òî ∀x A ∈ T ("îáîáùåíèå").

Êàê èçâåñòíî, àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ Ã¼äåëÿ - Áåðíàéñà êîíå÷íî

àêñèîìàòèçèðóåìà â îïèñàííîé ñèñòåìå Π [85], [118, ãë. 4]; îáîçíà÷èì ÷åðåç

m0 êîíúþíêöèþ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ àêñèîì ýòîé òåîðèè (ñð. [118, ãë.

4], [57]). Ïî ïîñòðîåíèþ, m0 ∈ F; ïîëîæèì

T0 := {A | A ∈ F, (m0 ⊃ A) ∈ T}.

Ìíîæåñòâî T0 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâî âñåõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

òåîðåì (äîêàçóåìûõ â òåîðèè ìíîæåñòâ Ã¼äåëÿ-Áåðíàéñà).

Çàìå÷àíèå. ×èòàòåëü, âåðîÿòíî, îáðàòèë âíèìàíèå íà òî, ÷òî, îïèñûâàÿ

íàøó ñèñòåìó Π, ìû ïîëüçóåìñÿ (ìåòà)ÿçûêîì îáû÷íîé ìàòåìàòèêè; ñèìâîëû

{⊆, ∈,
⋃
, \} ÿâëÿþòñÿ, ðàçóìååòñÿ, áóêâàìè ýòîãî ìåòàÿçûêà.

2. Îïðåäåëèì âçàèìíî îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

p : N2 → N, p : a 7→ p(a) ïðè a ∈ N2,
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ãäå

p(x) :=
(x1 + x2 − 2)(x1 + x2 − 1)

2
+ x2, x := (x1, x2),

è N : F→ N, ïîëîæèâ

N (ti ε tj) = 4p(i, j)− 3 ïðè {i, j} ⊆ N,

N (¬ A) = 4N (A)− 2 ïðè A ∈ F,

N (A ⊃ B) = 4p(N (A),N (B)) ïðè {A, B} ⊆ F

è

N (∀ti A) = 4p(i,N (A))− 1 ïðè A ∈ F è i ∈ N.

Ëåãêî âèäåòü [57], ÷òî

N (Aj) = {u|u ∈ N, (∃ b ∈ Nlj)gj(u, b) = 0} ïðè j ∈ {1, 2, 3},

ãäå

g1(u, x) := u− 4p(x1, 4p(x2, x1)), x := (x1, x2), l1 = 2;

g2(u, x) := u− 4p(4p(x1, 4p(x2, x3)), 4p(4p(x1, x2), 4p(x1, x3))),

x := (x1, x2, x3), l2 = 2;

g3(u, x) := u− 4p(4p(4x2 − 2, 4x1 − 2), 4p(4p(4x2 − 2, x1), x2)),

x := (x1, x2), l3 = 2.

Ãîðàçäî òðóäíåå ïîñòðîèòü ïîëèíîìû g4(u, x) è g5(u, y) ïîä óñëîâèåì

N (Aj) = {u|u ∈ N, (∃ b ∈ Nlj)gj(u, b) = 0} ïðè j ∈ {4, 5}

è òàêèå, ÷òî g4(u, x) ∈ Z[u, x], g5(u, y) ∈ Z[u, y], x := (x1, ..., xn),

y := (y1, ..., ym) ñ n = l4, m = l5. Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà äåòàëÿõ ýòîé êîí-

ñòðóêöèè, çàìåòèì òîëüêî, ÷òî â íàøåé ðàáîòå [57] ïîñòðîåíû ïîëèíîìû g4

è g5 ñ l4 = 8878 è l5 = 17873. Ïðè ïîñòðîåíèè ýòèõ ïîëèíîìîâ èñïîëüçóåòñÿ

òåõíèêà, ðàçâèòàÿ â ðàáîòàõ ïî äåñÿòîé ïðîáëåìå Ãèëüáåðòà, ñì., íàïðèìåð,
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[24] è öèòèðîâàííóþ â ýòîé ìîíîãðàôèè ëèòåðàòóðó; äëÿ êðàòêîñòè, áóäåì

íàçûâàòü ýòó òåõíèêó "äèîôàíòîâûì êîäèðîâàíèåì" (ñð. [24, ãë. 3], [57]).

Ïîëîæèì

G1(u, x) := x(u3 − 4p(u2, u1)), u := (u1, u2, u3)

è

G2(v;x) := v1 − 4p(x, v2) + 1, v := (v1, v2).

Ïóñòü

Ai ∈ F è ai := N (Ai) ïðè i ∈ {1, 2, 3}, a := (a1, a2, a3);

ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôîðìóëà A1 ñëåäóåò èç ôîðìóë A2 è A3 ïî ïðàâèëó "ìîäóñ

ïîíåíñ" òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(∃ b ∈ N)G1(a; b) = 0.

Ïóñòü

Ai ∈ F è ai := N (Ai) ïðè i ∈ {1, 2}, a := (a1, a2);

ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôîðìóëà A1 ñëåäóåò èç ôîðìóëû A2 ïî ïðàâèëó "îáîáùå-

íèå" òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(∃ b ∈ N)G2(a; b) = 0.

Ïðèìåíÿÿ òåõíèêó äèîôàíòîâîãî êîäèðîâàíèÿ ê ïîëèíîìàì

G1, G2, g1, g2, g3, g4 è g5,

ìîæíî ïîñòðîèòü ïîëèíîì f(t, x), x := (x1, ..., xn), n := 14518112, ïîä óñëî-

âèåì

N (T) = {a|a ∈ N, (∃ b ∈ Zn)f(a, b) = 0}

è òàêîé, ÷òî f(t, x) ∈ Z[t, x]; äåòàëè ýòîé êîíñòðóêöèè ïîäðîáíî îïèñàíû â

íàøèõ ðàáîòàõ [56], [57].

Êàê èçâåñòíî, ìíîæåñòâî N (T), áóäó÷è, ïî ïîñòðîåíèþ, ïåðå÷èñëèìûì, íå
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ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìûì [118, ñëåäñòâèå 3.46 íà ñòð. 218]. Ïîýòîìó ìàññîâàÿ

ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ öåëûõ òî÷åê íà ãèïåðïîâåðõíîñòÿõ

Wl : f(l, x) = 0, l ∈ N

è, òåì áîëåå, äåñÿòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà àëãîðèòìè÷åñêè íå ðàçðåøèìû.

3. Îáîçíà÷èì àêñèîìàòè÷åñêóþ òåîðèþ ìíîæåñòâ Ã¼äåëÿ - Áåðíàéñà ÷åðåç S.

Ïîëîæèì

m := N (m0 ⊃ (t1 ε t1)), F0(x) := f(m,x) è V0 := Spec Z[x]/(F0(x)).

Åñëè ñèñòåìà S íåïðîòèâîðå÷èâà (ò.å. T0 6= F), òî ôîðìóëà (t1 ε t1) íåäîêà-

çóåìà â S (ò.å. (t1 ε t1) 6∈ T0). Ñëåäîâàòåëüíî,

V0(Z) = ∅ ⇔ T0 6= F.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà S íåïðîòèâîðå÷èâà, òîãäà óòâåðæäåíèå

V0(Z) = ∅

íåäîêàçóåìî â S áåç ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîé àêñèîìû î ñóùåñòâîâàíèè

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ êàðäèíàëîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P êîëüöî ïîëèíîìîâ ñ öåëûìè ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöè-

åíòàìè è ÷åðåç µ(P ), P ∈ P, ÷èñëî ïåðåìåííûõ ïîëèíîìà P . Êàê èçâåñòíî,

ñóùåñòâóåò ïîëèíîì U(u, v, x1, ..., x9) òàêîé, ÷òî U ∈ P è, ïðè ïîäõîäÿùåé

íóìåðàöèè ïîëèíîìîâ ν : P→ N, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

{a|a ∈ N, (∃ b ∈ Zµ(P )−1)P (a, b) = 0} =

{a|a ∈ N, (∃ b ∈ Z9)U(ν(P ), a, b) = 0} ïðè P ∈ P;

ïîëèíîì U íàçûâàåòñÿ "óíèâåðñàëüíûì ïîëèíîìîì" (ñð. [24, ãë. 4], [34, �6]).

Â ÷àñòíîñòè,

N (T) = {a|a ∈ N, (∃ b ∈ Z9)U(ν(f), a, b) = 0};

ðàçóìååòñÿ, ïîëèíîì U(ν(f), v, x1, ..., x9) îò 10-òè ïåðåìåííûõ íå "ïðîùå" íà-

øåãî ïîëèíîìà f(t, x) îò 14518113-òè ïåðåìåííûõ.
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Çàêëþ÷åíèå

Îñòàíîâèìñÿ åù¼ ðàç íà íåêîòîðûõ èç îáñóæäàâøèõñÿ â äèññåðòàöèè ðåçóëü-

òàòàõ.

Ãëàâà ïåðâàÿ. Â ýòîé ãëàâå îïèñûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñêàëÿð-

íûõ ïðîèçâåäåíèé L - ðÿäîâ Àðòèíà - Âåéëÿ. Âîïðîñ î ïðîäîëæèìîñòè L -

ôóíêöèé Äðàêñëà [68], îòëè÷íûõ îò ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé

L - ðÿäîâ Ãåêêå, â ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü C \ C0 îñòà¼òñÿ îòêðûòûì.

Ãëàâà âòîðàÿ. Çàòðîíóòûå â ýòîé ãëàâå âîïðîñû çàñëóæèâóþò äàëüíåéøåãî

ðàññìîòðåíèÿ. Äâå îòêðûòûå ïðîáëåìû:

1) Äàòü ÿâíîå îïèñàíèå ìîäåëåé Íåðîíà àëãåáðàè÷åñêèõ òîðîâ, îïðåäåë¼í-

íûõ íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è íå ðàñùåïèìûõ íàä ðàñøèðåíèÿìè áåç

âûñøåãî âåòâëåíèÿ.

2) Îïèñàòü öåëûå ìîäåëè îïðåäåë¼ííîãî íàä ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

àôôèííîãî òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ è èçó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå öåëûõ òî÷åê

íà ýòèõ ìîäåëÿõ.

Ãëàâà òðåòüÿ. Äîêàçàòü áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà P ∩ {n2 + 1|n ∈ N} (ïðî-

ñòåéøèé íåëèíåéíûé ñëó÷àé ãèïîòåçû Áóíÿêîâñêîãî) â íàñòîÿùåå âðåìÿ, âå-

ðîÿòíî, íåâîçìîæíî. Â ýòîé ñèòóàöèè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïåðåíåñåíèå ìå-

òîäîâ ýòîé ãëàâû íà íåïîëíûå íîðìåííûå ôîðìû áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé (ñð.

[95, ñòð. 3]).

Ãëàâà ÷åòâ¼ðòàÿ. Â ïåðâîé èç êîðîòêèõ çàìåòîê ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññè÷å-

ñêèå çàäà÷è î ðàñïðåäåëåííè ñòåïåííûõ âû÷åòîâ è íåâû÷åòîâ; äëÿ ýòèõ çàäà÷

ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ñ íåóëó÷øàåìûì îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì.

Áåçóñëîâíîå (áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû Ðèìàíà) äîêà-

çàòåëüñòâî àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû ñî ñòåïåííûì ïîíèæåíèåì äëÿ ÷èñëà

òî÷åê ñ âçàèìíî ïðîñòûìè êîîðäèíàòàìè â ïëîñêîé "çâ¼çäîîáðàçíîé"îáëàñòè
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ïîêà íå ïîëó÷åíî (ñð. �1.2). Èññëåäîâàíèÿ ÷èñëà ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê îãðàíè-

÷åííîé âûñîòû íà ìíîãîîáðàçèÿõ Ôàíî ("ãèïîòåçà Áàòûðåâà - Ìàíèíà") åñòü

áîãàòàÿ áóðíî ðàçâèâàþùàÿñÿ îáëàñòü äèîôàíòîâîé ãåîìåòðèè; ïîëó÷åííàÿ

â òðåòüåé çàìåòêå àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà - îäèí èç ïåðâûõ ðåçóëüòàòîâ

â ýòîé îáëàñòè. Â ñâÿçè ñ ðàññìàòðèâàåìûìè â ÷åòâ¼ðòîé çàìåòêå çàäà÷àìè

àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî çàäà÷à î

ðàñïðåäåëåíèè öåëûõ òî÷åê íà äâóìåðíûõ ãèïåðáîëîèäàõ â îáùåì ñëó÷àå ïî-

êà íå ðåøåíà (ñì., îäíàêî, [17], [3], [55], [69], [70]). Ðàññìàòðèâàåìàÿ â ïÿòîé

çàìåòêå ïðîáëåìà ìîäóëÿðíîñòè ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, îïðåäåë¼ííûõ íàä

ìíèìûìè êâàäðàòè÷íûìè ïîëÿìè, åñòü âàæíàÿ îòêðûòàÿ ïðîáëåìà àðèô-

ìåòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Êàê óæå îòìå÷àëàñü, íàøè ðàññìîòðåíèÿ â øåñòîé

çàìåòêå óòî÷íÿþò ôîðìóëèðîâêó êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Áåð÷à [49] î ðàçðå-

øèìîñòè äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ. Îïèñàííûå

â ñåäüìîé çàìåòêå ïîëèíîìû ïîçâîëÿþò â ïðèíöèïå ñâåñòè ëþáóþ ìàòåìàòè-

÷åñêóþ ïðîáëåìó ê ðàçðåøèìîñòè íåêîòîðîãî äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ.

Òåìà ýòîé ðàáîòû ëåæèò â ïðåäãîðüÿõ ãîðíîãî ìàññèâà ãåîìåòðèè Àðàêåëî-

âà, ñòàâÿùåé ñâîåé öåëüþ ñèíòåç àëãåáðàè÷åñêèõ è àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ

èçó÷åíèÿ äèîôàíòîâûõ ïðîáëåì. Åñëè ÷èòàòåëü, ïîáðîäèâ ïî ïðåäãîðüÿì è

îçíàêîìèâøèñü, â ÷àñòíîñòè, ñ ìîåé ðàáîòîé, ïîéä¼ò íàâåðõ, â ãîðû, êàê ýòî

ïûòàþñü ñäåëàòü ÿ, çíà÷èò, ìîé òðóä íå ïðîïàë äàðîì.
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