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Список основных обозначений

N — множество натуральных чисел;

Z — множество целых чисел;

Z+ — множество целых неотрицательных чисел;

Q — множество рациональных чисел;

R — множество действительных чисел;

R+ — множество действительных неотрицательных чисел;

|A| — мощность конечного множества A;

bac — нижняя целая часть числа a;

dae — верхняя целая часть числа a;

I(E) — индикатор события E;

EX — математическое ожидание случайной величины X;

DX — дисперсия случайной величины X;

V (G) — множество вершин графа G;

E(G) — множество ребер графа G;

v(G) — количество вершин графа G;

e(G) — количество ребер графа G;
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a(G) — количество автоморфизмов графа G;

G|V — подграф графа G, индуцированный на множество V ;

G |= L — предикат, истинный тогда и только тогда, когда граф G
обладает свойством L;

f(N) = o(g(N)) — для любого числа c > 0 существует такое число
N0, что для любого N > N0 выполнено неравенство |f(N)| ≤ c|g(N)|;

f(N) = O(g(N)) — найдется такое число C > 0, что для любого
N ∈ N выполнено неравенство |f(N)| ≤ C|g(N)|;

f(N) = Θ(g(N)) — найдутся такие числа c, C > 0, что для любого
N ∈ N выполнены неравенства c|g(N)| ≤ |f(N)| ≤ C|g(N)|;

f(N) ∼ g(N) — для любого ε > 0 и любого достаточно большого
N ∈ N выполнены неравенства (1− ε)g(N) ≤ f(N) ≤ (1 + ε)g(N);

(S)′ — множество предельных точек множества S;

L — класс свойств графов первого порядка;

Lk — класс свойств графов, выразимых формулами первого порядка,
кванторная глубина которых не превосходит числа k;

Lk — класс свойств графов, выразимых формулами первого порядка,
число перемен кванторов которых не превосходит k.

6



Введение

Актуальность.

Одним из важнейших (как с теоретической точки зрения, так и с точ-
ки зрения приложений) классов теоретико-информационных задач яв-
ляется оценивание сложности алгоритмов проверки свойств графов. В
этом классе стоит выделить широко известную задачу о существовании
подграфа изоморфного данному в другом фиксированном графе (назы-
ваемую задачей поиска изоморфного подграфа). Разумеется, свойство
существования изоморфного подграфа является выразимым на (логиче-
ском) языке первого порядка, а сложность алгоритма проверки истин-
ности формулы первого порядка, как известно [76], легко оценивается в
терминах параметров формулы (например, кванторной глубины). В этой
связи оценивание параметров формулы первого порядка, с помощью ко-
торой наилучшим образом можно записать заданное свойство (иными
словами, задача о выразимости), является отдельной важной задачей.
Более подробно о связи сложности алгоритма проверки свойства с вы-
разимостью этого свойства см., например, в [35, 56, 149, 150].

Классическим подходом к решению задачи о выразимости является
подбор подходящих для опровержения выразимости конечных моделей
(так, например, для опровержения выразимости свойства связности фор-
мулой первого порядка кванторной глубины k надо подобрать два гра-
фа, которые не будут различаться никакой такой формулой, но при этом
один граф будет являться связным, а второй — нет). Поэтому здесь при-
меняется и вероятностный метод, являющийся одним из ключевых ин-
струментов современной теории графов: в качестве двух графов можно
просто взять, например, две независимые реализации случайного графа
с подходящим распределением вероятностей и большим числом вершин.
В этом случае неразличимость этих графов с асимптотической вероятно-
стью 1 в рамках фиксированного языка эквивалентна, так называемому,
(логическому) закону нуля или единицы, который гласит, что вероят-
ность истинности любой формулы из этого языка стремится либо к 0,
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либо к 1 с ростом числа вершин случайного графа к бесконечности. Дис-
сертационная работа посвящена закону нуля или единицы для наиболее
известной модели случайного графа — биномиальной, известной также
как случайный граф Эрдеша-Реньи.

Существует два типа задачи поиска подграфа, изоморфного фикси-
рованному pattern-графу, в данном input-графе. В задаче первого типа
(неиндуцированный случай) требование того, чтобы искомый подграф
был индуцированным, не накладывается, в отличие от задачи второго
типа (индуцированный случай). Если для задачи первого типа получен
целый спектр выдающихся результатов (во многих ситуациях удается до-
казать, что задача решается за полиномиальное время от числа вершин
n input-графа, при этом степень полинома не зависит от числа вершин
v pattern-графа, или даже за линейное время [35]), то во втором случае
таких сильных продвижений нет (известные алгоритмы работают за вре-
мя, равное степени числа n, где показатель степени линейно зависит от
v). Этот факт, в частности, связан с тем, что если бы удалось доказать,
что для некоторого pattern-графа на v вершинах упомянутый показа-
тель растет медленнее, чем любая линейная функция от v, то из этого
результата незамедлительно бы следовало, что неверна гипотеза об экс-
поненциальном времени. Наилучшая известная оценка сверху этого по-
казателя содержится в работе [93]; в частности, для pattern-графов на 4
вершинах она превосходит 3. В то же самое время, упомянутый способ
решения задачи с помощью языка первого порядка дает показатель сте-
пени, в точности равный 3 [94]. Этот пример демонстрирует возможность
применения формул первого порядка и в общем случае для усиления наи-
лучшего известного результата. Заметим, наконец, что вероятностный
подход, основанный на законах нуля или единицы, в некоторых ситуа-
циях дает неулучшаемую оценку кванторной глубины формулы и, как
следствие, временной сложности алгоритма проверки истинности фор-
мулы, выраженной в соответствующих терминах [149].

Первый (логический) закон нуля или единицы был сформулирован и
доказан Ю.В. Глебским, Д.И. Коганом, М.И. Лиогоньким и В.А. Талано-
вым в 1969 году [6] для плотного биномиального случайного графа (веро-
ятность проведения ребра которого не зависит от числа вершин графа).
В 1976 году тот же результат независимо был доказан Р. Фагиным [46]. С
точки зрения приложения к задаче поиска изоморфного подграфа боль-
ший интерес представляет разреженный случайный граф (вероятность
проведения ребра является степенной функцией от числа вершин графа
с показателем α), так как в плотном биномиальном случайном графе, в
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отличие от разреженного, с асимптотической вероятностью 1 содержит-
ся копия фиксированного pattern-графа, каким бы этот граф ни был. В
1988 году Дж. Спенсер и С. Шелах [106] исследовали зависимость спра-
ведливости закона нуля или единицы от параметра случайного графа
α. Тем не менее, при приложении подобных результатов к задаче о вы-
разимости представляется возможным лишь опровержение выразимости
на языке первого порядка (в случае, если все-таки свойство выразимо,
никакой информации о кванторной глубине мы получить не сможем). В
[?] Спенсер ограничился формулами первого порядка кванторной глу-
бины не более k, и доказал справедливость закона нуля или единицы
для этого языка (k-закона нуля или единицы) в случае, если α принад-
лежит интервалу (0, 1/(k − 1)). В [155] было установлено, что тот же
результат верен и для интервала (0, 1/(k − 2)), при этом новая верхняя
граница является неулучшаемой. Заметим, что этот результат уже дает
неулучшаемые оценки временной сложности проверки истинности фор-
мулы, выражающей свойство содержать индуцированный подграф, изо-
морфный данному, в некоторых нетривиальных ситуациях. Разумеется,
расширение этого диапазона (т.е. получение интервалов значений пара-
метра α, отделенных от нуля, при которых также справедлив k-закон)
может позволить получить подобные неулучшаемые оценки и для других
нетривиальных графов.

Поэтому актуальной является задача описания картины асимптотиче-
ского поведения вероятностей истинности формул первого порядка для
различных значений параметров α и k.

Стоит отметить, что при изучении доли выполнимости формулы (в
различных языках) принято рассматривать и другую меру сложности
формулы — число перемен кванторов (наибольшее количество перемен
кванторов среди всех последовательностей вложенных кванторов) (см.,
например, [65, 66, 72, 73, 75]), у которой, правда, нет настолько нагляд-
ной алгоритмической мотивации. Заметим, что во всех перечисленных
статьях, посвященных числу перемен кванторов, изучаются формулы
второго порядка, и далее мы поясним, с чем это связано. Зададимся во-
просом, какова минимальная сложность (в одном из двух определений)
формулы первого порядка, для которой не выполнен закон нуля или еди-
ницы (т.е. вероятность истинности этой формулы не стремится ни к 0,
ни к 1)? При постоянных p задаваться таким вопросом бессмысленно,
так как закон выполнен вообще для всех формул первого порядка. В
случае p = n−α, где α ∈ (0, 1] ∩ Q, приходится ограничиваться первой
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мерой сложности (кванторной глубиной), так как известными примерами
формул, опровергающих закон, являются экзистенциальные предложе-
ния (т.е. минимальное число перемен кванторов равно нулю).

С другой стороны, нетривиальный вопрос о числе перемен кванторов
формул порядка возникает в несколько другом контексте. В [111] доказа-
но, что для некоторой формулы первого порядка существует бесконечно
много показателей α ∈ (0, 1), при которых вероятность истинности этой
формулы на G(n, n−α) не стремится ни к 0, ни к 1. Какова наименьшая
сложность этой формулы? Этот вопрос не является тривиальным для
обоих мер сложности. В некоторых частных случаях конечность спек-
тра для формул с не более двумя переменами кванторов доказана в ра-
ботах [1, 28, 44, 103, 113, 142].

Заметим, наконец, что случайный граф G(n, n−α) интересен не толь-
ко в контексте законов нуля или единицы. Так, для любого α ∈ (0, 1)
в [109] построен бесконечный граф, свойства первого порядка которого
совпадают с асимптотическими свойствами случайного графа G(n, n−α).
Стоит подчеркнуть, что (в отличие от предыдущей ситуации) в случае
постоянной вероятности проведения ребра p ∈ (0, 1) такой счетный граф
ровно один (с точностью до изоморфизма), см. [45]. У этого графа суще-
ствует явная конструкция, предложенная Радо [99].

Степень разработанности темы.

Остановимся подробнее на исследуемых в работе объектах. Пусть n ∈
N, 0 ≤ p ≤ 1. Рассмотрим множество Ωn = {G = (Vn, E)} всех неори-
ентированных графов без петель и кратных ребер с множеством вершин
Vn = {1, . . . , n}. Случайный граф в модели Эрдеша–Реньи это случай-
ный элемент G(n, p) со значениями во множестве Ωn и распределением
Pn,p на Fn = 2Ωn, определенным формулой

Pn,p(G) = p|E|(1− p)C2
n−|E|.

Мы будем считать, что все случайные графы G(n, p) заданы на одном
и том же вероятностном пространстве с вероятностной мерой P (см. [2,
22]). Будем говорить, что случайный граф G(n, p) подчиняется закону
нуля или единицы для класса свойств C, если для любого свойства L ∈
C предел limn→∞ P(G(n, p) |= L) существует и равен либо нулю, либо
единице.

Свойства первого порядка записываются с помощью формул перво-
го порядка, которые в свою очередь строятся с помощью двух символов
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отношения ∼ (символ смежности) и = (символ равенства); логических
связок ¬,⇒,⇔,∨,∧; переменных x, y, x1, . . .; кванторов ∀,∃. Символы
переменных в языке первого порядка обозначают вершины графа. Рас-
смотрим в качестве примеров свойств первого порядка два свойства. Пер-
вое — свойство содержать треугольник, записываемое формулой

(∃x1∃x2∃x3 [(x1 ∼ x2) ∧ (x1 ∼ x3) ∧ (x2 ∼ x3)]),

второе — свойство содержать изолированную вершину, записываемое
формулой:

(∃x∀y [x � y]).

В случае когда случайный граф подчиняется закону нуля или единицы
для класса свойств L, говорят что он просто подчиняется закону нуля
или единицы.

Для случайного графа G(n, 1/2) закон нуля или единицы был доказан
в [6] и независимо в [46]. Заметим, что с помощью игры Эренфойхта легко
доказать (см., например, [1]), что случайный граф G(n, p) подчиняется
закону нуля или единицы, если функция p = p(n) достаточно медленно
меняется:

∀α > 0 min{p, 1− p}nα →∞, n→∞. (1)

Заметим, что последнее условие включает в себя случай p = 1
2 и, тем

самым, обобщает рассмотренную в [6, 46] ситуацию. Возникает есте-
ственный вопрос: подчиняется ли G(n, p) закону нуля или единицы при
p = n−α (или при p = 1− n−α), где α > 0 — произвольное (не зависящее
от n) число?

В работах [28, 104] доказно, что случайный граф G(n, n−α) не подчи-
няется закону нуля или единицы при рациональных α ∈ (0, 1], а также
при α = 1 + 1

l , l ∈ N (заметим, что при α = 0 случайный граф является
полным с вероятностью 1, а, следовательно, он подчиняется закону нуля
или единицы). Для остальных значений α в [106] доказан закон нуля или
единицы.

Теорема 1 (Т. Лучак, Дж. Спенсер, 1991, [79]; Дж. Спенсер, С. Ше-
лах, 1988, [106]). Случайный граф G(n, p) подчиняется закону нуля или
единицы, если выполнено одно из свойств

• для некоторого иррационального числа α > 0

p = n−α+o(1),
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• для некоторого l ∈ N

n−1−1/l = o(p), p = o(n−1−1/(l+1)), (2)

• справедливы равенства

p = n−1−o(1), p = o(n−1),

• выполнены соотношения

p = n−1+o(1), n−1 = o(p)

и для любой такой пары натуральных чисел r, s, что s ≥ r−1 ≥ 0
либо

rnp− lnn− s ln lnn→ −∞, n→∞,
либо

rnp− lnn− s ln lnn→∞, n→∞.

Важным дополнением к этой теореме служит следующий удивитель-
ный результат Дж. Линча.

Теорема 2 (Дж. Линч, 1992, [85]). Пусть l ∈ N, α = l+1
l , p = n−α. Тогда

для любого свойства первого порядка L существует

lim
n→∞

P(G(n, p) |= L). (3)

Если же p = c
n, где c — произвольное положительное число, то для

любого свойства первого порядка L предел (3) существует и может
быть выражен функцией от c, использующей в своей записи само число
c, сложение, умножение, деление и степени числа e.

Будем говорить, что случайный графG(n, p) подчиняется закону схо-
димости, если для любого свойства первого порядка L существует пре-
дел (3). Итак, закон нуля или единицы и закон сходимости при p = n−α,
α > 0, исследованы полностью. При иррациональном α выполнен закон
нуля или единицы (он также выполнен и при p = n−α+o(1)). При α > 2
выполнен закон нуля или единицы. При рациональном α из интервала
(1 + 1

l+1 , 1 + 1
l ) для некоторого натурального числа l также выполнен

закон нуля или единицы. При α = 1 + 1
l закон нуля или единицы не

выполнен, но выполнен закон сходимости (для любого свойства первого
порядка существует предел вероятности того, что случайный граф об-
ладает этим свойством). При α = 1 также не выполнен закон нуля или
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единицы, но выполнен закон сходимости. При α ∈ (0, 1)∩Q не выполнен
даже закон сходимости.

Будем говорить, что случайный граф подчиняется k-закону нуля или
единицы, если он подчиняется закону нуля или единицы для класса
свойств (который мы в дальнейшем будем обозначать Lk), записывае-
мых с помощью формул первого порядка кванторной глубины (см., на-
пример, [39, 112, 130], а также раздел 1.1 настоящей работы) не более
k. В работе [114] доказано, что случайный граф G(n, n−α) подчиняется
k-закону нуля или единицы при α < 1

k−1 . В [132, 155] мы доказали, что
если k ≥ 3, p = n−α, α ∈ (0, 1/(k−2)), то случайный граф G(n, p) также
подчиняется k-закону нуля или единицы. При α = 1/(k− 2) существуют
свойства из Lk, вероятность которых сходится к константе, отличной от
0 и 1.

Таким образом, интерес представляет доказательство или опровер-
жение k-закона при различных значениях α > 1/(k− 2). В частности,
возникает вопрос о наибольшем значении (меньшем 1), при котором
не выполнен k-закон. Разумеется, интересен и вопрос о том, выполнен
ли закон сходимости для формул первого порядка глубины k (k-закон
сходимости) при α = 1

k−2.
Кроме того, открытым остается вопрос о том, при каких нату-

ральных m случайный граф G(n, n−1−1/m) подчиняется k-закону нуля
или единицы, а при каких — нет.

Кроме того, в 1990 г. Дж. Спенсер [111] доказал, что для некоторого
k существует бесконечно много параметров α, при которых случайный
граф G(n, n−α) не подчиняется k-закону нуля или единицы. Более того,
он ввел связанное понятие спектра формулы, о котором речь пойдет ни-
же. В настоящей работе мы рассматриваем два понятия спектра, первое
из которых мотивировано изучением k-законов нуля или единицы для
случайного графаG(n, n−α), а второе (более общее, но, на первый взгляд,
менее естественное) было введено в работах Дж. Спенсера и С. Шела-
ха. Спектр S1

k = ∪L∈LkS(L) — это множество всех таких рациональных
α ∈ (0, 1), что случайный граф G(n, n−α) не подчиняется k-закону нуля
или единицы. Спектр S2

k — это множество всех рациональных α ∈ (0, 1),
которые не обладают следующим свойством. Для любого L ∈ Lk суще-
ствует такое число ε > 0 и δ ∈ {0, 1}, что для любого p ∈ [n−α−ε, n−α+ε]
выполнено

lim
n→∞

P(G(n, p) |= L) = δ. (4)
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Разумеется S1
k ⊂ S2

k, но чем мотивировано такое обобщение? Это поня-
тие мотивировано существованием монотонных свойств первого поряд-
ка, пороговые функции которых имеют вид n−α+o(1), где α ∈ (0, 1) —
рациональное число (см. раздел 1.3). В этой связи при некоторых k ∈ N
и некоторых рациональных α выполнен k-закон нуля или единицы для
случайного графа G(n, n−α), тогда как случайный граф G(n, n−α+o(1)) не
подчиняется k-закону нуля или единицы. Поэтому естественно находить
асимптотические вероятности выполнения свойств первого порядка не
только для самой точки α, но и для некоторой ее малой окрестности.
В работе [111] доказано, что при достаточно больших k множества S1

k и
S2
k бесконечны. Возникает естественный вопрос: а каково наименьшее k,

обладающее таким свойством?
В упомянутой работе [111] приведен пример такого свойства перво-

го порядка L, что для любого ε > 0 и некоторого рационального числа
α ∈

(
1
3 ,

1
3 + ε

)
случайный граф G(n, n−α) обладает свойством L с асимп-

тотической вероятностью, отличной от 0 и 1. Таким образом, если k —
кванторная глубина некоторой формулы, выражающей свойство L, то
1
3 ∈ (S1

k)
′. Метод, с помощью которого строятся такие примеры, позво-

ляет получать предельные точки спектров, не зависящие от k. Поэтому
возникает вопрос: существуют ли предельные точки спектров “вбли-
зи” нуля или единицы? Иными словами, существуют ли для каждого
j ∈ {1, 2} такие числа a(k) ∈ (Sjk)

′, b(k) ∈ (Sjk)
′, что

lim
k→∞

a(k) = 0, lim
k→∞

b(k) = 1?

Известно также [106], что у любой предельной точки множества S2
k (мно-

жества S1
k) существует левая полуокрестность, не содержащая точек мно-

жества S2
k (множества S1

k). Стоит отметить, что если α — предельная
точка множества S1

k, то из этого не следует, что для любого p > n−α,
p = n−α+o(1) не выполнен закон нуля или единицы, как показывает, на-
пример, следующая теорема.
Теорема 3 (Т. Лучак, Дж. Спенсер, 1991, [79]). Пусть a < b — взаимно
простые натуральные числа,

p(n) = ((b− a+ 1)(log n+ ω(n) log log n)n−a)1/b,

где ω(n)→∞ при n→∞, причем p = n−
a
b+o(1). Тогда G(n, p) подчиня-

ется закону нуля или единицы.
Известны и другие результаты, относящиеся к асимптотике вероятно-

стей свойств первого порядка случайного графа G(n, p) [44, 26, 63], [109]–
[117]. Так, например, в работе [117] приведено полное описание пределов
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вероятностей обладания случайным графом свойствами первого поряд-
ка при p = Θ

(
lnn
n

)
. В работе [116] для фиксированного свойства первого

порядка L изучено поведение функции f : (0,∞) \Q→ {0, 1}, заданной
равенством

f(α) = lim
n→∞

P(G(n, n−α) |= L).

Более детальную историю изучения асимптотики вероятностей свойств
первого порядка можно найти в [33, 39, 57, 112, 115, 124, 130].

Также законы нуля или единицы и законы сходимости доказаны для
случая других языков: формул первого порядка с унарными предика-
тами (см. [84, 105]) и других расширений языка первого порядка (см.,
например, [26, 64, 80, 81, 83, 95, 122, 123]). Так, ситуация в случае языка
с бесконечными предложениями Lω∞,ω отличается от ситуации с языком
первого порядка L только тем, что при α = 1 и при иррациональном
α ∈ (0, 1) в первом случае закон сходимости не выполнен (см., напри-
мер, [83]).

Формулы второго порядка отличаются от формул первого порядка
возможностью квантификации общности и существования не только над
атомами, но и над предикатами. Примером свойства второго порядка
служит связность графа (см. раздел 1.4 и [130]). Можно показать, что
даже в случае p = const закон нуля или единицы для свойств второ-
го порядка случайного графа Эрдеша–Реньи не выполнен. Действитель-
но, так называемый монадический закон нуля или единицы (см., напри-
мер, [36, 59, 74, 88]) нарушается уже в простейшем случае равномерного
распределения на множестве всех графов Ωn, т.е. для случайного гра-
фа G(n, 1

2) [60] (такой закон нуля или единицы определяется для класса
свойств, выражаемых монадическими формулами второго порядка, сим-
волы переменных в которых обозначают вершины и унарные предикаты
(во втором случае используются заглавные буквы); иными словами,X(x)
означает принадлежность вершины x множеству X).

При α ∈ (0, 1) случайный граф G(n, n−α) также не подчиняется мо-
надическому закону нуля или единицы, что доказано в работе [121] (при
α = 1, как мы знаем, не выполнен даже закон нуля или единицы для ло-
гики первого порядка). С другой стороны, если функция p удовлетворяет
соотношению (1), то случайный граф связен с вероятностью, стремящей-
ся к 1. В этой связи, имеется несколько работ, в которых авторы ищут
как можно более широкий подкласс свойств второго порядка, для кото-
рого закон нуля или единицы будет выполнен в случае p = const или p,
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удовлетворяющего соотношению (1).
Заметим, что несложно показать, что при выполнении условия (2)

случайный граф G(n, p) все же подчиняется монадическому закону ну-
ля или единицы. Тем самым при p = n−α, где α ∈ (1 + 1

l+1 , 1 + 1
l ) для

некоторого l ∈ N, выполнен монадический закон нуля или единицы (ра-
зумеется, он выполнен и при α > 2). Этот результат известен, но в силу
его простоты он не публиковался (он является очевидным следствием
двух стандартных фактов об отношении элементарной эквивалентности,
приведенных ниже). Будем называть графы G и H MSO-k-элементарно
эквивалентными (и писать G ≡MSO

k H), если для любого свойства L,
выражаемого монадической формулой кванторной глубины не более k,
либо оба графа обладают этим свойством, либо оба графа этим свой-
ством не обладают. В случае простой k-элементарной эквивалентности
графов G и H (определение дано выше) мы будем писать G ≡k H.

Теорема 4 ([34], Theorem 2.2). Пусть

G1 ≡MSO
k H1, G2 ≡MSO

k H2.

Пусть, кроме того, G1tG2, H1tH2 — дизъюнктные объединения графов
(т.е.

A tB = (V (A) ∪ V (B), E(A) ∪ E(B)),

если V (A) ∩ V (B) = ∅). Тогда

G1 tG2 ≡MSO
k H1 tH2.

То же самое верно и для эквивалентности ≡k.

Доказательство второй теоремы можно найти в той же работе.

Теорема 5 ([34], Theorem 2.3). Для любого k ∈ N существует такое на-
туральное число a = a(k), что для любого графа G и любого натураль-
ного числа b ≥ a выполнено bG ≡MSO

k aG (и, разумеется, bG ≡k aG).
Здесь aG — дизъюнктное объединение a копий графа G.

Пусть выполнено условие (2). Тогда с вероятностью, стремящейся к 1,
случайный граф G(n, p) является объединением древесных (см., напри-
мер, [8, 9, 37, 51]) компонент, в каждой из которых количество вершин
не превосходит l+1. Кроме того, для любого дерева на не более чем l+1
вершине и любого натурального числа M в случайном графе с вероят-
ностью, стремящейся к 1, найдется M компонент, изоморфных этому
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дереву (см., например, Theorem 3.4, Remark 3.7 в [57]). Тогда легко ви-
деть, что случайный граф G(n, p) подчиняется монадическому закону
нуля или единицы в силу теоремы 4 и теоремы 5.

Далее мы поговорим о других моделях случайных графов в контексте
свойств первого порядка. Прежде всего хочется упомянуть обзор [124] из-
вестных законов нуля или единицы для различных случайных конечных
структур. Также подобные результаты приведены в [112]. Поговорим да-
лее подробнее о некоторых конкретных самых известных моделях.

Модель G(n,m) по своим свойствам похожа на G(n, p). Пусть m —
натуральное число из отрезка [1, C2

n], а Ωn,m — множество всех графов
G = (Vn, E) с условием |E| = m. Тогда случайным графом G(n,m) назы-
вается случайный элемент с равномерным распределением на множестве
Ωn,m. Граф G(n,m) похож по своим свойствам на G(n, p) (приm = pC2

n).
Многие авторы, исследовавшие граф G(n, p), посвятили часть своих ра-
бот и графу G(n,m), получив для него схожие результаты.

Случайный граф G(n, p) является частным случаем графа

G(n, {pi1i2}i1,i2∈{1,...,n}). (5)

Этот граф возникает, если при определении случайного графа считать,
что некоторые пары вершин соединены с различными вероятностями,
т.е. ребро {xi1, xi2}, 1 ≤ i1, i2 ≤ n, проведено с вероятностью pi1i2 ∈
[0, 1]. Одним из важнейших примеров этого случайного графа является
случайный граф G(Gn, p), где Gn = (Vn, En) — неориентированный граф
на n вершинах без петель и кратных ребер. А именно,

G(Gn, p) = G(n, {pi1i2}i1,i2∈{1,...,n}),

если
pi1i2 =

{
p, {xi1, xi2} ∈ En;
0, {xi1, xi2} /∈ En.

Частным случаем последнего графа помимо случайного графа G(n, p)
является случайный дистанционный граф (см. [15, 16, 138]).

Рассмотрение дистанционных графов мотивировано классической за-
дачей комбинаторной геометрии о хроматическом числе пространства
(см. [17, 20, 23, 61, 100, 101, 108, 118]). Впервые полный дистанционный
граф в геометрическом контексте рассмотрели в 1981 году П. Франкл и
Р.М. Уилсон. С помощью этого графа они показали, что хроматическое
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число пространства Rn растет экспоненциально (см. [47]). В 1991 году
Дж. Кан и Г. Калаи применили результаты Франкла и Уилсона для
опровержения классической гипотезы Борсука о том, что всякое огра-
ниченное неодноточечное множество в Rn может быть разбито на n + 1
часть меньшего диаметра (см. [17] и [58]). Таким образом, изучение внут-
ренней структуры дистанционного графа и его подграфов играет исклю-
чительно важную роль. Сейчас с исследованием дистанционных графов
связаны одни из самых широко изучаемых разделов комбинаторной гео-
метрии (см. [17, 20, 23, 32, 61, 100, 101, 108, 118]). Отметим, что в то же
время некоторые из этих графов изучаются и в теории кодирования (см.
[12, 24, 102]).

В работах [136], [138]–[141] были изучены законы нуля или единицы
для случайных дистанционных графов, вершины которых являются век-
торами из {0, 1}m с одинаковым количеством нулевых и единичных ко-
ординат. Оказалось (см., например, [141]), что закон нуля или единицы
для случайных дистанционных графов не выполнен даже при p, не за-
висящем от числа вершин графа n. Однако в [136] были найдены под-
последовательности в рассматриваемой последовательности случайных
дистанционных графов, подчиняющиеся закону нуля или единицы, ес-
ли выполнено условие (1). Эти результаты, в частности, показывают,
что любой подграф либо содержится в почти всех дистанционных гра-
фах, полученных из полного дистанционного графа удалением ребер,
либо не содержится в почти всех таких дистанционных графах. Кроме
того, в статье [138] были исследованы законы нуля или единицы для
случайных дистанционных графов для формул первого порядка с огра-
ниченной кванторной глубиной. Затем С.Н. Попова в [15] рассмотрела
более общую модель — случайные дистанционные графы с вершинами
в {−1, 0, 1}m. Общий случай случайного дистанционного графа с вер-
шинами в Zm был рассмотрен С.Н. Поповой в [16]. В этой работе были
получены условия, при которых последовательность случайных дистан-
ционных графов подчиняется закону нуля или единицы, а также усло-
вия, при которых из упомянутой последовательности можно выделить
подпоследовательность, подчиняющуюся этому закону. Изучению веро-
ятностей свойств первого порядка случайного дистанционного графа по-
священа также работа [134].

Рассматривалось и другое обобщение случайного графа G(n, p) —
случайный граф G(n, p), где p = (p1, p2, . . .) — последовательность чи-
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сел из [0, 1]. В этой модели для любой пары различных вершин i, j из
Vn = {1, . . . , n} ребро {i, j} проводится с вероятностью p|j−i|. Все реб-
ра проводятся независимо в совокупности. Действительно, легко видеть,
что случайный граф G(n, p) является частным случаем такого случай-
ного графа (достаточно положить p1 = p2 = . . . = p). В работе [78]
исследована зависимость сходимости вероятностей P(G(n, p) |= L) для
свойств первого порядка L от выбора последовательности p. В частности,
установлен следующий закон нуля или единицы (в работе также иссле-
довано поведение вероятностей свойств, записанных на языке первого
порядка, в который добавлен символ <).

Теорема 6 (Т. Лучак, С.Шелах, 1995, [78]). Пусть последовательность
p удовлетворяет соотношению

n∑
i=1

pi = o(lnn)

и 0 < pi ≤ 1
2 для всех i ∈ N. Тогда для любого свойства первого порядка

L
lim
n→∞

P(G(n, p) |= L) ∈ {0, 1}.

Упомянем еще одну модель случайного графа, случайный регулярный
граф. Пусть натуральное число r не превосходит n−1 и rn — четное чис-
ло. Пусть, кроме того, Ωr(n) — множество всех r-регулярных графов на
множестве вершин Vn. Тогда случайный элемент Gr(n), имеющий рав-
номерное распределение на Ωr(n), называется случайным регулярным
графом. Эта модель менее изучена, чем G(n, p) и G(n,m), так как по-
лучение короткой асимптотической формулы для числа r-регулярных
графов на n вершинах является сложной задачей. В 1960 году Р. Рид
установил точную формулу для этого числа. К сожалению, эту формулу
редко удается применить. Для нахождения асимптотики ее используют
только в случае r ≤ 3. Задачами такого рода занимались также Ф. Ха-
рари, Е.М. Палмер, Е.А. Бендер, Е.Р. Кэнфилд, А. Бекеши, Р. Бекеши,
Дж. Комлош, Б. Боллобаш. Известно, что при фиксированном r слу-
чайный граф Gr(n) не подчиняется закону нуля или единицы, так как,
скажем, предел вероятности свойства существования треугольника в та-
ком графе отличен от 0 и 1. Тем не менее для любого свойства первого
порядка L существует предел вероятности P(Gr(n) |= L) (см. [82]). Более
того, в [50] доказано, что при r = Θ(n) случайный граф Gr(n) подчиня-
ется закону нуля или единицы.
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Наконец, в работе [48] рассмотрен случай бесконечного графа и до-
казан так называемый геометрический закон нуля или единицы (вооб-
ще говоря, в работе этот результат формулируется для произвольной
бесконечной структуры). Пусть X — связный бесконечный граф, сте-
пени всех вершин которого равномерно ограничены. Будем обозначать
dX(x, y) наименьшее количество ребер в пути, соединяющем вершины x
и y в графе X (оно может быть равно∞). Для любого подграфа Y ⊆ X
положим

dX(x, Y ) = min
y∈Y

dX(x, y),

Bn(X, Y ) = X
∣∣{x: dX(x,Y )≤n} , Bn(X, x) = Bn(X, ({x},∅)).

Пусть L — свойство графов. Обозначим Bn(X, x) и BLn (X, x) множество
всех подграфов в Bn(X, x) и множество всех подграфов в Bn(X, x), обла-
дающих свойством L, сответственно. Будем говорить, что граф X под-
чиняется геометрическому закону нуля или единицы, если для любого
x ∈ X либо ∣∣BLn (X, x)

∣∣
|Bn(X, x)|

= 0,

либо ∣∣BLn (X, x)
∣∣

|Bn(X, x)|
= 1.

Теорема 7 (Р.Х. Гилман, Ю. Гуревич, А. Мясников, 2009, [48]). Пусть
для любого конечного подграфа Y графа X в нем существует такой
подграф Ỹ , изоморфный Y , что

V (Y ) ∩ V (Ỹ ) = ∅, E(X|V (Y )∪V (Ỹ )) = E(Y ) ∪ E(Ỹ ).

Тогда граф X подчиняется геометрическому закону нуля или единицы.

В работе [48] описаны различные приложения этого закона нуля или
единицы.

Логические законы для некоторых других моделей случайных струк-
тур изучены в работах [13, 14, 36, 54, 62], [67]–[69], [88]–[91], [98].

Отметим, наконец, что понятие о случайном графе является сейчас
одним из центральных в дискретной математике. Однако до середины
50-х годов ХХ века систематической теории случайных графов не было.
Были лишь разрозненные работы, в которых случайные графы так или
иначе возникали в качестве инструмента (см., например, [7, 41, 119]).
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И лишь классические статьи [42]–[44] П. Эрдеша и А. Реньи, опубли-
кованные на рубеже 50-х и 60-х годов, заложили основы современной
науки о случайных графах. За прошедшие полвека теория случайных
графов выросла в мощную и бурно развивающуюся дисциплину, бога-
тую как фундаментальными результатами, так и приложениями в раз-
личных областях математики, информатики, биологии и др. К настоя-
щему времени глубоко исследован целый ряд моделей случайного гра-
фа — от классической модели Эрдеша–Реньи и ее естественных обобще-
ний до моделей веб-графов, социальных, биологических сетей и т.д. (см.
[1, 10, 18, 19, 27, 38, 57, 77, 92, 96]). Изучение случайных графов началось
после того, как П. Эрдеш установил, что многие задачи экстремальной
теории графов помогает решать «вероятностный метод» (см. [1, 11, 27]).
Помимо прочего, Эрдеш доказал с использованием «вероятностного ме-
тода», что для любых натуральных чисел g ≥ 3 и k ≥ 3 существует
граф с хроматическим числом k и циклом наименьшей длины g. На са-
мом деле, Эрдеш не был первым, кто применил вероятностную технику
к задачам, связанным с конечными структурами. Вероятностный метод
использовали также Р. Пэли, А. Зигмунд, Дж. Литтлвуд, А. Оффорд
и другие. Вероятностные свойства некоторых комбинаторных структур
изучали еще в 1940 году М. Кендалл и Б. Бабинтон-Смит. В 1943 году Т.
Селе [119] впервые применил «вероятностный метод» к экстремальным
задачам комбинаторики.

Огромное количество работ посвящено и другим интересным задачам,
связанным с исследованиями случайного графа G(n, p). П. Эрдеш, А. Ре-
ньи, К. Шургер, Б. Боллобаш, З. Палка, А.Д. Барбур и др. внесли зна-
чительный вклад в изучение распределения малых подграфов в случай-
ном графе. Распределением количества деревьев занимались П. Эрдеш,
А. Реньи, Б. Боллобаш, А.Д. Барбур и др. Вопросам, касающимся связ-
ности случайного графа, посвящены работы Е.Н. Гильберта, Т.Л. Ости-
на, П. Эрдеша, А. Реньи, В.Е. Степанова, И.Н. Коваленко, Г.И. Ивченко,
И.В. Медведева, Б. Боллобаша и др. Поиском гигантской компоненты и
определением ее размера занимались Т. Лучак, Дж. Вирман, Б. Бол-
лобаш, П. Эрдеш, А. Реньи и др. При каких условиях случайный граф
является гамильтоновым, можно узнать из работ И. Палясти, В.А. Пере-
реплика, Дж.В. Муна, Е.М. Райта, Дж. Комлоша, Е. Семереди, Л. Поша,
А.Д. Коршунова и др. Длину максимального пути для p = c/n изучали
М. Айтаи, Дж. Комлош, Е. Семереди, В.Ф. де ла Вега, Б. Боллобаш,
Т.И. Фенне, А.М. Фриз и др. В работах А.Дж. Хоффмана, Р.Р. Сингле-
тона, Р.М. Дэмерелла, Е. Бэннэя, Т. Ито, Х.Д. Фридмана, П. Эрдеша,
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А. Реньи, Б. Боллобаша и др. изучено распределение диаметра случай-
ного графа.

Цель работы и задачи исследования.

Целью работы является изучение предельных вероятностей истинно-
сти формул первого порядка кванторной глубины не более k при различ-
ных значениях параметра α случайного графа G(n, n−α). Для достиже-
ния поставленной цели решаются следующие задачи:

1) Доказательство или опровержение k-закона при различных значе-
ниях α ∈ (1/(k − 2), 1), а именно, нахождение наибольшего α < 1,
при котором случайный граф не подчиняется k-закону нуля или
единицы, и оценивание наибольшего ε = ε(β), при котором разре-
женный случайный граф подчиняется k-закону нуля или единицы
при всех значениях параметра из (β−ε, β), если β ∈ (0, 1) не зависит
от k.

2) Доказательство или опровержение k-закона сходимости при наи-
меньшем показателе α, при котором не выполнен k-закон нуля или
единицы, т.е. при α = 1

k−2 .

3) Исследование предельных точек множества значений параметра α <
1 случайного разреженного графа, при которых не выполнен k-
закон нуля или единицы, а именно:

• оценивание наименьшей и наибольшей предельных точек;

• оценивание наименьшего k, при котором предельные точки во-
обще существуют;

• нахождение наименьшего k, при котором существует такая фор-
мула первого порядка с k переменами кванторов, что для бес-
конечно многих α вероятность ее истинности не стремится ни к
0, ни к 1.

4) Исследование зависимости от k множества натуральных чисел m,
для которых разреженный случайный граф с параметром 1 + 1/m
подчиняется k-закону нуля или единицы, а также закону нуля или
единицы для монадических формул второго порядка с кванторной
глубиной k.
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Структура диссертации.

Диссертация состоит из списка обозначений, введения, 6 глав, заклю-
чения и библиографии. Общий объем диссертации 231 страниц, из них
212 страниц текста (не считая титульного листа, оглавления, списка обо-
значений и библиографии). Библиография включает 155 наименований
на 12 страницах.

В первой главе диссертации мы изучаем k-законы нуля или единицы
для случайного графа Эрдеша–Реньи G(n, n−α) для рациональных α ∈
(0, 1), близких к 1. В этой главе доказано, в частности, что при k ≥ 4
случайный граф G(n, n−α) подчиняется k-закону нуля или единицы при

α ∈
(

1− 1

2k − 2
, 1

)
,

а при

α = 1− 1

2k − 2
— не подчиняется (как и при α = 1).

Во второй главе этой работы мы изучаем спектры формул первого
порядка с ограниченной кванторной глубиной. В частности, в этой главе
мы установили, что наименьшее k при котором множества S1

k и S2
k бес-

конечны, равно либо 4, либо 5.

Оценки для ε в первой задаче раздела “Цель работы и задачи исследо-
вания” мы приводим в третьей главе настоящей работы. В этой главе
мы для каждого рационального числа β ∈ (0, 1) находим нижнюю оцен-
ку на наибольшее значение ε, при котором случайный граф G(n, n−α)
подчиняется k-закону нуля или единицы для всех α ∈ (β − ε, β). Более
того, для всех рациональных β с числителем, не превосходящим 2, мы
нашли такую верхнюю оценку на ε, что логарифмы верхней и нижней
оценок имеют один и тот же порядок роста. Хочется отметить, что оцен-
ки получены, вообще говоря, для рациональных чисел β, которые могут
зависеть от k.

В четвертой главе мы решаем вторую задачу раздела “Цель работы
и задачи исследования”, а именно, доказываем, что k-закон сходимости
для случайного графа G(n, n−1/(k−2)) выполнен.
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В пятой главе мы отвечаем на третий вопрос из второй задачи раз-
дела “Цель работы и задачи исследования”, а именно, доказываем, что
наименьшее k, при котором существует формула первого порядка с k
переменами кванторов и бесконечным спектром, равно 3.

В шестой главе мы занимаемся последней, четвертой задачей раз-
дела “Цель работы и задачи исследования”. Пусть T (s) — башня из s
двоек (т.е. T (1) = 2, T (s) = 2T (s−1)), а log∗ — функция, обратная T
(т.е. log∗(s) = min{i :, T (i) ≤ s}). Мы доказываем, что при k ≥ 4 и
m ≥ T (k + log∗(k + 1) + 3) случайный граф G(n, n−1−1/m) подчиняется
k-закону нуля или единицы, а при k ≥ 7 и m ≤ 2T (k − 4) случайный
граф G(n, n−α) не подчиняется k-закону нуля или единицы.

Научная новизна.

Для решения поставленных задач были разработаны новые инстру-
менты: предложена новая стратегия Консерватора в игре Эренфойхта,
которая позволяет ему выигрывать на сильно разреженных графах; по-
лучено структурное описание всех сбалансированных графов с доста-
точно малой средней степенью; доказана возможность использования в
записи свойств, с вероятностью, стремящейся к 1, записываемых на язы-
ке первого порядка (в случае разреженного случайного графа), ариф-
метических операций; доказаны новые оценки количеств классов эле-
ментарной эквивалентностей графов и деревьев (как для языка первого
порядка, так и для монадического языка второго порядка) и размеров
наименьших элементов в них.

Полученные в диссертации результаты открывают возможность при-
менения для задачи поиска изоморфного подграфа логичесих законов
нуля или единицы для уменьшения времени поиска.

Положения, выносимые на защиту.

1) Случайный граф G(n, n−α) при

α ∈ (1− 21−k, 1)\{
1− 1

2k−1 + a/b
, b ∈ N, a ∈ {1, . . . , 2k−1 − b− 1},НОД(a, b) = 1

}
.

24



подчиняется k-закон нуля или единицы, а при

α = 1− 1

2k−1 + a/b
, b ∈ N, a ∈ {1, . . . , 2k−1 − 2(b+ 1)2}

и при

α = 1− 1

2k−1 + a
, a ∈ {0, 1, . . . , 2k−1 − 2},

— не подчиняется.

В частности, наибольшее значение параметра случайного разрежен-
ного графа, меньшее 1, при котором не выполнен k-закон нуля или
единицы, равно 1− 1/(2k − 2).

2) Для любых взаимно простых t < s случайный граф G(n, n−α) под-
чиняется k-закону нуля или единицы для всех

α ∈

(
t

s+ s
(s+1)k−1

,
t

s

)
.

Для любых m ≥ 2, k ≥ 10m − 5 случайный граф G(n, n−α) не
подчиняется k-закону нуля или единицы при

α =
2

m
− 210m−8−k

m(m− 1)
.

3) При k ≥ 15 наименьшая предельная точка множества значений
α, при которых разреженный случайный граф не подчиняется k-
закону нуля или единицы, принадлежит [1/(k− 2), 1/(k− 11)]. При
k ≥ 8 наибольшая предельная точка множества значений α, при ко-
торых разреженный случайный граф не подчиняется k-закону нуля
или единицы, принадлежит [1− 25−k, 1− 21−k).

4) Наименьшее k, при котором существует такая формула первого по-
рядка глубины k, что для бесконечно многих α вероятности ее ис-
тинности на случайном разреженном графе с параметром α не стре-
мится ни к нулю, ни к единице, равно либо 4, либо 5. Наименьшее
k, при котором существует такая формула первого порядка с k пе-
ременами кванторов, что для бесконечно многих α вероятности ее
истинности на случайном разреженном графе с параметром α не
стремится ни к нулю, ни к единице, равно 3.

5) Случайный граф G(n, n−1/(k−2)) подчиняется k-закону сходимости.
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6) При k ≥ 4 иm ≥ T (k+log∗(k+1)+3) случайный граф G(n, n−1−1/m)
подчиняется k-закону нуля или единицы, а при k ≥ 7 и m ≤ 2T (k−
4) случайный граф G(n, n−α) не подчиняется k-закону нуля или еди-
ницы. То же самое верно и для монадического k-закон нуля или
единицы.

Теоретическая и практическая значимость.

Диссертация носит теоретический характер. Полученные результаты
могут быть использованы в задачах о выразимости — а именно, для оце-
нивания такого наименьшего k, при котором фиксированное свойство
(например, содержать индуцированный подграф, изоморфный данному)
может быть записано с помощью формулы первого порядка кванторной
глубины k. Результаты о выразимости в свою очередь применяются для
оценивания временной сложности алгоритма проверки соответствующе-
го графового свойства. Таким образом, полученные результаты могут
использоваться теоретико-информационных задачах, связанных с алго-
ритмами на графах.

Полученные нами результаты о классах элементарной эквивалентно-
сти (оценки количества классов эквивалентностей и размеров наимень-
ших элементов в них) графов и деревьев для языка первого порядка и
монадического языка второго порядка интересны как сами по себе, так
и могут послужить инструментом в различных задачах, относящихся к
теориям конечных моделей и формальных языков.

Методы исследования.

Для доказательства основных результатов диссертации широко при-
менялся аппарат следующих дисциплин: теория графов, теория вероят-
ностей и математическая логика. Помимо стандартной техники, приме-
няемой для доказательства (или опровержения) законов нуля или еди-
ницы (классические стратегии в игре Эренфойхта, вероятностные пре-
дельные теоремы и неравенства, метод моментов), мы использовали раз-
работанные нами инструменты, описанные в разделе “Научная новизна”.

Степень достоверности и апробация результатов.

Обоснованность и достоверность результатов подтверждается тем, что
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они были опубликованы в ведущих отечественных и зарубежных рецен-
зируемых журналах, обсуждались на международных конференциях и
семинарах. Достоверность результатов также подтверждается строгими
доказательствами и правильным использованием ранее полученных ре-
зультатов других авторов.

Основные результаты диссертации опубликованы в 20 работах (10 из
них написано без соавторов), 18 из которых входят в перечень ВАК (8 из
них написано без соавторов). Личный вклад соискателя в работах с соав-
торами заключается в следующем. М.Е. Жуковским предложены идеи
доказательств всех основных результатов диссертации, опубликованных
в работах, написанных в соавторстве. Список работ приведен в конце
диссертации.

Апробация работы.

По теме диссертации были сделаны доклады на следующих семина-
рах: семинарах на механико-математическом факультете МГУ имени
М.В. Ломоносова и факультете инноваций и высоких технологий МФ-
ТИ (ГУ) под рук. профессора А.М. Райгородского (2012–2015 гг.), се-
минаре кафедры алгебры под руководством А.В. Михалева и В.Н. Ла-
тышева механико-математического факультета МГУ имени М.В. Ломо-
носова (2014г.), семинаре отдела дискретной математики в математи-
ческом институте имени Стеклова (2014г.), Петербургском семинаре по
теории представлений и динамическим системам (2014г.), семинаре “Со-
временные проблемы математической логики” факультета математики
НИУ ВШЭ (2015г.), семинарах Добрушинской математической лабора-
тории ИППИ РАН (2015г. и 2018г.), Колмоговском семинаре на механико-
математическом факультете МГУ (2015г.), семинаре по комбинаторике
в университете Франкфурта им. И.В. Гете под руководством профессора
А. Коджа-Оглана и профессора Ю. Персона (2016 г.), Коллоквиуме Фа-
культета компьютерных наук НИУ ВШЭ (2017г.), семинаре по теории
кодирования ИППИ РАН (2017г.), общеинститутском семинаре “Колло-
квиум МИАН” (2017г.), семинаре “Современные проблемы математиче-
ской логики 2” факультета математики НИУ ВШЭ (2018г.).

Результаты диссертации докладывались на следующих международ-
ных конференциях: «4th Polish Combinatorial Conference» (Бедлево, Поль-
ша, 2012), «55-ая международная научная конференция МФТИ» (Дол-
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гопрудный, Московская область, Россия, 2012), «Franco-Russian workshop
on Algorithms, complexity and applications» (Москва, Россия, 2012), «Erdos
centennial» (Будапешт, Венгрия, 2013), «EMS 2013» (Будапешт, Вен-
грия, 2013), «RSA’16» (Познань, Польша, 2013), «Workshop on random
graphs and their applications» (Москва, Россия, 2013), «56-ая междуна-
родная научная конференция МФТИ» (Долгопрудный, Московская об-
ласть, Россия, 2013), «Moscow Workshop on Combinatorics and Number
Theory» (Долгопрудный, Московская область, Россия, 2014), «Workshop
on Extremal Graph Theory» (Москва, Россия, 2014), «Sum(m)it:240» (Бу-
дапешт, Венгрия, 2014), «57-ая международная научная конференция
МФТИ» (Долгопрудный, Московская область, Россия, 2014), «RSA’17»
(Питтсбург, США, 2015), «Workshop on Logic and Random Graphs» (Лей-
ден, Голландия, 2015), «58-ая международная научная конференция МФ-
ТИ» (Долгопрудный, Московская область, Россия, 2015), «Workshop on
Extremal Combinatorics and Combinatorial Geometry» (Долгопрудный,
Московская область, Россия, 2016), «The 6th International Conference
on Network Analysis» (Нижний Новгород, Россия, 2016), «IX между-
народная Петрозаводская конференция «Вероятностные методы в дис-
кретной математике»» (Петрозаводск, Россия, 2016), «Bordeaux Graph
Workshop» (Бордо, Франция, 2016), «RSA’18» (Гнезно, Польша, 2017).
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Глава 1.

Законы нуля или единицы

В этой главе мы сформулируем определения случайного графа в мо-
дели Эрдеша–Реньи, свойств первого порядка, различных законов нуля
или единицы. Все эти объекты мы будем использовать и в других двух
главах. Основными результатами главы являются теоремы 1.2.1–1.2.4, в
которых утверждаются и опровергаются законы нуля или единицы для
случайного графа G(n, n−α) для α близких к 1.

1.1. Основные определения и история задачи

Напомним основные определения. Пусть n ∈ N, 0 ≤ p ≤ 1. Рассмотрим
множество Ωn = {G = (Vn, E)} всех неориентированных графов без пе-
тель и кратных ребер с множеством вершин Vn = {1, . . . , n}. Назовем
случайным графом в модели Эрдеша–Реньи случайный элемент G(n, p)
со значениями во множестве Ωn и распределением Pn,p на Fn = 2Ωn,
определенным формулой

Pn,p(G) = p|E|(1− p)C2
n−|E|.

Иными словами, любые две различные вершины случайного графа со-
единены ребром с вероятностью p независимо от всех остальных пар
вершин (см. [1, 10, 27, 44, 57, 79, 130]). В дальнейшем мы будем рассмат-
ривать модели, в которых вероятность p зависит от количества вершин
n, причем нас будет интересовать асимптотическое поведение вероятно-
стей свойств случайных графов при n→∞. Мы будем считать, что для
всех n ∈ N случайные графы G(n, p) заданы на одном и том же вероят-
ностной пространстве с вероятностной мерой P.
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Формулы первого порядка (применительно к свойствам графов) стро-
ятся с помощью символов отношения ∼ (символ смежности) и =; логи-
ческих связок ¬,⇒,⇔,∨,∧; переменных x, y, x1, . . . (переменные — это
вершины графа); кванторов ∀,∃.

Опишем построение формул подробнее (см. [5, 21, 39, 55, 76, 130]).
Введем для этого понятие атома. Это объект, который либо имеет вид
(x ∼ y), либо имеет вид (x = y), где x, y — переменные. Атом являет-
ся формулой. Все входящие в атом переменные являются свободными.
Ниже мы даем определение связанных и свободных переменных и вме-
сте с этим дальнейшее определение формул первого порядка. Пусть G —
некоторый граф (не обязательно конечный). Рассмотрим произвольные
вершины i1, i2 этого графа. Если i1 ∼ i2, то будем говорить, что форму-
ла (x ∼ y) истинна для графа G на наборе (i1, i2). В противном случае
будем говорить, что формула ложна. Формула (x = y) истинна толь-
ко на наборах, состоящих из двух одинаковых вершин, т.е. на наборах
(i, i). Иными словами, формула истинна на некотором наборе вершин,
если предикат, выражаемый этой формулой, принимает значение 1 на
этом наборе. Пусть φ, φ1, φ2 — формулы, X,X1, X2 и Y, Y1, Y2 — соответ-
ствующие множества свободных и связанных переменных, переменная x
принадлежит X. Конструкции

¬φ, (φ1 ∨ φ2), (φ1 ∧ φ2), (φ1 ⇒ φ2), (φ1 ⇔ φ2), (∀xφ), (∃xφ)

являются формулами. При этом X \ {x} — множество свободных пере-
менных формул

(∀xφ), (∃xφ),

а Y ∪ {x} — множество связанных переменных этих формул, X1 ∪X2 —
множество свободных переменных формул

(φ1 ∨ φ2), (φ1 ∧ φ2), (φ1 ⇒ φ2), (φ1 ⇔ φ2), (1.1)

Y1 ∪ Y2 — множество связанных переменных этих формул, X — множе-
ство свободных переменных формулы (¬φ), Y — множество связанных
переменных этой формулы. Так же, как и в случае атома, формула явля-
ется истинной на некотором наборе вершин, если предикат, выражаемый
этой формулой, принимает значение 1 на этом наборе. Замкнутыми на-
зываются формулы, не содержащие свободных переменных. Замкнутая
формула либо всегда истинна для графа G, либо всегда ложна.

Определим кванторную глубину формулы. Глубина атома равна ну-
лю. Глубина формул (1.1) равна максимуму глубин формул φ1 и φ2. Глу-
бина формулы (¬φ) равна глубине формулы φ. Глубина формул (∀xφ)
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и (∃xφ) на единицу больше глубины φ. Замкнутые формулы называют-
ся эквивалентными, если они одновременно истинны или одновременно
ложны для любого графа G.

Приведем примеры формул первого порядка. Формула

(∀x∀y [(¬(x = y))⇒ (x ∼ y)])

является замкнутой (обе переменные связанные) и выражает свойство
графа быть полным, ее кванторная глубина равна 2. Глубина незамкну-
той формулы

([∃x3 ([x1 ∼ x3]∧[x2 ∼ x3])]∨[∀y1∀y2 ([y1 ∼ y2]⇒ [(y1 ∼ x1)∧(y2 ∼ x2)])])

также равна 2, переменные x1, x2 являются свободными, остальные —
связанными.

В дальнейшем мы будем рассматривать только замкнутые формулы.
Если замкнутая формула φ первого порядка истинна для графа G, то
будем говорить, что граф G обладает свойством первого порядка L,
которое определено формулой φ, и писать G |= L. Обозначим L класс
свойств графов, выражаемых замкнутыми формулами первого порядка.
Пусть, кроме того, Lk — класс свойств графов, выражаемых замкнутыми
формулами первого порядка с кванторной глубиной, не превосходящей
k. Пусть G и H — два произвольных графа. Если для любого свойства
L ∈ Lk либо оба графа G,H обладают свойством L, либо оба не обла-
дают, то мы будем говорить, что эти графы являются k-элементарно
эквивалентными. В соответствии с определением эквивалентности фор-
мул можно показать (см., например, [5, 39]), что множество всех формул
с кванторной глубиной, органиченной сверху числом k, разбивается на
конечное число классов эквивалентности. Так как все формулы из од-
ного класса эквивалентности выражают одно и то же свойство из Lk,
то |Lk| < ∞. В этой связи отношение k-элементарной эквивалентности
разбивает множество всех графов на конечное число классов эквивалент-
ности.

В дальнейшем, если выполнено равенство

lim
n→∞

P(G(n, p) |= L) = 1,

то будем говорить, что случайный граф с асимптотической вероятно-
стью 1 обладает свойством L.

Напомним, кроме того, несколько необходимых понятий из теории
графов. Пусть G — некоторый граф. Пусть, кроме того, W ⊆ V (G).
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Тогда индуцированным подграфом G|W будем называть такой граф H,
что V (H) = W и

∀i1, i2 ∈ V (G) (({i1, i2} ∈ E(H))⇔ ({i1, i2} ∈ E(G))).

Два графа G и H называются изоморфными (пишем G ∼= H), если суще-
ствует такое биективное отображение g : V (G)→ V (H), что выполнено
условие

∀i1, i2 ∈ V (G) (({i1, i2} ∈ E(G))⇔ ({g(i1), g(i2)} ∈ E(H))).

Это отображение называется изоморфизмом графов G и H. Путем, со-
единяющим вершины x и y называется граф, множество ребер которого
имеет вид {{x, u1}, {u1, u2}, . . . , {um−1, um}, {um, y}}, при этом эти ребра
и вершины x, u1, . . . , um, y не должны быть попарно различными. Дли-
ной пути называется число ребер в нем. Если эти вершины являются
попарно различными, то путь называется простым. Простым циклом
называется связный граф, все вершины которого имеют степень 2, ко-
личества вершин и ребер которого совпадают. Длиной простого цикла
называется число ребер (вершин) в нем. Полным графом на k вершинах
называется граф на k вершинах, в котором проведены все C2

k ребер. Та-
кой граф будем обозначать Kk.

Обратимся, наконец, к законам нуля или единицы для случайного гра-
фа G(n, p). Рассмотрим некоторую функцию p : N → [0, 1]. Случайный
граф подчиняется закону нуля или единицы (см. [1, 6, 33, 39, 46, 48, 49,
57, 63, 79, 87, 106, 112, 132, 133, 135, 144], [126]–[130]), если для любого
свойства L ∈ L выполняется одно из двух условий

lim
n→∞

P(G(n, p(n)) |= L) = 0, lim
n→∞

P(G(n, p(n)) |= L) = 1. (1.2)

В 1969 году Ю.В. Глебский, Д.И. Коган, М.И. Лиогонький и В.А. Та-
ланов получили следующий закон нуля или единицы, который в 1976
году был независимо доказан Р. Фагиным.

Теорема 1.1.1. (Ю.В. Глебский и др., 1969, [6], Р. Фагин, 1976, [46])
Пусть функция p удовлетворяет условию (1). Тогда случайный граф
G(n, p) подчиняется закону нуля или единицы.

На самом деле, в упомянутых работах закон доказан для случая p =
const. Тем не менее доказательство работает и для p = p(n), удовлетво-
ряющего условию (1).
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Также в статье Дж. Спенсера и С. Шелаха описан результат, в кото-
ром расширен класс функций p, при которых случайный граф G(n, p)
подчиняется закону нуля или единицы.

Теорема 1.1.2. (Дж. Спенсер, С. Шелах, 1988, [106]) Пусть p(n) =
n−α, где α > 0, α — иррациональное. Тогда G(n, p) подчиняется закону
нуля или единицы.

Заметим, что из результатов, доказанных в работах [28, 104] следует,
что если α — рациональное, 0 < α ≤ 1 и p = n−α, то случайный граф
G(n, p) не подчиняется закону нуля или единицы (см., например, [1, 57,
130]).

Наконец, помимо класса всех свойств первого порядка L в контексте
законов нуля или единицы рассматривался класс свойств L∞, выражае-
мых формулами, которые содержат бесконечное количество конъюнкций
или дизъюнкций (предложения в таком языке бесконечны, в отличие от
предложений, выражающих свойства из класса L). В работе [86] для
такого класса свойств доказан закон нуля или единицы, аналогичный
теореме 1.1.2. В 1997 году М. МакАртур были установлены некоторые
законы нуля или единицы для подмножества L∞k такого класса свойств.
Свойства в этом подмножестве выражаются формулами с числом раз-
личных переменных, ограниченным числом k (см. [87]). А именно, были
получены законы для случайного графа G(n, p) при p = n−α и α < 1

k−1 .
Итак, случайный граф G(n, p) не подчиняется закону нуля или единицы
для свойств из класса L при p = n−α и рациональных α ∈ (0, 1], но в
то же самое время подчиняется закону нуля или единицы для свойств
из класса L∞k при некоторых рациональных α ∈ (0, 1]. Поэтому пред-
ставляется естественным рассмотреть класс Lk и выяснить, при каких
рациональных α ∈ (0, 1] случайный граф G(n, n−α) подчиняется зако-
ну нуля или единицы для свойств из этого класса. В 2012 мы получили
первый результат на пути к ответу на этот вопрос, о нем и пойдет речь
ниже.

Будем говорить, что случайный граф подчиняется k-закону нуля или
единицы, если для любого свойства L ∈ Lk выполняется одно из двух
условий (1.2).

Теорема 1.1.3. ([132, 155]) Пусть p = n−α. Если α ∈ (0, 1
k−2), то

случайный граф G(n, p) подчиняется k-закону нуля или единицы. Если
же α = 1

k−2, то случайный граф G(n, p) не подчиняется k-закону нуля
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или единицы.

Таким образом, мы доказали, что 1
k−2 — наименьшее положительное

значение α, при котором случайный граф G(n, n−α) не подчиняется k-
закону нуля или единицы. В настоящей работе мы описали асимптотиче-
ское поведение вероятностей свойств из множества Lk графа G(n, n−α)
при α ≥ 1− 1

2k−1 . В частности, мы нашли наибольшее значение α (мень-
шее 1), при котором нарушается k-закон. Эти результаты мы формули-
руем в следующем разделе. Далее в разделе 1.3 мы опишем необходимые
для доказательств результатов работы конструкции, а также опишем их
свойства. В разделе 1.4 мы сформулируем теорему Эренфойхта и расска-
жем о ее применениях. Доказательства основных результатов главы мы
приводим в разделе 1.5. Как будет видно из формулировок результатов и
их доказательств, поведение вероятностей свойств первого порядка даже
при α ∈ [1 − 1

2k−1 , 1) оказывается очень сложным, и полностью изучить
его для всех α из этого интервала не удается. Тем не менее в третьей гла-
ве мы частично даем ответ даже на вопрос, при каких α ∈ ( 1

k−2 , 1−
1

2k−1 )
случайный граф G(n, n−α) подчиняется k-закону нуля или единицы.

1.2. Новые результаты

Как показывает следующий результат, сформулированный и доказанный
нами в работах [144, 151, 154], при α ∈ (1− 1

2k
, 1) выполнен k-закон нуля

или единицы.

Теорема 1.2.1. Пусть k > 3 — произвольное натуральное число.
Пусть, кроме того, Q — множество положительных дробей с числи-
телем, не превосходящим числа 2k−1. Случайный граф G(n, n−α) подчи-
няется k-закону нуля или единицы, если

α = 1− 1

2k−1 + β
, β ∈ (0,∞) \ Q.

Итак, мы рассмотрели интервал (1 − 21−k, 1) и получили множество
рациональных чисел α из этого интервала, при которых k-закон справед-
лив. Так как любое число из (1−21−k, 1) представляется в виде 1− 1

2k−1+β
,

закон будет выполнен при любых α из(
1− 1

2k
, 1

)⋃(
1− 1

2k − 1
, 1− 1

2k

)⋃
. . .
⋃
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(
1− 1

2k−1 + 2k−2
, 1− 1

2k−1 + 2k−2 + 1

)⋃
(

1− 1

2k−1 + 2k−1−1
2

, 1− 1

2k−1 + 2k−2

)⋃
. . .
⋃

1− 1

2k−1 + 2k−1

3

, 1− 1

2k−1 +
2k−1−

[
2k−1

3

]
2

⋃ . . . .

Длины интервалов уменьшаются при стремлении концов к 1−21−k. Кро-
ме того, для некоторых из них мы доказали, что на концах интервалов
k-закон не выполнен.

Теорема 1.2.2. Пусть k > 3 — произвольное натуральное число
и Q̃ — множество целых неотрицательных чисел, не превосходящих
2k−1 − 2. Случайный граф G(n, n−α) не подчиняется k-закону нуля или
единицы, если

α = 1− 1

2k−1 + β
, β ∈ Q̃.

Если k > 5,

α = 1− 1

2k−1 + a/b
,

где
a ∈ {1, 2, . . . , 2k−1 − 2(b+ 1)2},

то случайный граф G(n, n−α) также не подчиняется k-закону нуля и
единицы.

Формулировка и доказательство теоремы 1.2.2 приведены в работах [127,
133, 144, 151, 154].

Заметим, что теоремы 1.2.1 и 1.2.2 не дают максимального значения
α ∈ (0, 1), при котором случайный граф G(n, n−α) не подчиняется k-
закону нуля или единицы. Так, остается вопрос, выполнен ли закон при
α ∈ {1− 1

2k−1
, 1− 1

2k
}. Мы ответили на этот вопрос в работе [135].

Теорема 1.2.3. Пусть k > 3 — произвольное натуральное число и

α ∈
{

1− 1

2k−1 − 1
, 1− 1

2k

}
.
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Тогда случайный граф G(n, n−α) подчиняется k-закону нуля или едини-
цы.

Наконец, остается вопрос, конечно ли множество чисел

α ∈
(

1− 1

2k−1
, 1

)
,

для которых случайный граф G(n, n−α) не подчиняется k-закону нуля
или единицы. Положительный ответ дается в работах [137, 152], в кото-
рых получен следующий результат.

Теорема 1.2.4. Пусть k > 3, b — произвольные натуральные числа,
a
b — несократимая положительная дробь. Обозначим ν = max{1, 2k−1−
b}. Пусть

a ∈ {ν, ν + 1, . . . , 2k−1}, α = 1− 1

2k−1 + a/b
.

Тогда случайный граф G(n, n−α) подчиняется k-закону нуля или едини-
цы.

Доказательства всех теорем мы приводим в разделе 1.5. Заметим, что
теорема 1.2.3 является частным случаем теоремы 1.2.4, поэтому в разде-
ле 1.5 мы приводим только доказательство последней теоремы.

1.3. Малые подграфы в случайном графе

Напомним некоторые определения, относящиеся к теории случайных под-
множеств в биномиальной модели [1, 27]. Пусть L — произвольное свой-
ство графов. Функция p0 = p0(n), обладающая одним из двух условий

∀p
[(

(p = o(p0))⇒
(

lim
n→∞

P(G(n, p) |= L) = 0
))
∧(

(p0 = o(p))⇒
(

lim
n→∞

P(G(n, p) |= L) = 1
))]

, (1.3)

∀p
[(

(p = o(p0))⇒
(

lim
n→∞

P(G(n, p) |= L) = 1
))
∧(

(p0 = o(p))⇒
(

lim
n→∞

P(G(n, p) |= L) = 0
))]

, (1.4)
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называется пороговой для свойства L. Свойство L называется монотон-
ным, если выполнено одно из двух условий. Либо для любых графов H
и G с V (H) = V (G) из того что граф H обладает этим свойством и
H ⊆ G следует, что граф G также обладает этим свойством (в этом
случае свойство называется возрастающим), либо для любых графов H
и G с V (H) = V (G) из того что граф G обладает этим свойством и
H ⊆ G следует, что граф H также обладает этим свойством (в этом
случае свойство называется убывающим). Как доказали Б. Боллобаш и
А. Томасон в 1987 году, у всех монотонных свойств существует порого-
вая функция [31], причем в случае возрастающих свойств эта функция
удовлетворяет условию (1.3), а в случае убывающих — условию (1.4).

В 1960 году П. Эрдеш и А. Реньи доказали теорему о существова-
нии пороговой функции для свойства “G(n, p) содержит копию данного
сбалансированного графа” (определение сбалансированного графа дано
ниже в этом абзаце), которая позже была обобщена А. Ручинским и А.
Винсом на случай произвольного (не обязательно сбалансированного)
графа. Рассмотрим произвольный граф G. В дальнейшем мы будем обо-
значать v(G) количество вершин графа G и e(G) — количество ребер.
Назовем отношение ρ(G) = e(G)

v(G) плотностью графа G. Граф G называ-
ется сбалансированным, если для каждого его подграфа H выполнено
неравенство ρ(H) ≤ ρ(G). Граф G называется строго сбалансирован-
ным, если для каждого собственного подграфа это неравенство является
строгим.

Теорема 1.3.1. (П. Эрдеш, А. Реньи, 1960, [44]) Пусть G — сбалан-
сированный граф. Тогда функция p = n−1/ρ(G) является пороговой для
графа G(n, p) и свойства содержать копию графа G.

Заметим, что свойство содержать копию фиксированного графа явля-
ется возрастающим, поэтому пороговая функция для него удовлетворяет
условию (1.3).

Пусть теперь G — произвольный граф. Положим

ρmax(G) = max
H⊆G

ρ(H).

Теорема 1.3.2. (А. Ручински, А. Винс, 1985, [103]) Функция

p = n−1/ρmax(G)

является пороговой для графа G(n, p) и свойства содержать копию гра-
фа G.
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Кроме того, в 1981 году Б. Боллобаш нашел асимптотическое рас-
пределение количества копий в G(n, p) фиксированного строго сбалан-
сированного графа в случае, когда вероятность проведения ребра рав-
на пороговой функции для свойства появления копии рассматриваемого
графа. Здесь и далее для произвольного графа G мы будем обозначать
NG количество копий G в случайном графе G(n, p) (с точностью до пе-
ренумерации вершин). Пусть G — строго сбалансированный граф.

Теорема 1.3.3. (Б. Боллобаш, 1981, [28]) Пусть a — количество ав-
томорфизмов графа G, p = n−1/ρ(G). Тогда

NG
d−→ Pois(1/a), n→∞.

Здесь Pois(1/a) — пуассоновская случайная величина со средним 1/a.

Нам также понадобится следующий результат, являющийся дополне-
нием к теореме 1.3.2, доказательство которого можно найти, например,
в [1] (см. теорему 4.5).

Лемма 1.3.1. Пусть G — произвольный граф. Пусть, кроме того,
выполнено равенство n−1/ρmax(G) = o(p). Тогда существует такое число
c > 0, что для любого ε > 0

lim
n→∞

P

(
1− ε < NG

cnv(G)pe(G)
< 1 + ε

)
= 1.

Обратимся теперь к подсчету числа расширений малых подграфов в
случайном графе. Рассмотрим такие произвольные графыG иH (являю-
щиеся подграфами некоторого графа Γ), чтоH ⊂ G, V (H) = {x1, . . . , xm},
V (G) = {x1, . . . , xl} и множество E(G) \ (E(H) ∪ E(G \ H)) не пусто.
Обозначим e(G,H) = e(G)− e(H), v(G,H) = v(G)− v(H),

ρ(G,H) =
e(G,H)

v(G,H)
, ρmax(G,H) = max

H⊂K⊆G
ρ(K,H).

Более того, пусть emin(G,H) — минимальное число e(K,H) по всем та-
ким графам K, что H ⊂ K ⊆ G, ρ(K,H) = ρmax(G,H) и множество
E(K) \ (E(H) ∪ E(K \ H)) не пусто. Рассмотрим графы H̃, G̃, где
V (H̃) = {x̃1, . . . , x̃m}, V (G̃) = {x̃1, . . . , x̃l}, H̃ ⊂ G̃. Граф G̃ называется
(G, (x1, . . . , xm))-расширением набора вершин (x̃1, . . . , x̃m), если

{xi1, xi2} ∈ E(G) \ E(H)⇒ {x̃i1, x̃i2} ∈ E(G̃) \ E(H̃).
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Если
{xi1, xi2} ∈ E(G) \ E(H)⇔ {x̃i1, x̃i2} ∈ E(G̃) \ E(H̃),

то расширение назовем точным. Рассмотрим свойство L(G,H) содержать
(G, (x1, . . . , xm))-расширение любого m-вершинного набора.

Теорема 1.3.4. (Дж. Спенсер, 1990, [113]) Существуют такие 0 <
ε < K, что

если p ≤ εn−1/ρmax(G,H)(lnn)1/emin(G,H), то lim
n→∞

P(G(n, p) |= L(G,H)) = 0;

если p ≥ Kn−1/ρmax(G,H)(lnn)1/emin(G,H), то lim
n→∞

P(G(n, p) |= L(G,H)) = 1.

Очевидно, для сбалансированных пар (G,H) (максимальная плотность
ρ(K,H) достигается на паре (G,H)) величину ρmax(G,H) в утвержде-
нии теоремы можно заменить на ρ(G,H). По аналогии с графами, пара
(G,H) называется строго сбалансированной, если ρ(G,H) > ρ(K,H)
для любого такого графа K, что H ⊂ K ⊂ G.

Обозначим N(G,H)(x̃1, . . . , x̃m) случайную величину, равную количе-
ству (G, (x1, . . . , xm))-расширений набора (x̃1, . . . , x̃m) в G(n, p).

Теорема 1.3.5. (Дж. Спенсер, 1990, [110]) Существуют такое число
c > 0, что для любого ε > 0 найдутся числа t ∈ N, K > 0, удовлетво-
ряющие следующему свойству. Если

p ≥ Kn−1/ρmax(G,H)(lnn)1/t,

то

lim
n→∞

P

(
∀(x̃1 . . . x̃m)

(
1− ε <

N(G,H)(x̃1, . . . , x̃m)

cnv(G,H)pe(G,H)
< 1 + ε

))
= 1.

При доказательстве наших результатов мы будем использовать след-
ствия из леммы 1.3.1 и теоремы 1.3.5, которые опираются на следующие
определения.

Зафиксируем число α > 0. Положим

v(G,H) = |V (G) \ V (H)|, e(G,H) = |E(G) \ E(H)|,

fα(G,H) = v(G,H)− αe(G,H).
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Если для любого такого графа S, что H ⊂ S ⊆ G, выполнено нера-
венство fα(S,H) > 0, то пара (G,H) называется α-надежной (см. [1,
57, 130]). Если же для любого такого S, что H ⊆ S ⊂ G, выполне-
но неравенство fα(G,S) < 0, то пара (G,H) называется α-жесткой
(см. [1, 57, 130]).

Для любого натурального числа a обозначим cla(G) (см. [1]) такой под-
граф в Γ (будем называть его a-замыканием), что существуют s ∈ Z+ и
графы G0, G1, . . . , Gs, обладающие следующими свойствами: G = G0 ⊂
G1 ⊂ . . . ⊂ Gs = cla(G), для любого i ∈ {1, . . . , s} выполнены неравен-
ства fα(Gi, Gi−1) < 0, v(Gi, Gi−1) ≤ a и не существует такого подграфа
G̃ в Γ, что fα(G̃, Gs) < 0 и v(G̃, Gs) ≤ a. Прежде чем сформулировать
следствие, о котором шла речь выше, напомним лемму о замыканиях
из [1].

Лемма 1.3.2. Пусть p ≤ n−α. Тогда для любых натуральных чисел
a и m существует такое положительное число D, что с вероятно-
стью, стремящейся к 1, для любого подграфа G̃ ⊂ G(n, p) с v(G̃) = m
выполнено неравенство v(cla(G̃)) < D.

Введем, наконец, понятие максимальной пары. Пусть H̃ ⊂ G̃ ⊂ Γ и
T ⊂ K, причем V (T ) = {v1, . . . , vt}, t ≤ |V (G̃)|. Пару (G̃, H̃) назовем
(K,T )-максимальной в Γ, если у любого такого набора t вершин t гра-
фа G̃, что в этом наборе есть хотя бы одна вершина из V (G̃) \ V (H̃), не
существует такого точного (K, (v1, . . . , vt))-расширения K̃ в Γ, что оно
пересекается с графом G̃ лишь по вершинам набора t и каждая вершина
из V (K̃), не принадлежащая набору t, не соединена ребром ни с одной
вершиной из V (G̃), не принадлежащей набору t. Аналогично, граф G̃ на-
зовем (K,T )-максимальным в Γ, если у любого набора t вершин t графа
G̃ не существует такого точного (K, (v1, . . . , vt))-расширения K̃ в Γ, что
оно пересекается с графом G̃ только по вершинам набора t и каждая
вершина из V (K̃), не принадлежащая набору t, не соединена ребром ни
с одной вершиной из V (G̃), не принадлежащей набору t.

Следствие 1.3.1. Пусть 0 < α1 < α2 < 1. Пусть, кроме того, пара
(G,H) (по-прежнему V (H) = {x1, . . . , xm}) является α2-надежной и K
— конечное множество таких пар графов, что для любой пары (K,T ) ∈
K выполнены неравенства fα1

(K,T ) < 0 и v(T ) ≤ v(G). Пусть p ∈
[n−α2, n−α1]. Тогда с вероятностью, стремящейся к 1, для любых вер-
шин x̃1, . . . , x̃m графа G(n, p) существует такое точное (G, (x1, . . . , xm))-
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расширение G̃ набора (x̃1, . . . , x̃m), что для любой пары (K,T ) ∈ K пара
(G̃, G(n, p)|{x̃1,...,x̃m}) является (K,T )-максимальной в G(n, p).

Доказательство. Пусть x̃1, . . . , x̃m ∈ Vn. Пусть NK(G,H)(x̃1, . . . , x̃m) —
число всех таких (G, (x1, . . . , xm))-расширенией G̃ набора (x̃1, . . . , x̃m) в
G(n, p), что для любой пары (K,T ) ∈ K пара (G̃, G(n, p)|{x̃1,...,x̃m}) яв-
ляется (K,T )-максимальной в G(n, p). Для любой пары (K,T ) ∈ K
обозначим N

(K,T )
(G,H)(x̃1, . . . , x̃m) количество всех таких (G, (x1, . . . , xm))-

расширений G̃ набора (x̃1, . . . , x̃m) вG(n, p), что пара (G̃, G(n, p)|{x̃1,...,x̃m})
не является (K,T )-максимальной в G(n, p).

Пусть p ∈ [n−α2, n−α1].
Рассмотрим произвольную пару (K,T ) ∈ K, для которой существуют

α ∈ [α1, α2] и такие графы R = R(K,T ), S1, S2, что H ⊂ R ⊆ G, p ≤ n−α,
S1 ⊆ T , S1 ⊂ S2 ⊆ (K \ (T \ S1)), v(R) ≥ v(S1) и

fα(R,H) + fα(S2, S1) < 0

(обозначим K̂ множество всех таких пар (K,T ), и для каждой пары
(K,T ) ∈ K̂ обозначим R(K,T ) множество всех графов R(K,T ), для ко-
торых существуют S1, S2, удовлетворяющие перечисленным выше свой-
ствам).

Пусть (K,T ) ∈ K̂, R ∈ R(K,T ). Так как p ≤ n−α, то по лемме 1.3.2
существует такое число D(R,K, T ), что с вероятностью, стремящейся к
1,

∀(x̃1, . . . , x̃m)
(
N

(K,T )
(R,H)(x̃1, . . . , x̃m) < D(R,K, T )

)
.

Пусть R̃ — произвольный граф, удовлетворяющий условию H ⊂ R̃ ⊆ G.
Тогда выполнено неравенство fα2

(R̃,H) > 0. Следовательно, для любого
M

p ≥ n−α2 � n−1/ρ(R̃,H)(lnn)M .

Поэтому для любых K и M выполнено неравенство

p ≥ Kn−1/ρmax(G,H)(lnn)M

при достаточно больших n. Из теоремы 1.3.5 следует, что для любого
N ∈ N найдется такое c > 0, что для любого ε > 0 с вероятностью, стре-
мящейся к 1, для любых вершин x̃1, . . . , x̃m, x̃m+1, . . . , x̃m+N существует
хотя бы

(1− ε)cnv(G,H)pe(G,H)
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точных (G, (x1, . . . , xm))-расширений набора (x̃1, . . . , x̃m) в индуцирован-
ном подграфе G(n, p)|Vn\{x̃m+1,...,x̃m+N}. Положим

N =
∑

(K,T )∈K̂

∑
R∈R(K,T )

D(R,K, T )v(R,H).

Тогда для любого ε > 0 и некоторого c > 0 с вероятностью, стремящейся
к 1, в G(n, p)

∀(x̃1, . . . , x̃m)
(
N K̂(G,H)(x̃1, . . . , x̃m) > (1− ε)cnv(G,H)pe(G,H)

)
. (1.5)

Положим
α0 = sup{α : ∀n ∈ N (p ≥ n−α)}.

Пусть (K,T ) ∈ K \ K̂. Пусть, кроме того, существуют такие графы
R = R(K,T ), S1, S2, что H ⊂ R ⊆ G, S1 ⊆ T , S1 ⊂ S2 ⊆ (K \ (T \ S1)),
v(R) ≥ v(S1) и

fα0
(R,H) + fα0

(S2, S1) = 0

(обозначим K̃ множество всех таких пар (K,T )). Так как для любой пары
графов (A,B) с V (B) = {x1, . . . , xb} и любого числа D свойство

у любого набора вершин x̃1, . . . , x̃b графа G(n, p) существует не более D

(A, (x1, . . . , xb))-расширений этого набора

является убывающим, то из леммы 1.10 из [57] и теоремы 1.3.5 следует,
что для любого достаточно малого δ > 0 с вероятностью, стремящейся
к 1, для любого набора (x̃1, . . . , x̃m)

N
(K,T )
(G,H)(x̃1, . . . , x̃m) < 2

v(G)!

(v(G)− v(T ))!
nv(G,H)+v(K,T )n(−α0+δ)(e(G,H)+e(K,T )) =

= O

(
nv(G,H)pe(G,H)nfα0

(K,T )

(
n−α0

p

)e(G,H)

nδ(e(G,H)+e(K,T ))

)
=

= O
(
nv(G,H)pe(G,H)nfα0

(K,T )nδ(2e(G,H)+e(K,T ))
)
. (1.6)

Пусть (K,T ) ∈ K \ (K̂(G,H) ∪ K̃(G,H)). Тогда для любых таких S1, S2,
S1 ⊆ T , S1 ⊂ S2 ⊆ (K \ (T \ S1)), и R, H ⊂ R ⊆ G, что v(R) ≥ v(S1), и
любых M

p ≥ n−α2 � n−
v(R,H)+v(S2,S1)
e(R,H)+e(S2,S1) (lnn)M ,
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так как для любой пары графов (A,B) функция fα(A,B) является непре-
рывной по α на (α1, α2). Поэтому по теореме 1.3.5 с вероятностью, стре-
мящейся к 1, для любого набора (x̃1, . . . , x̃m) и некоторого C > 0

N
(K,T )
(G,H)(x̃1, . . . , x̃m) < C

v(G)!

(v(G)− v(T ))!
nv(G,H)+v(K,T )pe(G,H)+e(K,T ) =

= O
(
nv(G,H)pe(G,H)nfα1

(K,T )
)
. (1.7)

Из неравенств (1.5), (1.6) (1.7), fα1
(K,T ) < 0 и конечности множества K

следует, что

lim
n→∞

P
(
∀(x̃1 . . . x̃m)

(
NK(G,H)(x̃1, . . . , x̃m) >

c

2
nv(G,H)pe(G,H)

))
= 1,

так как

NK(G,H)(x̃1, . . . , x̃m) ≥ N K̂(G,H)(x̃1, . . . , x̃m)−
∑

(K,T )∈K̂∪K̃

N
(K,T )
(G,H)(x̃1, . . . , x̃m).

Следствие доказано. �

Заметим, что следствие 1.3.1 можно переформулировать, рассмотрев
строго сбалансированные графы с плотностью, меньшей чем 1/α2, вме-
сто α2-надежных пар. В этом случае доказательство похоже на дока-
зательство сформулированного следствия. Основная разница состоит в
том, что вместо теоремы 1.3.5 необходимо применять лемму 1.3.1. Сфор-
мулируем и докажем соответствующее утверждение.

Следствие 1.3.2. Пусть 0 < α1 < α2 < 1. Пусть G — строго сба-
лансированный граф с ρ(G) < 1/α2 и K — конечное множество таких
пар графов, что для любой пары (K,T ) ∈ K выполнены неравенства
fα1

(K,T ) < 0 и v(T ) ≤ v(G). Если p ∈ [n−α2, n−α1], то с асимптоти-
ческой вероятностью 1 в случайном графе G(n, p) существует копия
графа G, являющаяся (K,T )-максимальной для любой пары (K,T ) ∈ K.

Доказательство. Пусть NKG — число всех копий графа G в G(n, p),
являющихся (K,T )-максимальными в G(n, p) для любой пары (K,T ) ∈
K. Кроме того, по аналогии с доказательством следствия 1.3.1 для любой
пары (K,T ) ∈ K обозначим N

(K,T )
G количество копий графа G в G(n, p),

которые не являются (K,T )-максимальными в G(n, p).
Для произвольного графа H положим

fα(H) = v(H)− αe(H).
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Пусть p ∈ [n−α2, n−α1].
Рассмотрим произвольную пару (K,T ) ∈ K, для которой существуют

α ∈ [α1, α2] и такие графы R = R(K,T ), S1, S2, что R ⊆ G, p ≤ n−α,

S1 ⊆ T, S1 ⊂ S2 ⊆ (K \ (T \ S1)), v(R) ≥ v(S1), (1.8)

fα(R) + fα(S2, S1) < 0 (1.9)

(будем использовать обозначения K̂, R(K,T ), задающие те же множе-
ства, что и при доказательстве следствия 1.3.1).

Пусть (K,T ) ∈ K̂, R ∈ R(K,T ). Пусть, кроме того, G̃ — объединение
графа R и такого графа S̃2, изоморфного S2, где графы S1, S2 удовлетво-
ряют условиям (1.8), (1.9), что S̃2 ∩R = S̃1 и граф S̃1 изоморфен графу
S1. Тогда, очевидно, в силу (1.9) выполнено ρ(G̃) > 1

α . Так как p ≤ n−α,
то по теореме 1.3.2 с вероятностью, стремящейся к 1,

N
(K,T )
G = 0.

Более того, в силу леммы 1.3.1, так как p ≥ n−α2, то существует такое
c > 0, что для любого ε > 0 с вероятностью, стремящейся к 1,

NG > (1− ε)cnv(G)pe(G).

Тогда с вероятностью, стремящейся к 1, в G(n, p)

N K̂G > (1− ε)cnv(G)pe(G). (1.10)

Положим
α0 = sup{α : ∀n ∈ N p ≥ n−α}.

Пусть (K,T ) ∈ K \ K̂. Пусть, кроме того, существуют такие графы
R = R(K,T ), S1, S2, что R ⊆ G, выполнены условия (1.8) и

fα0
(R) + fα0

(S2, S1) = 0 (1.11)

(обозначим K̃ множество всех таких пар (K,T )). Пусть (K,T ) ∈ K̃.
Пусть, кроме того, G̃ — объединение графа R и такого графа S̃2, изо-
морфного S2, где графы R, S1, S2 удовлетворяют условиям (1.8), (1.11),
что S̃2 ∩ R = S̃1 и граф S̃1 изоморфен графу S1. Очевидно, если копия
графа G не является (K,T )-максимальной, то в объединении с соответ-
ствующим расширением она дает граф, максимальная плотность кото-
рого меньше 1/(α0 − δ) для любого δ ∈ (0, α0) (это очевидно следует из
того, что (K,T ) /∈ K̂). Так как для любого числа D и графа A свойство

в графе G(n, p) существует не более D копий графа A
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является убывающим, то из леммы 1.10 из [57] и леммы 1.3.1 следует,
что для любого δ > 0 найдется такое C > 0, что с вероятностью, стре-
мящейся к 1,

N
(K,T )
G < C

v(G)!

(v(G)− v(T ))!
nv(G)+v(K,T )n(−α0+δ)(e(G)+e(K,T )) =

= O
(
nv(G)pe(G)nfα0

(K,T )nδ(e(G)+e(K,T ))
)
. (1.12)

Пусть (K,T ) ∈ K \ (K̂(G,H) ∪ K̃(G,H)). Тогда для любых таких S1, S2,
S1 ⊆ T , S1 ⊂ S2 ⊆ (K \ (T \S1)), и R, R ⊆ G, что v(R) ≥ v(S1), и любого
M ∈ N

p ≥ n−α0 � n−
v(R)+v(S2,S1)
e(R)+e(S2,S1) (lnn)M ,

так как для любой пары графов (A,B) функции fα(A) и fα(A,B) являет-
ся непрерывными по α на (α1, α2). Поэтому по лемме 1.3.1 для некоторого
числа C > 0 с вероятностью, стремящейся к 1,

N
(K,T )
(G) < C

v(G)!

(v(G)− v(T ))!
nv(G)+v(K,T )pe(G)+e(K,T ) = O

(
nv(G)pe(G)nfα1

(K,T )
)
.

(1.13)
Из оценок (1.10), (1.12) (1.13), fα1

(K,T ) < 0 и конечности множества K
следует, что

lim
n→∞

P
(
NK(G) >

c

2
nv(G)pe(G)

)
= 1.

Следствие доказано. �

Будем называть пары (G, (x1, . . . , xm)) и (G̃, (x̃1, . . . , x̃m)), где

{x1, . . . , xm} ⊂ V (G), {x̃1, . . . , x̃m} ⊂ Ṽ (G),

изоморфными, если граф G̃ является точным (G, (x1, . . . , xm))-расшире-
нием набора (x̃1, . . . , x̃m).

Нам, кроме того, понадобится утверждение, сформулированное ни-
же, о существовании “нерасширяющейся” копии строго сбалансирован-
ного графа. Метод для получения результатов такого рода изложен в
статье [30]. Ниже мы применяем этот метод для доказательства упомя-
нутого утверждения.

Пусть граф H — строго сбалансированный, (G,H) — строго сбалан-
сированная пара, ρ(H) = ρ(G,H) = 1/α. Пусть, кроме того, V (H) =
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{h1, . . . , hv}, где v = v(H). Обозначим W наибольшее (по мощности)
множество v-вершинных наборов в Vn, обладающее следующим свой-
ством. Для любых двух наборов

w1 = (xi1, . . . , xiv), w2 = (xiσ(1)
, . . . , xiσ(v)

) ∈ W,

совпадающих как множества, перестановка σ, примененная к набору
(h1, . . . , hv), не оставляет на месте ребра графа H (т.е. отображение
φ : V (H)→ V (H), заданное равенствами φ(hi) = hσ(i), i ∈ {1, . . . , v}, не
является автоморфизмом графа H). Очевидно,

|W | = n!

(n− v)!a(H)
.

Для каждого w ∈ W будем обозначать w множество, составленное из
элементов набора w. Пусть для w = (xi1, . . . , xiv) ∈ W событие Aw за-
ключается в том, что некоторый остовный подграф графа G(n, n−α)|w
изоморфен H, причем соответствующий изоморфизм переводит верши-
ну xij в вершину hj для каждого j ∈ {1, . . . , v}.

Лемма 1.3.3. Для некоторой подпоследовательности {ni}i∈N в по-
следовательности натуральных чисел с положительной асимптоти-
ческой вероятностью, отличной от 1, в графе G(ni, n

−α
i ) существует

хотя бы одна копия H и у любого w ∈ Vni, для которого выполнено со-
бытие Aw, не существует (G, (h1, . . . , hv))-расширения в G(ni, n

−α
i ).

Доказательство. Обозначим

N−H(w) =
∑
w̃

I(Aw̃),

где сумма берется по всем w̃ ∈ W , не пересекающим набор w,

N+
H(w) =

∑
w̃

ξw̃,

где сумма берется по всем таким w̃ ∈ W , пересекающим набор w, что
w̃ ∩ w 6= w, а для любого G ∈ Ωn имеем ξw̃(G) = 1 тогда и только
тогда, когда выполнено событие Aw для графа G с добавленными в него
ребрами между любыми двумя вершинами из w∩w̃ (в противном случае
ξw̃(G) = 0). Положим

NH(w) = N−H(w) +N+
H(w).

46



Обозначим µn вероятность того, что в графе G(n, n−α) существует
хотя бы одна копия H и у любого v-вершинного набора w в Vn, для кото-
рого выполнено событие Aw, не существует (G, (h1, . . . , hv))-расширения
в G(n, n−α). Тогда

P(NH > 0) ≥ µn = P(NG = 0)− P(NH = 0) ≥ P(NH = 1, NG = 0).

В силу теоремы 1.3.3

lim
n→∞

P(NH > 0) = 1− e−1/a(H).

Наконец,

P(NH = 1, NG = 0) =
∑
w∈W

P(NH = 1, NG = 0|Aw)P(Aw) ≥

≥
∑
w∈W

P(NH(w) = 0, N(G,H)(w) = 0)P(Aw) =

= P(NH(w0) = 0, N(G,H)(w0) = 0)
∑
w∈W

P(Aw) ∼

∼ 1

a(H)
P(N−H(w0) = 0, N(G,H)(w0) = 0),

где w0 ∈ W — произвольный набор. Асимптотическое равенство выпол-
нено в силу того, что по теореме 1.3.2 в графе G(n, n−α) с вероятностью,
стремящейся к 1, не существует подграфов, количество вершин которых
не превосходит 2v, а плотность больше 1/α. Вероятность

P(N−H(w0) = 0, N(G,H)(w0) = 0)

стремится к некоторому положительному числу, отличному от 1 (см.
[30]). Тем самым, лемма доказана. �

1.4. Игра Эренфойхта

При доказательстве законов нуля или единицы для класса свойств пер-
вого порядка, как было замечено выше, используется теорема Эренфойх-
та. Перед тем как сформулировать ее, напомним некоторые определения.
Пусть k ∈ N. Определим игру Эренфойхта EHR(G,H, k) на двух графах
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G,H (необязательно конечных) c двумя игроками (Новатором и Консер-
ватором) и с фиксированным числом раундов k (см. [1, 5, 25, 40, 57, 107,
130]). Пусть

V (G) = {x1, . . . , xn}, V (H) = {y1, . . . , ym}.

На ν-м ходу (1 ≤ ν ≤ k) Новатор выбирает вершину из любого графа
(он выбирает либо xjν ∈ V (G), либо yj′ν ∈ V (H)). Затем Консерватор вы-
бирает вершину из оставшегося графа. Если Новатор выбирает на µ-м
ходу, скажем, вершину xjµ ∈ V (G), jµ = jν (ν < µ), то Консерватор дол-
жен выбрать yj′ν ∈ V (H). Если же на этом ходу Новатор выбирает, ска-
жем, вершину xjµ ∈ V (G), jµ /∈ {j1, . . . , jµ−1}, то и Консерватор должен
выбрать такую вершину yj′µ ∈ V (H), что j′µ /∈ {j′1, . . . , j′µ−1}. Если он не
может этого сделать, то игру выигрывает Новатор. К концу игры выбра-
ны вершины xj1, . . . , xjk ∈ V (G), а также вершины yj′1, . . . , yj′k ∈ V (H).
Некоторые из этих вершин могут совпадать. Выберем из них только раз-
личные: xh1

, . . . , xhl; yh′1, . . . , yh′l, l ≤ k. Консерватор побеждает тогда и
только тогда, когда отображение

ϕ : {xh1
, . . . , xhl} → {yh′1, . . . , yh′l},

определенное равенствами ϕ (xhν) = yh′ν для всех ν ∈ {1, . . . , l}, является
изоморфизмом графов G|{xh1

,...,xhl} и H|{yh′1 ,...,yh′l}. Мы будем говорить, что
у Консерватора есть выигрышная стратегия, если для каждого раунда
с номером ν ∈ {1, . . . , k} при любом выборе Новатором вершины Консер-
ватор может выбрать такую вершину, что в конце игры Консерватор по-
беждает. В противном случае, мы будем говорить, что у Новатора есть
выигрышная стратегия. Сформулируем, наконец, теорему Эренфойхта
о связи между элементарной эквивалентностью и игрой Эренфойхта.

Теорема 1.4.1. (А. Эренфойхт, 1960, [40]) Пусть G,H — два графа,
k — натуральное число. Графы G,H являются k-элементарно эквива-
лентными тогда и только тогда, когда у Консерватора есть выигрыш-
ная стратегия в игре EHR(G,H, k).

Для того, чтобы продемонстрировать, для каких задач оказывается
полезна теорема Эренфойхта, приведем следующий пример. Предполо-
жим, что свойсто связности можно записать на языке первого поряд-
ка. Пусть k — глубина формулы первого порядка, с помощью которой
можно записать это свойство. Рассмотрим связный граф G, являющийся

48



бесконечным простым путем, и несвязный графH = H1tH2, являющий-
ся объединением двух бесконечных простых путей H1 и H2. Такие гра-
фы не являются k-элементарно эквивалентными в силу предположения.
Тогда по теореме 1.4.1 у Новатора есть выигрышная стратегия в игре
EHR(G,H, k). Тем не менее можно показать, что выигрышная страте-
гия есть у Консерватора (см., например, [130]), что противоречит наше-
му предположению. Таким образом, свойство связности нельзя записать
на языке первого порядке.

Сформулируем теперь критерий справедливости закона нуля или еди-
ницы. Этот критерий является следствием из теоремы 1.4.1 (см., напри-
мер, [1, 57, 130]).

Теорема 1.4.2. Случайный граф G(n, p) подчиняется k-закону нуля
или единицы тогда и только тогда, когда

lim
n,m→∞

P(у Консерватора есть выигрышная стратегия в игре

EHR(G(n, p(n)), G(m, p(m)), k)) = 1. (1.14)

Заметим, что из сформулированного утвеждения, очевидно, следует,
что случайный граф G(n, p) подчиняется закону нуля или единицы тогда
и только тогда, когда равенство (1.14) справедливо для любого k ∈ N.

Мы так же будем использовать еще одно следствие из теоремы Эрен-
фойхта, сформулированное и доказанное ниже. Пусть p1 = p1(n), p2 =
p2(n) — две такие функции, принимающие значения в [0, 1], что p1(n) <
p2(n) для любого n ∈ N.

Теорема 1.4.3. Если для любого p ∈ (p1, p2) выполнено равенство (1.14),
то для любого свойства первого порядка L ∈ Lk существует такое
δ ∈ {0, 1}, что равенство

lim
n→∞

P(G(n, p) |= L) = δ (1.15)

выполнено для любого p ∈ (p1, p2). Кроме того, если для любого свой-
ства L ∈ Lk существует такое δ ∈ {0, 1}, что равенство (1.15) вы-
полнено для любого p ∈ (p1, p2), то с вероятностью, стремящейся к 1,
у Консерватора есть выигрышная стратегия в игре

EHR(G(n, p(n)), G(m, p̃(m)), k)
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для любого p, p̃ ∈ (p1, p2).

Доказательство. Пусть для любого свойства L ∈ Lk существует
такое δ ∈ {0, 1}, что равенство (1.15) выполнено для любого p ∈ (p1, p2).

Пусть p, p̃ ∈ (p1, p2). Положим p̂ = p, если n — нечетное число, и
p̂ = p̃, если n — четное число. Случайный граф G(n, p̂) подчиняется
k-закону нуля или единицы. Поэтому в силу теоремы 1.4.2 у Консерва-
тора есть выигрышная стратегия в игреEHR(G(n, p̂(n)), G(m, p̂(m)), k)
с вероятностью, стремящейся к 1 при n,m → ∞. Рассмотрев только
нечетные n и четные m, можно прийти к выводу, что с вероятностью
стремящейся к 1, у Консерватора есть выигрышная стратегия в игре
EHR(G(n, p(n)), G(m, p̃(m)), k).

Пусть для любого p ∈ (p1, p2) выполнено равенство (1.14). Пусть, кро-
ме того, L ∈ Lk. В силу теоремы 1.4.2

lim
n→∞

P(G(n, p) � L) ∈ {0, 1}

для любого p ∈ (p1, p2). Предположим, что существуют p, p̃ ∈ (p1, p2),
для которых

lim
n→∞

P(G(n, p) |= L) = 0,

lim
n→∞

P(G(n, p̃) |= L) = 1.

Очевидно, для фиксированного n функция P(G(n, p) |= L) является
непрерывной по p. Следовательно, найдется такая функция p̂ = p̂(n) ∈
(p(n), p̃(n)), что при достаточно больших n выполнено равенство

P(G(n, p̂) |= L) =
1

2
.

Получили противоречие с законом нуля или единицы. Теорема доказана.
�

1.5. Доказательства результатов

Доказательства будут построены по следующей схеме. Для всех теорем,
в которых утверждается справедливость закона нуля или единицы, мы
будем пользоваться теоремой 1.4.2, т.е. доказывать, что с вероятностями,
стремящимися к 1, у Консерватора существуют выигрышные стратегии.
Центральная часть этих стратегий, называемая стратегией SF, описа-
на в разделе 1.5.2. Всюду при описании стратегий будем считать, что
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в каждом раунде игроки выбирают вершины отличные от уже выбран-
ных. Такое предположение не ограничивает общности в силу того, что
размеры графов в рассматриваемых случаях а также утверждения, ис-
пользуемые в рассуждениях, позволяют выбирать вершины, отличные
от уже выбранных. В разделе 1.5.1 мы опишем некоторые свойства раз-
реженности графов G,H, благодаря которым Консерватор выигрывает,
придерживаясь стратегии SF. Затем в разделе 1.5.3 мы докажем теорему
1.2.1, установив, что случайный граф при наложенных на него ограниче-
ниях из условии теоремы обладает упомянутым свойством разреженно-
сти с вероятностью, стремящейся к 1. Теорему 1.2.2 мы докажем в разде-
ле 1.5.4. При этом в зависимости от значений b мы будем приводить либо
выигрышную стратегию Новатора, либо пример формулы, опровергаю-
щей закон. При доказательстве теоремы 1.2.4 в разделе 1.5.5 мы также
воспользуемся стратегией SF, но, так как случайный граф уже не будет
с вероятностью, стремящейся к 1, обладать свойством разреженности,
этой стратегией мы будем пользоваться только на последних раундах
игры.

1.5.1. Циклические расширения и свойство разреженности

Пусть m ∈ N — произвольное натуральное число. Рассмотрим такую
пару графов (G,H), что G ⊃ H. Будем говорить, что граф G является
m-расширением графа H первого типа, если m ≥ 3 и выполнено следу-
ющее условие. Существует такая вершина x1 графа G, что

V (G) \ V (H) = {y1
1, . . . , y

1
t1
, y2

1, . . . , y
2
t2
},

E(G) \ E(H) = {{x1, y
1
1}, {y1

1, y
1
2}, . . . , {y1

t1−1, y
1
t1
},

{y1
t1
, y2

1}, {y2
1, y

2
2}, . . . , {y2

t2−1, y
2
t2
}, {y2

t2
, y1

t1
}},

где t1 + t2 ≤ m − 1, t1 ≥ 0, t2 ≥ 2 и ρmax(G) < m
m−1 (при t1 = 0 вер-

шина x1 является смежной с вершинами y2
1, y

2
t2
). Граф G мы называем

m-расширением графа H второго типа, если m ≥ 2 и выполнено следу-
ющее условие. Существуют две такие различные вершины x1, x2 графа
G, что

G = (V (H)t{y1, . . . , yt}, E(H)t{{x1, y1}, {y1, y2}, . . . , {yt−1, yt}, {yt, x2}}),

где t ≤ m−1 и ρmax(G) < m
m−1 . ГрафG являетсяm-расширением графа H

третьего типа, если m ≥ 2, V (H) = V (G), E(H) ⊂ E(G) и ρmax(G) <
m
m−1 .
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Для произвольного натурального числа m ≥ 3 определим множество
графов Hm. Пусть x — вершина. Граф без ребер на множестве вершин
{x}, принадлежит Hm. Более того, Hm — множество, содержащее наи-
меньшее количество элементов и обладающее следующим свойством. Ес-
ли G ∈ Hm, то Hm содержит все попарно неизоморфные m-расширения
первого, второго и третьего типов графа G.

Заметим, что любой граф G из Hm, отличный от ({x},∅), содержит
в себе конечный набор таких вложенных графов G1, . . . , Gt,

G0 = ({x},∅) ⊂ G1 ⊂ . . . ⊂ Gt ⊆ G,

что выполнены следующие свойства:

— Gi 6= Gi+1 для всех i ∈ {0, 1, . . . , t− 1},

— графG либо совпадает сGt, либо являетсяm-расширением третьего
типа графа Gt, а графы Gi являются m-расширениями первого или
второго типа графов Gi−1 при i ∈ {0, 1, . . . , t}.

Такую последовательность графов G0, G1, . . . , Gt, G будем называть
m-разложением графа G.

Сформулируем утверждение о свойствах множества Hm.

Лемма 1.5.1. Выполнены следующие свойства.

1. Пусть m ≥ 3. Пусть, кроме того, G ∈ Hm и G0, G1, . . . , Gt, G —
его m-разложение, причем либо t = 1 и Gt 6= G, либо t ≥ 2. Тогда
найдутся такие натуральные числа a, b, что b ≤ m и

ρmax(G) = 1 +
1

m− 1 + b/a
.

2. Пусть m ≥ 2 и ρ ∈ (1,m/(m − 1)) — произвольное число. Тогда
существует такое число η ∈ N, что для любого натурального v >
η и у любого графа G ∈ Hm на v вершинах найдется подграф на не
более чем η вершинах с плотностью, превосходящей ρ.

Доказательство начнем со свойства 1. Если t = 1, то ρ(G1) = 1,
v(G1) ≤ m. Следовательно,

ρ(G) =
v(G1) + e

v(G1)
,

52



где e ∈ N. Поэтому

ρ(G) = 1 +
1

1 + v(G1)−e
e

<
m

m− 1
.

Если e = 1, то v(G1) = m и

ρ(G) = 1 +
1

m− 1 + 1
.

Если e > 1, то v(G1) > (m− 1)e. Это противоречит неравенству v(G1) ≤
m. Поэтому свойство 1 в рассмотренном случае выполнено.

Пусть t ≥ 2. Положим

vi+1 = v(Gi+1)− v(Gi), i ∈ {0, 1, . . . , t− 1},

Докажем, что ρ(Gt) = 1 + 1
m−1+b1/(t−1) при некотором b1 ≤ m. Справед-

ливы соотношения

ρ(Gt) =
v1 + . . .+ vt + t

1 + v1 + . . .+ vt
= 1 +

t− 1

1 + v1 + . . .+ vt
< 1 +

1

m− 1
.

Поэтому

ρ(Gt) = 1 +
1

m− 1 + b1
t−1

,

где
b1 = 1 + v1 + . . .+ vt − (m− 1)(t− 1).

Так как vi ≤ m− 1, i ∈ {1, . . . , t}, то имеем

0 < b1 ≤ 1 + t(m− 1)− (m− 1)(t− 1) = m.

Докажем теперь, что

ρ(G) = 1 +
1

m− 1 + b2/(t+ e0 − 1)
,

где b2 ≤ m, e0 = e(G)− e(Gt). Имеем

ρ(G) =
m(t− 1) + b1 + e0

(m− 1)(t− 1) + b1
= 1 +

1

m− 1 + b1−(m−1)e0

t−1+e0

.

Так как ρ(G) < 1 + 1
m−1 , то 0 < b2 ≤ b1 ≤ m, где

b2 = b1 − (m− 1)e0.
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Пусть, наконец, H ⊂ G, ρ(G) < ρ(H) < m
m−1 . Тогда

ρ(H) =
m(t− 1) + b1 + e0 − y
(m− 1)(t− 1) + b1 − x

для некоторых натуральных чисел x, y. Справедливо неравенство y ≥ x,
так как граф G — связный. Докажем, что

ρ(H) = 1 +
1

m− 1 + b/(t+ e0 − 1 + x− y)
,

где b ≤ m. Имеем

ρ(H) = 1 +
1

m− 1 + b1+y(m−1)−mx−(m−1)e0

t−1+e0+x−y

.

Так как ρ(H) > ρ(G), то

b1 + y(m− 1)−mx− (m− 1)e0

t− 1 + e0 + x− y
<
b1 − (m− 1)e0

t− 1 + e0
.

Но знаменатель первой дроби не больше, чем знаменатель второй. Сле-
довательно,

b = b1 + y(m− 1)−mx− (m− 1)e0 < b1 − (m− 1)e0 ≤ m,

что и требовалось доказать.

Перейдем к доказательству свойства 2. В силу определения m-рас-
ширений первого и второго типа, если G0, G1, . . . , Gt, G — m-разложение
некоторого графа G ∈ Hm, то

v(Gi+1)− v(Gi) ≤ m− 1, e(Gi+1)− e(Gi) = v(Gi+1)− v(Gi) + 1

для всех i ∈ {0, . . . , t− 1}. Следовательно,

ρ(G) ≥ ρ(Gt) =

t−1∑
i=0

(e(Gi+1)− e(Gi))

1 +
t−1∑
i=0

(v(Gi+1)− v(Gi))

= 1+
t− 1

1 +
t−1∑
i=0

(v(Gi+1)− v(Gi))

≥ 1+
t− 1

1 + (m− 1)t
.

(1.16)
Для любого n ∈ N и любого такого графа G ∈ Hm, что

v(G) ≥ (m− 1)n+ 1,
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его m-разложение G0, G1, . . . , Gt, G удовлетворяет неравенству

1 + (m− 1)t ≥ (m− 1)n+ 1.

Поэтому t ≥ n. Из этого неравенства и (1.16) следует, что

ρ(G) ≥ 1 +
1

m− 1 + m
t−1

≥ 1 +
1

m− 1 + m
n−1

=
mn

(m− 1)n+ 1
.

Кроме того, для любого ρ ∈ (1, m
m−1) найдется такое число n0 ∈ N, что

при всех натуральных n ≥ n0 выполнено неравенство
mn

(m− 1)n+ 1
> ρ.

Заметим, наконец, что в любом графе из Hm на более чем (m − 1)(n +
1) + 1 вершинах найдется подграф из Hm, количество вершин которого
находится в отрезке

[(m− 1)n+ 1, (m− 1)(n+ 1) + 1].

Поэтому, очевидно, для

η = (m− 1)(n0 + 1) + 1

утверждение леммы выполнено.

Обратимся, наконец, к упомянутому свойству разреженности. Пусть
n1, n2, n3, n4 — некоторые натуральные числа, n2 ≤ n1, n4 ≤ n3, ρ — про-
извольное положительное число. Будем говорить, что граф G является
(n1, n2, n3, n4, ρ)-разреженным, если он обладает следующими свойства-
ми.

1) Пусть K — множество таких 1/ρ-жестких пар (K1, K2), что v(K1) ≤
n3, v(K2) ≤ n4. Пусть K — граф, количество вершин которого не
превосходит n1. Если ρmax(K) < ρ, то G содержит такой подграф,
изоморфный K, что он является (K1, K2)-максимальным в G для
любой пары (K1, K2) ∈ K. Если ρmax(K) > ρ, то G не содержит
подграф, изоморфный K.

2) Пусть H — конечное множество таких 1/ρ-надежных пар (H1, H2),
что v(H1) ≤ n1, v(H2) ≤ n2. Пусть K — множество таких 1/ρ-
жестких пар (K1, K2), что v(K1) ≤ n3, v(K2) ≤ n4. Тогда для
любой пары (H1, H2) ∈ H (положим V (H) = {h1, . . . , hm}) и для
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любого подграфа G2 ⊂ G на v(H2) вершинах (положим V (G2) =
{g1, . . . , gm}) в графе G найдется подграф G1, являющийся таким
точным (H1, (h1, . . . , hm))-расширением набора вершин (g1, . . . , gm),
что пара (G1, G2) является (K1, K2)-максимальной в G для любой
пары (K1, K2) ∈ K.

Стратегия Консерватора, описанная в следующем разделе, опирает-
ся именно на свойство (n1, n2, n3, n4, ρ)-разреженности обоих графов, на
которых играют Новатор и Консерватор (при некоторых значениях n1,
n2, n3, n4, ρ).

1.5.2. Стратегия SF

Пусть

ρ ∈
(

1,
2k−1

2k−1 − 1

)
, ρ /∈

{
1 +

1

2k−1 − 1 + b/a
, a, b ∈ N, b ≤ 2k−1

}
.

Обозначим η(ρ) число из формулировки леммы 1.5.1, т.е. такое число,
что для любого натурального v > η(ρ) и у любого графа G ∈ H2k−1 на v
вершинах найдется подграф на не более чем η(ρ) вершинах с плотностью,
превосходящей ρ. Положим

n1(ρ) = η(ρ)+k

([
1

ρ− 1

]
+ 1

)
, n2(ρ) = η(ρ)+(k−2)

([
1

ρ− 1

]
+ 1

)
,

(1.17)
n3 = 2k−1 + 1, n4 = 2. (1.18)

Пусть графы G,H являются (n1(ρ), n2(ρ), n3, n4, ρ)-разреженными. Весь
этот раздел мы посвятим описанию выигрышной статегии Консерватора
в игре EHR(G,H, k).

Будем обозначатьXi граф, выбранный Новатором в i-ом раунде. Остав-
шийся граф будем обозначать Yi. Вершины, выбранные в графеXi в пер-
вых i раундах, обозначим x1

i , . . . , x
i
i, в графе Yi — y1

i , . . . , y
i
i. Итак, пусть

в первом раунде Новатор выбрал вершину x1
1. В силу леммы 1.5.1 и свой-

ства (n1(ρ), n2(ρ), n3, n4, ρ)-разреженности графа X1 в нем не существует
подграфа, изоморфного некоторому графу из H2k−1 с количеством вер-
шин, превосходящим η(ρ). Обозначим X̃1

1 подграф в X1 на v1 вершинах,
изоморфный некоторому графу изH2k−1, содержащий вершину x1

1 и обла-
дающий следующим свойством. В X1 не существует подграфа, содержа-
щего вершину x1

1 и изоморфного некоторому графу из H2k−1, количество
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вершин которого превосходит v1. Выполнены неравенства v1 ≤ η(ρ) <
n1(ρ). Поэтому в силу леммы 1.5.1 и свойства (n1(ρ), n2(ρ), n3, n4, ρ)-
разреженности графа X1 плотность графа X̃1

1 меньше, чем ρ. Следо-
вательно, по свойству (n1(ρ), n2(ρ), n3, n4, ρ)-разреженности графа Y1 в
нем найдется подграф Ỹ 1

1 , изоморфный X̃1
1 и являющийся (K1, K2)-мак-

симальным в Y1 для любой 1/ρ-жесткой пары (K1, K2) с v(K1) ≤ n3,
v(K2) ≤ n4. Пусть при соответствующем изоморфизме ϕ1 : X̃1

1 → Ỹ 1
1

вершина x1
1 переходит в вершину y1

1, которую и выберет Консерватор в
первом раунде.

Введем ряд обозначений, которые нам потребуются в дальнейшем.
Пусть X — произвольный граф, x, y — две его вершины, A,B — два его
подграфа. Тогда обозначим dX(x, y) длину наименьшего пути в X, со-
единяющей вершины x и y. Длиной пути мы называем количество ребер
в нем, наименьшим путем мы называем путь, имеющий наименьшую
длину среди рассматриваемых. Пусть

dX(x,A) = dX(A, x) = min
v∈V (A)

dX(x, v), dX(A,B) = min
v∈V (A)

dX(v,B).

Прежде чем перейти к продолжению описания стратегии, введем еще
одное важное для наших целей понятие. Пусть сыграно i раундов, где
i ∈ {1, . . . , k}. Пусть r ∈ {1, . . . , i}, z1 = z1(ρ), z2 = z2(ρ) — некоторые на-
туральные числа, а непересекающиеся по вершинам графы X̃1

i , . . . , X̃
r
i ⊂

Xi, Ỹ 1
i , . . . , Ỹ

r
i ⊂ Yi обладают следующими свойствами.

I Вершины x1
i , . . . , x

i
i принадлежат множеству V (X̃1

i ∪ . . . ∪ X̃r
i ), а

вершины y1
i , . . . , y

i
i принадлежат множеству V (Ỹ 1

i ∪ . . . ∪ Ỹ r
i ).

II Для любых различных j1, j2 ∈ {1, . . . , r} справедливы неравенства

dXi
(X̃j1

i , X̃
j2
i ) > 2k−i, dYr(Ỹ

j1
i , Ỹ

j2
i ) > 2k−i.

III Для любого j ∈ {1, . . . , r} в графе Xi (в графе Yi) не существует
циклического 2k−i-расширения графа X̃j

i (графа Ỹ j
i ).

IV Мощности множеств V (X̃1
i ∪. . .∪X̃r

i ), V (Ỹ 1
i ∪. . .∪Ỹ r

i ) не превосходят

z1 + (i− 1)z2.

V Графы X̃j
i и Ỹ j

i изоморфны при каждом j ∈ {1, . . . , r} и при неко-
тором соответствующем изоморфизме (общим для всех графов, так
как они не имеют общих вершин) вершины xli переходят в вершины
yli при каждом l ∈ {1, . . . , i}.
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Два набора графов X̃1
i , . . . , X̃

r
i и Ỹ 1

i , . . . , Ỹ
r
i , обладающие описанными

свойствами, мы будем называть (k, i, r, z1, z2)-регулярно эквивалентны-
ми в (Xi, Yi). Кроме того, изоморфизм, упомянутый в условии V, мы
будем обозначать ϕ(k, i, r) (так как такой изоморфизм, вообще говоря,
не является единственным, то мы рассматриваем произвольный изомор-
физм, упомянутый в V).

Замечание. Свойство (k, 1, 1, z1, z2)-регулярной эквивалентности гра-
фов X̃1

1 и Ỹ 1
1 определяется условиями I, III, IV и V. Свойство (k, k, r, z1, z2)-

регулярной эквивалентности наборов графов X̃1
k , . . . , X̃

r
k и Ỹ 1

k , . . . , Ỹ
r
k

определяется условиями I, II, IV и V.

Итак, пусть сыграно i раундов, 1 ≤ i < k. Опишем стратегию Кон-
серватора в i+ 1-ом раунде. Основная идея этой статегии состоит в сле-
дующем. Очевидно, благодаря выбору первых вершин в первом раунде
графы X̃1

1 , Ỹ
1

1 являются
(
k, 1, 1, η(ρ), b 1

ρ−1c+ 1
)
-регулярно эквивалент-

ными в (X1, Y1). Действительно, свойства I, IV и V выполнены по по-
строению. В графе X1 не существует циклического 2k−1-расширения гра-
фа X̃1

1 , так как такое расширение принадлежало бы множеству H2k−1 и
количество его вершин превосходило бы количество вершин графа X̃1

1 ,
что противоречит определению этого графа. В графе Y1 не существу-
ет циклического 2k−1-расширения графа Ỹ 1

1 , так как граф Ỹ 1
1 является

(K1, T1)-максимальным и (K2, T2)-максимальным в Y1, где

V (T1) = {x}, V (K1) = {x, y1, . . . , yr, yr+1, . . . , ym},

E(K1) = {{x, y1}, {y1, y2}, . . . , {yr−1, yr}, {yr, yy+1}, . . . , {ym, yr}},
V (T2) = {x1, x2}, V (K2) = {x1, y1, . . . , ym, x2},
E(K2) = {{x1, y1}, {y1, y2}, . . . , {ym, x2}},

m ≤ 2k−1 (такие пары (Ki, Ti) являются 1/ρ-жесткими с v(Ki) ≤ 2k−1,
v(Ti) ≤ 2). Мы предположим, что для некоторого r ∈ {1, . . . , i} граф Xi

содержит подграфы X̃1
i , . . . , X̃

r
i , а граф Yi — подграфы Ỹ 1

i , . . . , Ỹ
r
i , такие

что наборы (X̃1
i , . . . , X̃

r
i ), (Ỹ 1

i , . . . , Ỹ
r
i ) являются

(
k, i, r, η(ρ), b 1

ρ−1c+ 1
)
-

регулярно эквивалентными в (Xi, Yi). Далее Консерватор должен в ра-
унде с номером i + 1 выбрать одну вершину так, чтобы образовались(
k, i+ 1, l, η(ρ), b 1

ρ−1c+ 1
)
-регулярно эквивалетные наборы подграфов в

(Xi+1, Yi+1) для некоторого l ∈ {1, . . . , i + 1}. Эту стратегию, которой
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Консерватор может пользоваться в каждом раунде благодаря существо-
ванию регулярно эквивалентных наборов, мы будем называть стратеги-
ей SF. Заметим, что если после k-го раунда найденные наборы являются(
k, k, r, η(ρ), b 1

ρ−1c+ 1
)
-регулярно эквивалентными, то графыXk|{x1

k,...,x
k
k}

и Xk|{x1
k,...,x

k
k} изоморфны (причем изоморфизм сохраняет порядок вер-

шин) и, следовательно, Консерватор победил.

Итак, пусть для некоторого r ∈ {1, . . . , i} графXi содержит подграфы
X̃1
i , . . . , X̃

r
i , граф Yi содержит подграфы Ỹ 1

i , . . . , Ỹ
r
i , такие что наборы

(X̃1
i , . . . , X̃

r
i ), (Ỹ 1

i , . . . , Ỹ
r
i ) являются

(
k, i, r, η(ρ), b 1

ρ−1c+ 1
)
-регулярно

эквивалентным в (Xi, Yi).
Если Xi+1 = Xi, то положим X̃j

i+1 = X̃j
i , Ỹ

j
i+1 = Ỹ j

i , j ∈ {1, . . . , r}. В
противном случае положим X̃j

i+1 = Ỹ j
i , Ỹ

j
i+1 = X̃j

i , j ∈ {1, . . . , r}. Пусть
ϕi+1 — изоморфизм из X̃1

i+1 ∪ . . . ∪ X̃r
i+1 в Ỹ 1

i+1 ∪ . . . ∪ Ỹ r
i+1, переводящий

графы X̃j
i+1 в Ỹ

j
i+1 при j ∈ {1, . . . , r}. Пусть, кроме того, ϕi+1(x

j
i+1) = yji+1

при j ∈ {1, . . . , i}. Рассмотрим далее три различные ситуации.

1) Предположим, что Новатор в i+ 1-ом раунде выбрал вершину xi+1
i+1

из множества V (X̃1
i+1∪. . .∪X̃r

i+1). Тогда Консерватор выберет yi+1
i+1 =

ϕ(xi+1
i+1). Заметим, что мы определили графы X̃1

i+1, . . . , X̃
r
i+1, Ỹ

1
i+1, . . .,

Ỹ r
i+1, просто переобозначив графы X̃1

i , . . . , X̃
r
i , Ỹ

1
i , . . . , Ỹ

r
i и не меняя

их структуры. Поэтому, как нетрудно видеть, наборы (X̃1
i+1, . . . , X̃

r
i+1)

и (Ỹ 1
i+1, . . . , Ỹ

r
i+1) являются

(
k, i+ 1, r, η(ρ), b 1

ρ−1c+ 1
)
-регулярно эк-

вивалентными в (Xi+1, Yi+1) при i < k − 1 (в частности, очевидно,
что графы X̃j

i+1 и Ỹ j
i+1 изоморфны при каждом j ∈ {1, . . . , r} и

при соответствующем изоморфизме ϕi+1 (одном и том же для всех
графов) вершины xji+1 переходят в вершины yji+1, j ∈ {1, . . . , i+1}).

2) Предположим теперь, что Новатор выбрал вершину xi+1
i+1, не при-

надлежащую множеству V (X̃1
i+1 ∪ . . . ∪ X̃r

i+1), при этом

dXi+1
(xi+1

i+1, X̃
1
i+1 ∪ . . . ∪ X̃r

i+1) ≤ 2k−1−i.

Обозначим x набор вершин множества V (X̃1
i+1 ∪ . . . ∪ X̃r

i+1), y на-
бор вершин множества V (Ỹ 1

i+1 ∪ . . . ∪ Ỹ r
i+1) (вершины в этих на-

борах находятся в таком порядке, что изоморфизм графов X̃1
i+1 ∪

. . . ∪ X̃r
i+1 и Ỹ 1

i+1 ∪ . . . ∪ Ỹ r
i+1 сохраняет этот порядок). Заметим,

что в силу определения графов X̃1
i+1, . . . , X̃

r
i+1 в графе Xi+1 найдет-

ся ровно один путь cXi+1
,проходящая только через вершины графа
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Xi+1 \
(
X̃1
i+1 ∪ . . . ∪ X̃r

i+1

)
(не считая последней вершины), длины,

не превосходящей 2k−1−i, соединяющая xi+1
i+1 с некоторой вершиной

x̃li+1 графа X̃1
i+1 ∪ . . . ∪ X̃r

i+1, где l ∈ {1, . . . , r}, x̃li+1 ∈ V (X̃ l
i+1).

Следовательно, пара

(X̃1
i+1 ∪ . . . ∪ X̃r

i+1 ∪ cXi+1
, X̃1

i+1 ∪ . . . ∪ X̃r
i+1)

является 1/ρ-надежной. Кроме того,

|V (Ỹ 1
i+1 ∪ . . . ∪ Ỹ r

i+1)| <

η(ρ) + (i− 1)

([
1

ρ− 1

]
+ 1

)
≤ η(ρ) + (k − 2)

([
1

ρ− 1

]
+ 1

)
.

Поэтому в силу свойства (n1(ρ), n2(ρ), n3, n4, ρ)-разреженности гра-
фа Yi+1 в нем найдется такое точное (X̃1

i+1 ∪ . . . ∪ X̃r
i+1 ∪ cXi+1

,x)-
расширение Y набора y, что пара (Y, Ỹ 1

i+1 ∪ . . . ∪ Ỹ r
i+1) является

(K1, K2)-максимальной для всех таких 1/ρ-жестких пар (K1, K2),
что v(K2) = 2, v(K1) ≤ 2k−1−i. Действительно,

|V (X̃1
i+1 ∪ . . . ∪ X̃r

i+1 ∪ cXi+1
)| ≤

η(ρ) + (k − 2)

([
1

ρ− 1

]
+ 1

)
+ 2k−1−i <

η(ρ) + (k − 2)

([
1

ρ− 1

]
+ 1

)
+

1

ρ− 1
≤

η(ρ) + (k − 1)

([
1

ρ− 1

]
+ 1

)
= n1(ρ).

Иными словами, существует такая вершина yi+1
i+1 ∈ V (Yi+1), что

dYi+1
(yi+1
i+1, Ỹ

l
i+1) = dXi+1

(xi+1
i+1, X̃

l
i+1),

и единственный путь cYi+1
длины, не превосходящей 2k−1−i, соеди-

няющая yi+1
i+1 с некоторой вершиной ỹli+1 графа Ỹ 1

i+1 ∪ . . . ∪ Ỹ r
i+1,

ỹli+1 ∈ V (Ỹ l
i+1). Переопределим графы X̃ l

i+1, Ỹ
l
i+1 :

X̃ l
i+1 := X̃ l

i+1 ∪ cXi+1
, Ỹ l

i+1 := Ỹ l
i+1 ∪ cYi+1

.

Остальные графы

X̃1
i+1, . . . , X̃

l−1
i+1 , X̃

l+1
i+1 , . . . , X̃

r
i+1, Ỹ

1
i+1, . . . , Ỹ

l−1
i+1 , Ỹ

l+1
i+1 , . . . , Ỹ

r
i+1

оставим без изменений. Продолжим изоморфизм графов ϕi+1 на вер-
шины из множества V (X̃ l

i+1): для вершины v пути cXi+1
с номером
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h, считая от x̃li+1, найдем вершину u пути cYi+1
с тем же номером h,

считая от ỹli+1, и определим ϕi+1(v) = u. Тогда

ϕi+1|X̃j
i+1

: X̃j
i+1 → Ỹ j

i+1

— изоморфизм при каждом j ∈ {1, . . . , r} и ϕi+1(x
j
i+1) = yji+1 при

всех j ∈ {1, . . . , i + 1}, т.е. графы X̃1
i+1, . . . , X̃

r
i+1, Ỹ

1
i+1, . . . , Ỹ

r
i+1 об-

ладают свойствами I и V. Докажем, что при i < k − 1 выполне-
но свойства II, III и IV. Для этого достаточно доказать следующие
утверждения:

— для любого j ∈ {1, . . . , r} \ {l}

dXi+1
(X̃j

i+1, X̃
l
i+1) > 2k−i−1, dYi+1

(Ỹ j
i+1, Ỹ

l
i+1) > 2k−i−1;

— в графе Xi+1 (в графе Yi+1) не найдется подграфа, являюще-
гося циклическим 2k−i−1-расширением графа X̃ l

i+1 (графа Ỹ l
i+1)

первого или второго типа;
— мощность множеств |V (X̃1

i+1 ∪ . . .∪ X̃r
i+1)|, |V (Ỹ 1

i+1 ∪ . . .∪ Ỹ r
i+1)|

не превосходит

η(ρ) + i

([
1

ρ− 1

]
+ 1

)
.

Предположим, что найдется j ∈ {1, . . . , r} \ {l} и путь длины, не
превосходящей 2k−1−i, соединяющий некоторую вершину u графа
X̃ l
i+1 с некоторой вершиной v графа X̃j

i+1. Так как 2k−1−i < 2k−i, то
u ∈ V (cXi+1

). Но длина пути cXi+1
не превосходит 2k−1−i. Следова-

тельно,

dXi+1
(X̃j

i+1, X̃
l
i+1 \ (cXi+1

\ {x̃li+1})) ≤ 2k−1−i + 2k−1−i = 2k−i.

Но величина в левой части неравенства равна либо dXi
(X̃ l

i , X̃
j
i ), либо

dYi(Ỹ
l
i , Ỹ

j
i ), что противоречит со свойством

(
k, i, r, η(ρ), b 1

ρ−1c+ 1
)
-

регулярной эквивалентности наборов (X̃1
i , . . . , X̃

r
i ), (Ỹ 1

i , . . . , Ỹ
r
i ). Та-

ким образом,
dXi+1

(X̃j
i+1, X̃

l
i+1) > 2k−i−1.

Аналогично доказывается неравенство

dYi+1
(Ỹ j

i+1, Ỹ
l
i+1) > 2k−i−1.

Доказательство второго утверждения мы тоже приводим только для
графа Xi+1, так как оно в точности повторяет доказательство для

61



графа Yi+1. Итак, пусть в графе Xi+1 существует подграф W , явля-
ющийся 2k−1−i-расширением первого или второго типа графа X̃ l

i+1.
Рассмотрим множество ребер

E = E(W ) \ (E(X̃ l
i+1) ∪ E(W \ X̃ l

i+1)).

Вершин, принадлежащих множеству V (X̃ l
i+1) и являющихся конца-

ми ребер из E, не более двух. Обозначим их v1 и v2 (вообще говоря,
эти вершины могут совпадать). Если

v1, v2 ∈ V (X̃ l
i+1) \ (V (cXi+1

) \ {x̃li+1}),

то мы приходим к противоречию с тем, что наборы (X̃1
i , . . . , X̃

r
i ),

(Ỹ 1
i , . . . , Ỹ

r
i ) являются

(
k, i, r, η(ρ), b 1

ρ−1c+ 1
)
-регулярно эквивалент-

ными. Если же хотя бы одна из вершин v1, v2 не принадлежит мно-
жеству V (X̃ l

i+1) \ (V (cXi+1
) \ {x̃li+1}), то в графе W найдется под-

графW1, множество вершин которого содержит V (X̃ l
i+1)\(V (cXi+1

)\
{x̃li+1}), являющийся 2k−i-расширением первого или второго типа
графа

W |V (X̃ l
i+1)\(V (cXi+1

)\{x̃li+1})
.

Снова приходим к противоречию со свойстом
(
k, i, r, η(ρ), b 1

ρ−1c+ 1
)
-

регулярной эквивалентности наборов (X̃1
i , . . . , X̃

r
i ), (Ỹ 1

i , . . . , Ỹ
r
i ). По-

следнее утверждение выполнено, так как количество добавленных
вершин не превосходит

2k−1−i ≤
[

1

ρ− 1

]
+ 1.

Если i = k − 1, то в обоих случаях, так как

ϕk : X̃1
k ∪ . . . ∪ X̃r

k → Ỹ 1
k ∪ . . . ∪ Ỹ r

k

— изоморфизм и ϕk(xjk) = yjk при всех j ∈ {1, . . . , k}, то графыXk|{x1
k,...,x

k
k},

Yk|{y1
k,...,y

k
k} также изоморфны и Консерватор побеждает.

3. Пусть, наконец,

dXi+1
(xi+1

i+1, X̃
1
i+1 ∪ . . . ∪ X̃r

i+1) > 2k−1−i.

Найдем подграф в Xi+1, содержащий наибольшее количество вер-
шин, одна из которых совпадает с xi+1

i+1, и изоморфный некоторому
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графу из множестваH2k−1−i. Обозначим полученный граф X̃r+1
i+1 . Так

как граф Xi+1 обладает свойством (n1(ρ), n2(ρ), n3, n4, ρ)-разрежен-
ности, он содержит не более одного простого цикла.
Рассмотрим пару (H1, H2), где граф H1 является простым путем
длины

[
1
ρ−1

]
+ 1, объединенным с графом, изоморфным X̃r+1

i+1 (вер-

шина xi+1
i+1 при соответствующем изоморфизме переходит в некото-

рую вершину h). Граф H2 содержит лишь одну вершину h̃, кото-
рая является концевой вершиной рассмотренного пути, отличной от
h. Рассмотрим, кроме того, множество K всех таких пар (K1, K2),
что для любой пары (K1, K2) ∈ K граф K2 является циклическим
2k−1−i-расширением первого или второго типа графа K1, v(K1) ≤ 2.
Заметим, что пара (H1, H2) является 1/ρ-надежной. Поэтому в си-
лу (n1(ρ), n2(ρ), n3, n4, ρ)-разреженности графа Yi+1 найдутся такие
число l ∈ {1, . . . , r}, вершины

yi+1
i+1 ∈ V (Yi+1) \ V (Ỹ 1

i+1 ∪ . . . ∪ Ỹ r
i+1), ỹ

l
i+1 ∈ V (Ỹ l

i+1),

простой путь cYi+1
⊂ Yi+1 длины

⌊
1
ρ−1

⌋
+ 1 и граф Ỹ r+1

i+1 ⊂ Yi+1, что
выполнены следующие свойства. Путь cYi+1

соединяет вершины ỹli+1

и yi+1
i+1, графы Ỹ r+1

i+1 и X̃r+1
i+1 изоморфны,

dYi+1
(yi+1
i+1, Ỹ

1
i+1 ∪ . . . ∪ Ỹ r

i+1) =

⌊
1

ρ− 1

⌋
+ 1,

V (cYi+1
) ∩ V (Ỹ r+1

i+1 ) = {yi+1
i+1}

и пара

(Ỹ 1
i+1 ∪ . . . ∪ Ỹ r

i+1 ∪ cYi+1
∪ Ỹ r+1

i+1 , Ỹ
1
i+1 ∪ . . . ∪ Ỹ r

i+1)

является (K1, K2)-максимальной в Yi+1 для всех пар (K1, K2) ∈ K.

Продолжим изоморфизм графов ϕi+1 на вершины из множества
V (X̃r+1

i+1 ):
ϕi+1|X̃r+1

i+1
: X̃r+1

i+1 → Ỹ r+1
i+1 ,

причем ϕi+1(x
i+1
i+1) = yi+1

i+1.

Докажем, что наборы графы (X̃1
i+1, . . . , X̃

r+1
i+1 ), (Ỹ 1

i+1, . . . , Ỹ
r+1
i+1 ) об-

ладают свойством
(
k, i+ 1, r + 1, η(ρ), b 1

ρ−1c+ 1
)
-регулярной экви-

валентности при i < k − 1. Свойство I выполнено, так как xi+1
i+1 ∈
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V (X̃r+1
i+1 ), yi+1

i+1 ∈ V (Ỹ r+1
i+1 ). Из изоморфности пар (cYi+1

∪ Ỹ r+1
i+1 , ỹ

l
i+1),

(H1, h̃) следует изоморфность пар (X̃1
i+1∪ . . .∪ X̃r+1

i+1 ,x), (Ỹ 1
i+1∪ . . .∪

Ỹ r+1
i+1 ,y), где x — набор вершин из множества V (X̃1

i+1∪ . . .∪ X̃r
i+1), y

— набор вершин из множества Ỹ 1
i+1∪. . .∪Ỹ r

i+1 (вершины в этих набо-
рах идут в таком порядке, что изоморфизм графов X̃1

i+1∪ . . .∪ X̃r
i+1

и Ỹ 1
i+1 ∪ . . . ∪ Ỹ r

i+1 сохраняет этот порядок), и справедливость свой-
ства V. Пусть j ∈ {1, . . . , r}. Предположим, что существует такая
вершина v ∈ V (X̃r+1

i+1 ), отличная от xi+1
i+1, что

dXi+1
(v, X̃j

i+1) < 2k−1−i.

Тогда в графе Xi+1 существует подграф, являющийся 2k−i-расши-
рением первого типа графа X̃j

i+1. Тем самым, мы получили проти-
воречие со свойством

(
k, i+ 1, r, η(ρ), b 1

ρ−1c+ 1
)
-регулярной экви-

валентности наборов (X̃1
i+1, . . . , X̃

r
i+1), (Ỹ 1

i+1, . . . , Ỹ
r
i+1) в (Xi+1, Yi+1).

Следовательно,
dXi+1

(X̃j
i+1, X̃

r+1
i+1 ) ≥ 2k−1−i.

Кроме того,

dYi+1
(Ỹ j

i+1, Ỹ
r+1
i+1 ) > dYi+1

(Ỹ j
i+1, y

i+1
i+1)− |V (Ỹ r+1

i+1 )| ≥

≥
[

1

ρ− 1

]
+ 1− 2k−1−i > 2k−1 − 2k−1−i ≥ 2k−2 ≥ 2k−1−i.

Граф X̃r+1
i+1 (граф Ỹ r+1

i+1 ) не имеет общих вершин с графом X̃1
i+1 ∪

. . . ∪ X̃r
i+1 (графом Ỹ 1

i+1 ∪ . . . ∪ Ỹ r
i+1) по построению. Справедливы

соотношения

|W1 ∪ . . . ∪Wr+1| = |V (W1 ∪ . . . ∪Wr)|+ |V (Wr+1)| ≤

≤ η(ρ) + (i− 1)

([
1

ρ− 1

]
+ 1

)
+ 2k−1−i < η(ρ) + i

([
1

ρ− 1

]
+ 1

)
,

где либо Wj = X̃j
i+1 для всех j ∈ {1, . . . , r + 1}, либо Wj = Ỹ j

i+1 для
всех j ∈ {1, . . . , r + 1}. Докажем, наконец, что в графе Xi+1 (в гра-
фе Yi+1) не найдется подграфа, являющегося 2k−1−i-расширением
графа X̃r+1

i+1 (графа Ỹ r+1
i+1 ). В случае графа X̃r+1

i+1 достаточно вспом-
нить, что он содержит наибольшее количество вершин среди всех
графов, изоморфных какому-либо графу из H2k−1−i и содержащих
вершину xi+1

i+1. Граф Yi+1 не содержит графов, являющихся 2k−1−i-
расширениями первого или второго типа графа Ỹ r+1

i+1 , так как граф
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Ỹ r+1
i+1 является (K1, K2)-максимальным в Yi+1 для всех (K1, K2) ∈ K.

Если i = k − 1, то так как

ϕk : X̃1
k ∪ . . . ∪ X̃r+1

k → Ỹ 1
k ∪ . . . ∪ Ỹ r+1

k

— изоморфизм и ϕk(x
j
k) = yjk при всех j ∈ {1, . . . , k}, то графы

Xk|{x1
k,...,x

k
k}, Yk|{y1

k,...,y
k
k} также изоморфны и Консерватор побеждает.

1.5.3. Доказательство теоремы 1.2.1

Пусть β ∈ (0,∞) \ Q — произвольное число, α = 1 − 1
2k−1+β

, ρ = 1/α.
Для того, чтобы с вероятностью, стремящейся к 1, Консерватор выиг-
рал в игре EHR(G(n, n−α), G(m,m−α), k), пользуясь стратегией, описан-
ной в предыдущем разделе, достаточно доказать, что с вероятностью,
стремящейся к 1, случайный граф G(n, n−α) является (n1, n2, n3, n4, ρ)-
разреженным, где n1, n2, n3, n4 определены равенствами (1.17), (1.18).
Обратимся сначала к первому свойству в определении (n1, n2, n3, n4, ρ)-
разреженного графа. Рассмотрим такое множество G попарно неизо-
морфных графов, количество вершин которых не превосходит n1, а мак-
симальная плотность отлична от ρ, что любой граф G с v(G) ≤ n1 и
ρmax(G) 6= ρ изоморфен некоторому графу из G. Пусть G1 — такое множе-
ство попарно неизоморфных графов, количество вершин которых не пре-
восходит n1, а максимальная плотность меньше, чем ρ, что любой граф,
удовлетворяющий заданным условиям, изоморфен некоторому графу из
G1. Пусть, наконец, K — множество α-жестких пар (K1, K2) с v(K1) ≤ n3,
v(K2) ≤ n4. Заметим, что если G — произвольный граф, максимальная
плотность которого ρmax(G) < ρ, то в нем найдется такой строго сбалан-
сированный подграф H с плотностью ρ(H) = ρmax(G), что пара (G,H)
является 1/ρ-надежной. Действительно, выберем в качествеH подграф с
наименьшим числом вершин, плотность которого равна ρmax(G). Такой
подграф является строго сбалансированным. Предположим, что суще-
ствует подграф такой K ⊆ G, что H ⊂ K и f1/ρ(K,H) ≤ 0. Тогда

ρ(K) =
e(H) + e(K,H)

v(H) + v(K,H)
=
ρmax(H)v(H) + ρ(v(K,H)− f1/ρ(K,H))

v(H) + v(K,H)
≥

ρmax(G)v(H) + ρv(K,H)

v(H) + v(K,H)
> ρmax(G).

Получили противоречие. Следовательно, пара (G,H) — 1/ρ-надежная.
Заметим, кроме того, что графG является (K1, K2)-максимальным тогда
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и только тогда, когда (K1, K2)-максимальными являются граф H и пара
(G,H). Поэтому

P
(
NKG > 0

)
≥ P

([
NKH > 0

]
∧
[
∀(x̃1, . . . , x̃m)

(
NK(G,H)(x̃1, . . . , x̃m) > 0

)])
.

(1.19)
Очевидно, |G1| ≤ |G| < ∞. Поэтому в соответствии с теоремой 1.3.2
справедливы равенства

lim
n→∞

P(∀G ∈ G1 NG > 0) = 1,

lim
n→∞

P(∃G ∈ G \ G1 NG > 0) = 0.

В соответствии со следствием 1.3.2 и неравенством (1.19) получаем

lim
n→∞

P(∀G ∈ G1 N
K
G > 0) = 1.

Свойство 1) доказано.
Пусть H — конечное множество таких 1/ρ-надежных пар (H1, H2),

что v(H1) ≤ n1, v(H2) ≤ n2. Пусть K — множество таких 1/ρ-жестких
пар (K1, K2), что v(K1) ≤ n3, v(K2) ≤ n4 и мощность K максимальна. В
силу следствия 1.3.1 выполнено равенство

lim
n→∞

P(∀(H1, H2) ∈ H∀(x̃1, . . . , x̃v(H2)) NK(H1,H2)(x̃1, . . . , x̃v(H2)) > 0) = 1.

Тем самым, свойство 2) а, следовательно, и теорема 1.2.1 доказаны.

1.5.4. Доказательство теоремы 1.2.2

Доказательство теоремы мы разобьем на два случая.

1.5.4.1 Случай b = 2. Пусть k > 3 — некоторое натуральное число,
α = 1 − 1

2k−1+β
, где β ∈ {1, . . . , 2k−1 − 2}. Далее мы рассмотрим такие

свойства L1 и L2, что если G |= L1 и H |= L2, то у Новатора есть вы-
игрышная стратегия в игре EHR(G,H, k). Более того, мы докажем, что
случайный граф G(n, p) обладает свойствами L1 и L2 с асимптотически-
ми вероятностями, отличными от 0. Тем самым в силу теоремы 1.4.2 мы
докажем теорему 1.2.2 для рассматриваемого случая.

Положим

ρ =
1

α
=

2k−1 + β

2k−1 + β − 1
.

Рассмотрим граф X = C1 ∪ C2 ∪ D, где C1, C2 — простые циклы, не
имеющие общих вершин, D — простой путь длины 2k−2, если β — четное
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число, и длины 2k−2 − 1, если β — нечетное число. Пусть c1, c2 — такие
вершины графа D, что

{c1} = V (C1) ∩ V (D), {c2} = V (C2) ∩ V (D),

v(C1) + v(C2) = 2k−1 + β − e(D),

v(C1) ∈ {u := 2k−2 − 1, 2k−2, . . . , 2k−1 − 1},
v(C2) ∈ {3, 4, . . . , 2k−2 − 1}.

Числа v(C1) и v(C2) являются нечетными.
Будем говорить, что граф обладает свойством L1, если он содержит

индуцированный подграф, изоморфный X, а также не содержит копии
ни одного графа на не более 2k+1 вершинах и плотностью, превосходящей
ρ. Будем говорить, что граф обладает свойством L2, если он не содер-
жит копии ни одного графа на не более 2k+1 вершинах и плотностью, не
меньшей ρ. Пусть некоторый граф G обладает свойством L1, граф H —
свойством L2.

В первом раунде Новатор выбирает такую вершину x1 графа G, что
x1 является вершиной некоторого подграфа G1 ∪ G2 в G, изоморфного
X и обладающего следующими свойствами:

G1
∼= C1, G2

∼= C2 ∪D, V (G1) ∩ V (G2) = {x1}.

Консерватор выбирает некоторую вершину y1 ∈ V (H). Во-первых,
предположим, что для любой вершины y, обладающей свойством

dH(y1, y) =
v(C1)− 1

2
,

не существует пути длины v(C1)+1
2 , соединяющего вершину y с вершиной

y1 в H. Тогда Новатор выберет такую вершину x2 графа G1, что

dG1
(x1, x2) =

v(C1)− 1

2
.

Если v(C1) = 3, то Консерватор выберет такую вершину y2, что y1 ∼ y2.
Очевидно, в графе H у вершин y1 и y2 не существует общего соседа. Сле-
довательно, Новатор выберет общего соседа вершин x1 и x2 в графе G1

и победит. Пусть v(C1) > 3. Если Консерватор выберет такую вершину
y2, что

dH(y1, y2) >
v(C1)− 1

2
,
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то Новатор воспользуется стратегией S3
G(1, 2, v(C1)−1

2 ), определение кото-
рой мы даем в конце этого раздела. Если Консерватор выберет такую
вершину y2, что

1 < dH(y1, y2) <
v(C1)− 1

2
,

то Новатор воспользуется стратегией S3
H(1, 2, dH(y1, y2)). Если Консер-

ватор выберет такую вершину y2, что

dH(y1, y2) = 1,

то Новатор победит. Окончательно, если Консерватор выберет такую
вершину y2, что

dH(y1, y2) =
v(C1)− 1

2
,

то в третьем раунде Новатор веберет такую вершину x3 ∈ V (G1), что

dG1
(x1, x3) =

⌊
v(C1) + 1

4

⌋
, dG1

(x2, x3) =

⌈
v(C1) + 1

4

⌉
.

Если v(C1) = 5, то Консерватор выберет такую вершину y3, что y1 ∼ y3

и y2 � y3. Очевидно, в H у вершин y2 и y3 не существует общего соседа.
Поэтому Новатор выберет общего соседа вершин x2 и x3 в G1 и победит.
Пусть v(C1) > 5. Консерватор выбирает вершину y3. Очевидно, либо

dH(y1, y3) 6=
⌊
v(C1) + 1

4

⌋
,

либо
dH(y2, y3) 6=

⌈
v(C1) + 1

4

⌉
.

Если
1 < dH(y1, y3) <

⌊
v(C1) + 1

4

⌋
,

то Новатор воспользуется стратегией S4
H(1, 3, dH(y1, y3)). Если dH(y1, y3) =

1, то Новатор побеждает. Если

dH(y1, y3) >

⌊
v(C1) + 1

4

⌋
,

то Новатор воспользуется стратегий S4
G(1, 3, bv(C1)+1

4 c). Если

1 < dH(y2, y3) <

⌈
v(C1) + 1

4

⌉
,

68



то Новатор воспользуется стратегией S4
H(2, 3, dH(y2, y3)). Если

dH(y2, y3) = 1,

то Новатор побеждает. Если

dH(y2, y3) >

⌈
v(C1) + 1

4

⌉
,

то Новатор воспользуется стратегией S4
G(2, 3, dv(C1)+1

4 e).
Во-вторых, предположим, что в графе H существует такая вершина

y, что dH(y1, y) = v(C1)−1
2 и существует путь длины v(C1)+1

2 , соединяющий
вершины y и y1. Пусть A и B — два пути в H, соединяющие вершины y1

и y. Пусть

e(A) =
v(C1)− 1

2
, e(B) =

v(C1) + 1

2
.

Заметим, что e(A ∪ B) = v(A ∪ B). Действительно, в противном случае
(если e(A ∪B) > v(A ∪B))

v(A ∪B) < v(C1) ≤ 2k−1 − 1,

ρ(A ∪B) ≥ 1 +
1

v(A ∪B)
> 1 +

1

2k−1 − 1
> 1/α.

Это противоречит свойствам графаH. Поэтому в графеA∪B существует
ровно одно такое циклическое v(C1)-расширение первого типа H1 графа
({y1},∅), что его длина (количество ребер в нем) l ≤ v(C1) нечетна.

1) Предположим, что l < v(C1). Тогда Новатор выберет во втором
раунде такую вершину y2 ∈ V (H), что

dH(y1, y2) =
l − 1

2
.

Если l = 3, то Консерватор выберет такую вершину x2, что x1 ∼ x2.
Очевидно, в графе G у вершин x1 и x2 нет общего соседа. Поэтому
Новатор выберет общего соседа вершин y1 и y2 вH1 и победит. Пусть
l > 3. Консерватор выберет вершину x2. Если

dG(x1, x2) >
l − 1

2
,

то Новатор воспользуется стратегией S3
H(1, 2, l−1

2 ). Если

1 < dG(x1, x2) <
l − 1

2
,
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то Новатор воспользуется стратегией S3
G(1, 2, dG(x1, x2)). Если

dG(x1, x2) = 1,

то Новатор побеждает. Наконец, если

dG(x1, x2) =
l − 1

2
,

то в графе G не существует пути длины l+1
2 , соединяющего вершины

x1 и x2. Действительно, если такой путь существует, то в графе G
для некоторого m существует циклическое m-расширение G3 пер-
вого типа графа ({x1},∅) длины не более l. Длины расширений G1

и G2 превосходят l. Поэтому G3 6⊆ G1 ∪G2, и в пересечении графов
G1 ∪G2 и G3 находится не менее одной вершины. Тогда

v(G1 ∪G2 ∪G3) ≤ 2k−1 + β − 1 + l − 1 < 2k + β − 2,

ρ(G1 ∪G2 ∪G3) ≥

1 +
2

v(G1 ∪G2 ∪G3)
> 1 +

2

2k + β − 2
> 1 +

1

2k−1 + β − 1
=

1

α
.

Это противоречит свойствам графа G. Тогда в третьем раунде Но-
ватор выбирает такую вершину y3 ∈ V (H), что

dH(y1, y3) =

⌊
l + 1

4

⌋
, dH(y2, y3) =

⌈
l + 1

4

⌉
.

Если l = 5, то Консерватор выберет такую вершину x3, что x1 ∼ x3

и x2 � x3. Очевидно, в графе G у вершин x2 и x3 не существует
общего соседа. Поэтому Новатор выберет общего соседа вершин y2

и y3 в H1 и победит. Пусть l > 5. Консерватор выберет вершину x3.
Очевидно, либо

dG(x1, x3) 6=
⌊
l + 1

4

⌋
,

либо
dG(x2, x3) 6=

⌈
l + 1

4

⌉
.

Если
1 < dG(x1, x3) <

⌊
l + 1

4

⌋
,

то Новатор воспользуется стратегией S4
G(1, 3, dG(x1, x3)). Если

dG(x1, x3) = 1,
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то Новатор побеждает. Если

dG(x1, x3) >

⌊
l + 1

4

⌋
,

то Новатор воспользуется стратегией S4
H(1, 3, b l+1

4 c). Если

1 < dG(x2, x3) <

⌈
l + 1

4

⌉
,

то Новатор воспользуется стратегией S4
G(2, 3, dG(x2, x3)). Если

dG(x2, x3) = 1,

то Новатор побеждает. Если

dG(x2, x3) >

⌈
l + 1

4

⌉
,

то Новатор воспользуется стратегией S4
H(2, 3, d l+1

4 e).

2) Пусть l = v(C1). Этот случай в свою очередь разбивается на два.

а) Если количество ребер в цикле F из графа H1 не превосходит
u и в H1 существует вершина y2 степени 3, то во втором раунде
Новатор выберет вершину y2. Заметим, что

2k−2 − 2 ≥ l − 3

2
≥ v(H1)− v(F ) = dH1

(y1, y2) = dH(y1, y2).

Равенство
dH1

(y1, y2) = dH(y1, y2)

выполнено, потому что в противном случае в графе H суще-
ствует подграф с не более

v(F ) + 2(v(H1)− v(F ))− 1 = l − 1 < 2k−1 − 1

вершинами и плотностью, большей чем 1+ 1
2k−1−1

. Путь Консер-
ватор выбирает вершину x2 ∈ V (G). Если

dH1
(y1, y2) < dG(x1, x2),

то Новатор воспользуется стратегией S3
H(1, 2, dH1

(y1, y2)). Если

dH1
(y1, y2) > dG(x1, x2) > 1,
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то Новатор воспользуется стратегией S3
G(1, 2, dG(x1, x2)). Если

dH1
(y1, y2) > dG(x1, x2) = 1,

то Новатор побеждает. Пусть

dH1
(y1, y2) = dG(x1, x2).

Очевидно, в графе H1 существует такая вершина y3, что

dH1
(y2, y3) =

v(F )− 1

2
,

и путь длины v(F )+1
2 , соединяющий вершины y2 и y3. В третьем

раунде Новатор выберет вершину y3. Если v(F ) = 3, то Кон-
серватор выберет такую вершину x3, что x2 ∼ x3. Очевидно, в
графе G у вершин x2 и x3 нет общего соседа. Следовательно,
Новатор выберет общего соседа вершин y2 и y3 в графе H и
победит. Пусть v(F ) > 3 (это возможно лишь в случае k ≥ 5).
Пусть, кроме того, Консеватор выбрал вершину x3. Если

dG(x2, x3) >
v(F )− 1

2
,

то Новатор воспользуется стратегией S4
H(2, 3, v(F )−1

2 ). Если

1 < dG(x2, x3) <
v(F )− 1

2
,

то Новатор воспользуется стратегией S4
G(2, 3, dG(x2, x3)). Если

dG(x2, x3) = 1,

то Новатор побеждает. Если

dG(x2, x3) =
v(F )− 1

2
,

то в графе G не существует пути длины v(F )+1
2 , соединяющего

вершины x2 и x3. В противном случае в графе G существует
подграф на не более

2k−1 + β − 1 + 2k−1 − 1 = 2k + β − 2

вершинах с плотностью, превосходящей

1 +
2

2k + β − 2
> 1/α.
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Тогда в четвертом раунде Новатор выберет такую вершину y4 ∈
V (H), что

dH(y2, y4) =

⌊
v(F ) + 1

4

⌋
, dH(y3, y4) =

⌈
v(F ) + 1

4

⌉
.

Если v(F ) = 5, то Консерватор выберет такую вершину x4, что
x2 ∼ x4 и x3 � x4. Очевидно, в графе G у вершин x3 и x4 нет
общего соседа. Следовательно, Новатор выберет общего соседа
вершин y3 и y4 в графе H1 и победит. Пусть v(F ) > 5. Пусть,
кроме того, Консерватор выбирает вершину x4. Очевидно, либо

dG(x2, x4) 6=
⌊
v(F ) + 1

4

⌋
,

либо
dG(x3, x4) 6=

⌈
v(F ) + 1

4

⌉
.

Если
1 < dG(x2, x4) <

⌊
v(F ) + 1

4

⌋
,

то Новатор воспользуется стратегией S5
G(2, 4, dG(x2, x4)). Если

dG(x2, x4) = 1,

то Новатор побеждает. Если

dG(x2, x4) >

⌊
v(F ) + 1

4

⌋
,

то Новатор воспользуется стратегией S5
H(2, 4, bv(F )+1

4 c). Если

1 < dG(x3, x4) <

⌈
v(F ) + 1

4

⌉
,

то Новатор воспользуется стратегией S5
G(3, 4, dG(x3, x4)). Если

dG(x3, x4) = 1,

то Новатор побеждает. Если

dG(x3, x4) >

⌈
v(F ) + 1

4

⌉
,

то Новатор воспользуется стратегией S5
H(3, 4, dv(F )+1

4 e).
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б) Если число ребер в цикле F превосходит u или l = v(F ) = u, то
Новатор выберет вершину x2 степени 3 в графе G2. Предполо-
жим, что Консерватор выбирает вершину y2. Если

1 < dH(y1, y2) < dG2
(x1, x2),

то Новатор воспользуется стратегией S3
H(1, 2, dH(y1, y2)). Если

dH(y1, y2) = 1,

то Новатор побеждает. Если

dH(y1, y2) > dG2
(x1, x2),

то Новатор воспользуется стратегией S3
G(1, 2, dG2

(x1, x2)). Пусть

dH(y1, y2) = dG2
(x1, x2).

Обозначим L путь в H длины dH(y1, y2), соединяющий верши-
ны y1 и y2. В графе G2 существует такое циклическое v(C2)-
расширение первого типа графа ({x2},∅), что его длина равна
v(C2). Преположим, что в графе H для некоторого m суще-
ствует такое циклическоеm-расширение первого типа H2 графа
({y2},∅), что его длина l̃ ≤ v(C2). Если простой цикл из графа
H1 и простой цикл из графа H2 не совпадают, то

v(H1 ∪H2 ∪ L) ≤ 2k−1 + β − 1,

ρ(H1 ∪H2 ∪ L) ≥ 1 +
1

2k−1 + β − 1
≥ 1

α
.

Это противоречит свойствам графа H. Если циклы совпадают
и L ∪H2 6⊇ H1, то

v(H1 ∪H2 ∪ L) ≤ 2k−1 + β − 4

(так как число вершин в цикле не меньше трех),

ρ(H1 ∪H2 ∪ L) ≥ 1 +
1

2k−1 + β − 4
>

1

α
.

Это также противоречит свойствам графа H. Наконец, если
циклы совпадают и L ∪H2 ⊇ H1, то

2(v(H1)−v(F )) = 2((v(H1)−v(F ))+(v(H2)−v(F ))+
1

2
v(F ))−l̃ ≥
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2k−1 − 2k−2 + 1 = 2k−2 + 1.

Следовательно,

v(F ) = l−2(v(H1)−v(F )) ≤ 2k−1−1−2k−2−1 = 2k−2−2. (1.20)

Это противоречит неравенству v(F ) ≥ u.

Осталось рассмотреть последний случай. Если в графе H нет
циклических m-расширений графа ({y2},∅) длины, не превос-
ходящей v(C2), то Новатор выберет такую вершину x3 в простом
цикле из графа G2, что

dG(x2, x3) =
v(C2)− 1

2
.

Если v(C2) = 3, то Консерватор выберет такую вершину y3,
что y2 ∼ y3. Очевидно, в графе H у вершин y2 и y3 нет общего
соседа. Поэтому Новатор выберет общего соседа вершин x2 и
x3 в графе G и победит. Пусть v(F ) > 3 (это возможно только
в случае k ≥ 5). Консерватор выберет некоторую вершину y3.
Если

dH(y2, y3) >
v(C2)− 1

2
,

то Новатор воспользуется стратегией S4
G(2, 3, v(C2)−1

2 ). Если

1 < dH(y2, y3) <
v(C2)− 1

2
,

то Новатор воспользуется стратегией S4
H(2, 3, dH(y2, y3)). Если

dH(y2, y3) = 1,

то Новатор побеждает. Если

dH(y2, y3) =
v(C2)− 1

2
,

то в графе H не найдется пути длины v(C2)+1
2 , соединяющего

вершины y2 и y3. В четвертом раунде Новатор выберет такую
вершину x4 ∈ V (G), что

dG(x2, x4) =

⌊
v(C2) + 1

4

⌋
, dG(x3, x4) =

⌈
v(C2) + 1

4

⌉
.
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Если v(C2) = 5, то Консерватор выберет такую вершину y4, что
y2 ∼ y4 и y3 � y4. Очевидно, в графеH у вершин y3 и y4 не суще-
ствует общего соседа. Следовательно, Новатор выберет общего
соседа вершин x3 и x4 в графе G2 и победит. Пусть v(F ) > 5.
Пусть, кроме того, Консерватор выбрал вершину y4. Если

1 < dH(y2, y4) <

⌊
v(C2) + 1

4

⌋
,

то Новатор воспользуется стратегией S5
H(2, 4, dH(y2, y4)). Если

dH(y2, y4) = 1,

то Новатор побеждает. Если

dH(y2, y4) >

⌊
v(C2) + 1

4

⌋
,

то Новатор воспользуется стратегией S5
G(2, 4, bv(C2)+1

4 c). Если

1 < dH(y3, y4) <

⌈
v(C2) + 1

4

⌉
,

то Новатор воспользуется стратегией S5
H(3, 4, dH(y3, y4)). Если

dH(y3, y4) = 1,

то Новатор побеждает. Если

dH(y3, y4) >

⌈
v(C2) + 1

4

⌉
,

то Новатор воспользуется стратегией S5
G(3, 4, dv(C2)+1

4 e). Итак,
для завершения описания стратегии нам осталось привести ста-
тегию S, являющуюся выигрышной стратегий Консерватора.

Стратегия S. Предположим, что сыграно i раундов, где i ∈ {2, . . . , k−
1}. Пусть выбраны вершины x1, . . . , xi и y1, . . . , yi в графах G и H соот-
ветственно. Более того, пусть j1 < j2 — два числа из множества {1, . . . , i}
и s ∈ {2, 3, . . . , 2k−i}. Новатор воспользуется стратегией Si+1

G (j1, j2, s)
(стратегией Si+1

H (j1, j2, s)), если в графе G (в графе H) существует про-
стой путь длины s, соединяющий вершину xj1 (вершину yj1) с вершиной
xj2 (с вершиной yj2), и

dH(yj1, yj2) > s (dG(xj1, xj2) > s).
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Определим стратегию Si+1
G (j1, j2, s) (стратегия Si+1

H (j1, j2, s) определяется
аналогичным образом). Рассмотрим такой путь L ⊂ G, что e(L) = s и
xj1, xj2 — концевые вершины этого пути. Тогда в V (L) существует такая
вершина xi+1, что

dL(xj1, xi+1) =
⌊s

2

⌋
, dL(xj2, xi+1) =

⌈s
2

⌉
.

Новатор выберет вершину xi+1. Пусть Консерватор выбирает некото-
рую вершину yi+1. Если s = 2, то, очевидно, Новатор побеждает. Если
s = 3, то Консерватор выберет такую вершину yi+1, что yi+1 ∼ yj1 и
dH(yi+1, yj2) > 2. Поэтому Новатор воспользуется стратегией Si+2

G (j2, i+
1, 2) и победит. Если s > 3, то либо

dH(yj1, yi+1) >
⌊s

2

⌋
,

либо
dH(yj2, yi+1) >

⌈s
2

⌉
.

Если выполнено первое неравенство, то Новатор воспользуется страте-
гией Si+2

G (j1, i+ 1, bs2c). Действительно,⌊s
2

⌋
∈ {2, 3, . . . , 2k−i−1}.

Если же выполнено второе неравенство, то Новатор воспользуется стра-
тегией Si+2

G (j2, i+ 1, ds2e). Действительно,⌈s
2

⌉
∈ {2, 3, . . . , 2k−i−1}.

Если i = k − 1 и Новатор до сих пор не победил, то в графе G для
некоторых чисел j1 < j2 ∈ {1, . . . , k − 1} у вершин xj1, xj2 существует
общий сосед xk. Кроме того,

dH(yj1, yj2) > 2.

Следовательно, в раунде с номером k Новатор выберет вершину xk и
победит.

Заметим, что случай β = 0 полностью аналогичен разобранным.
Действительно, доказательство утверждения в этом случае дословно по-
вторяет доказательство в случае β > 0, если при k > 4 заменить зна-
чение u на 2k−2 − 3, положить v(C1) = u, v(C2) = 3, а формулу (1.20)
переписать следующим образом:

v(F ) = l − 2(v(H1)− v(F )) = 2k−2 − 3− 2k−2 − 1 = −4.
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При k = 4 аналогичные рассуждения можно проделать для таких графов
C1, C2, D, что

e(D) = 2, e(C1) = e(C2) = 3.

Действительно, в первом раунде Новатор снова выбирает такую вершину
x1 графа G, что x1 является вершиной некоторого подграфа G1 ∪ G2 в
G, изоморфного X и обладающего следующими свойствами:

G1
∼= C1, G2

∼= C2 ∪D, V (G1) ∩ V (G2) = {x1}.

Консерватор выбирает некоторую вершину y1 ∈ V (H). Предположим,
что в графе H нет треугольника, содержащего вершину y1. Тогда Нова-
тор последовательно выбирает в графе G еще две вершины x2 и x3 так,
чтобы вершины x1, x2, x3 образовывали треугольник, и выигрывает. Ес-
ли в графе H есть такой треугольник C̃1, что y1 — одна из его вершин, то
Новатор выбирает вершину x2 графа G2, находящуюся на расстоянии 2
от x1. Если Консерватор выбирает вершину y2, смежную с y1, то Новатор
выигрывает. Если расстояние между вершинами y1 и y2 превосходит 2,
то в третьем раунде Новатор выбирает вершину x3, являющуюся общим
соседом вершин x1 и x2 и выигрывает, так как в графе H у вершин y1 и
y2 нет общих соседей. Пусть

dH(y1, y2) = 2. (1.21)

Предположим, что в графеH есть треугольник C̃2, содержащий вершину
y2. Обозначим D̃ путь длины 2, соединяющий вершины y1 и y2 в графе
H. Очевидно, вершина y2 не принадлежит треугольнику C̃1 — иначе бы
мы получили противоречие с равенством (1.21). Если все вершины тре-
угольника C̃2 принадлежат графу C̃1 ∪ D̃, то в графе H|V (C̃1∪D̃) ребер
хотя бы на одно больше, чем в графе C̃1 ∪ D̃. Но тогда

v(C̃1 ∪ D̃) ≤ 5, ρ(C̃1 ∪ D̃) ≥ v(C̃1 ∪ D̃) + 1

v(C̃1 ∪ D̃)
≥ 6

5
>

1

α
=

8

7
,

что противоречит свойству L2 графа H. Если ровно одна вершина тре-
угольника C̃2 не принадлежит графу C̃1 ∪ D̃, то в графе C̃1 ∪ D̃ ∪ C̃2

число ребер хотя бы на два больше, чем в графе C̃2 ∪ D̃. В этом случае

v(C̃1 ∪ D̃ ∪ C̃2) ≤ 6, ρ(C̃1 ∪ D̃ ∪ C̃2) ≥
v(C̃1 ∪ D̃) + 2

v(C̃1 ∪ D̃) + 1
≥ 7

6
>

1

α
,

что снова противоречит свойству L2. Если, наконец две вершины тре-
угольника C̃2 не принадлежат графу C̃1 ∪ D̃, то в графе C̃1 ∪ D̃ ∪ C̃2
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число ребер ровно на три больше, чем в графе C̃2 ∪ D̃. В этом случае

v(C̃1 ∪ D̃ ∪ C̃2) ≤ 7, ρ(C̃1 ∪ D̃ ∪ C̃2) =
v(C̃1 ∪ D̃) + 3

v(C̃1 ∪ D̃) + 2
≥ 8

7
=

1

α
,

что в очередной раз противоречит свойству L2. Следовательно, в графе
H не существует треугольника, содержащего вершину y2. Тогда Новатор
за оставшиеся два раунда последовательно выбирает в графе G еще две
вершины x3 и x4 так, чтобы вершины x2, x3, x4 образовывали треуголь-
ник, и выигрывает.

Докажем теперь, что случайный граф G(n, p) обладает свойствами L1

и L2 с вероятностями, стремящимися к некоторым положительным чис-
лам. Граф X является строго сбалансированным и его плотность равна
ρ. Поэтому в силу теоремы 1.3.3 случайный граф содержит копию графа
X с вероятностью, стремящейся к 1 − e−1/a(X). Более того, по теореме
1.3.2 с вероятностью, стремящейся к 1, случайный граф не содержит ко-
пий графов на не более чем 2k+1 вершинах с плотностью, превосходящей
ρ. Поэтому

lim
n→∞

P(G(n, p) |= L1) = 1− e−1/a(X).

Осталось доказать, что с положительной асимптотической вероятностью
случайный граф не содержит копий графов, число вершин которых не
превосходит 2k+1, а плотность равна ρ. Последнее справедливо по тео-
реме о совместном распределении количеств копий различных графов в
случайном графе (см. [57], Chapter III, Remark 3.20), так как множество
рассматриваемых графов конечно.

1.5.4.2 Случай b > 2. Пусть Ω̃n — множество графов из Ωn, которые
не содержат ни одного подграфа H с

v(H) ≤ 2(b+ 2)2k−2, ρ(H) > 1/α.

Докажем вспомогательную лемму.

Лемма 1.5.2. Свойство dG(v1, v2) = i вершин v1 и v2 графа G можно
записать формулой с кванторной глубиной dlog2 ie.

Доказательство. Свойство dG(v1, v2) = i можно записать с помощью
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следующей формулы:

Di(v1, v2) :=

(
Pi(v1, v2) ∧

(
i−1∧
j=1

(¬Pj(v1, v2))

))
,

где Pj(v1, v2) — формула (которую мы определим ниже), выражающая
свойство графа содержать путь длины j между v1 и v2. Так как кван-
торная глубина Di(v1, v2) равна максимальной из кванторной глубин
Pj(v1, v2), j ∈ {1, . . . , i}, достаточно показать, что формула Pi(v1, v2)
имеет кванторную глубину dlog2 ie.

Докажем индукцией по i.
При i = 1 формула

P1(v1, v2) := (v1 ∼ v2)

имеет кванторную глубину 0.
Пусть предположение справедливо для i− 1. Докажем для i :

Pi(v1, v2) := [∃x (Pdi/2e(v1, x)︸ ︷︷ ︸
dlog2di/2ee

∧Pbi/2c(v2, x)︸ ︷︷ ︸
dlog2bi/2ce

)].

Получаем, что кванторная глубина Pi(v1, v2) равна

1 + dlog2di/2ee = dlog2 ie,

что и требовалось доказать.

Введем еще несколько определений и обозначений.
Пусть s, l ∈ N. Будем называть граф G арканом с параметрами (s, l),

если G = L ∪ C, где L — простой путь длины s между некоторыми
вершинами v и u графа G, C — простой цикл длины l, проходящий
через вершину u, и V (C) ∩ V (L) = {u}.

Будем называть граф G = (V,E) двухпроходным графом, проходя-
щим через вершину v1, если выполнено:

• G = L1 ∪ L2, где L1, L2 — простые пути от вершины v1 до вершины
v2 ∈ V (G), при этом e(L1) = e(L2)− 1;

• для некоторых вершин r1, r2 графа G справедливо G = L1 ∪C ∪L2,
где L1 — простой путь от вершины v1 до вершины r1, L2 — простой
путь от вершины r2 до вершины v2, C — простой цикл,

V (L1) ∩ V (C) = {r1}, V (C) ∩ V (L2) = {r2},

V (L1) ∩ V (L2) = ∅, L1 ∩ L2 = L1 ∪ L2.
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Длина двухпроходного графа — величина, равная e(L1) + e(L2).
Пусть G ∈ Ω̃n.
Пусть C2m+1(v1), m ∈ {1, . . . , 2k−3 − 1}, — формула, выражающая

свойство графа G содержать двухпроходный граф длины 2m+ 1, прохо-
дящий через вершину v1. Ее можно определить следующим образом:

C2m+1(v1) = (∃v2 (C̃2m+1(v1, v2) ∨ C̃2m+1(v2, v1))),

где

C̃2i+1(v1, v2) =
(
Di(v1, v2) ∧

[
∃z
((
Dd i+1

2 e
(v1, z) ∧Db i+1

2 c
(z, v2)

)
∨(

Dd i2e(v1, z) ∧ C̃2b i2c+1(z, v2)
))])

, i ≥ 2,

C̃3(v1, v2) = ([v1 ∼ v2] ∧ [∃z ((v1 ∼ z) ∧ (z ∼ v2))]).

Для произвольной формулы P будем обозначать D(P ) кванторную глу-
бину P . Очевидно, при i ≥ 2 имеем

D(C̃2i+1(v1, v2)) =

max
{
dlog2 ie, dlog2(i+ 1)e, 1 + D((C̃2b i2c+1(v1, v2)))

}
= dlog2(i+ 1)e.

Поэтому
D(C2m+1(v1)) = 1 + dlog2(m+ 1)e. (1.22)

Формула C2m+1(v1) выражает свойство существования двух различ-
ных простых путей от вершины v1 до вершины v2 длин m и m+ 1. Обо-
значим объединение таких путей G и докажем, что в связном графе G
количество ребер не превосходит количества вершин. Предположим про-
тивное. Тогда плотность графа G не меньше, чем

2m+ 1

2m
=

1

1− 1
2m+1

≥ 1

1− 1
2k−2−1

>
1

α
.

При этом
v(G) ≤ 2m+ 1 ≤ 2k−2 − 1.

Получили противоречие с определением множества Ω̃n. Следовательно,
истинность формулы C2m+1(v1) для графа G влечет существование в гра-
фе G двухпроходного графа длины 2m+ 1, проходящего через вершину
v1. Если граф G содержит двухпроходной граф G длины 2m+1, проходя-
щий через вершину v1, а формула C2m+1(v1) не является истинной, то в
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G существует такой подграф G̃ ⊃ G, что v(G̃)− v(G) < m, e(G̃) > v(G̃).
Следовательно,

ρ(G̃) = 1 +
e(G̃)− v(G̃)

v(G̃)
≥ 1 +

1

3m
≥ 1 +

1

3 · 2k−3 − 3
>

1

α
.

При этом
v(G̃) < 3m ≤ 3 · 2k−3 − 3.

Получили противоречие. Таким образом, истинность формулы C2m+1(v1)
для графа G и существование в графе G двухпроходного графа длины
2m+ 1, проходящего через вершину v1, эквивалентны.

Определим формулу T p2m+1(v1), m ∈ {1, . . . , 2k−3 − 1}, p ∈ N, выра-
жающую свойство графа содержать двухпроходный граф длины 2m+1,
который проходит через некоторую вершину v2, находящуюся на рассто-
янии p от v1, при этом не существует двухпроходного графа длины не
более 2m − 1, проходящего через вершину, находящуюся на расстоянии
менее p от вершины v1. Не существует, кроме того, и двухпроходного
графа длины 2m+ 1, проходящего через вершину, находящуюся на рас-
стоянии p−1 от вершины v1 (и, следовательно, через вершину v2 не про-
ходит двухпроходных графов длины, меньшей 2m + 1, из чего, в свою
очередь, следует, что существующий двухпроходный граф длины 2m+1
является арканом). Запишем ее:

T p2m+1(v1) =(
T̃ p2m+1(v1) ∧ (¬T̃ p2m−1(v1)) ∧ (¬T̃ p−1

2m+1(v1)) ∧ (¬T̃ p+1
2m−1(v1)) ∧ (¬T̃ p−1

2m−1(v1))
)
,

где

T̃ p2m+1(v1) =

(
∃v2

(
Dp(v1, v2) ∧ C2m+1(v2) ∧

(
m−1∧
i=1

(¬C2i+1(v2))

)))
.

Заметим, что если для некоторой вершины v1 графа G и некоторых
m ≤ 2k−3 − 1, p ≤ 2k−2 истинна формула T p2m+1(v1), то граф G содер-
жит вершину v2, находящуюся на расстоянии p от вершины v1, путь L
длины p от вершины v1 до вершины v2 и цикл D длины 2m+ 1, пересе-
кающий L только по вершине v2 (иначе граф L ∪D содержал бы более
одного простого цикла и тогда его плотность превосходила бы 1/α, что
противоречило бы определению множества Ω̃n).

Положим
a = 2k−1 − 2(b+ 1)2 − δ,
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где δ — целое неотрицательное число, не превосходящее 2k−1− 2(b+ 1)2.
Обозначим mi = 2k−3− i при i ∈ {1, . . . , b+ 1}. Рассмотрим, кроме того,
такие натуральные числа p1, . . . , pb+1, что

p1 + . . .+ pb+1 = (b+ 1)2k−2 − (b+ 1)2 − δ,

p1 < . . . < pb+1 < 2k−2 и выполнены неравенства pi+1 − pi ≥ 2, i ∈
{1, . . . , b} (очевидно, такие числа найдутся). Имеем

b

1− α
= b · 2k−1 + a = (b+ 1)2k−1 − 2(b+ 1)2 − δ =

b+1∑
i=1

(2mi + 1 + pi).

Запишем основную формулу:

Tr =
(
∃v1

(
T p1

2m1+1(v1) ∧ . . . ∧ T pb+1

2mb+1+1(v1)
))

.

Используя лемму 1.5.2 и равенство (1.22), посчитаем кванторную глу-
бину формулы Tr: D(Tr) не превосходит величины

1 + max
i∈{1,...,b+1}

D
(
T pi2mi+1(v1)

)
≤

1 + max
i∈{1,...,b+1}

max{1 + dlog2(pi + 1)e, 2 + dlog2(mi + 1)e} =

1 + max{1 + dlog2 2k−2e, 2 + dlog2(2
k−3 − 1 + 1)e} = k.

Пусть граф G содержит подграф F = F1∪F2∪. . .∪Fb+1, где F1, F2, . . . ,

Fb+1 есть арканы с параметрами (p1, 2m1 + 1), (p2, 2m2 + 1), . . ., (pb+1,
2mb+1 + 1) соответственно, при этом в каждом из множеств V (Fi ∩ Fj),
i 6= j ∈ {1, . . . , b+ 1}, лежит единственая вершина v, которая также яв-
ляется единственной вершиной степени 1 графов F1, F2, . . . , Fb+1. Легко
заметить, что граф F является строго сбалансированным и ρ(F ) = 1/α.
Тогда формула Tr, очевидно, истинна. Действительно, в противном слу-
чае в графе G нашелся бы такой подграф F̃ ⊃ F , что

v(F̃ )− v(F ) < 2k−1, e(F̃ )− e(F ) > v(F̃ )− v(F ),

но тогда
v(F̃ ) < 2(b+ 2)2k−2, ρ(F̃ ) > 1/α,

что противоречит определению множества Ω̃n.

Пусть теперь для графа G формула Tr истинна. Так какmi ≤ 2k−3−1
для всех i ∈ {1, . . . , b+1}, то G содержит подграфH = H1∪H2∪. . .∪Hb+1,
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где H1, H2, . . . , Hb+1 есть объединения простых путей L1, L2, . . . , Lb+1 с
длинами p1, . . . , pb+1 соответственно, одной из концевых вершин каждой
из которых является некоторая вершина v1, и простых цикловD1, D2, . . .,
Db+1 на 2m1 +1, 2m2 +1, . . . , 2mb+1 +1 вершинах сответственно, проходя-
щих через вторые концевые вершины v1

2, . . . , v
b+1
2 путей L1, L2, . . . , Lb+1

соответственно (и только через них). Более того, для каждой вершины
vi2, i ∈ {1, . . . , b + 1}, не существует цикла, проходящего через нее и
имеющего длину 2mi − 1.

Предположим, что для некоторого i ∈ {2, . . . , b+ 1} выполнено

V (Hi) ⊂ V (H1 ∪H2 ∪ . . . ∪Hi−1).

Тогда найдется такое число j ∈ {1, . . . , i − 1}, что vi2 ∈ V (Dj). Дей-
ствительно, в противном случае dG(vi2, v1) < pi. Тогда через вершину vi2
проходит цикл длины 2mj + 1 и цикл длины 2mi + 1. Следовательно,
e(Di ∪Dj) > v(Di ∪Dj), v(Di ∪Dj) < 2(mi +mj + 1). Но в таком случае
ρ(Di ∪Dj) > 1 + 1

2(2k−2−1)
> 1

α . Получили противоречие. Следовательно,
V (Hi) ∩ V (H1 ∪H2 ∪ . . . ∪Hi−1) 6= V (Hi). Так как все вершины (кроме
v1) графа Hi имеют степень 2, то

v((H1 ∪H2 ∪ . . . ∪Hi−1) ∩Hi) > e((H1 ∪H2 ∪ . . . ∪Hi−1) ∩Hi),

а, следовательно, величина

ui := v(H1 ∪H2 ∪ . . . ∪Hi)− v(H1 ∪H2 ∪ . . . ∪Hi−1)

меньше величины

ei := e(H1 ∪H2 ∪ . . . ∪Hi)− e(H1 ∪H2 ∪ . . . ∪Hi−1).

Обозначим u1 = v(H1), e1 = e(H1). Тогда

ρ(H) =
e1 + e2 + . . .+ eb+1

u1 + u2 + . . .+ ub+1
= 1 +

e1 − u1 + e2 − u2 + . . .+ eb+1 − ub+1

u1 + u2 + . . .+ ub+1
≥

≥ 1 +
b

1 + 2m1 + . . .+ 2mb+1 + p1 + p2 + . . .+ pb+1
=

1

α
.

Так как
v(H) ≤ 2(b+ 1) · 2k−2,

то ρmax(H) ≤ 1/α. Следовательно,

ui = 2mi + 1 + pi
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для любого i ∈ {1, 2, . . . , b + 1}. Последнее верно тогда и только тогда,
когда графы H и F изоморфны.

Пусть Ln — множество графов в Ωn, для которых истинна формула
Tr. Тогда

P(G(n, p) ⊃ F ) ≤ P(G(n, p) ∈ Ln) = P(G(n, p) ∈ Ln, G(n, p) ∈ Ω̃n)+

+P(G(n, p) ∈ Ln, G(n, p) /∈ Ω̃n) ≤ P(G(n, p) ⊃ F ) + P(G(n, p) /∈ Ω̃n).

По теореме 1.3.3 имеем

lim
n→∞

P(G(n, p) ⊃ F ) = 1− e−1/a(F ).

Кроме того, по теореме 1.3.2

lim
n→∞

P(G(n, p) /∈ Ω̃n) = 0.

Следовательно,

lim
n→∞

P(G(n, p) ∈ Ln) = 1− e−1/a(F ).

Поэтому k-закон нуля и единицы не выполнен. Теорема доказана.

1.5.5. Доказательство теоремы 1.2.4

Пусть k > 3, b — произвольные натуральные числа, a
b — несократимая

положительная дробь,

α = 1− 1

2k−1 + a/b
, p = n−α.

Пусть, кроме того,

a ∈ {max{1, 2k−1 − b}, . . . , 2k−1}.
Определим множество графов S. Граф G принадлежит S тогда и

только тогда, когда он обладает следующими свойствами.

1) В графеG нет строго сбалансированных подграфов, количество вер-
шин которых не превосходит 22kb, а плотность больше, чем 1/α.

2) Пусть H — множество таких α-надежных пар (H1, H2), что v(H1) ≤
22kb + k2k. Пусть K — множество таких α-жестких пар (K1, K2),
что v(K1) ≤ 2k, v(K2) ≤ 2. Тогда для любой пары (H1, H2) ∈ H,
V (H2) = {v1, . . . , vh}, и для любого подграфа G2 ⊂ G, V (G2) =
{x1, . . . , xh}, в графе G найдется такое точное (H1, (v1, . . . , vh))-рас-
ширениеG1 набора (x1, . . . , xh), что пара (G1, G2) является (K1, K2)-
максимальной в G для любой пары (K1, K2) ∈ K.
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3) Пусть H — множество таких α-жестких пар (H1, H2), что v(H1) ≤
2k, v(H2) ≤ 2. Тогда для любого строго сбалансированного графа
H с ρ(H) < 1/α, количество вершин которого не превосходит 22kb,
в графе G найдется копия H, являющаяся (H1, H2)-максимальной
в G для любой пары (H1, H2) ∈ H.

В силу теоремы 1.3.2, следствия 1.3.1 и следствия 1.3.2 справедливо

lim
n→∞

P(G(n, p) ∈ S) = 1.

Следовательно, в силу теоремы 1.4.2 для доказательства теоремы 1.2.4
достаточно найти выигрышную стратегию Консерватора в EHR(G,H, k)
для всех таких пар графов (G,H), что G,H ∈ S.

Пусть G,H ∈ S, а, как и при описании стратегии SF, Xr, Yr — графы,
из которых в r-ом раунде выбирали вершины Новатор и Консерватор
соответственно. Таким образом, множества {Xr, Yr} и {G,H} совпада-
ют для всех r ∈ {1, . . . , k}. Вершины, выбранные в первых r раундах в
графе Xr, мы как и прежде будем обозначать x1

r, . . . , x
r
r, а в графе Yr —

y1
r , . . . , y

r
r . Стратегию Консерватора будем описывать по индукции, при-

чем это описание разобьем на два этапа, первый из которых назовем S,
второй — SF. В первом раунде Консерватор всегда пользуется стратегией
S и продолжает руководствоваться ей до тех пор, пока в некотором ра-
унде не совершит построения, позволяющие воспользоваться стратегией
SF, описанной в разделе 1.5.2.

Для избежания громоздких обозначений в этом разделе мы будем на-
зывать два набора графов X̃1

r , . . . , X̃
l
r и Ỹ 1

r , . . . , Ỹ
l
r (k, r, l)-регулярно эк-

вивалентными в (Xr, Yr), если они являются (k, r, l, 22kb, 2k−1)-регулярно
эквивалентными в (Xr, Yr). Два графа X̃1

r и Ỹ 1
r мы будем называть

ослабленно (k, r)-эквивалентными в (Xr, Yr), если при l = 1 выполне-
ны свойства I, IV и V (из определения регулярной эквивалентности на-
боров графов) и в графе Xr (в графе Yr) не существует циклического
2k−r − 1-расширения графа X̃1

r (графа Ỹ 1
r ), не существует циклическо-

го 2k−r-расширения второго типа графа Xr|{x1
r,...,x

r
r} (графа Yr|{y1

r ,...,y
r
r})

и существует не более одного циклического 2k−r-расширения графа X̃1
r

(графа Ỹ 1
r ).

Основная идея стратегии Консерватора состоит в следующем. Консер-
ватор должен за некоторое количество раундов r, где r ∈ {1, . . . , k − 1},

86



выбирать вершины так, что к концу раунда с номером r в графах Xr, Yr
образуются (k, r, l)-регулярно эквивалетные наборы подграфов в (Xr, Yr)
для некоторого l ∈ {1, . . . , r}. В первом раунде Новатор должен восполь-
зоваться стратегией S1, описанной в следующем подразделе. К концу r-го
раунда, r ∈ {1, . . . , k − 3}, если Консерватору еще не удалось построить
(k, r, l)-регулярно эквивалентные графы, то, как мы покажем, ему ли-
бо удастся найти ослабленно (k, r)-эквивалентные графы, после чего он
должен воспользоваться в r + 1-м раунде стратегией Sr+1, либо он дол-
жен воспользоватся стратегией S1

r+1. После стратегии S1
r+1 Консерватор

к стратегии Sr+j, j ≥ 2, никогда не возвращается. Стратегией SF Кон-
серватор начинает пользоваться в некотором раунде с номером r+ 1 ≥ 2
после того, как в раунде с номером r ему удалось найти (k, r, l)-регулярно
эквивалентные наборы графов в (Xr, Yr) для некоторого l ∈ {1, . . . , r}.
В разделе 1.5.2 доказано, что Консерватор побеждает с помощью стра-
тегии SF. Все упомянутые стратегии (кроме стратегии SF) описаны ниже.

1.5.5.1 Стратегия S1. Рассмотрим первый раунд и две возможности
для выбора Новатором первой вершины.

Пусть в графе X1 не существует циклического 2k−1-расширения гра-
фа ({x1

1},∅). В этом случае Консерватор выберет вершину y1
1 ∈ V (Y1),

обладающую следующим свойством (такая вершина найдется, так как
Y1 ∈ S, а, следовательно, Y1 обладает свойством 3)). У графа ({y1

1},∅)
нет циклических 2k−1-расширений в Y1. Положим X̃1

1 = ({x1
1},∅), Ỹ 1

1 =
({y1

1},∅). Условие III свойства (k, 1, 1)-регулярной эквивалентности гра-
фов X̃1

1 и Ỹ 1
1 в (X1, Y1) мы только что доказали. Условия же I, IV и V

выполнены очевидно. В этом случае во втором раунде Консерватор дол-
жен воспользоваться стратегией SF.

Пусть в графе X1 существует хотя бы одно циклическое 2k−1-расши-
рение X̃1

1 графа ({x1
1},∅). Докажем, что найдется такая последователь-

ность графов G1, G2, . . . , Gs, что

a) для любого i ∈ {1, . . . , s−1} граф Gi+1 является циклическим 2k−1-
расширением графа Gi в X1, G1 — циклическое 2k−1-расширение
графа ({x1

1},∅),

b) либо X1|V (Gs) = Gs, либо ρ(X1|V (Gs)) < 1/α,

c) у графа Gs нет циклических 2k−1-расширений в X1,
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d) если для некоторого i ∈ {1, . . . , s − 1} граф Gi+1 является цикли-
ческим 2k−1-расширением графа Gi, но не является циклическим
2k−1−1-расширением графа Gi, то существует такое µ ∈ {1, . . . , s−
1}, что граф Gµ+1 является циклическим 2k−1-расширением графа
Gµ, но не является циклическим 2k−1 − 1-расширением графа Gµ,
причем в графе X1 \ (Gµ+1 \ Gµ) не содержится циклических 2k−1-
расширений графа Gµ.

Докажем существование такой последовательности графов.
Очевидно, найдется последовательность G1 ⊂ G2 . . . ⊂ Gi, для ко-

торой выполнены следующие свойства. Во-первых, G1 — циклическое
2k−1-расширение графа ({x1

1},∅), Gj — циклическое 2k−1-расширение
графа Gj−1 для любого j ∈ {2, . . . , i}. Во-вторых, j = i — первый номер
(если такой вообще есть), для которого граф Gj является циклическим
2k−1-расширением графа Gj−1, но не является циклическим 2k−1 − 1-
расширением графа Gj−1 (здесь мы считаем, что G0 = ({x1

1},∅)). Если
такого номера нет, то у графа Gi нет циклических 2k−1-рашсирений в
X1 (очевидно, такое число i найдется, причем i ≤ 2k−1b + 1, так как
при i = 2k−1b + 2 плотность графа Gi превосходит 1/α, и мы получа-
ем противоречие со свойством 1)). В последнем случае последователь-
ность G1, . . . , Gs (s = i), обладающая свойствами a), c) и d), уже по-
строена. Если все-таки Gi — не является “последним” расширением, то
рассмотрим произвольное циклическое 2k−1-расширение Ĝi графа Gi−1

в X1 \ (Gi \ Gi−1) (если такое вообще найдется). Будем добавлять по
очереди таким же образом циклические 2k−1-расширения Ĝi+1, Ĝi+2, . . .

каждого предыдущего графа до тех пор пока у графа Ĝŝ не окажется
циклических 2k−1-расширений в X1 \ (Gi \Gi−1). Очевидно, граф Ĝŝ∪Gi

является циклическим 2k−1-расширением графа Ĝŝ, но не является его
циклическим 2k−1 − 1-расширением, при этом у графа Ĝŝ нет цикличе-
ских 2k−1-расширений в X1 \ ((Ĝŝ∪Gi)\ Ĝŝ). Таким образом, мы постро-
или ŝ+ 1 первых членов последовательности графов:

G1, . . . , Gi−1, Ĝi, . . . , Ĝŝ, Ĝŝ ∪Gi.

Будем добавлять к графу Ĝŝ∪Gi циклические 2k−1-расширения (каждый
следующий граф является расширением предыдущего) до тех пор, пока у
последнего графа не станет циклических 2k−1-рашсирений в X1. Очевид-
но, мы получим последовательность графов (обозначим ееG1, G2, . . . , Gs),
обладающую свойствами a), c) и d) (при этом s ≤ 2k−1b+ 1, так как при
s = 2k−1b+ 2 плотность графа Gs превосходит 1/α, и мы получаем про-
тиворечие со свойством 1)).
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Предположим, что
e(X1|V (Gs)) > e(Gs).

Предположим также, что

e(X1|V (Gs))− e(Gs) ≥ 2.

Так как s ≤ 2k−1b+ 1, то в силу свойства 1) имеем

ρmax(X1|V (Gs)) ≤ 1/α < 1 +
1

2k−1 − 1
.

Тогда

1 +
1

2k−1 − 1
> ρmax(X1|V (Gs)) ≥

2k−1 + 2

2k−1
= 1 +

1

2k−2
,

что неверно, так как k > 3. Итак,

e(X1|V (Gs))− e(Gs) = 1.

Положим
e(Gi)− e(Gi−1) = ei ≤ 2k−1

для любого i ∈ {1, . . . , s}, где G0 = ({x1
1},∅). Тогда

1/ρ(X1|V (Gs)) =
e1 + . . .+ es − s+ 1

e1 + . . .+ es + 1
= 1− 1

2k−1 + (e1−2k−1)+...+(es−2k−1)+1
s

.

Поэтому либо

1/ρ(X1|V (Gs)) = 1− 1

2k−1 + 1
s

,

либо
1/ρ(X1|V (Gs)) ≤ 1− 1

2k−1
< α,

причем последнее неравенство выполнено, если хотя бы одно из ei не пре-
восходит 2k−1 − 1. В последнем случае получаем противоречие со свой-
ством 1) графа X1, так как s ≤ 2k−1b+ 1. Тем самым,

1/ρ(X1|V (Gs)) = 1− 1

2k−1 + 1
s

и
e1 = . . . = es = 2k−1.

Если 1/ρ(X1|V (Gs)) > α, то свойство b) выполнено. Если 1/ρ(X1|V (Gs)) <
α, то получаем противоречие со свойством 1) графа X1. Следовательно,

1− 1

2k−1 + a/b
= 1− 1

2k−1 + 1/s
.
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Так как a/b — несократимая дробь, то a = 1, b = s, что возможно
только если 2k−1 − b ≤ 1. Поэтому s ≥ 7. Обозначим вершины дополни-
тельного ребра, существующего по нашему предположению, u, v. Если
u, v ∈ V (Gs−1), то пусть u ∈ V (Gj1+1) \ V (Gj1), v ∈ V (Gj2+1) \ V (Gj2),
где 0 ≤ j1 ≤ j2 ≤ s− 2, G0 = (∅,∅). Тогда, очевидно, если во множестве
V (Gj2+1) \ V (Gj2) содержится более одной вершины, то найдутся такие
графы G̃j2+1, . . . , G̃s+1, что для любого j ∈ {j2, . . . , s} граф G̃j+1 являет-
ся циклическим 2k−1-расширением графа G̃j, где G̃j2 = Gj2, и для любого
j ∈ {j2 + 2, . . . , s+ 1} имеем G̃j = X1|V (Gj−1). Если v(Gj2+1, Gj2) = 1, то

1 +
1

2k−1 − 1
> ρmax(X1|V (Gj2+1)) ≥

2k−1 + 3

2k−1 + 1
= 1 +

1

2k−2 + 1/2
,

что неверно, так как k > 3. Очевидно, последовательность G1, . . . , Gi−1,
G̃i, . . . , G̃s+1 обладает свойствами a)–d) (в качестве 2k−1-расширения
в свойстве d) можно взять расширение G̃s+1 графа G̃s). Пусть, нако-
нец, хотя бы одна из вершин u, v (скажем, v) принадлежит множеству
V (Gs) \ V (Gs−1). Если граф Gs \ (Gs−1 \ Gs−2) является циклическим
2k−1-расширением графа Gs−2 и u /∈ V (Gs−1) \ V (Gs−2), то переобозна-
чим

Gs−1 := Gs \ (Gs−1 \Gs−2),

что сведет задачу к предыдущему случаю. Если граф Gs \ (Gs−1 \Gs−2)
является циклическим 2k−1-расширением графа Gs−2 и u ∈ V (Gs−1) \
V (Gs−2), либо Gs \ (Gs−1 \ Gs−2) не является циклическим 2k−1-расши-
рением графа Gs−2, то найдутся такие графы G̃s, G̃s+1, что граф G̃s яв-
ляется циклическим 2k−1-расширением графа Gs−1, граф G̃s+1 является
циклическим 2k−1-расширением графа G̃s, G̃s+1 = X1|V (Gs) и у графа
Gs−1 нет циклических 2k−1-расширений в X1 \ (G̃s \ Gs−1). Поэтому по-
следовательность G1, . . . , Gs−1, G̃s, G̃s+1 обладает свойствами a)–d).

Итак, пусть G1, G2, . . . , Gs — последовательность, обладающая свой-
ствами a)–d). Докажем, что граф X1|V (Gs) — строго сбалансированный.
Пусть G̃ — произвольный собственный подграф графа X1|V (Gs). Обозна-
чим

G̃1 = X1|V (G1) ∩ G̃.

Если G̃1 6= X1|V (G1), то

v(G̃ ∪X1|V (G1), G̃) ≤ 2k−1 − 1,

e(G̃ ∪X1|V (G1), G̃) ≥ v(G̃ ∪X1|V (G1), G̃) + 1.
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Следовательно, плотность графа G̃ ∪X1|V (G1) не меньше

e(G̃) + v(G̃ ∪X1|V (G1), G̃) + 1

v(G̃) + v(G̃ ∪X1|V (G1), G̃)
>

min

{
e(G̃)

v(G̃)
, 1 +

1

v(G̃ ∪X1|V (G1), G̃)

}
= ρ(G̃).

Аналогичным образом показывается, что

ρ(X1|V (Gs)) ≥ ρ(G̃ ∪X1|V (Gs−1)) ≥ . . . ≥ ρ(G̃ ∪X1|V (G1)) ≥ ρ(G̃),

причем хотя бы одно из неравенств строгое, потому что G̃ — собственный
подграф в X1|V (Gs). Следовательно, граф X1|V (Gs) — строго сбалансиро-
ванный.

Если ρ(X1|V (Gs)) < 1/α, то положим X̃1
1 = X1|V (Gs). В графе Y1 най-

дется (K,T )-максимальный для любой такой α-жесткой пары (K,T ), что
v(K) ≤ 2k, v(T ) ≤ 2, подграф Ỹ 1

1 , изоморфный X̃1
1 в силу определения

графа Y1. Пусть ϕ : X̃1
1 → Ỹ 1

1 — изоморфизм. Тогда Консерватор выбе-
рет вершину y1

1 := ϕ(x1
1). По построению у графов X̃1

1 и Ỹ 1
1 не существует

циклических 2k−1-расширений в X1 и Y1 соответственно. Следовательно,
графы X̃1

1 и Ỹ 1
1 являются (k, 1, 1)-регулярно эквивалентными в (X1, Y1).

В этом случае также во втором раунде Консерватор должен воспользо-
ваться стратегией SF. Обратимся к последнему случаю.

Пусть выполнено ρ(X1|V (Gs)) = 1/α. Тогда и ρ(Gs) = 1/α. Положим
G0 = ({x1

1},∅). Обозначим, кроме того, ei = e(Gi, Gi−1) для каждого
i ∈ {1, . . . , s}. Тогда

1 +
1

2k−1 + a/b− 1
=

e1 + . . .+ es
e1 + . . .+ es − s+ 1

= 1 +
1

e1+...+es
s−1 − 1

.

Так как a/b — несократимая дробь, то s ≥ b+ 1. Очевидно, при

a ≥ max{1, 2k−1 − b}

существует такое µ ∈ {0, . . . , s− 1}, что Gµ+1 не является циклическим
2k−1 − 1-расширением графа Gµ. Действительно, в противном случае

ρ(Gs) ≥
(2k−1 − 1)s

(2k−1 − 2)s+ 1
= 1+

1

2k−1 − 2 + 2k−1−1
s−1

≥ 1+
1

2k−1 − 2 + 2k−1−1
b

=

= 1 +
1

2k−1 + 2k−1−2b−1
b

> 1/α.
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Из строгой сбалансированности графа Gs следует, что ρmax(Gµ) < 1/α.
Так как Y1 ∈ S, в графе Y1 найдется (K,T )-максимальный для любой
такой α-жесткой пары (K,T ), что v(K) ≤ 2k, v(T ) ≤ 2, подграф Ỹ 1

1 , изо-
морфный X̃1

1 := Gµ, в силу определения графа Y1. Пусть ϕ : X̃1
1 → Ỹ 1

1

— изоморфизм. Тогда Консерватор выберет вершину y1
1 := ϕ(x1

1). По по-
строению графы X̃1

1 и Ỹ 1
1 являются ослабленно (k, 1)-регулярно эквива-

лентными в (X1, Y1), поэтому во втором раунде Консерватор пользуется
стратегией S2.

1.5.5.2 Стратегия Sr+1. Пусть по окончании r-го раудна существуют
графы X̃1

r , Ỹ
1
r , которые являются ослабленно (k, r)-эквивалентными в

(Xr, Yr), причем ϕ : X̃1
r → Ỹ 1

r — изоморфизм.
В r + 1-м раунде, r ∈ {1, . . . , k − 2}, Новатор выбирает некоторую

вершину xr+1
r+1. Если Xr+1 = Xr, то положим X̃1

r+1 = X̃1
r , Ỹ 1

r+1 = Ỹ 1
r .

Иначе положим X̃1
r+1 = Ỹ 1

r , Ỹ 1
r+1 = X̃1

r .
Если xr+1

r+1 ∈ V (X̃1
r+1), то Консерватор выберет вершину yr+1

r+1 = ϕ(xr+1
r+1),

если Xr+1 = Xr, и вершину yr+1
r+1 = ϕ−1(xr+1

r+1), если Xr+1 = Yr. Так
как у графов X̃1

r , Ỹ
1
r нет циклических 2k−r−1-расширений в Xr, Yr со-

ответственно (по определению ослабленной (k, r)-эквивалентности), то
графы X̃1

r+1, X̃
1
r+1 являются (k, r + 1, 1)-регулярно эквивалентными в

(Xr+1, Yr+1), поэтому в r + 2-ом раунде Консерватор пользуется стра-
тегией SF.

Предположим, что вершина xr+1
r+1 не принадлежит множеству V (X̃1

r+1).
Отдельно рассмотрим случаи r < k − 2 и r = k − 2. Пусть r < k − 2.
Если

dXr+1
(X̃1

r+1, x
r+1
r+1) > 2k−r−1

и в графе Xr+1 нет циклических 2k−r−1-расширений графа ({xr+1
r+1},∅),

то положим X̃2
r+1 = ({xr+1

r+1},∅). В силу свойства 2) графа Yr+1 в нем
найдется такая вершина yr+1

r+1, что

dYr+1
(Ỹ 1

r+1, y
r+1
r+1) = 2k−r−1 + 1

и у графа ({yr+1
r+1},∅) нет циклических 2k−r−1-расширений в Yr+1. Поло-

жим Ỹ 2
r+1 = ({yr+1

r+1},∅). Если у графа ({xr+1
r+1},∅) существует ровно од-

но циклическое 2k−r−1-расширение графа ({xr+1
r+1},∅), то обозначим его

X̃2
r+1. Пусть

dXr+1
(X̃1

r+1, X̃
2
r+1) > 2k−r−1.

В силу свойства 2) графа Ỹ 1
r+1 в нем найдется такая вершина yr+1

r+1 и

92



подграф Ỹ 2
r+1, что

dY2
(Ỹ 1

r+1, Ỹ
2
r+1) = 2k−r−1 + 1,

пары (Ỹ 2
r+1, ({yr+1

r+1},∅)) и (X̃2
r+1, ({xr+1

r+1},∅)) изоморфны, у графа Ỹ 2
r+1

нет циклических 2k−r−1-расширений в Yr+1. Так как графы X̃1
r , Ỹ

1
r явля-

ются ослабленно (k, r)-регулярно эквивалентными в (Xr, Yr), то у них нет
циклических 2k−r−1-расширений в Xr и Yr соответственно. Очевидно, во
всех рассмотренных случаях наборы графов X̃1

r+1, X̃
2
r+1 и Ỹ 1

r+1, Ỹ
2
r+1 яв-

ляются (k, r + 1, 2)-регулярно эквивалентными в (Xr+1, Yr+1), поэтому в
r + 2-ом раунде Консерватор пользуется стратегией SF. Пусть

dXr+1
(X̃1

r+1, X̃
2
r+1) ≤ 2k−r−1.

В этом случае в силу ослабленной (k, r)-регулярной эквивалентности гра-
фов X̃1

r , Ỹ
1
r в (Xr, Yr) имеем

dXr+1
(X̃1

r+1, X̃
2
r+1) = 2k−r−1,

и в графеXr+1 нет циклического 2k−r−1−1-расширения графа ({xr+1
r+1},∅).

В этом случае Консерватор в силу свойства 2) графа Yr+1 сможет вы-
брать такую вершину yr+1

r+1, что существует изоморфизм LX ∪ X̃1
r+1 →

LY ∪ Ỹ 1
r+1, переводящий вершины x1

r+1, . . . , x
r+1
r+1 в y1

r+1, . . . , y
r+1
r+1 соответ-

ственно, где LX — цепь наименьшей длины в графе Xr+1, соединяющая
xr+1
r+1 с некоторой вершиной графа X̃1

r+1, LY — цепь наименьшей длины в
графе Yr+1, соединяющая yr+1

r+1 с некоторой вершиной графа Ỹ 1
r+1, и пара

(LY ∪ Ỹ 1
r+1, Ỹ

1
r+1) является циклически 2k−r−1-максимальной в Yr+1. Пе-

реобозначим X̃1
r+1 := X̃1

r+1 ∪ LX , Ỹ 1
r+1 := Ỹ 1

r+1 ∪ LY . Далее Консерватор
переходит к стратегии S1

r+2. Докажем, наконец, что у графа ({xr+1
r+1},∅)

не может быть более одного циклического 2k−r−1-расширения. Действи-
тельно, в случае наличия двух таких расширений A и Ã имеем

1/ρ(A ∪ Ã) ≤ 2k−r−1 + 2k−r−1 − 1

2k−r−1 + 2k−r−1
= 1− 1

2k−r
< α,

что противоречит свойству 1), так как v(A ∪ Ã) ≤ 2k−r − 1.
Если

dXr+1
(X̃1

r+1, x
r+1
r+1) ≤ 2k−r−1,

то рассмотрим цепь LX в Xr+1 наименьшей длины, соединяющей xr+1
r+1 с

некоторой вершиной графа X̃1
r+1. В силу свойства 2) графа Yr+1 в нем

найдется такая вершина yr+1
r+1, что

dYr+1
(Ỹ 1

r+1, y
r+1
r+1) = dXr+1

(X̃1
r+1, x

r+1
r+1),
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существует изоморфизм LX ∪ X̃1
r+1 → LY ∪ Ỹ 1

r+1, переводящий верши-
ны x1

r+1, . . . , x
r+1
r+1 в y1

r+1, . . . , y
r+1
r+1 соответственно, и пара (LY ∪ Ỹ 1

r+1, Ỹ
1
r+1)

является циклически 2k−r−1-максимальной, где LY — цепь наименьшей
длины, соединяющая вершину yr+1

r+1 с некоторой вершиной графа Ỹ 1
r+1 в

графе Yr+1. По построению граф Yr+1 не содержит циклического 2k−r−1-
расширения графа Ỹ 1

r+1. Переобозначим Ỹ 1
r+1 := Ỹ 1

r+1∪LY . Если у графа
LX ∪ X̃1

r+1 не существует циклического 2k−r−1-расширения в Xr+1, то пе-
реобозначим X̃1

r+1 := LX ∪ X̃1
r+1. Очевидно, графы X̃1

r+1 и Ỹ 1
r+1 являются

(k, r + 1, 1)-регулярно эквивалентными в (Xr+1, Yr+1), и далее Консер-
ватор пользуется стратегией SF. Если у графа LX ∪ X̃1

r+1 существует
циклическое 2k−r−1-расширение в Xr+1, то по построению

dXr+1
(xr+1

r+1, X̃
1
r+1) = 2k−r−1

и у графа LX∪X̃1
r+1 не существует циклического 2k−r−1−1-расширения в

Xr+1. Для выбора цепи LX в таком случае было не более двух возможно-
стей. Если возможность одна, то циклическое 2k−r−1-расширение графа
LX∪X̃1

r+1 либо является расширением первого типа, либо один из концов
цепи LX не совпадает ни с одной из вершин x1

r+1, . . . , x
r+1
r+1. Если же воз-

можностей две, то если циклическое 2k−r-расширение графа X̃1
r+1 являет-

ся расширением первого типа, то выберем в качестве цепи LX произволь-
ную из двух. Если же циклическое 2k−r-расширение графа X̃1

r+1 являет-
ся расширением второго типа, то в силу ослабленной (k, r)-регулярной
эквивалентности графов X̃1

r+1, Ỹ
1
r+1 в (Xr+1, Yr+1) хотя бы одна из двух

цепей не содержит ни одну из вершин x1
r+1, . . . , x

r
r+1. Выберем именно

такую цепь в качестве LX . Очевидно, графы X̃1
r+1 := LX ∪ X̃1

r+1, Ỹ
1
r+1 яв-

ляются ослабленно (k, r + 1)-регулярно эквивалентными в (Xr+1, Yr+1).
Поэтому далее Консерватор пользуется стратегией Sr+2.

Пусть, наконец, r = k − 2.
Если

dXk−1
(X̃1

k−1, x
k−1
k−1) > 2,

то положим X̃2
k−1 = ({xk−1

k−1},∅). В силу свойства 2) графа Yk−1 в нем
найдется такая вершина yk−1

k−1, что

dYk−1
(Ỹ 1

k−1, y
k−1
k−1) = 3.

Положим Ỹ 2
k−1 = ({yk−1

k−1},∅). Так как графы X̃1
k−2, Ỹ

1
k−2 являются ослаб-

ленно (k, k − 2)-регулярно эквивалентными в (Xk−2, Yk−2), то у них нет
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циклических 2-расширений в Xk−2 и Yk−2 соответственно. Поэтому набо-
ры графов X̃1

k−1, X̃
2
k−1 и Ỹ 1

k−1, Ỹ
2
k−1 являются (k, k− 1, 2)-регулярно экви-

валентными в (Xk−1, Yk−1). Следовательно, в k-ом раунде Консерватор
пользуется стратегией SF.

Если
dXk−1

(X̃1
k−1, x

k−1
k−1) ≤ 2,

то рассмотрим цепь LX в Xk−1 наименьшей длины, соединяющей xk−1
k−1 с

некоторой вершиной графа X̃1
k−1 (причем, с одной из вершин x1

k−1, . . . , x
k−2
k−1,

если такая найдется). В силу свойства 2) графа Yk−1 в нем найдется такая
вершина yk−1

k−1, что

dYk−1
(Ỹ 1

k−1, y
k−1
k−1) = dXk−1

(X̃1
k−1, x

k−1
k−1),

существует изоморфизм LX ∪ X̃1
k−1 → LY ∪ Ỹ 1

k−1, переводящий вершины
x1
k−1, . . . , x

k−1
k−1 в y

1
k−1, . . . , y

k−1
k−1 соответственно, и пара (LY ∪Ỹ 1

k−1, Ỹ
1
k−1) яв-

ляется циклически 2-максимальной, где LY — цепь наименьшей длины,
соединяющая вершину yk−1

k−1 с некоторой вершиной графа Ỹ 1
k−1 в графе

Yk−1. По построению граф Yk−1 не содержит циклического 2-расширения
графа Ỹ 1

k−1. Если у графа LX ∪ X̃1
k−1 не существует циклического 2-

расширения в Xk−1, то X̃1
k−1 ∪ LX и Ỹ 1

k−1 ∪ LY являются (k, k − 1, 1)-
регулярно эквивалентными в (Xk−1, Yk−1), и далее Консерватор пользу-
ется стратегией SF. Если у графа LX ∪ X̃1

k−1 существует циклическое
2-расширение в Xk−1, то по построению

dXk−1
(xk−1

k−1, X̃
1
k−1) = 2.

Более того, единственная цепь длины 2, отличная от LX и соединяю-
щая вершину xk−1

k−1 с некоторой вершиной графа X̃1
k−1, либо не окан-

чивается ни на одной из вершин x1
k−1, . . . , x

k−2
k−1, либо оканчивается на

той же вершине, на которой оканчивается и цепь LX в силу ослаблен-
ной (k, k−2)-эквивалентности графов X̃1

k−2, Ỹ
1
k−2 в (Xk−2, Yk−2). Очевид-

но, в k-ом раунде, если Новатор выбирает вершину в одном из графов
LX∪X̃1

k−1, LY ∪Ỹ 1
k−1, то Консерватор победит, выбрав вершину, являющу-

юся образом при изоморфизме этих графов. Если же Новатор выберит
вершину вне этих графов и соединенную с не более чем одной верши-
ной из x1

k, . . . , x
k−1
k , то Консерватор сможет победить в силу свойства 2)

графа Yk. Вершина xkk не может быть соединена ребрами с более чем
тремя вершинами из x1

k, . . . , x
k−1
k по построению. Наконец, если вершина

xkk соединена ровно с двумя вершинами из x1
k, . . . , x

k−1
k , то Консерватор

выберет вершину степени 2, принадлежащую либо цепи LX , либо цепи
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LY , и победит.

1.5.5.3 Стратегия S1
r+1. Пусть по окончании раунда с номером r,

r ∈ {2, . . . , k − 2}, существуют графы X̃1
r , Ỹ

1
r , являющиеся индуциро-

ванными подграфами в Xr и Yr соответственно и обладающие следую-
щими свойствами. Граф Ỹ 1

r является циклически 2k−r-максимальным,
x1
r, . . . , x

r
r ∈ V (X̃1

r ), y1
r , . . . , y

r
r ∈ V (Ỹ 1

r ), существует изоморфизм ϕ :
X̃1
r → Ỹ 1

r , переводящий вершины x1
r, . . . , x

r
r в вершины y1

r , . . . , y
r
r соот-

ветственно. Выполнены равенства

X̃1
r = X̃1

r−1 ∪ LX , Ỹ 1
r = Ỹ 1

r−1 ∪ LY ,

где X̃1
r−1, Ỹ

1
r−1 — некоторые графы, имеющие с цепями LX и LY по од-

ной общей вершине соответственно, ϕ|X̃1
r−1

: X̃1
r−1 → Ỹ 1

r−1 — изомор-
физм, вершины x1

r, . . . , x
r−1
r принадлежат графу X̃1

r−1, вершины xrr и yrr
являются концевами вершинами цепей LX и LY , не принадлежащими
графам X̃1

r−1 и Ỹ 1
r−1 соответственно. Наконец, существует единственное

циклическое 2k−r-расширение CX ∪ X̃r
r графа X̃r

r , где CX — цепь длины
l ∈ [2k−r−1, 2k−r), и соединяющая вершину xrr с некоторой вершиной x

цепи LX , отличной от концевых. Более того,

l + e(LX) = 2k−r+1

и
dXr

(x, xrr) + l = 2k−r.

В r + 1-м раунде, r ∈ {1, . . . , k − 2}, Новатор выбирает некоторую
вершину xr+1

r+1. Если Xr+1 = Xr, то положим X̃1
r+1 = X̃1

r , Ỹ 1
r+1 = Ỹ 1

r .
Иначе положим X̃1

r+1 = Ỹ 1
r , Ỹ 1

r+1 = X̃1
r , а также переобозначим LX := LY ,

LY := LX .
Если xr+1

r+1 ∈ V (X̃1
r+1), то Консерватор выберет вершину yr+1

r+1 = ϕ(xr+1
r+1),

если Xr+1 = Xr, и вершину yr+1
r+1 = ϕ−1(xr+1

r+1), если Xr+1 = Yr. У графа
Ỹ 1
r нет циклических 2k−r−1-расширений в Yr, а у графа X̃1

r существует
циклическое 2k−r−1-расширение (причем единственное) тогда и только
тогда, когда l = 2k−r−1. Предположим, что это равенство выполнено.

Если xr+1
r+1 ∈ X̃r+1 \ LX , то переобозначим X̃1

r+1 = X̃1
r−1, Ỹ 1

r+1 = Ỹ 1
r−1,

если Xr+1 = Xr, и X̃1
r+1 = Ỹ 1

r−1, Ỹ 1
r+1 = Ỹ 1

r−1 иначе. Положим X̃2
r+1 =

({xr+1
r+1},∅), Ỹ 2

r+1 = ({yr+1
r+1},∅). Очевидно,

dXr+1
(X̃1

r+1, X̃
2
r+1) = dYr+1

(Ỹ 1
r+1, Ỹ

2
r+1) = 2k−r + 2k−r−1 > 2k−r−1,

и, более того, у графов X̃1
r+1, X̃

2
r+1 нет циклических 2k−r−1-расширений

в Xr+1, у графов Ỹ 1
r+1, Ỹ

2
r+1 нет циклических 2k−r−1-расширений в Yr+1.
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Если xr+1
r+1 ∈ LX , при этом расстояние от xr+1

r+1 до конца цепи LX , при-
надлежащего X̃1

r+1, меньше 2k−r, то обозначим L̃X наименьшую цепь,
соединяющую xr+1

r+1 с вершиной, по которой пересекаются LX и X̃1
r+1. Пе-

реобозначим X̃1
r+1 = X̃1

r−1 ∪ L̃X , Ỹ 1
r+1 = ϕ(X̃1

r−1 ∪ L̃X), если Xr+1 = Xr, и
X̃1
r+1 = Ỹ 1

r−1 ∪ L̃X , Ỹ 1
r+1 = ϕ−1(Ỹ 1

r−1 ∪ LX) иначе. Положим

X̃2
r+1 = ({xr+1

r+1},∅), Ỹ 2
r+1 = ({yr+1

r+1},∅).

Очевидно,

dXr+1
(X̃1

r+1, X̃
2
r+1) = dYr+1

(Ỹ 1
r+1, Ỹ

2
r+1) > 2k−r−1,

и, более того, графы X̃1
r+1, X̃

2
r+1 не содержат циклических 2k−r−1-расши-

рений в Xr+1, графы Ỹ 1
r+1, Ỹ

2
r+1 не содержат циклических 2k−r−1-расши-

рений в Yr+1.
Если xr+1

r+1 ∈ LX , но расстояние d от xr+1
r+1 до конца цепи LX , при-

надлежащего X̃1
r+1, не меньше 2k−r, то обозначим L̃X наименьшую цепь,

соединяющую xr+1
r+1 с конечной вершиной цепи LX отличной от той, по ко-

торой пересекаются LX и X̃1
r+1. Переобозначим X̃1

r+1 = X̃1
r−1, Ỹ 1

r+1 = Y 1
r−1

и положим
X̃2
r+1 = L̃X , Ỹ 2

r+1 = ϕ(L̃X),

если Xr+1 = Xr, и переобозначим X̃1
r+1 = Ỹ 1

r−1, Ỹ 1
r+1 = X1

r−1 и положим

X̃2
r+1 = L̃X , Ỹ 2

r+1 = ϕ−1(L̃X)

иначе. Очевидно,

dXr+1
(X̃1

r+1, X̃
2
r+1) = dYr+1

(Ỹ 1
r+1, Ỹ

2
r+1) ≥ 2k−r > 2k−r−1,

и, более того, если d > 2k−r, то графы X̃1
r+1, X̃

2
r+1 не содержат цикличе-

ских 2k−r−1-расширений в Xr+1, графы Ỹ 1
r+1, Ỹ

2
r+1 не содержат цикличе-

ских 2k−r−1-расширений в Yr+1.
Во всех рассмотренных случаях наборы X̃1

r+1, X̃
2
r+1 и Ỹ 1

r+1, Ỹ
2
r+1 явля-

ются (k, r + 1, 2)-регулярно эквивалентными в (Xr+1, Yr+1), поэтому в
следующем раунде Консерватор воспользуется стратегией SF.

Если в последнем рассмотренном случае d = 2k−r, то рассмотрим r+2-
ой раунд, в котором Новатор выберет некоторую вершину xr+2

r+2, а Консер-
ватор воспользуется стратегией, описанной в подразделе 1.5.5.4, которая
позволит ему победить.

Пусть, наконец, l > 2k−r−1. В этом случае графы X̃1
r+1 и Ỹ 1

r+1 явля-
ются (k, r+ 1, 1)-регулярно эквивалентными. Поэтому в r+ 2-ом раунде
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Консерватор должен воспользоваться стратегией SF.

Если xr+1
r+1 /∈ V (X̃1

r+1), но xr+1
r+1 принадлежит (единственному) цик-

лическому 2k−r-расширению графа X̃1
r+1, то обозначим X̃2

r+1 наимень-
шую цепь в Xr+1, соединяющую вершины xrr+1 и xr+1

r+1. Переобозначим
X̃1
r+1 = X̃1

r−1, Ỹ 1
r+1 = Ỹ 1

r−1, если Xr+1 = Xr, и X̃1
r+1 = Ỹ 1

r−1, Ỹ 1
r+1 = X̃1

r−1

иначе. В силу свойства 2) в графе Yr+1 существует такая вершина yr+1
r+1

и цепь Ỹ 2
r+1, что

dYr+1
(yrr+1, Ỹ

1
r+1) = dYr+1

(Ỹ 2
r+1, Ỹ

1
r+1) > 2k−r−1,

графы X̃2
r+1 и Ỹ 2

r+1 изоморфны, причем при некотором соответствующем
изоморфизме вершина xr+1

r+1 переходит в вершину yr+1
r+1, и у графа Ỹ 2

r+1

нет циклических 2k−r−1-расширений в Yr+1. Если

dXr+1
(xrr+1, x

r+1
r+1) < 2k−r−1,

то, очевидно, у графа X̃2
r+1 нет циклических 2k−r−1-расширений вXr+1. В

этом случае наборы графов X̃1
r+1, X̃

2
r+1 и Ỹ 1

r+1, Ỹ
2
r+1 являются (k, r+1, 2)-

регулярно эквивалентными в (Xr+1, Yr+1). Поэтому Консерватор в r+2-м
раунде сможет воспользоваться стратегией SF. Если же

dXr+1
(xrr+1, x

r+1
r+1) = 2k−r−1,

то рассмотрим r + 2-ой раунд, в котором Новатор выберет некоторую
вершину xr+2

r+2, а Консерватор воспользуется стратегией, описанной в под-
разделе 1.5.5.4, которая позволит ему победить.

Пусть, наконец, xr+1
r+1 /∈ V (X̃1

r+1) и x
r+1
r+1 не принадлежит циклическому

2k−r-расширению графа X̃1
r+1. Если

dXr+1
(xr+1

r+1, X̃
1
r+1) ≤ 2k−r−1,

то переобозначим LX наименьшую цепь, соединяющую вершину xr+1
r+1 с

некоторой вершиной графа X̃1
r+1. По построению у графа X̃1

r+1 ∪LX нет
циклических 2k−r−1-расширений в Xr+1. В силу свойства 2) графа Yr+1

в нем найдется такая вершина yr+1
r+1, что

dYr+1
(Ỹ 1

r+1, y
r+1
r+1) = dXr+1

(X̃1
r+1, x

r+1
r+1),

существует изоморфизм LX ∪ X̃1
r+1 → LY ∪ Ỹ 1

r+1, переводящий вершины
x1
r+1, . . . , x

r+1
r+1 в y1

r+1, . . . , y
r+1
r+1 соответственно, и пара (LY ∪ Ỹ 1

r+1, Ỹ
1
r+1)

является циклически 2k−r−1-максимальной, где LY — цепь наименьшей

98



длины, соединяющая вершину yr+1
r+1 с некоторой вершиной графа Ỹ 1

r+1 в
графе Yr+1. По построению графы

X̃1
r+1 := X̃1

r+1 ∪ LX , Ỹ 1
r+1 := Ỹ 1

r+1 ∪ LY

являются (k, r+ 1, 1)-регулярно эквивалентными в (Xr+1, Yr+1), поэтому
в r + 2-м раунде Консерватор пользуется стратегией SF. Если, наконец,

dXr+1
(xr+1

r+1, X̃
1
r+1) > 2k−r−1,

то обозначим X̃2
r+1 единственное (если таковое имеется) циклическое

2k−r−1-расширение графа ({xr+1
r+1},∅) (если такого расширения нет, то

положим X̃2
r+1 = ({xr+1

r+1},∅)). По построению

dXr+1
(X̃2

r+1, X̃
1
r+1) > 2k−r−1.

В силу свойства 2) графа Yr+1 в нем найдется такая вершина yr+1
r+1 и граф

Ỹ 2
r+1, что

dYr+1
(Ỹ 2

r+1, Ỹ
1
r+1) = 2k−r−1 + 1,

существует изоморфизм X̃2
r+1 → Ỹ 2

r+1, переводящий вершину xr+1
r+1 в вер-

шину yr+1
r+1, и у графа Ỹ 2

r+1 нет циклических 2k−r−1-расширений в графе
Yr+1. По построению наборы графов X̃1

r+2, X̃
2
r+2 и Ỹ 1

r+2, Ỹ
2
r+2 являются

(k, r + 1, 2)-регулярно эквивалентными в (Xr+1, Yr+1), поэтому в r + 2-м
раунде Консерватор снова воспользуется стратегией SF.

1.5.5.4 Стратегия для следующего раунда. Если Xr+2 = Xr+1,
то положим

X̃1
r+2 = X̃1

r+1, X̃
2
r+2 = X̃2

r+1, Ỹ
1
r+2 = Ỹ 1

r+1, Ỹ
2
r+2 = Ỹ 2

r+1.

Иначе положим

X̃1
r+2 = Ỹ 1

r+1, X̃
2
r+2 = Ỹ 2

r+1, Ỹ
1
r+2 = X̃1

r+1, Ỹ
2
r+2 = X̃2

r+1.

Обозначим ϕ изоморфизм X̃1
r+2 ∪ X̃2

r+2 → Ỹ 1
r+2 ∪ Ỹ 2

r+2, переводящий
вершины x1

r+2, . . . , x
r+1
r+2 в вершины y1

r+2, . . . , y
r+1
r+2 соответственно. Если

xr+2
r+2 ∈ V (X̃1

r+2), то Консерватор выберет вершину yr+2
r+2 = ϕ(xr+2

r+2). Если
r = k− 2, то Консерватор уже победил. Если же r < k− 2, то по постро-
ению у графов X̃1

r+2, X̃
2
r+2 нет циклических 2k−r−2-расширений в Xr+2, а

у графов Ỹ 1
r+2, Ỹ

2
r+2 нет циклических 2k−r−2-расширений в Yr+2. Поэтому

наборы графов X̃1
r+2, X̃

2
r+2 и Ỹ 1

r+2, Ỹ
2
r+2 являются (k, r + 2, 2)-регулярно

эквивалентными в (Xr+2, Yr+2), следовательно, в r+ 3-м раунде Консер-
ватор пользуется стратегией SF.
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Если вершина xr+2
r+2 принадлежит единственному циклическому 2k−r−1-

расширению графа X̃2
r+2, то обозначим L̃X цепь наименьшей длины,

концевыми вершинами которой являются концевые вершины цепи X̃2
r+2,

но проходящую через вершину xr+2
r+2. Очевидно, существует изоморфизм

ϕ̃ : X̃1
r+2 ∪LX → Y 1

r+2 ∪ Y 2
r+2, переводящий вершины x1

r+2, . . . , x
r+2
r+2 в вер-

шины y1
r+2, . . . , y

r+2
r+2, поэтому если r = k−2, то Консерватор уже победил.

Если же r < k− 2, то по построению наборы графов X̃1
r+2, X̃

2
r+2 := L̃X и

Ỹ 1
r+2, Ỹ

2
r+2 являются (k, r+2, 2)-регулярно эквивалентными в (Xr+2, Yr+2),

поэтому в r + 3-м раунде Консерватор пользуется стратегией SF.
Если вершина xr+2

r+2 не принадлежит циклическому 2k−r−1-расширению
графа X̃2

r+2 и
dXr+2

(xr+2
r+2, X̃

1
r+2 ∪ X̃2

r+2) ≤ 2k−r−2,

то обозначим L̃X наименьшую цепь, соединяющую вершину xr+2
r+2 с неко-

торой вершиной графа X̃1
r+2∪X̃2

r+2. По построению у графа X̃1
r+2∪X̃2

r+2∪
L̃X нет циклических 2k−r−2-расширений вXr+2. В силу свойства 2) графа
Yr+2 в нем найдется такая вершина yr+2

r+2, что

dYr+2
(Ỹ 1

r+2 ∪ Ỹ 2
r+2, y

r+2
r+2) = dXr+1

(X̃1
r+2 ∪ X̃2

r+2, x
r+2
r+2),

существует изоморфизм

L̃X ∪ X̃1
r+2 ∪ X̃2

r+2 → L̃Y ∪ Ỹ 1
r+2 ∪ Ỹ 2

r+2,

переводящий вершины x1
r+2, . . . , x

r+2
r+2 в y1

r+2, . . . , y
r+2
r+2 соответственно, и

пара (L̃Y ∪ Ỹ 1
r+2 ∪ Ỹ 2

r+2, Ỹ
1
r+2 ∪ Ỹ 2

r+2) является циклически 2k−r−2-макси-
мальной, где L̃Y — цепь наименьшей длины, соединяющая вершину yr+2

r+2

с некоторой вершиной графа Ỹ 1
r+2∪ Ỹ 2

r+2 в графе Yr+2. Если r = k− 2, то
Консерватор уже победил. Если же r < k − 2, то по построению графы

X̃1
r+2 := X̃1

r+2 ∪ X̃2
r+2 ∪ L̃X

и
Ỹ 1
r+2 := Ỹ 1

r+2 ∪ Ỹ 2
r+2 ∪ L̃Y

являются (k, r+ 2, 1)-регулярно эквивалентными в (Xr+2, Yr+2), поэтому
в r + 3-м раунде Консерватор пользуется стратегией SF. Если, наконец,
вершина xr+2

r+2 не принадлежит циклическому 2k−r−1-расширению графа
X̃2
r+2 и

dXr+2
(xr+2

r+2, X̃
1
r+2 ∪ X̃2

r+2) > 2k−r−2,

то обозначим X̃3
r+2 единственное (если таковое имеется) циклическое

2k−r−2-расширение графа ({xr+2
r+2},∅) (если такого расширения нет, то
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положим X̃3
r+2 = ({xr+2

r+2},∅)). По построению

dXr+2
(X̃3

r+2, X̃
1
r+2 ∪ X̃2

r+2) > 2k−r−2.

В силу свойства 2) графа Yr+2 в нем найдется такая вершина yr+2
r+2 и граф

Ỹ 3
r+2, что

dYr+2
(Ỹ 3

r+2, Ỹ
1
r+2 ∪ Ỹ 2

r+2) = 2k−r−2 + 1,

существует изоморфизм X̃3
r+2 → Ỹ 3

r+2, переводящий вершину xr+2
r+2 в вер-

шину yr+2
r+2, и у графа Ỹ 3

r+2 нет циклических 2k−r−2-расширений в графе
Yr+2. Если r = k − 2, то Консерватор уже победил. Если же r < k − 2,
то по построению наборы графов X̃1

r+2, X̃
2
r+2, X̃

3
r+2 и Ỹ 1

r+2, Ỹ
2
r+2, Y

3
r+2 яв-

ляются (k, r + 2, 3)-регулярно эквивалентными в (Xr+2, Yr+2), поэтому в
r + 3-м раунде Консерватор снова сможет воспользоваться стратегией
SF.
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Глава 2.

Спектры свойств первого порядка

В работе [106] было доказано некоторое усиление теоремы 1.1.2. А имен-
но, для любого свойства первого порядка L и для любого иррациональ-
ного α > 0 существует такое число ε > 0 и число δ ∈ {0, 1}, что для
любого p(n) ∈ (n−α−ε, n−α+ε) выполнено

lim
n→∞

P(G(n, p) |= L) = δ. (2.1)

Это утверждение вместе с теоремой 1.1.2 мотивируют рассмотрение для
каждого свойства первого порядка L двух множеств S1(L) и S2(L), ко-
торые мы называем спектрами. Первое определение возникает при рас-
смотрении вероятностей проведения ребра вида p = n−α. Множество
S1(L) состоит из всех таких α ∈ (0, 1), что не выполнено следующее
свойство:

lim
n→∞

P(G(n, n−α) |= L)

существует и равен либо нулю, либо единице. Второе определение возни-
кает при рассмотрении более широкого класса вероятностей p = n−α+o(1).
Множество S2(L) состоит из всех таких α ∈ (0, 1), что не выполнено
следующее свойство: существуют δ ∈ {0, 1} и ε > 0, для которых равен-
ство (2.1) справедливо для любого p(n) ∈ (n−α−ε, n−α+ε). Пусть k ∈ N.
Обозначим S1

k и S2
k объединение множеств S1(L) и S2(L) соответственно

по всем L ∈ Lk.
Данная глава посвящена изучению свойств множеств S1

k, S
2
k. В сле-

дуюшем разделе мы опишем историю задачи, после чего в разделе 2.2
сформулируем новые результаты, а в разделе 2.3 приведем их доказа-
тельства.
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2.1. История задачи

Как известно из работы [104] для любого рационального числа α ∈ (0, 1)
существует строго сбалансированный граф с плотностью 1/α. Пусть α
— произвольное рациональное число, а L(α) — свойство первого поряд-
ка содержать некоторый фиксированный строго сбалансированный под-
граф с плотностью 1/α. В силу теорем 1.3.1, 1.3.3 точка α является един-
ственным элементом спектра S1(L(α)). Очевидно, для любого конечно-
го набора различных рациональных чисел α1, . . . , αm найдется свойство
первого порядка L, спектр которого S1(L) равен {α1, . . . , αm}. Действи-
тельно, в качестве свойства L можно выбрать, например,

(. . . ((L(α1)⇔ L(α2))⇔ L(α3)) . . .⇔ L(αm)).

Но существует ли свойство первого порядка с бесконечными спектрами?
В работе [111] доказано, что при достаточно больших k множества S1

k

и S2
k бесконечны. Так как множество Lk конечно для любого натураль-

ного k (см., например, [5]), то для любого j ∈ {1, 2} и любого натураль-
ного k множество Sjk бесконечно тогда и только тогда, когда существует
L ∈ Lk, для которого |Sj(L)| = ∞. Поэтому при доказательстве беско-
нечности множества Sjk мы всегда ищем свойство L ∈ Lk с бесконечным
спектром Sj(L).

Известно также [106], что у любой предельной точки множества S2
k

(множества S1
k) существует левая полуокрестность, не содержащая то-

чек множества S2
k (множества S1

k).

В этой главе мы отвечаем на следующие вопросы.

Q1 Каковы наименьший и наибольший элементы множества S2
k? Наи-

меньший и наибольший элементы множества S1
k найдены в главе 1

и равны соответсвенно 1
k−2 и 1− 1

2k−2
(см. теоремы 1.1.3, 1.2.1–1.2.3).

Q2 Существуют ли предельные точки множеств S1
k и S2

k вблизи наи-
меньшей и наибольшей точки спектров? В работе [111] доказано
только существование свойства первого порядка, спектр которого
содержит предельную точку, равную 1

3 .

Q3 Насколько много элементов спектров S1
k, S

2
k в окрестности наиболь-

шей и наименьшей точки? Заметим, что ответ на этот вопрос в
случае наибольшей точки множества S1

k дан в теоремах 1.2.1, 1.2.2,
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1.2.4: ∣∣∣∣S1
k ∩
(

1− 1

2k−1
, 1

)∣∣∣∣ ∈ (c12
3k/2, c22

2k)

для некоторых положительных констант c1, c2.

Q4 Для каждого j ∈ {1, 2} каково минимальное значение k, при кото-
ром спектр Sjk бесконечен?

2.2. Новые результаты

Все результаты этого раздела опубликованы в работах [131, 137, 145, 148,
152].

Для любого натурального k мы нашли наименьший и наибольший
элементы множества S2

k и, тем самым, ответили на вопрос Q1.

Теорема 2.2.1. Если k > 3, то minS2
k = 1

k−1, maxS2
k = 1 − 1

2k−2
.

Кроме того, S2
3 = {1

2 ,
2
3}.

Таким образом, из этого результата и теорем 1.1.3, 1.2.1–1.2.3 следует,
что при k > 3 наибольшие элементы во множествах S1

k и S2
k равны, а

наименьшие элементы различны.

Кроме того, мы оценили наименьшие и наибольшие предельные точ-
ки множеств S1

k и S2
k и, тем самым, ответили на вопрос Q2. Для любого

j ∈ {1, 2} обозначим (Sjk)
′ множество предельных точек в Sjk. Из при-

веденного ниже результата следует, что вблизи 0 и 1 есть предельные
точки множеств (Sjk)

′.

Теорема 2.2.2. При k ≥ 15

min(S1
k)
′ ∈
[

1

k − 2
,

1

k − 11

]
,

при k ≥ 10

min(S2
k)
′ ∈
[

1

k − 2
,

1

k − 7

]
,

при k ≥ 8

max(S1
k)
′ ∈
[
1− 1

2k−5
, 1− 1

2k−1

)
.

104



Так как S2
k ⊃ S1

k, то из сформулированной ниже теоремы 2.2.3 следует,
что и

max(S2
k)
′ ∈
[
1− 1

2k−5
, 1− 1

2k−1

)
.

при k ≥ 8. Заметим, что из теорем 1.1.3, 1.2.1–1.2.3, 2.2.2 следует, что
при j ∈ {1, 2}

min(Sjk)
′ =
(

minSjk

)(
1 +O

(
1

k

))
,

1− log max(Sjk)
′ = (1− log maxSjk)

(
1 +O

(
1

k

))
.

При ответе на вопрос Q3 мы оценили мощности пересечений∣∣∣∣S1
k ∩
(

0,
1

k − 2.5

)∣∣∣∣ , ∣∣∣∣S2
k ∩
(

0,
1

k − 2.5

)∣∣∣∣ , ∣∣∣∣S2
k ∩
(

1− 1

2k−1
, 1

)∣∣∣∣ .
Теорема 2.2.3. Для любого j ∈ {1, 2}∣∣∣∣Sjk ∩ (0,

1

k − 2.5

)∣∣∣∣ = Ω(k2k).

Кроме того, при всех k ≥ 5∣∣∣∣S2
k ∩
(

1− 1

2k−1
, 1

)∣∣∣∣ ∈ (c12
3k/2, c22

2k)

для некоторых положительных констант c1, c2. Наконец, если k > 3,
то

S2
k ∩
(

0,
1

k − 2

)
=

{
1

k − 1
,

1

k − 1.5

}
. (2.2)

Мы улучшили верхнюю оценку на наименьшую предельную точку
спектра S1

k при всех k ≤ 20 и верхнюю оценку на наименьшую пре-
дельную точку спектра S2

k при всех k ≤ 12.

Теорема 2.2.4. Для любого k ≥ 5 выполнено 1
[k/2] ∈ (S1

k)
′.

Из этой теоремы вытекает следующее утверждение, которое отвечает
на вопрос Q4.

Следствие 2.2.1. Наименьшее k, при котором спектр S1
k (S2

k) бес-
конечен, равно либо 4, либо 5.
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2.3. Доказательства результатов

Доказательству теоремы 2.2.1 посвящен раздел 2.3.1. Доказательству
теоремы 2.2.2 — раздел 2.3.2, теоремы 2.2.3 — раздел 2.3.3, а теоремы
2.2.4 — раздел 2.3.4. Тем не менее для нашего удобства равенство (2.2)
из утверждения теоремы 2.2.3 будет доказано в разделе 2.3.1.

2.3.1. Доказательство теоремы 2.2.1

Докажем сначала, что для любого k ≥ 3 числа 1
k−1 ,

1
k−1.5 принадлежат

S2
k.
Рассмотрим свойство первого порядка L ∈ Lk, записанное с помощью

формулы

∀x1 . . . ∀xk−1∃xk (xk ∼ x1) ∧ . . . ∧ (xk ∼ xk−1).

Пусть ε — произвольное число из интервала (0, 1
k−1). Из теоремы 1.3.4

следует, что
lim
n→∞

P(G(n, n−1/(k−1)+ε) |= L) = 1,

lim
n→∞

P(G(n, n−1/(k−1)−ε) |= L) = 0.

Поэтому 1
k−1 ∈ S

2
k.

Рассмотрим, кроме того, свойство первого порядка L ∈ Lk, записанное
с помощью формулы

∀x1 . . . ∀xk−2∃xk−1∃xk
(xk−1 ∼ x1) ∧ . . . ∧ (xk−1 ∼ xk−2) ∧ (xk ∼ x1) ∧ . . . ∧ (xk ∼ xk−1).

Пусть ε — произвольное число из (0, 1
k−1.5). В силу теоремы 1.3.4 имеем

lim
n→∞

P(G(n, n−1/(k−1.5)+ε) � L) = 1,

lim
n→∞

P(G(n, n−1/(k−1.5)−ε) � L) = 0.

Следовательно, 1
k−1.5 ∈ S

2
k, что и требовалось.

Докажем теперь, что(
0,

1

k − 1

)
∪
(

1

k − 1
,

1

k − 1.5

)
∪
(

1

k − 1.5
,

1

k − 2

)
∩ S2

k = ∅

для всех k ≥ 3. Из этого, во-первых, последует утверждение теоремы:

minS2
k =

1

k − 1
, S2

3 =

{
1

3
,
2

3

}
,
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а, во-вторых второе утверждение теоремы 2.2.3 (равенство (2.2)).
Начнем с интервала (0, 1

k−1). Пусть

α ∈ (0,
1

k − 1
), ε ∈

(
0,min

{
α,

1

k − 1
− α

})
.

В статье [155] (см. доказательство теоремы 3) доказано, что для любого
p ∈ (n−α−ε, n−α+ε) с вероятностью, стремящейся к 1, у Консерватора есть
выигрышная стратегия в игре EHR(G(n, p(n)), G(m, p(m)), k). Поэтому
в силу теоремы 1.4.3 имеем α /∈ S2

k.
Пусть α1, α2 ∈ ( 1

k−1 ,
1

k−1.5), α1 < α2 и p ∈ [n−α2, n−α1]. Более того, пусть
SA — множество всех графов Γ, обладающих следующими свойствами.

A1 Выполнено свойство полного расширения уровня k − 2 (см., напри-
мер, [1]): для любых таких целых неотрицательных чисел a, b, что
a + b ≤ k − 2 и любых вершин v1, . . . , va, u1, . . . , ub графа Γ суще-
ствует такая вершина x ∈ V (Γ), что

x ∼ v1, . . . , x ∼ va, x � u1, . . . , x � ub.

A2 Для любой пары графов (G,H) с V (H) = {v1, . . . , vk−2}, v(G,H) ≤
2 и любого такого графа H̃ ⊂ Γ, что v(H̃) = v(H) (положим V (H̃) =
{ṽ1, . . . , ṽk−2}) существует точное (G, (v1, . . . , vk−2))-расширение на-
бора (ṽ1, . . . , ṽk−2) в Γ.

A3 Пусть (K,T ) — такая α1-жесткая пара, что

v(T ) = k − 1, v(K,T ) = 1.

Тогда для любой пары (G,H) с V (H) = {v1, . . . , vk−2}, v(G,H) = 1 и
любого графа H̃ ⊂ Γ с v(H̃) = v(H) (положим V (H̃) = {ṽ1, . . . , ṽk−2})
существует такое точное (G, (v1, . . . , vk−2))-расширение G̃ набора (ṽ1,
. . . , ṽk−2) в Γ, что пара (G̃, H̃) является (K,T )-максимальной.

Пусть A,B ∈ SA. В статье [155] было доказано, что у Консерватора
есть выигрышная стратегия в игре EHR(A,B, k). Более того, в той же
работе было доказано, что с вероятностью, стремящейся к 1, случайный
граф G(n, p) обладает свойство A1. Осталось применить следствие 1.3.1
для свойств A2 и A3. Действительно, любая пара графов (G,H) с v(H) =
k− 2, v(G,H) ≤ 2 является α2-надежной. Применяя следствие 1.3.1 для
любой такой пары (G,H), получаем справедливость свойств A2 и A3 с
вероятностью, стремящейся к 1. Следовательно,

lim
n→∞

P(G(n, p) ∈ SA) = 1.
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В силу теоремы 1.4.3 любое α ∈ ( 1
k−1 ,

1
k−1.5) не принадлежит множеству

S2
k.
Наконец, пусть α1, α2 ∈ ( 1

k−1.5 ,
1

k−2), α1 < α2, p ∈ [n−α2, n−α1] и SB —
множество всех графов Γ, для которых выполнены следующие свойства.

B1 Свойство полного расширения уровня k − 3.

B2 Пусть K = {(K1, T1), (K2, T2)} — множество всех α1-жестких пар,
где v(T1) = k−2, v(K1, T1) = 2, v(T2) = k−1, v(K2, T2) = 1. Для лю-
бой α2-надежной пары (G,H) с v(G) ≤ k и V (H) = {h1, . . . , hm} и
любого подграфа H̃ ⊂ Γ с v(H̃) = m (положим V (H̃) = {h̃1, . . . h̃m})
существует такое точное (G, (h1, . . . , hm))-расширение G̃ набора (h̃1,
. . . , h̃m) в Γ, что пара (G̃, H̃) является (K1, T1)-максимальной и (K2,
T2)-максимальной.

Пусть A,B ∈ SB. Как и в предыдущем случае, применяя утвержде-
ния из теоремы 3 из [155], следствие 1.3.1 и теорему 1.4.3 лего доказать
справедливость равенства

lim
n→∞

P(G(n, p) ∈ SB) = 1

Следовательно, любое α ∈ ( 1
k−1.5 ,

1
k−2) не принадлежит S2

k.

Мы заканчиваем доказательство рассмотрением α ∈ (1− 1
2k−1 , 1). Если

α = 1− 1

2k−1 + β
, (2.3)

β — несократимая положительная дробь с числителем a > 2k−1, (2.4)

то найдутся натуральные числа n1 = n1(α, k), n2 = n2(α, k), n3 = n3(k) и
n4, которые обладают следующими свойствами. Если графы A,B явля-
ются (n1, n2, n3, n4, 1/α)-разреженными (см. раздел 1.5.1), то у Консерва-
тора есть выигрышная стратегия в игре EHR(A,B, k) (см. раздел 1.5.2).

Докажем, что для любого α, для которого справедливо равенство 2.3,
сущетсвует такое число ε > 0, что любое число из интервала (α−ε, α+ε)
также удовлетворяет этому равенству и для любого p ∈ (n−α−ε, n−α+ε) с
вероятностью, стремящейся к 1, графG(n, p) является (n1, n2, n3, n4, 1/α)-
разреженным.

Начнем со свойства 1) (n1, n2, n3, n4, 1/α)-разреженности. Рассмотрим
такое множество G попарно неизоморфных графов с не более n1 верши-
нами и максимальной плотностью отличной от 1/α, что любой граф G с
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v(G) ≤ n1 и ρmax(G) 6= 1/α изоморфен некоторому графу из множества
G. Пусть G1 — такое множество попарно неизоморфных графов с не бо-
лее n1 вершинами и максимальной плотностью, меньшей 1/α, что любой
граф, обладающий этими свойствами, изоморфен некоторому графу из
G1. Очевидно, |G1| ≤ |G| <∞. Пусть

α− ε > max
G∈G\G1

1

ρmax(G)
,

α + ε < min
G∈G1

1

ρmax(G)
.

Тогда по теореме 1.3.2 для любого p ∈ (n−α−ε, n−α+ε) выполнены равен-
ства

lim
n→∞

P(∀G ∈ G1 G(n, p) |= LG) = 1,

lim
n→∞

P(∃G ∈ G \ G1 G(n, p) |= LG) = 0.

Свойство 1) доказано.
Пусть H — конечное множество таких α-надежных пар (H1, H2), что

v(H1) ≤ n1, v(H2) ≤ n2. Пусть K — множество таких α-жестких пар
(K1, K2), что v(K1) ≤ n3, v(K2) ≤ n4. Пусть

α− ε > max
(K1,K2)∈K

1

ρ(K1, K2)
,

α + ε < min
(H1,H2)∈H

1

ρmax(H1, H2)
.

Тогда в силу следствия 1.3.1 для любого p ∈ (n−α−ε, n−α+ε) с вероятно-
стью, стремящейся к 1, для любой пары (H1, H2) ∈ H

∀x̃1 . . . ∀x̃v(H2) N
K
(H1,H2)(x̃1, . . . , x̃v(H2)) > 0.

Тем самым, свойство 2) доказано. Поэтому по теореме 1.4.3 множество
I(k) ∩ S2

k пусто.

Наконец, пусть

α = 1− 1

2k−1 + a/b
, (2.5)

a

b
— несократимая положительная дробь с числителем (2.6)

a ∈ {max{1, 2k−1 − b}, . . . , 2k−1}. (2.7)
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Рассмотрим множество графов S из раздела 1.5.5, обладающих свойства-
ми 1)–3).

В разделе 1.5.5 доказано, что если A,B ∈ S, то у Консерватора есть
выигрышная стратегия в игре EHR(A,B, k). Докажем, что существует
такое ε > 0, что для любого p ∈ (n−α−ε, n−α+ε) с вероятностью, стре-
мящейся к 1, G(n, p) ∈ S. Свойства 1) и 2) аналогичны предыдущему
случаю (числитель нескоратимой дроби a

b превосходит 2k−1). Единствен-
ное отличие состоит в доказательстве свойства 3). Оно очевидным об-
разом вытекает из следствия 1.3.2. Следовательно, α /∈ S2

k. Рассмотрев
знаменатель b = 1, получаем{

1− 1

2k−1 − 1
, 1− 1

2k

}
∩ S2

k = ∅.

Теорема доказана.

2.3.2. Доказательство теоремы 2.2.2

Докажем неравенство

min(S1
k)
′ ≤ 1

k − 11
.

Пусть k ≥ 15, j ∈ N, m = j(k − 10),

s =
k − 11

k − 10
· 4(mm+1 −m)

m− 1
, α =

1

k − 11
+

1

s

и p = n−α. Для произвольных вершин x1, . . . , xk−11, z рассмотрим следу-
ющие предикаты:

Tz(x) = [∃v ((v ∈ N(x1, . . . , xk−13, z, x)) ∧ (∀y ∈ X ((y 6= x)⇒ (y � v))))],

Rz(a, b) = [∃v ((v ∈ N(x1, . . . , xk−14, z, a, b))∧
(∀y ∈ X (((y 6= a) ∧ (y 6= b))⇒ (y � v))))],

гдеX = N(x1, . . . , xk−11) — множество всех общих соседей вершин x1, . . .,
xk−11. Очевидно, оба предиката выразимы на языке первого порядка.
Пусть Nz(x) — множество соседей вершины x, где смежностью считается
истинность предиката Rz:

Nz(x) = {a : Rz(a, x)};

H1(z) — множество всех вершин, для которых предикат Tz является ис-
тинным; H2(z) — множество всех соседей вершин из H1(z), где смежно-
стью снова считается истинность предиката Rz.
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Пусть L(x1, . . . , xk−11) — свойство вершин x1, . . . , xk−11, определенное
следующей формулой первого порядка кванторной глубины 11:

φ = ∃z (ϕ1(z) ∧ ϕ2(z) ∧ ϕ3(z) ∧ ϕ4(z)),

где

ϕ1(z) = [∀u1 ∈ X ∀u2 ∈ X (((u1 ∈ H1(z)) ∧ (u2 ∈ H1(z)) ∧ (u1 6= u2))⇒

⇒ ((Nz(u1) 6=∗ Nz(u2))∧ (Nz(u1)∩Nz(u2) = ∅)∧ (Nz(u1)∩H1(z) = ∅)))],

ϕ2(z) = [∀x ∈ X ((x ∈ H1(z)) ∨ (x ∈ H2(z)))],

ϕ3(z) = [∀x ∈ X [((x ∈ H1(z))∧
(∀y ∈ X ((y ∈ H1(z))⇒ (Nz(x) ≤∗ Nz(y)))))⇒ (H1(z) =∗ Nz(x))]],

ϕ4(z) =

[∀x ∈ X∀y ∈ X∀x̃ ∈ X [((x ∈ H1(z)) ∧ (y ∈ H1(z)) ∧ (Nz(x) <∗ Nz(y))∧
(∀ỹ ∈ X (((ỹ ∈ H1(z))∧(Nz(x) <∗ Nz(ỹ))∧(y 6= ỹ))⇒ (Nz(y) <∗ Nz(ỹ))))

∧(x̃ ∈ H1(z)) ∧ (∀ỹ ∈ X ((ỹ ∈ H1(z))⇒ (Nz(x̃) ≤∗ Nz(ỹ)))))⇒

(Nz(y)
z
= Nz(x)

z· Nz(x̃))]].

Здесь

(Nz(u1) ∩Nz(u2) = ∅) = (∀y1∀y2 ((Rz(u1, y1) ∧Rz(u2, y2))⇒ (y1 6= y2))),

(Nz(u1) ∩H1(z) = ∅) = (∀y (Rz(u1, y)⇒ (¬Tz(y)))),

(x ∈ H1(z)) = Tz(x), (x ∈ H2(z)) = (∃y (Rz(x, y) ∧ Tz(y))).

Формула (A ≤∗ B) выражает свойство, из которого следует истинность
неравенства |A| ≤ |B|:

(A ≤∗ B) = (∃z̃ (∀x [(x ∈ A \B)⇒ (∃y [(y ∈ B \ A) ∧Rz̃(x, y)])]∧

∧[(x ∈ B \ A)⇒ (¬(∃y∃ỹ (y 6= ỹ) ∧Rz̃(x, y) ∧Rz̃(x, ỹ)))])). (2.8)

Кроме того, мы используем обозначения

(A =∗ B) = (A ≤∗ B) ∧ (B ≤∗ A),

(A <∗ B) = ((A ≤∗ B) ∧ (¬(A =∗ B))),

(A ≥∗ B) = (B ≤∗ A).
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Наконец, для любых множеств A,B,C формула (A
z
= B

z· C) выражает
свойство, из которого следует равенство |A| = |B||C|:

(A
z
= B

z· C) = ([∀a ∈ A∃b ∈ B ∃c ∈ C

(Rz(a, b) ∧Rz(a, c) ∧ (∀b̃ ∈ B ((b 6= b̃)⇒ (¬Rz(a, b̃))))∧
(∀c̃ ∈ C ((c 6= c̃)⇒ (¬Rz(a, c̃)))))]∧

[∀b ∈ B ∀c ∈ C ∃a ∈ A (Rz(a, b) ∧Rz(a, c)∧
(∀ã ∈ A ((ã 6= a)⇒ ((¬Rz(ã, b)) ∨ (¬Rz(ã, c))))))]).

Формула ϕ1 выражает свойство, заключающееся в том, что множества
Nz(u1), Nz(u2) и H1(z) попарно не пересекаются для всех различных
u1, u2 ∈ H1(z) ∩ X. Она также выражает свойство |Nz(u1)| 6= |Nz(u2)|.
Мы упорядочиваем элементы множества H1(z) в соответствии с этой
мощностью:

(u1 < u2)⇔ (|Nz(u1)| < |Nz(u2)|).
Формула ϕ2 выражает свойство, заключающееся в том, что любая вер-
шина из X принадлежит либо множеству H1(z), либо множеству H2(z).
Формула ϕ3 выражает свойство, заключающееся в том, что |Nz(u)| =
|H1(z)|, где u — наименьший элемент в H1(z). Формула ϕ4 выражает
следующее свойство: если элемент y превосходит элемент x (в смысле
упомянутого порядка) и x̃ — наименьший элемент, то

|Nz(y)| = |Nz(x)||Nz(x̃)|.

Очевидно, φ — формула первого порядка.
Рассмотрим свойство L̃(x1, . . . , xk−11), выражаемое формулой первого

порядка с кванторной глубиной 7

∀y ((N(x1, . . . , xk−11) ≥∗ N(x1, . . . , xk−12, y))).

Мы собираемся доказать, что свойство первого порядка

существуют такие x1, . . . , xk−11, что L(x1, . . . , xk−11) ∧ L̃(x1, . . . , xk−11)

(которое выражается формулой первого порядка кванторной глубины
k) выполнено с некоторой асимптотической вероятностью из интервала
(0, 1).

Будем называть вершины x1, . . . , xk−11 экстремальными, если

|N(x1, . . . , xk−11)| = max
y
|N(x1, . . . , xk−12, y)|.
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Пусть Ω̃n ⊂ Ωn — множество всех графов, обладающих следующими
свойствами.

A1 Для любого r ≤ s
k−11 , любых вершин x1, . . . , xk−14, любых пар (a1, b1),

. . . , (ar, br), содержащих различные вершины, и любого множества
вершин Γ, содержащего вершины a1, b1, . . . , ar, br и не содержаще-
го ни одной из вершин x1, . . . , xk−14, существует такая вершина z,
что для любого i ∈ {1, . . . , r} предикат Rz(ai, bi) является истин-
ным и для любой другой пары вершин (a, b) из Γ предикат Rz(a, b)
истинным не является.

A2 Для любых вершины x1, . . . , xk−12 существует такая вершина xk−11,
что

|N(x1, . . . , xk−11)| ≥
s

k − 11
.

A3 Для любых вершин x1, . . . , xk−11 выполнено

|N(x1, . . . , xk−11)| ≤ s.

A4 Не существует подграфов на не болееmm+1 вершинах и плотностью,
превосходящей 1/α.

В силу теоремы 1.3.2, теоремы 1.3.4 и следствия 1.3.1 выполнено

lim
n→∞

P(G(n, p) ∈ Ω̃n) = 1.

Пусть G ∈ Ω̃n. Из свойств A2, A3 следует, что для любых экстремаль-
ных x1, . . . , xk−11

|N(x1, . . . , xk−11)| ∈
[

s

k − 11
, s

]
. (2.9)

Пусть x1, . . . , xk−11 обладают свойство L ∧ L̃. Тогда x1, . . . , xk−11 яв-
ляются экстремальными и

|N(x1, . . . , xk−11)| =
tt+1 − t
t− 1

+ t

для некоторого t ∈ N. Если t < m, то из (2.9) следует, что

(m− 1)m −m+ 1

m− 2
+m− 1 ≥ |N(x1, . . . , xk−11)| ≥

4

k − 10
· m

m+1 −m
m− 1

≥ m

k − 10
· (m− 1)m −m+ 1

m− 2
.
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Следовательно,

(m− 1)m −m+ 1

m− 2
≤ (k − 10)(m− 1)

m− k + 10
.

Мы получили противоречие с равенством m = j(k− 10). Если t > m, то
из (2.9) следует

(m+ 1)m+2 −m− 1

m
+m+ 1 ≤ |N(x1, . . . , xk−11)| ≤

4
k − 10

k − 11
· m

m+1 −m
m− 1

≤ 4

m
· (m+ 1)m+2 −m− 1

m
.

Снова получили противоречие. Поэтому t = m. Заметим, что

mm+1 −m
m− 1

ребер Rz в X необходимо для построения множества H2(z),

2
mm+1 −m2

m− 1

ребер Rz в X необходимо для выражения всех предикатов

A
z
= B

z· C,

m предикатов Tz необходимо для построения множества H1(z). Поэтому
в G существует граф K(x1, . . . , xk−11) с множествами вершин и ребер,
которые содержат все вершины и ребра, выражающие описанные преди-
каты. Этот граф состоит из

k − 11 +
mm+1 −m
m− 1

+m+m+ 1 +
mm+1 −m
m− 1

+ 2
mm+1 −m2

m− 1

вершин и

(k − 11)

(
mm+1 −m
m− 1

+m+m+
mm+1 −m
m− 1

+ 2
mm+1 −m2

m− 1

)
ребер. Очевидно, он является строго сбалансированным и его плотность
равна 1

α . Из теоремы 1.3.3 следует, что случайный граф G(n, p) содержит
копию этого графа с асимптотической вероятностью c для некоторого
c ∈ (0, 1). Следовательно, для любого ε > 0 и достаточно больших n

P(G(n, p) |= (∃x1 . . . ∃xk−11 (L(x1, . . . , xk−11) ∧ L̃(x1, . . . , xk−11)))) ≤
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(1 + ε)c.

Наконец, если граф G содержит K(x1, . . . , xk−11) для некоторых x1, . . . ,
xk−11, то из свойства A4 следует, что

max
y 6=xk−11

|N(x1, . . . , xk−12, y)| ≤ s

k − 11

и, следовательно,

∀y ((|N(x1, . . . , xk−11)| ≥ |N(x1, . . . , xk−12, y|))).

Более того, в силу свойства A1 выполнено L̃(x1, . . . , xk−11), потому что
для его выполнения необходимо

max
y 6=xk−11

|N(x1, . . . , xk−11, y)| ≤ s

k − 11

реберRz̃. Кроме того, в силу свойства A1 также выполнено L(x1, . . . , xk−11),
потому что для выражения предиката ≤∗ необходимо

mm−1 <
s

k − 11

ребер Rz̃. Следовательно, для любого ε > 0 и достаточно больших n

P(G(n, p) � (∃x1 . . . ∃xk−11 (L(x1, . . . , xk−11) ∧ L̃(x1, . . . , xk−11)))) ≥

(1− ε)c.
Наконец,

lim
n→∞

P(G(n, p) � (∃x1 . . . ∃xk−11 (L(x1, . . . , xk−11)∧ L̃(x1, . . . , xk−11)))) = c.

Первое неравенство доказано.

Докажем, что

min(S2
k)
′ ≤ 1

k − 7
. (2.10)

Пусть k ≥ 10, m ∈ N, s = m(k − 7) и

1

k − 7
+

1

s+ 1
< α <

1

k − 7
+

1

s
,

p = n−α. Для произвольных вершин x1, . . . , xk−9, z рассмотрим предикат

Rz(a, b) = (∃v ((v ∼ x1)∧ . . .∧ (v ∼ xk−10)∧ (v ∼ z)∧ (v ∼ a)∧ (v ∼ b))).
(2.11)
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и свойство “вершины x1, . . . , xk−9 являются четно–расширяемыми”, вы-
ражаемое предложением

число
(

min
xk−8

max
xk−7

|N(x1, . . . , xk−7)|
)

четное.

Пусть Ω̃n ⊂ Ωn — множество всех графов, обладающих следующими
свойствами.

B1 Для любых вершин x1, . . . , xk−10, любого натурального числа l ≤ m,
любых пар (a1, b1), . . . , (al, bl), содержащих различные вершины и
любого множества вершин Γ, содержащего вершины a1, b1, . . . , al, bl,
но не содержащего ни одну вершину из x1, . . . , xk−10, найдется такая
вершина z, что для любого t ∈ {1, . . . , l} предикат Rz(at, bt) являет-
ся истинным и для любой другой пары вершин (a, b) из Γ предикат
Rz(a, b) истинным не является.

B2 Для любых вершин x1, . . . , xk−8 существует такая вершина xk−7, что

|N(x1, . . . , xk−7)| ≥ m.

B3 Для любых вершин x1, . . . , xk−9 существует такая вершина xk−8, что

max
xk−7

|N(x1, . . . , xk−9, xk−8, xk−7)| = m.

В силу теоремы 1.3.4 и следствия 1.3.1 имеем

lim
n→∞

P(G(n, p) ∈ Ω̃n) = 1.

Мы завершим доказательство неравенства (2.10) после того, как дока-
жем следующую лемму.

Лемма 2.3.1. Существует такое свойство первого порядка L, вы-
ражаемое с помощью формулы первого порядка ϕ кванторной глубины
k, что

lim
n→∞

(P(G(n, p) � L)−

P(любые вершины x1, . . . , xk−9 графа G(n, p) четно–расширяемые)) = 0.

Доказательство. Рассмотрим свойство L, выражаемой формулой
ϕ =

(∀x1 . . . ∀xk−9∃xk−8∃xk−7 (([∀v (N(x1, . . . , xk−7) ≥∗ N(x1, . . . , xk−8, v))]∧

116



[∀x̃k−8∃x̃k−7 (N(x1, . . . , xk−7) ≤∗ N(x1, . . . , xk−9, x̃k−8, x̃k−7))])⇒
(N(x1, . . . , xk−7) — четное))),

где предикат ≤∗ определен в (2.8), предикат Rz определен в (2.11),

(N(x1, . . . , xk−7) — четное) =

(∃z ∀x ∈ N(x1, . . . , xk−7)∃y ∈ N(x1, . . . , xk−7)

((x 6= y) ∧ [Rz,x1,...,xk−10
(x, y) ∧ (∀ỹ ∈ N(x1, . . . , xk−7) ((y 6= ỹ)⇒

(¬Rz,x1,...,xk−10
(x, ỹ))))])). (2.12)

Пусть G ∈ Ω̃n и любые вершины x1, . . . , xk−9 этого графа являются
четно–расширяемыми. Пусть x1, . . . , xk−9 — произвольные вершины гра-
фа G. Рассмотрим вершину xk−8, для которой существует вершина xk−7,
обладающая следующим свойством

[∀v (|N(x1, . . . , xk−7)| ≥ |N(x1, . . . , xk−8, v|))]∧

∧[∀x̃k−8∃x̃k−7 (|N(x1, . . . , xk−7)| ≤ |N(x1, . . . , xk−9, x̃k−8, x̃k−7)|)].
Тогда |N(x1, . . . , xk−7)| = m. Поэтому из определения множества Ω̃n сле-
дует, что мы можем заменить последний предикат его аналогом первого
порядка

[∀v (N(x1, . . . , xk−7) ≥ N(x1, . . . , xk−8, v))]∧
∧[∀x̃k−8∃x̃k−7 (N(x1, . . . , xk−7) ≤ N(x1, . . . , xk−9, x̃k−8, x̃k−7))].

Более такого, предикат “|N(x1, . . . , xk−7)| — четное число” может быть
заменен предикатом “N(x1, . . . , xk−7) — четное” по той же причине. Сле-
довательно, свойство L выполнено.

Очевидно, для любого графа G ∈ Ωn, обладающего свойством L, лю-
бые его вершины x1, . . . , xk−9 являются четно–расширяемыми. Так как

lim
n→∞

P(G(n, p) ∈ Ω̃n) = 1,

то лемма 2.3.1 доказана. �

Если m — четное число и G ∈ Ω̃n, то любые вершины x1, . . . , xk−9

графа G являются четно–расширяемыми. Следовательно,

lim
n→∞

P(G(n, p) � L) = 1.

Если m — нечетное число и G ∈ Ω̃n, то любые вершины x1, . . . , xk−9

графа G не являются четно–расширяемыми. Следовательно,

lim
n→∞

P(G(n, p) � L) = 0.
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Неравенство (2.10) доказано.

Докажем, наконец, что при k ≥ 8

max(S1
k)
′ ≥ 1− 1

2k−5
. (2.13)

Пусть m ≥ 2 — натуральное число, k ≥ 8,

α = 1− 1

2k−5
+

1

2k−5m

и p = n−α.

Прежде всего введем дополнительные обозначения, которые мы будем
использовать и в разделе 2.2.4. Пусть G — произвольный граф, а r, s —
произвольные натуральные числа. Для любых вершин x1, . . . , xs графа G
мы будем обозначать Nr(x1, . . . , xs) множество общих r-соседей вершин
x1, . . . , xs в G (при этом о каком именно графе G идет речь всегда будет
ясно из контекста). Мы называем r-соседом вершины x такую вершину
y, что наименьшая длина пути, соединяющего вершины x и y, равна r.
Положим

N(x1, . . . , xs) := N1(x1, . . . , xs).

Рассмотрим множество Ω̃n всех графов G из Ωn, обладающих следу-
ющими свойствами.

1) Для любой такой строго сбалансированной пары (G,H), что

V (H) = {h1, . . . , hv}, ρ(G,H) < 1/α,

v ≤ (2k−5 − 1)(m− 1) + 2, v(G) ≤ 2(2k−5 − 1)(m− 1) + 3,

у любого v-вершинного набора найдется (G, (h1, . . . , hv))-расширение
в G.

2) В G нет копий ни одного графа G, количество вершин которого не
превосходит

2(2k−5 − 1)(m+ 1) + 2,

а максимальная плотность больше числа 1/α.

В силу теорем 1.3.2, 1.3.4 имеем

lim
n→∞

P(G(n, p) ∈ Ω̃n) = 1.
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Определим свойство вершин x и y, заключающееся в том, что рассто-
яние между ними равно i, следующей формулой первого порядка:

D∗i (x, y) = Di(x, y) ∧

(
¬

(
i−1∨
j=1

Dj(x, y)

))
,

где Di(x, y) — формула первого порядка кванторной глубины dlog2 ie:

Di(x, y) = ∃v (Di/2(x, v) ∧Di/2(y, v)), если i четно,

Di(x, y) = ∃v (D(i−1)/2(x, v) ∧D(i+1)/2(y, v)), если i нечетно,

и
D1(x, y) = (x ∼ y), D0(x, y) = (x = y).

Положим, кроме того, для сокращения записи

D∗i,j(x, y, z) = D∗i (x, z) ∧D∗j (z, y).

Пусть L — свойство первого порядка, записываемое с помощью фор-
мулы первого порядка ∃a∃b ϕ(a, b) кванторной глубины k, где ϕ(a, b) =

(S(a, b) ∧ [∀u (D∗2k−6,2k−6(a, b, u)⇒ R(a, u))]∧

[¬(∃z ((z 6= a) ∧ (∀u (D∗2k−6,2k−6(a, b, u)⇒ D∗2k−5(u, z)))))]),

предикат S(a, b) =

(D∗2k−5(a, b) ∧ (¬(∃u1∃u2∃x [(u1 6= u2)∧

D∗2k−6,2k−6(u1, u2, b) ∧D∗2k−6,2k−6(u1, u2, a) ∧ ψ(a, b, u1, u2, x)]))),

где ψ(a, b, u1, u2, x) = 2k−5∨
s=2k−6

s∨
i=1

2k−5−i∨
j=2k−6−i

(D∗i,s−i(a, u1, x) ∧D∗j (x, u2))

 ∨
2k−6∨

i=1

(D∗i,2k−6−i(u1, b, x) ∧D∗i (u2, x))

 ,

исключает возможность существования двух различных пересекающих-
ся путей длины, не превосходящей 2k−5, от вершины a к двум различным
вершинам из множества N2k−6(a, b) (оно, в том числе, исключает возмож-
ность существования общих соседей у любых двух вершин из N2k−6(a, b))
и двух различных пересекающихся путей длины 2k−6 от вершины b к
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двум различным вершинам из множества N2k−6(a, b); истинность преди-
ката R(a, u) =(

∃x1∃x2

[
D∗2k−6,2k−6(a, u, x1) ∧D∗2k−7,2k−7(a, u, x2)∧

(¬D∗2k−7(x1, x2)) ∧ ξ(a, x1, x2) ∧ ξ(u, x1, x2)]) ,

где

ξ(a, x1, x2) =

¬
∃y

2k−7−1∨
i=1

(D∗i,2k−6−i(a, x1, y) ∧D∗2k−7−i(y, x2))

 ,

означает существование двух непересекающихся путей длин 2k−6 и 2k−5,
соединяющих вершины a и u.

Предположим, что граф G ∈ Ω̃n обладает свойством L. Обозначим a, b
вершины, для которых истинна формула ϕ(a, b). ПустьX — объединение
всех путей длины 2k−5 между вершинами a и b в графе G, χ — количество
таких цепей и

N2k−6(a, b) = {x1, . . . , xχ}.
Докажем, что χ ≥ m. Предположим противное: χ < m. В силу определе-
ния множества Ω̃n в графе G найдется такая вершина z, что для каждого
i ∈ {1, . . . , χ} выполнено свойство D∗2k−5(xi, z) и существует χ попарно
непересекающихся по вершинам (отличным от z) путей P1, . . . , Pχ от вер-
шины z к каждой из вершин x1, . . . , xχ соответственно. Действительно,
в таком случае пара (X ∪ P1 ∪ . . . ∪ Pχ, X) является строго сбалансиро-
ванной, и ее плотность равна

2k−5χ

(2k−5 − 1)χ+ 1
=

1

1− 1/2k−5 + 1/(χ2k−5)
<

1

1− 1/2k−5 + 1/(m2k−5)
=

1

α
.

Получили противоречие со свойством L. Следовательно, χ ≥ m. Дока-
жем, наконец, что χ = m. Предположим противное: χ > m. Удалим из
графа X несколько путей длины 2k−5 между вершинами a, b (оставив в
графе вершины a, b) так, чтобы осталось m+ 1 путей. Добавим в остав-
шийся граф путь длины 2k−5 из G между вершиной a и вершинами из
N2k−6(a, b) (по одной для каждой вершины), непересекающиеся по вер-
шинам (отличным от a) между собой и непересекающие по неконцевым
вершинам цепи из X. Обозначим X̃ полученный граф. Тогда

ρ(X̃) =
2k−4(m+ 1)

2(2k−5 − 1)(m+ 1) + 2
> 1/α,
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что противоречит свойству 2 определения множества Ω̃n.
Итак, χ = m. Пусть z — такая вершина, отличная от a, что предикат

D∗2k−5(·, z) является истинным для всех вершин из N2k−6(a, b). Тогда в
графе G найдутся пути P1, . . . , Pm длины 2k−5, соединяющие вершину z с
вершинами x1, . . . , xm соответственно. Предположим, что для некоторого
i ∈ {1, . . . ,m− 1} выполнено

Pi+1 ⊆ P1 ∪ . . . ∪ Pi.

Положим

Pi+1 = ({xi+1, v1, . . . , v2k−5−1, z}, {{xi+1, v1}, {v1, v2}, . . . , {v2k−5−1, z}}).

Тогда для некоторого j ∈ {1, . . . , i} вершина v1 принадлежит множеству
V (Pj). Очевидно, вершина v1 отлична от вершины xj (иначе истинным
является предикат D2k−5−1(x

j, z)). Докажем, что v1 ∼ xj в G. Действи-
тельно, в противном случае является истинным предикат Ds(z, v1) для
некоторого натурального s < 2k−5−1. Но так как v1 ∼ xi+1, то истинным
является и предикат Ds+1(x

i+1, z), что противоречит истинности преди-
ката D∗2k−5(xi+1, z). Таким образом, вершина v1 является общим соседом
вершин xi+1 и xj, что в свою очередь противоречит истинности преди-
ката S(a, b). Окончательно получаем, что для любого i ∈ {1, . . . ,m− 1}
выполнено

Pi+1 * P1 ∪ . . . ∪ Pi.
Добавим в граф X цепи длины 2k−5 из G между вершиной a и вершина-
ми из N2k−6(a, b) (по одной для каждой вершины), непересекающиеся по
вершинам (отличным от a) между собой и непересекающие по неконце-
вым вершинам цепи из X. Полученный граф снова будем обозначать X.
Рассмотрим последовательность графов

X0 = X, X1 = X ∪ P1, X2 = X ∪ P1 ∪ P2, . . . , Xm = X ∪ P1 ∪ . . . ∪ Pm.

Положим Y := Xm. Для каждого i ∈ {0, . . . ,m−1} графXi+1 получается
из графа Xi добавлением некоторого количества ni ≤ 2k−5− 1 вершин и
хотя бы ei ≥ ni + 1 ребер. Поэтому

1/ρ(Y ) ≤ 2(2k−5 − 1)m+ 2 + n1 + . . .+ nm + 1

2k−4m+ n1 + . . .+ nm +m
≤ α,

причем равенства достигаются тогда и только тогда, когда ni = 2k−5− 1
и ei = 2k−5 для всех i ∈ {0, . . . ,m − 1}. Поэтому в силу определения
множества Ω̃n эти равенства верны и

1/ρ(Y ) = 1/ρ(X) = α.
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Так как в графе G не существует вершины z, обладающей упомянутыми
выше свойствами, то граф G не содержит копию графа Y , содержащую
граф X.

В оставшейся части доказательства теоремы мы будем использовать
именно эти обозначения X и Y для двух полученных графов (первый
из которых строго сбалансированный, а второй — сбалансированный,
причем пара (Y,X) является строго сбалансированной) с плотностью
1/α. Обозначим L̃ полученное свойство графа G (существование копии
X, не содержащейся ни в одной копии Y ). Мы доказали, что если G ∈ Ω̃n

и G обладает свойством L, то G обладает и свойством L̃.
Предположим теперь, что G ∈ Ω̃n и G обладает свойством L̃. Очевид-

но, в этом случае G обладает и свойством L.
В силу леммы 1.3.3 существует частичный предел

lim
i→∞

P(G(ni, n
−α
i ) |= L̃) = c,

отличный от 0 и 1. Более того, по доказанному

P(G(ni, n
−α
i ) |= L) ∼ P(G(ni, n

−α
i ) ∈ Ω̃ni, G(ni, n

−α
i ) |= L) =

= P(G(ni, n
−α
i ) ∈ Ω̃ni, G(ni, n

−α
i ) |= L̃) ∼ P(G(ni, n

−α
i ) |= L̃) = c. (2.14)

Так как
lim
m→∞

(
1− 1

2k−5
+

1

2k−5m

)
= 1− 1

2k−5
,

то неравенство (2.13) доказано. Так как S2
k ⊃ S1

k, то это неравенство,
очевидно, выполнено и для множества S1

k. В силу теорем 1.2.1, 1.2.4 мно-
жество S1

k ∩ (1 − 1
2k−1 , 1) является конечным. Кроме того, как доказано

в разделе 2.3.1 любое число α, удовлетворяющее условиям (2.3), (2.4), и
любое число α, удовлетворяющее условиям (2.5)–(2.7), не принадлежат
множеству S2

k. Следовательно, в силу того, что множества S1
k и S2

k явля-
ются вполне упорядоченными относительно порядка > (см. раздел 2.1),
в интервале [1− 1

2k−1 , 1) нет предельных точек множеств S1
k, S

2
k. Теорема

доказана.

2.3.3. Доказательство теоремы 2.2.3

Рассмотрим полный граф H с

V (H) = {v1, . . . , vk−2}.
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Пусть S — множество всех подмножеств V (H). Рассмотрим такие пары
(Kj, T ), j ∈ {0, 1, . . . , k − 2}, что

V (T ) = {u1, . . . , uk−2},

V (K0) = V (T ) t {uk−1}, V (Kj) = V (K0) t {u1, . . . , uj},
E(K0) = E(T ) t {{u1, uk−1}, . . . , {uk−2, uk−1},

E(Kj) =

E(K0) t {{u2, u
1}, . . . , {uk−1, u

1}, {u1, u
2}, {u3, u

2}, . . . , {uk−1, u
2}, . . . ,

{u1, u
j}, . . . , {uj−1, u

j}, {uj+1, u
j}, . . . , {uk−1, u

j}}.
Для каждого множества S ∈ S определим граф HS следующим образом.
Пусть H(S) — граф, полученный из H перенумерацией его вершин:

(i1(S), . . . , ik−2(S))→ (1, . . . , k − 2),

где

S = {vi1(S), . . . , vi|S|(S)}, {v1, . . . , vk−2} \ S = {vi|S|+1(S), . . . , vik−2(S)}.

ГрафHS является точным (K|S|, (u1, . . . , uk−2))-расширением набора вер-
шин (i1(S), . . . , ik−2(S)). Пусть r ∈ {1, . . . , 2k−2}. Для любых различных
S1, . . . , Sr ∈ S обозначим

HS1,...,Sr = HS1
∪ . . . ∪HSr

(мы определяем графы HS таким образом, что пересечение любых двух
V (HSi1

), V (HSi2
) равно {v1, . . . , vk−2}). Определим множество плотностей

строго сбалансированных графовHS1,...,Sr по всем r ∈ {(k−2)2, . . . , 2k−2−
1} и различным S1, . . . , Sr ∈ S \ {∅}. Очевидно,

v(HS1,...,Sr) = k − 2 + r + |S1|+ . . .+ |Sr|, (2.15)

e(HS1,...,Sr) =
(k − 2)(k − 3)

2
+ (k − 2)(r + |S1|+ . . .+ |Sr|). (2.16)

Следовательно,

1/ρmax(HS1,...,Sr) = 1/ρ(HS1,...,Sr) =

1

k − 2
+

k − 1

(k − 2)(k − 3 + 2(r + |S1|+ . . .+ |Sr|))
.

Очевидно, r + |S1|+ . . .+ |Sr| принимает все натуральные значения из

[(k − 2)3, k2k−3 − 1],
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не считая не более 2k−2 значений. Следовательно, существует не менее

(k − 2)2k−3 − (k − 2)3

различных значений 1/ρmax(HS1,...,Sr).

Докажем далее, что для любого k ≥ 7, r ∈ {(k − 2)2, . . . , 2k−2 − 1} и
различных S1, . . . , Sr ∈ S точка

α =
1

k − 2
+

k − 1

(k − 2)(k − 3 + 2(r + |S1|+ . . .+ |Sr|))
(2.17)

принадлежит множеству S1
k и, тем самым, докажем равенство∣∣∣∣S1

k ∩
(

0,
1

k − 2.5

)∣∣∣∣ = Ω(k2k).

Пусть k ≥ 7, r ∈ {(k− 2)2, . . . , 2k−2− 1}, S1, . . . , Sr ∈ S, α определено
равенством (2.17) и p = n−α. Рассмотрим свойство первого порядка L,
определенное следующей формулой:

ϕ = ∃x1 . . . ∃xk−2 (x1 ∼ x2) ∧ . . . ∧ (x1 ∼ xk−2) ∧ . . . ∧ (xk−3 ∼ xk−2)∧

ϕS1
(x1, . . . , xk−2) ∧ . . . ∧ ϕSr(x1, . . . , xk−2),

где

ϕS(x1, . . . , xk−2) = ∃xk−1 (xk−1 ∼ x1) ∧ . . . ∧ (xk−1 ∼ xk−2)∧ ∧
t∈{i1(S),...,i|S|(S)}

ϕ̃t(x1, . . . , xk−1)

 ∧
 ∧
t/∈{i1(S),...,i|S|(S)}

ϕ̂t(x1, . . . , xk−1)

 ,

ϕ̃t(x1, . . . , xk−1) =

∃xk (xk ∼ x1)∧. . .∧(xk ∼ xt−1)∧(xk � xt)∧(xk ∼ xt+1))∧. . .∧(xk ∼ xk−1),

ϕ̂t(x1, . . . , xk−1) =

∀xk (¬((xk ∼ x1) ∧ . . . ∧ (xk ∼ xt−1) ∧ (xk ∼ xt+1) ∧ . . . ∧ (xk ∼ xk−1))).

Кванторные глубины формул ϕ̃t(x1, . . . , xk−1), ϕ̂t(x1, . . . , xk−1) равны 1.
Следовательно, кванторные глубины формул ϕS(x1, . . . , xk−2) равны 2.
Наконец, кванторная глубина формулы ϕ равна k.

Предположим, что граф G ∈ Ωn обладает свойством L. Тогда суще-
ствуют такие вершины x1, . . . , xk−2, что для любого S ∈ {S1, . . . , Sr}
в графе G найдется точное (HS, (v1, . . . , vk−2))-расширение GS набора
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(xi1(S), . . . , xik−2(S)). Обозначим xS1
, . . . , xSr вершины графов GS1

, . . . ,GSr ,
соединенные ребрами с каждой из вершин x1, . . . , xk−2. Так как множе-
ства S1, . . . , Sr попарно различны, то любые две вершины из xS1

, . . . , xSr
не совпадают. Более того, для любых различных i1, i2 ∈ {1, . . . , r} любая
вершина

x ∈ V (GSi1) \ {x1, . . . , xk−2, xSi1}
не совпадает с xSi2 , так как вершина xSi2 соединена ребрами с каж-
дой из x1, . . . , xk−2, а вершина x — с ровно k − 3 из них. Предполо-
жим, что для любых различных i1, i2 ∈ {1, . . . , r}, любые вершины x и
y из V (GSi1) \ {x1, . . . , xk−2, xSi1} и V (GSi2) \ {x1, . . . , xk−2, xSi2} соответ-
ственно не совпадают. Обозначим G1 объединение графов GS1

, . . . ,GSr .
Если существуют такие различные i1, i2 ∈ {1, . . . , r}, что множества
V (GSi1) \ {x1, . . . , xk−2, xSi1}, V (GSi2) \ {x1, . . . , xk−2, xSi2} имеют общие
элементы, то обозначим G2 объединение графов GS1

, . . . ,GSr . Докажем,
что выполнено неравенство

ρ(G1) < ρ(G2).

Очевидно, количества вершин и ребер графа G1 определены равенства-
ми (2.15) и (2.16). Кроме того, существует такое натуральное число x,
что

v(G2) = v(G1)− x,
e(G2) = e(G1)− x(k − 2) + x.

Очевидно, неравенство

e(G1)

v(G1)
<
e(G1)− x(k − 3)

v(G1)− x

выполнено при ρ(G1) > k − 3. Последнее неравенство следует из

1/ρ(G1) <
1

k − 2
+

k − 1

(k − 2)(k − 3 + 2(k − 2)2)
=

1

k − 2.5
,

если r ≥ (k − 2)2. В силу теоремы 1.3.2 с вероятностью, стремящейся к
1, в случайном графе G(n, p) не существует копий графа G2. Более того,
в силу теоремы 1.3.3 существует число c ∈ (0, 1), такое что

lim
n→∞

P(G(n, p) ⊃ G1) = c.

Следовательно,
limn→∞P(G(n, p) |= L) ≤ c.
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Заметим, что если G ⊃ G1 и граф G1 является (K0, T )-максимальным
в G, то граф G обладает свойством L. В силу теоремы 1.3.2 с вероят-
ностью, стремящейся к 1, любая копия G1 в G(n, p) является (K0, T )-
максимальной в G(n, p) (так как любое (K0, (u1, . . . , uk−2))-расширение
его подграфа в объединении с самим графом дает граф с плотностью,
превосходящей 1/ρ). Следовательно,

limn→∞P(G(n, p) � L) ≥ c.

Окончательно получаем

lim
n→∞

P(G(n, p) � L) = c.

Так как S2
k ⊃ S1

k, то∣∣∣∣S2
k ∩
(

0,
1

k − 2.5

)∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣S1
k ∩
(

0,
1

k − 2.5

)∣∣∣∣ = Ω(k2k).

Равенство (2.2) мы установили при доказательстве теоремы 2.2.1.

Из доказательства теоремы 2.2.1 следует, что числа вида (2.5) где a
b

— несократимая дробь, a ≥ max{1, 2k−1 − b}, b ∈ N, не принадлежат
спектру S2

k. Следовательнр,∣∣∣∣S1
k ∩
(

1− 1

2k−1
, 1

)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣S2
k ∩
(

1− 1

2k−1
, 1

)∣∣∣∣ ≤ 1+2+ . . .+2k−1−2 < 22k.

Наконец, из теоремы 1.2.2 следует, что числа вида (2.5), где

a ∈ {1, 2, . . . , 2k−1 − (b+ 1)2,

b ∈
{

1, 2, . . . ,
⌈√

2k−1
⌉
− 2
}

принадлежат спектру S1
k. В этой связи при k ≥ 5∣∣∣∣S2

k ∩
(

1− 1

2k−1
, 1

)∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣S1
k ∩
(

1− 1

2k−1
, 1

)∣∣∣∣ ≥
2k−1 − 22 + 2k−1 − 32 + . . .+ 2k−1 −

(⌈√
2k−1

⌉
− 1
)2

≥(⌈√
2k−1

⌉
− 2
)

2k−1 − 1

3

⌈√
2k−1

⌉3

≥ 1

3
√

2
23k/2 − 2k ≥

(
1

3
√

2
− 1

5

)
23k/2.

Теорема доказана.
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2.3.4. Доказательство теоремы 2.2.4

Пусть k ≥ 5, m ∈ N,

α =
1

[k/2]
+

1

[k/2](m+ [k/2]− 1)

и p = n−α.

Рассмотрим множество Ω̃n всех графов G из Ωn, обладающих следу-
ющими свойствами.

1) Для любой такой строго сбалансированной пары (G,H), что V (H) =
{h1, . . . , hv}, ρ(G,H) < 1/α,

v ≤ m+ [k/2]− 1, v(G) ≤ 2(m+ [k/2]− 1),

у любого v-вершинного набора найдется (G, (h1, . . . , hv))-расширение
в G.

2) В G нет копий ни одного графа G, количество вершин которого не
превосходит 2(m + [k/2] + 1), а максимальная плотность больше
числа 1/α.

В силу теоремы 1.3.2 и теоремы 1.3.4 имеем

lim
n→∞

P(G(n, p) ∈ Ω̃n) = 1.

Пусть L — свойство первого порядка, записываемое с помощью фор-
мулы первого порядка

∃x1 . . . ∃x[k/2] ϕ(x1, . . . , x[k/2])

кванторной глубины

max(2[k/2], [k/2] + 3) ≤ k,

где ϕ(x1, . . . , x[k/2]) =

[K(x1, . . . , x[k/2]) ∧ (∃y1 . . . ∃y[k/2] [(y1 ∈ N(x1, . . . , x[k/2])) ∧ . . .∧

(y[k/2] ∈ N(x1, . . . , x[k/2])) ∧K(y1, . . . , y[k/2])])

∧(¬(∃z [R2
z ∧ . . . ∧R[k/2]

z ∧ (∀y ((y ∈ N(x1, . . . , x[k/2]))⇒ R1,2
z (y)))]))],

K(x1, . . . , x[k/2]) =
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((x1 ∼ x2) ∧ (x1 ∼ x3) ∧ . . . ∧ (x1 ∼ x[k/2]) ∧ . . . ∧ (x[k/2]−1 ∼ x[k/2])),

(y ∈ N(x1, . . . , x[k/2])) = ((y ∼ x1) ∧ . . . ∧ (y ∼ x[k/2])),

для любых 1 ≤ i < j ≤ [k/2]

Ri,j
z (a) = (∃v [(v ∈ N(z, a, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , x[k/2]))∧

(v � xi) ∧ (v � xj)]),

для любого 2 ≤ i ≤ [k/2]

Ri
z = (∃v [v ∈ N(z, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , x[k/2])]).

Предположим, что граф G ∈ Ω̃n обладает свойством L. Обозначим
x1, . . . , x[k/2] вершины, для которых истинна формула ϕ(x1, . . . , x[k/2]).
Положим

X = G|{x1,...,x[k/2]}∪N(x1,...,x[k/2]),

χ = |V (X)| − [k/2],

где
N(x1, . . . , x[k/2]) = {x1, . . . , xχ}.

Докажем, что χ ≥ m. Предположим противное: χ < m. В силу определе-
ния множества Ω̃n в графе G найдется такая вершина z и такие вершины
v1, . . . , vχ+[k/2]−1, что для каждого i ∈ {1, . . . , χ} выполнено

vi ∈ N(xi, z, x3, . . . , x[k/2]),

а для каждого i ∈ {χ+ 1, . . . , χ+ [k/2]− 1} —

vi ∈ N(z, x1, . . . , xi−χ, xi−χ+2, . . . , x[k/2]).

Действительно, в таком случае пара

(G|{x1,...,x[k/2],v1,...,vχ+[k/2]−1,z}∪N(x1,...,x[k/2]), X)

является строго сбалансированной, а ее плотность равна

[k/2](χ+ [k/2]− 1)

χ+ [k/2]
=

1

1/[k/2] + 1/([k/2](χ+ [k/2]− 1))
<

1

α
.

Получили противоречие со свойством L. Следовательно, χ ≥ m. Дока-
жем, наконец, что χ = m. Предположим противное: χ > m. Удалим
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из множества N(x1, . . . , x[k/2]) несколько вершин так, чтобы в этом мно-
жестве осталось m + 1 вершин. Обозначим X̃ подграф в X индуциро-
ванный на полученное множество вершин, объединенное с вершинами
x1, . . . , x[k/2]. Тогда

ρ(X̃) ≥ [k/2](m+ 1) + [k/2]([k/2]− 1)

m+ 1 + [k/2]
> 1/α,

что противоречит свойству 2 определения множества Ω̃n.
Итак, χ = m. Пусть z — такая вершина, что предикат R1,2

z являет-
ся истинным для всех вершин из N(x1, . . . , x[k/2]), а для каждого i ∈
{2, . . . , [k/2]} — предикат Ri

z. Тогда в графе G найдутся такие вершины
v1, . . . , vj, что z ∈ N(v1, . . . , vj) и множество

{x1, . . . , x[k/2]−1} ∪N(x1, . . . , x[k/2])

можно разбить на j подмножеств N1, . . . , Nj следующим образом: для
любого i ∈ {1, . . . , j} и любой вершины y ∈ Ni выполнено y ∼ vi и
vi соединена с [k/2] − 2 вершинами из x1, . . . , x[k/2], отличными от y.
Положим

Y = G|{x1,...,x[k/2],v1,...,vj ,z}∪N(x1,...,x[k/2]).

Тогда

1/ρ(Y ) ≤ [k/2] + j + 1 +m

[k/2](m+ [k/2]− 1) +m+ [k/2]− 1 + j([k/2]− 1)
.

Заметим, что при j < m+ [k/2]− 1 выполнено неравенство 1/ρ(Y ) < α.
Поэтому в силу определения множества Ω̃n имеем j ≥ m + [k/2] − 1.
Отсюда в силу определения числа j получаем j = m+[k/2]−1. Поэтому

1/ρ(Y ) ≤ 2(m+ [k/2])

2[k/2](m+ [k/2]− 1)
=

1

[k/2]
+

1

[k/2](m+ [k/2]− 1)
= α,

1/ρ(X) ≤ m+ [k/2]

[k/2](m+ [k/2]− 1)
= α.

Так как множество Ω̃n обладает свойством 2, то

ρ(X) = ρ(Y ) = 1/α.

Так как в графе G не существует вершины z, обладающей упомянутыми
выше свойствами, то граф G не содержит копию графа Y , содержащую
граф X.
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В оставшейся части доказательства теоремы мы будем использовать
именно эти обозначения X и Y для двух полученных графов (первый из
которых строго сбалансированный, а второй — сбалансированный, при-
чем пара (Y,X) является строго сбалансированной) с плотностью 1/α.
Обозначим, кроме того, L̃ полученное свойство графа G (существование
копии X, не содержащейся ни в одной копии Y ). Таким образом, мы
доказали, что если G ∈ Ω̃n и G обладает свойством L, то G обладает и
свойством L̃.

Предположим теперь, что G ∈ Ω̃n и G обладает свойством L̃. Очевид-
но, в этом случае G обладает и свойством L.

В силу леммы 1.3.3 существует частичный предел

lim
i→∞

P(G(ni, n
−α
i ) |= L̃) = c,

отличный от 0 и 1. Более того, по доказанному выполнены соотноше-
ния (2.14).

Так как

lim
m→∞

(
1

[k/2]
+

1

[k/2](m+ [k/2]− 1)

)
=

1

[k/2]
,

то теорема доказана.
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Глава 3.

Универсальный закон нуля или
единицы

3.1. Введение

В разделе 1 мы доказали, что случайный граф G(n, n−α) подчиняется
k-закону нуля или единицы при α близких к нулю и при α близких к
единице (см. теоремы 1.1.3, 1.2.1–1.2.4). Тем не менее, поведение вероят-
ностей свойств при α ∈ (1/(k − 2), 1− 21−k) остается не исследованным.

Дж. Спенсер [111] доказал, что существуют свойства первого порядка
с бесконечным спектром S2

k (см. также раздел 2.1). В совместной рабо-
те Дж. Спенсер и С. Шелах [106] доказали, что множество критических
точек вполне упорядочено относительно порядка >. Таким образом, все
его предельные точки являются правосторонними пределами. Так как
для любого натурального k выполнено |Lk| <∞ (см., например, [5]), то
слева от каждой рациональной точки t/s ∈ (0, 1) существует целый ин-
тервал, внутри которого нет ни одной точки спектра S2

k (поэтому на этом
интервале выполнен k-закон нуля или единицы). Мы нашли явно такой
интервал для любых натуральных k ≥ 4 и рациональных t/s ∈ (0, 1),
а также для рациональных чисел t/s с числителем, не превосходящим
2, мы доказали, что логарифм длины найденного нами интервала имеет
тот же порядок малости, что и логарифм длины максимального такого
интервала.

Итак, целью этой главы является исследование выполнения k-закона
нуля или единицы для α, находящихся в малой левой полуокрестности
некоторого фиксированного рационального числа. Ранее была доказана
следующая теорема.

Теорема 3.2.1. ([133]) Если α ∈ (184/277, 2/3), то случайный граф
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G(n, n−α) подчиняется 4-закону нуля или единицы.

Замечание. Данный результат можно улучшить, заменив интервал(
184

277
,
2

3

)
на (

53

80
,
2

3

)
,

используя методы, аналогичные примененным в [133].

3.2. Новые результаты

Все результаты этого раздела опубликованы в работе [126].

Теорема 3.1.1 является аналогом следующего более общего факта для
k = 4, t/s = 2/3.

Теорема 3.2.1. Пусть

t

s
∈ Q ∩ (0, 1), k ≥ 4. (3.1)

Положим

q =
(s+ 1)k − 1

s
. (3.2)

Тогда внутри интервала (
tq

sq + 1
,
t

s

)
(3.3)

нет точек спектра S2
k.

Так как S1
k ⊂ S2

k, то имеет место следующее очевидное утверждение
для законов нуля или единицы.

Следствие 3.2.1. Пусть выполнены условия (3.1), (3.2). Тогда если
α принадлежит интервалу (3.3), то случайный граф G(n, n−α) подчи-
няется k-закону нуля или единицы.
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Теорема 3.1.1 дает больший интервал для α, чем теорема 3.2.1 для
k = 4, t/s = 2/3. Мы показали, что если выполнено условие

C
[s/t]
k−2 < s+ 1, (3.4)

то интервал, полученный в теореме 3.2.1 можно увеличить, используя
методы, примененные в доказательстве теоремы 3.1.1. Таким образом,
теорему 3.2.1 можно усилить, вследствие чего теорема 3.1.1 будет част-
ным случаем такого усиленного варианта.

Теорема 3.2.2. Пусть выполнены условия (3.1). Положим

q =
(s+ 1)k−2(1 + s(C

[s/t]
k−2 + 1))− 1

s
. (3.5)

Тогда внутри интервала (3.3) нет точек спектра S2
k.

Так как S1
k ⊂ S2

k, то снова имеет место следствие для законов нуля
или единицы.

Следствие 3.2.2. Пусть выполнены условия (3.1), (3.5). Тогда если
α принадлежит интервалу (3.3), то случайный граф G(n, n−α) подчи-
няется k-закону нуля или единицы.

Легко видеть, что если выполнено неравенство (3.4), то теорема 3.2.2
дает больший интервал значений α, при которых выполнен k-закон, чем
теорема 3.2.1.

Итак, ранее был доказан k-закон нуля или единицы для правой и
левой полуокрестности 0 и 1 соответственно. При этом оставался огром-
ный промежуток между 1

k−2 и 1− 1
2k−1 , внутри которого не было найдено

интервалов, для которых выполняется k-закон нуля или единицы. С по-
мощью теоремы 3.2.1 и теоремы 3.2.2 мы можем найти такие интервалы
на любом промежутке из интервала (0, 1).

Длина интервала, предъявленного в теореме 3.2.1, равна
t

s(s+ 1)k
.

Мы доказали, что для точек вида
t

s
=

2

m
, m ≥ 2, (3.6)
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теорема 3.2.1 дает правильный порядок малости оценки логарифма дли-
ны максимального интервала с правым концом t

s , все точки которого
“подчиняются k-закону нуля или единицы”. Более формально, для каж-
дого m ≥ 2, для каждого достаточно большого k мы нашли слева от
точки 2

m такую точку α, для которой не выполнен k-закон нуля или еди-
ницы, причем величина 2

m−α уменьшается экспоненциально с ростом k.

Теорема 3.2.3. Пусть выполнены условия (3.6) , k ≥ 10m−5. Тогда
при

α =
t

s
− 1

2k−10m+8m(m− 1)

случайный граф G(n, n−α) не подчиняется k-закону нуля или единицы.

3.3. Доказательства

Доказательство теорем будет построено по следующей схеме: в разде-
ле 3.3.1 мы докажем теорему 3.2.1, в разделе 3.3.2 — теорему 3.2.2, а в
разделе 3.3.3 — теорему 3.2.3.

3.3.1. Доказательство теоремы 3.2.1.

Пусть t
s ∈ Q ∩ (0, 1). Положим

q =
(s+ 1)k − 1

s
. (3.7)

Пусть, кроме того,

α ∈
(

tq

sq + 1
,
t

s

)
.

Возьмем столь малое ε > 0, чтобы отрезок [α − ε, α + ε] полностью
лежал внутри интервала ( tq

sq+1 ,
t
s). Пусть p ∈ [n−α−ε, n−α+ε]. Для каждого

i ∈ {0, . . . , k} положим

qi = q − (s+ 1)k−i − 1

s
. (3.8)

Определим Ki, i ∈ {0, . . . , k}, как множество всех таких пар графов
(K,T ), что

fα−ε(K,T ) < 0, v(T ) ≤ qi, v(K,T ) ≤ q − qi. (3.9)
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Заметим, что K0 — множество таких пар (K, (∅,∅)), что ρ(K,T ) >
1/(α − ε), а Kk = ∅. Теперь определим множество графов S. Граф G
принадлежит S тогда и только тогда, когда он обладает следующими
свойствами.

1) В графе G нет подграфов, количество вершин которых не превос-
ходит q, а плотность больше, чем 1

α−ε .

2) Пусть H — множество таких (α + ε)-надежных пар (H1, H2), что
v(H1) ≤ q. Тогда для любой пары (H1, H2) ∈ H (положим V (H2) =
{h1, . . . , hv}) и для любого подграфа G2 ⊂ G на v(H2) = v вер-
шинах (положим V (G2) = {g1, . . . , gv}) в графе G найдется такое
точное (H1, (h1, . . . , hv))-расширение G1 набора (g1, . . . , gv), что па-
ра (G1, G2) является (K1, K2)-максимальной парой в G для любой
пары (K1, K2) ∈ Ki для любого i ∈ {1, . . . , k}.

В силу теоремы 1.3.2 и следствия 1.3.1 для любого p ∈ [n−α−ε, n−α+ε]
справедливо

lim
n→∞

P (G(n, p) ∈ S) = 1.

Следовательно, в силу теоремы 1.4.3 для доказательства теоремы 3.2.1
достаточно найти выигрышную стратегию Консерватора в игре EHR(G,
H, k) для всех таких пар графов (G,H), что G,H ∈ S.

Итак, пусть G,H ∈ S. Для каждого h ∈ {1, . . . , k} обозначим Xh, Yh
графы, выбранные в h-ом раунде Новатором и Консерватором соответ-
ственно. Положим также X0 = G, Y0 = H. Таким образом, множества
{Xh, Yh} и {G,H} совпадают для всех h ∈ {0, . . . , k}. Вершины, выбран-
ные в первых h раундах в графе Xh, мы будем обозначать x1

h, . . . , x
h
h, а

в графе Yh — y1
h, . . . , y

h
h.

Определим теперь стратегию Консерватора для раундов 1, . . . , k. Бу-
дем говорить, что Консерватор выиграл в l-ом раунде, где l ∈ {0, . . . , k},
если существуют такие подграфы X̃l ⊂ Xl и Ỹl ⊂ Yl, что{

x1
l , . . . , x

l
l

}
∈ V (X̃l),

{
y1
l , . . . , y

l
l

}
∈ V (Ỹl), (3.10)

и существует изоморфизм графов ϕl : V (X̃l)→ V (Ỹl), такой что

ϕl(x
1
l ) = y1

l , . . . , ϕl(x
l
l) = yll , (3.11)

а также v(X̃l) = v(Ỹl) ≤ ql, и для любой пары (K,T ) ∈ Kl (поло-
жим V (T ) = (t1, . . . , tv)) графы Xl и Yl не содержат (K, (t1, . . . , tv))-
расширений наборов вершин из графов X̃l и Ỹl соответственно. Заметим,
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что определение выигрыша Консерватора в игре EHR(G,H, k) совпада-
ет с новым определением выигрыша в k-ом раунде. Заметим, кроме того,
что для графов X̃0 = (∅,∅), Ỹ0 = (∅,∅) в силу свойства 1) выполнено
условие победы Консерватора в раунде с номером 0. Докажем, что если
1 ≤ l ≤ k и Консерватор выиграл в (l−1)-ом раунде, то он сможет выиг-
рать и в l-ом раунде (в смысле нашего нового определения выигрыша),
и, тем самым, докажем утверждение теоремы.

Итак, пусть было сыграно l−1 раундов, причем Консерватор выиграл
в (l − 1)-ом раунде. В l-ом раунде Новатор выбирает некоторую верши-
ну xll. Если xll ∈ V (X̃l−1) или xll ∈ V (Ỹl−1), то Консерватор, очевидно,
выиграет в l-ом раунде, выбрав вершину yll , являющуюся образом xll при
изоморфизме ϕl−1 или ϕ−1

l−1 соответственно.
Пусть xll ∈ V (Xl−1) \ V (X̃l−1) (в этом случае положим X̃l = X̃l−1,

Ỹl = Ỹl−1) или xll ∈ V (Yl−1) \ V (Ỹl−1) (в этом случае положим X̃l = Ỹl−1,
Ỹl = X̃l−1).

Определим дополнительную конструкцию, которая нам потребуется
в дальнейшем. Пусть K = {(K,T ), T ⊂ K} — некоторое множество пар
графов. Пару (K̃, T̃ ) будем называть K-цепью, если существует такое
r ∈ N и такой набор графов

T̃ = K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Kr = K̃,

что для любого j ∈ {1, . . . , r} граф Kj является (K, (t1, . . . , tv))-расши-
рением набора вершин графа Kj−1 для некоторой пары (K,T ) ∈ K, у
которой V (T ) = {t1, . . . , tv}.

Пусть пара (
Z,Xl|V (X̃l)∪{xll}

)
для некоторого Z ⊂ Xl является такой Kl-цепью, что граф Xl не содер-
жит (K, (t1, . . . , tv))-расширений наборов вершин графа Z ни при каком
(K,T ) ∈ Kl (где V (T ) = {t1, . . . , tv}). Докажем, что пара (Z, X̃l) являет-
ся (α + ε)-надежной. Пусть

Xl|V (X̃l)∪{xll}
= K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Kr = Z,

где для каждого j ∈ {1, . . . , r} граф Kj является (K, (t1, . . . , tv))-расши-
рением набора вершин графа Kj−1 для некоторой пары (K,T ) ∈ Kl с
V (T ) = {t1, . . . , tv}. Для каждого j ∈ {1, . . . , r} положим

vj = v(Kj)− v(Kj−1), ej = e(Kj)− e(Kj−1).
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В силу определения множества Kl для любого j ∈ {1, . . . , r} выполнено
неравенство fα−ε(Kj, Kj−1) < 0. Следовательно,

ej >
vj

α− ε
>
svj
t
.

Таким образом,

ej ≥
svj + 1

t
.

Поэтому если r ≥ s+ 1, то

fα−ε(K
r, X̃l) ≤ 1 +

r∑
j=1

vj − (α− ε)
r∑
j=1

ej ≤

1− (α− ε)r
t

+

(
1− (α− ε)s

t

) r∑
j=1

vj < 1− rq

qs+ 1
+
r(q − ql)
qs+ 1

=

1− rql
qs+ 1

≤ 1− (s+ 1)q1

qs+ 1
=
s(q − q1) + 1− q1

qs+ 1
=

(s+ 1)k−1 − q1

qs+ 1
= 0

в силу (3.7) и (3.8). Итак,

fα−ε(K
s+1, X̃l) < 0.

Так как
v(Ks+1, X̃l) ≤ 1 + (s+ 1)(q − ql) = q − ql−1,

получаем противоречие с определением графа X̃l. Следовательно, r ≤ s.
Заметим, что для любого подграфа K̃r ⊆ Kr, содержащего X̃l, выпол-
нено неравенство

fα−ε(K̃
r, X̃l) ≥ 0,

иначе аналогично получим противоречие с определением графа X̃l. До-
кажем, что выполнено более сильное неравенство

fα+ε(K̃
r, X̃l) > 0.

Действительно, иначе

e(K̃r, X̃l)

v(K̃r, X̃l)
∈
[

1

α + ε
,

1

α− ε

]
⊂
(
s

t
,
sq + 1

tq

)
.

При этом v(K̃r, X̃l) ≤ q, следовательно,

e(K̃r, X̃l) ∈
(
sq

t
,
sq

t
+

1

t

)
.
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Но данный интервал, очевидно, не содержит целых чисел. Таким обра-
зом, пара (Kr, X̃l) действительно является (α + ε)-надежной. Так как

v(Kr) ≤ ql−1 + 1 +
r∑
j=1

vj ≤ ql−1 + 1 + s · (q − ql) = ql,

то по свойству 2) в графе Yl существует такая вершина yll (которую
и выберет Консерватор) и подграф W , являющийся точным (Kr,xl)-
расширением набора yl (где xl — набор вершин графа X̃l, yl — набор
вершин графа Ỹl), что вершина yll является образом вершины xll при
изоморфизме графов ϕl : V (Kr)→ V (W ), таком что

ϕl|V (X̃l)
= ϕl−1 или ϕl|V (X̃l)

= ϕ−1
l−1.

Переобозначим X̃l = Kr, Ỹl = W . Итак, Консерватор выиграл в l-ом
раунде.

Таким образом, действуя по описанной стратегии, Консерватор выиг-
рает в k-ом раунде. А значит, он выиграет в игре EHR (G,H, k), что и
требовалось доказать.

3.3.2. Доказательство теоремы 3.2.2

Пусть t
s ∈ Q ∩ (0, 1). Положим

m = C
[s/t]
k−2 + 1, q =

(s+ 1)k−2(1 + sm)− 1

s
.

Пусть, кроме того,

α ∈
(

tq

sq + 1
,
t

s

)
, p ∈ [n−α−ε, n−α+ε],

где число ε выбрано в соответствии с тем же условием, что и в доказа-
тельстве теоремы 3.2.1. Введем некоторые дополнительные обозначения.
Для каждого i ∈ {0, . . . , k − 2} положим

qi = q − (s+ 1)k−2−i(1 + sm)− 1

s
.

Как и при доказательстве теоремы 3.2.1 определим Ki (но теперь для
i ∈ {0, . . . , k− 2}) как множество всех таких пар (K,T ), что выполнены
условия (3.9). Кроме того, множество графов, обладающих свойствами
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1) и 2), определяется в точности, как и при доказательстве теоремы 3.2.1
(с новыми Ki, где i ∈ {0, . . . , k − 2}, и q).

В силу теорем 1.3.2, 1.4.3 и следствия 1.3.1 для доказательства теоре-
мы 3.2.2 достаточно для всех таких пар графов (G,H), что G,H ∈ S,
найти выигрышную стратегию Консерватора в игре EHR (G,H, k).

Итак, пусть G,H ∈ S. Как и ранее, для каждого h ∈ {1, . . . , k} обо-
значим за Xh, Yh графы выбранные в h-ом раунде Новатором и Кон-
серватором соответственно. Вершины, выбранные в первых h раундах в
графе Xh, мы будем обозначать x1

h, . . . , x
h
h, а в графе Yh — y1

h, . . . , y
h
h.

Стратегия Консерватора для раундов 1, . . . , k − 2 в точности повто-
ряет стратегию Консерватора для раундов 1, . . . , k в доказательстве тео-
ремы 3.2.1. Как и ранее, мы говорим, что Консерватор выиграл в l-ом
раунде (но теперь l ∈ {0, . . . , k − 2}), если существуют такие подгра-
фы X̃l ⊂ Xl и Ỹl ⊂ Yl, что выполнено (3.10), и существует изомор-
физм графов ϕl : V (X̃l) → V (Ỹl), такой что выполнено (3.11), а также
v(X̃l) = v(Ỹl) ≤ ql и для любой пары (K,T ) ∈ Kl графы Xl и Yl не содер-
жат (K, (t1, . . . , tv))-расширений наборов вершин графов X̃l и Ỹl соответ-
ственно, где V (T ) = {t1, . . . , tv}. Действуя по описанной в разделе 3.3.1
стратегии, Консерватор выиграет в раунде с номером k − 2.

Если в (k − 1)-ом раунде Новатор выбирает вершину xk−1
k−1 в графе

X̃k−2 (в этом случае положим X̃k−1 = X̃k−2, Ỹk−1 = Ỹk−2) или в графе
Ỹk−2 (в этом случае положим X̃k−1 = Ỹk−2, Ỹk−1 = X̃k−2), то Консерва-
тор выберет вершину yk−1

k−1, являющуюся образом вершины xk−1
k−1 при изо-

морфизме ϕk−2 или ϕ−1
k−2 соответственно. Если и в k-ом раунде Новатор

выберет вершину либо в графе X̃k−1, либо в графе Ỹk−1, то Консерва-
тор, очевидно, победит, выбрав соответствующую вершину либо в графе
Ỹk−1, либо в графе X̃k−1. Если же в k-ом раунде Новатор выберет вер-
шину, не принадлежащую ни графу X̃k−1, ни графу Ỹk−1, то пусть для
определенности он выбрал вершину в графе Xk−1. Тогда, в силу победы
Консерватора в (k − 2)-ом раунде, пара(

Xk−1|V (X̃k−1)∪{xkk}
, X̃k−1

)
является (α + ε)-надежной. Следовательно, в силу свойства 2), в гра-
фе Yk−1 существует такая вершина ykk , что граф Yk−1|V (Ỹk−1)∪{ykk}

являет-

ся точным
(
Xk−1|V (X̃k−1)∪{xkk}

,xk−1

)
-расширением набора вершин графа

Ỹk−1, где xk−1 — набор вершин графа X̃k−1 (наборы упорядочены таким
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образом, что изоморфизм графов X̃k−1, Ỹk−1 сохраняет этот порядок).
Следовательно, Консерватор победит, выбрав вершину ykk .

Пусть в (k − 1)-ом раунде Новатор выбирает вершину, принадлежа-
щую либо графу Xk−2 \ X̃k−2 (положим X̃k−1 = X̃k−2, Ỹk−1 = Ỹk−2), либо
графу Yk−2 \ Ỹk−2 (положим Ỹk−1 = X̃k−2, X̃k−1 = Ỹk−2). Для каждого
[s/t]-элементного подмножества множества {x1

k−1, x
2
k−1, . . . , x

k−2
k−1} выбе-

рем в графе Xk−1 \ X̃k−1 ровно одну вершину z (если она существует),
соединенную ребром со всеми вершинами из данного [s/t]-элементного
подмножества и с вершиной xk−1

k−1. Объединим все выбранные таким об-
разом вершины вместе с вершиной xk−1

k−1 в множество V . Так как

|V | ≤ C
[s/t]
k−2 + 1 = m,

то в силу определения графа X̃k−1 пара(
Xk−1|V (X̃k−1)∪V , X̃k−1

)
является (α + ε)-надежной. Следовательно, в силу свойства 2) (см. раз-
дел 3.3.1) в графе Yk−1 существует такая вершина yk−1

k−1 и граф W , яв-
ляющийся точным

(
Xk−1|V (X̃k−1)∪V ,xk−1

)
-расширением набора вершин

графа Ỹk−1 (где xk−1 — набор вершин графа X̃k−1), что при изоморфиз-
ме графов Xk−1|V (X̃k−1)∪V и W вершины x1

k−1, x
2
k−1, . . . , x

k−1
k−1 переходят в

вершины y1
k−1, y

2
k−1, . . . , y

k−1
k−1 соответственно.

Если в k-ом раунде Новатор выберет вершину либо в графе X̃k−1,
либо в графе Ỹk−1, то Консерватор, очевидно, победит, выбрав нужную
вершину либо в графе Ỹk−1, либо в графе X̃k−1 соответственно. Если же
в k-ом раунде Новатор выберет вершину, не принадлежащую ни графу
X̃k−1, ни графу Ỹk−1, то пусть для определенности он выбрал вершину в
графе Xk−1. Тогда в силу определения графа X̃k−1 вершина xkk соединена
ребром с не более, чем [s/t] вершинами из графа X̃k−1, следовательно,
она соединена ребром либо с не более, чем [s/t] вершинами из множе-
ства {x1

k−1, x
2
k−1, . . . , x

k−1
k−1}, либо с вершиной xk−1

k−1 и с [s/t] вершинами из
множества {x1

k−1, x
2
k−1, . . . , x

k−2
k−1} (иначе

fα−ε(Xk−1|V (X̃k−1)∪{xkk}
, X̃k−1) ≤

1− (α− ε)([s/t] + 1) < 1− ([s/t] + 1)tq

sq + 1
≤ 1− (s/t+ 1/t)tq

sq + 1
< 0,

что противоречит определению графа X̃k−1). Во втором случае Кон-
серватор сможет выбрать нужную вершину ykk и выиграть по постро-
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ению. В первом же случае в силу свойства 2) (см. раздел 3.3.1) в гра-
фе Yk−1 существует такая вершина ykk , что подграф Yk−1|{y1

k,y
2
k,...,y

k
k} яв-

ляется точным
(
Xk−1|{x1

k,x
2
k,...,x

k
k}, (x

1
k, x

2
k, . . . , x

k−1
k )

)
-расширением набора

(y1
k, y

2
k, . . . , y

k−1
k ). Следовательно, Консерватор победит, выбрав вершину

ykk .

3.3.3. Доказательство теоремы 3.2.3

Пусть G — произвольный граф, u, v ∈ V (G), u 6= v. Будем говорить, что
G является m-цепью с концами u и v, если выполнено следующее усло-
вие. Для некоторого d ∈ N существуют такие подграфы W, c1, . . . , cd ⊂
G, что W — путь длины d с концами u, v и ребрами e1, . . . , ed, для любо-
го i ∈ {1, 2, . . . , d} ci — клика (полный граф) на m вершинах, содержа-
щая ребро ei, и, кроме того, G = c1 ∪ . . . ∪ cd и любые две клики ci, cj,
i, j ∈ {1, . . . , d}, i 6= j, пересекаются по не более чем одной вершине.
Наименьшее из всех чисел d, для которых выполнены эти условия будем
называть длиной m-цепи G. Будем называть m-цепь длины d простой,
если в качестве W можно взять простой путь длины d. Заметим, что ес-
ли m-цепь длины d является простой, то любая клика ci, i ∈ {1, . . . , d},
из ее определения имеет общие вершины лишь с “соседними” кликами
ci−1 и ci+1 (здесь и далее мы считаем, что c0 = cd, cd+1 = c1). Заметим,
наконец, что у любой m-цепи G с концами u, v существует индуцирован-
ный подграф, который является простой m-цепью с концами u, v (чтобы
доказать существование такого подграфа достаточно в качестве графа
W , определяющего этот подграф, выбрать цепь наименьшей длины с
концами u, v в G).

Будем говорить, что граф G является m-циклом, если выполнено сле-
дующее условие. Для некоторого d ∈ N существуют такие подграфы
C, c1, . . . , cd ⊂ G, что C — простой цикл длины d (длиной простого цик-
ла называется количество ребер в нем) с ребрами e1, . . . , ed, для любого
i ∈ {1, . . . , d} ci — клика на m вершинах, содержащая ребро ei, и, кроме
того, G = c1∪ . . .∪ cd и любая клика ci, i ∈ {1, . . . , d}, пересекается толь-
ко с “соседними” кликами ci−1, ci+1 и только по одной вершине (здесь и
далее мы считаем, что c0 = cd, cd+1 = c1). Число d, для которого выпол-
нены эти условия, будем называть длинойm-цикла G. Вершины графа C
в определении m-цикла мы будем называеть его узловыми вершинами.
Заметим, что число вершин в m-цикле длины d есть d(m−1). Мы будем
обозначать Md некоторый граф, являющийся m-циклом длины d.
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Обозначим
k1 = k − 10m+ 8.

Из условия теоремы имеем k1 ≥ 3. Пусть l1, l2 ∈ [4, 2k1] — два нату-
ральных числа. Рассмотрим граф Gl1,l2, являющийся объединением двух
копий M и M ′ графов Ml1,Ml2 соответственно, пересекающихся ровно
по одной вершине, которая является узловой вершиной обоих графов.
Плотность графа G равна

e(G)

v(G)
=

(l1 + l2) · m(m−1)
2

(l1 + l2)(m− 1)− 1
=

1
2
m −

2
(l1+l2)m(m−1)

≥ 1

α
,

причем равенство достигается тогда и только тогда, когда l1 = l2 = 2k1.
Докажем, что граф G является строго сбалансированным. Обозначим
подграфы C, c1, . . . из определения m-циклов M и M ′ за C1, c

1
1, . . . , c

1
l1
и

C2, c
2
1, . . . , c

2
l2
соответственно. Предположим, что G не строго сбалансиро-

ван. Тогда существует такой подграф H ⊂ G, что ρ(H) ≥ ρ(G). Можно
считать, что H — связен, так как его плотность не превосходит макси-
мальной из плотностей его компонент связности. Можно также считать,
что для каждой из клик cji , i ∈ {1, . . . , lj}, j ∈ {1, 2}, хотя бы одна вер-
шина которой входит в H, либо все ее ребра входят в H, либо все они в H
не входят, иначе добавив “недостающие” ребра, получим граф, плотность
которого больше, чем ρ(G). Действительно, предположим, что клика cji
содержится в H “частично”, а именно в H входит v ее вершин и v(v−1)

2

ребер, где v ∈ [2,m − 1]. Тогда, дополнив граф H оставшейся частью
клики cji , мы получим граф с плотностью

e(H) + m(m−1)
2 − v(v−1)

2

v(H) + (m− v)
> ρ(G),

так как
m(m−1)

2 − v(v−1)
2

m− v
=
m+ v − 1

2
≥ m+ 1

2
> ρ(G)

при m ≥ 2. Можно также считать, что если H содержит ровно одну
вершину некоторой клики cji , то он содержит не более одной вершины
соседних с ней клик cji−1 и c

j
i+1, иначе, удалив соседнюю клику (без одной

вершины клики cji ), мы уменьшим число вершин на m−1, а число ребер
на m(m−1)

2 , следовательно, плотность графа увеличится. Таким образом,
можем считать, что H — это один из m-циклов M или M ′. Но в таком
случае ρ(H) = m

2 < ρ(G). Получили противоречие.
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Поскольку G2k1 ,2k1 — строго сбалансированный граф с плотностью 1
α ,

по теореме 1.3.3 имеем

lim
n→∞

P(NG > 0) = 1− e−1/a(G) /∈ {0, 1}. (3.12)

Будем говорить, что два свойства A,B асимптотически эквивалент-
ны, если пределы lim

n→∞
P(G(n, p) |= A) и lim

n→∞
P(G(n, p) |= B) существуют

и равны. Далее мы приведем пример свойства A из класса Lk, асимпто-
тически эквивалентного свойству {NG > 0}.

Пусть формула NI(u1, . . . , uh) выражает свойство, заключающееся в
том, что вершины u1, . . . , uh попарно различны:

NI(u1, . . . , uh) =

 ∧
1≤i<j≤h

(¬(ui = uj))

 .

Определим формулу K(x1, . . . , xm), выражающую свойство “вершины x1,
. . . , xm образуют клику размера m”:

K(x1, . . . , xm) =

(
NI(x1, . . . , xm) ∧

( ∧
1≤i<j≤m

(xi ∼ xj)

))
.

Далее рассмотрим формулу MK(x1, . . . , xm), выражающую свойство “вер-
шины x1, . . . , xm образуют клику размера m, и любая клика графа либо
совпадает с этой, либо пересекает ее по не более чем одной вершине”:

MK(x1, . . . , xm) = (K(x1, . . . , xm)∧

[∀y1 . . . ∀ym (K(y1, . . . , ym)⇒ φ(x1, . . . , xm, y1, . . . , ym))]),

где формула φ(x1, . . . , xm, y1, . . . , ym) =(∨
σ∈Σ

m∧
i=1

(xi = yσ(i))

)
∨

 m∨
i=1

∧
1≤î≤m, î6=i

m∧
j=1

(xî 6= yj)


выражает свойство “множества {x1, . . . , xm}, {y1, . . . , ym} либо совпада-
ют, либо пересекаются по не более чем одной вершине” (здесь Σ — мно-
жество всех перестановок последовательности 1, . . . ,m). Определим, на-
конец, для произвольного натурального числа l формулу Dl(x1, x2), из
истинности которой следует существованиеm-цепи длины l с концами x1
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и x2, никакая вершина которой не проходит через заданное множество
вершин u1, . . . , uh: при l > 1

Dl(x1, x2, u1, . . . , uh) =(
∃y
(

Db l2c
(x1, y) ∧Dd l2e

(y, x2) ∧ NI(x1, x2, y, u1, . . . , uh)
))

,

D1(x1, x2, u1, . . . , uh) =

(∃x3 . . . ∃xm (MK(x1, . . . , xm) ∧ NI(x1, . . . , xm, u1, . . . , uh))) .

Заметим, что если в графе существует m-цепь G длины l с концами x1 и
x2, никакая вершина которой не проходит через заданное множество вер-
шин u1, . . . , uh, но не является истинной формула Dl(x1, x2, u1, . . . , uh),
то существует клика на m вершинах, пересекающая граф G по хотя бы
одному ребру, но не содержащаяся в нем целиком. Из определения фор-
мулы Dl(x1, x2, u1, . . . , uh) легко видеть, что ее кванторная глубина равна

dlog2 le+ 2m− 2.

Определим, наконец, искомое свойство A. Положим l = 2k1−1 − 2.

A =

(
∃x∃y∃y′∃v1

1 . . . ∃vm−1
1 . . . ∃v1

4 . . . ∃vm−1
4 ∃u1

1 . . . ∃um−1
1 . . . ∃u1

4 . . . ∃um−1
4

[(
NI(x, y, y′, vji , u

j
i , i ∈ {1, 2, 3, 4}, j ∈ {1, . . . ,m− 1})

)
∧(

2∧
i=1

(
MK(y, u1

i , . . . , u
m−1
i ) ∧MK(y′, u1

i+2, . . . , u
m−1
i+2 )

))
∧

(
4∧
i=1

(
MK(x, v1

i , . . . , v
m−1
i )∧ Dl

(
vm−1
i , um−1

i , x, y, y′, vj
î
, uj

î
, (̂i, j) ∈ J

)))])
,

где

J = ({1, 2, 3, 4} \ {i} × {1, . . . ,m− 1}) ∪ ({i} × {1, . . . ,m− 2}).

Из определения свойства A легко видеть, что его кванторная глубина
равна

3+8m−8+dlog2(2
k1−1−2)e+2m−2 ≤ 10m−7+k1−1 = k1+10m−8 = k.

Следовательно, A ∈ Lk.
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Рассмотрим множество Ω̃n ⊂ Ωn всех графов, в которых не существует
подграфов H с v(H) ≤ m2k1+1 и ρ(H) > 1/α. В силу теоремы 1.3.2 имеем
P(G(n, p) ∈ Ω̃n) = 1. Пусть G ∈ Ω̃n и G содержит подграф X, изоморф-
ный графу G2k1 ,2k1 . Пусть, кроме того, K — множество всех таких пар
(K,T ), что K — полный граф на m вершинах, а v(T ) ≥ 2. Для того, что-
бы доказать, что граф G обладает свойством A, достаточно установить,
что в G нет (K, (t1, . . . , tv))-расширений наборов вершин из графа X ни
для какой пары (K,T ) ∈ K (здесь мы обозначили {t1, . . . , tv} = V (T )).
Предположим, что хотя бы одно такое расширение Y имеется. Тогда
ρ(Y ∪X) > 1/α, так как ρ(X) = 1/α и

fα(Y,X) ≤ v(Y,X)− αv(Y,X)(2m− v(Y,X)− 1)

2
≤

v(Y,X)

(
1− αm+ 1

2

)
< 0.

Кроме того,

v(Y ) ≤ 2(m− 1)2k1 − 1 +m− 2 < m2k1+1.

Тем самым, получили противоречие с принадлежностью графа G мно-
жеству Ω̃n, и, следовательно, граф G обладает свойством A.

Предположим теперь, что G ∈ Ω̃n и G обладает свойством A. Тогда в
графе G найдутся такие попарно различные вершины

x, y, y′, vji , u
j
i , i ∈ {1, 2, 3, 4}, j ∈ {1, . . . ,m− 1},

что существуют m-цепи Ci, i ∈ {1, 2, 3, 4}, длины l с концами vm−1
i , um−1

i

(обозначим графыW, c1, . . . , cl из определения этихm-цепейWi, c
i
1, . . . , c

i
l),

наборы вершин
x, v1

i , . . . , v
m−1
i , i ∈ {1, 2, 3, 4},

а также

y, u1
i , . . . , u

m−1
i , i ∈ {1, 2}, и y′, u1

i , . . . , u
m−1
i , i ∈ {3, 4},

образуют клики, причем графы Ci, i ∈ {1, 2, 3, 4}, пересекают эти кли-
ки только по концевым вершинам цепей Wi. Как было замечено выше,
в каждом из графов Ci, i ∈ {1, 2, 3, 4}, содержится подграф C̃i, явля-
ющийся простой m-цепью с концами vm−1

i , um−1
i . Если G не содержит

подграфа, изоморфного графу X, то либо хотя бы одна из цепей C̃i,
i ∈ {1, 2, 3, 4}, имеет длину меньше, чем 2k1−1− 2, либо хотя бы два гра-
фа из C̃i, i ∈ {1, 2, 3, 4}, пересекаются по вершинам. Очевидно, в обоих
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случаях в графе G существует подграф, изоморфный графу Gl1,l2, где
l1, l2 ∈ [4, 2k1], причем хотя бы одно из l1, l2 строго меньше чем 2k1. Но

ρ(Gl1,l2) > 1/α, v(Gl1,l2) < (m− 1)2k1+1.

Получили противоречие. Следовательно, граф G содержит подграф, изо-
морфный G2k1 ,2k1 .

Таким образом, в силу (3.12)

P(G(n, p) |= A) ∼ P(G(n, p) ∈ Ω̃n, G(n, p) |= A) =

P(G(n, p) ∈ Ω̃n, NG > 0) ∼ P(NG > 0) ∼ 1− e−1/a(G).

Следовательно, поскольку кванторная глубина свойства A не превосхо-
дит k, для

α =
2

m
− 1

2k1m(m− 1)

случайный граф G(n, n−α) не подчиняется k-закону нуля или единицы.
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Глава 4.

Сходимость на границе

Как известно из главы 1, случайный граф G(n, p) не подчиняется зако-
ну нуля или единицы при p = n−α, где α ∈ (0, 1] — рациональное число.
Возникает естественный вопрос. Для любого ли свойства первого поряд-
ка L существует предел вероятности P(G(n, p) |= L) при упомянутых
условиях? Ответ на этот вопрос известен, и мы дадим его в следующем
разделе.

4.1. Введение

В теореме 1.1.2 формулируется закон нуля или единицы для иррацио-
нального α > 0. Более того, как замечено в разделе 1.1 закон нуля или
единицы не выполнен при p = n−α, α ∈ Q ∩ (0, 1]. Но что происходит
при рациональных α > 1? Легко заметить, что при α > 2 закон нуля или
единицы выполнен, так как в этом случае в случайном графе G(n, nα) с
вероятностью, стремящейся к 1, нет ребер. Более того, справедлив сле-
дующий результат.

Теорема 4.1.1. (Т. Лучак, Дж. Спенсер, 1991, [79]; Дж. Спенсер, С.
Шелах, 1988, [106]) Случайный граф G(n, p) подчиняется закону нуля
или единицы, если выполнено одно из свойств

• для некоторого l ∈ N

n−1−1/l = o(p), p = o(n−1−1/(l+1)),

• справедливы равенства

p = n−1−o(1), p = o(n−1),
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• выполнены соотношения

p = n−1+o(1), n−1 = o(p)

и для любой такой пары натуральных чисел r, s, что s ≥ r−1 ≥ 0
либо

rnp− lnn− s ln lnn→ −∞, n→∞,
либо

rnp− lnn− s ln lnn→∞, n→∞.

Кроме того, в той же работе Дж. Спенсер и С. Шелах доказали, что
если α — рациональное число из (0, 1), то найдется свойство первого по-
рядка, для которого не существует предела вероятности его выполнения.

Теорема 4.1.2. (Дж. Спенсер, С. Шелах, 1988, [106]) Пусть p = n−α,
α ∈ (0, 1) — рациональное число. Тогда для некоторого свойства первого
порядка L ∈ L не существует предела

lim
n→∞

P(G(n, p) |= L). (4.1)

Наконец, этот результат был дополнен случаем рациональных α ≥ 1.

Теорема 4.1.3. (Дж. Линч, 1992, [85]) Пусть

l ∈ N, α =
l + 1

l
, p = n−α.

Тогда для любого свойства первого порядка L существует предел (4.1).
Если же

p =
c

n
,

где c — произвольное положительное число, то для любого свойства
первого порядка L предел (4.1) существует и может быть выражен
функцией от c, использующей в своей записи само число c, сложение,
умножение, деление и степени числа e.

Итак, закон нуля или единицы и закон сходимости при p = n−α, α > 0,
исследованы полностью. При иррациональном α выполнен закон нуля
или единицы. При α > 2 выполнен закон нуля или единицы. При ра-
циональном α из интервала (1 + 1

l+1 , 1 + 1
l ) для любого натурального

числа l также выполнен закон нуля или единицы. При α = 1 + 1
l закон

нуля или единицы не выполнен, но выполнен закон сходимости (для
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любого свойства первого порядка существует предел вероятности того,
что случайный граф обладает этим свойством). При α = 1 также не
выполнен закон нуля или единицы, но выполнен закон сходимости. При
α ∈ (0, 1) ∩Q не выполнен даже закон сходимости.

Как утверждает теорема 1.1.3 случайный граф G(n, n−α) подчиняется
3-закону нуля или единицы при всех α ∈ (0, 1). Из теоремы 4.1.3 же
следует, что при α = 1 выполнен 3-закон сходимости. Иными словами,
для любого свойства L ∈ L3 существует предел (4.1). Справедлив ли
аналогичный результат для любого k ≥ 3 на границе интервала (0, 1

k−2),
полученного в теореме 1.1.3? Мы ответили на этот вопрос в работе [153].
Соответствующий результат приведен в следующем разделе.

4.2. Новый результат

Сформулируем основной результат данной главы, опубликованный в ра-
боте [153].

Теорема 4.2.1. Пусть

k ≥ 4, p = n−α, α =
1

k − 2
.

Тогда для любого свойства первого порядка L ∈ Lk существует пре-
дел (4.1).

Доказательство теоремы мы приводим в разделе 4.6. Оно опирается на
ряд лемм, формулировки которых можно найти в разделe 4.4. Доказаны
упомянутые леммы в разделе 4.5. Все необходимые для доказательства
лемм конструкции мы вводим в разделе 4.3.

4.3. Дополнительные конструкции

Пусть α > 0 — фиксированное число.
Вернемся к понятиям пар графов и расширений, рассмотренных в

разделе 1.3. Пусть H ⊂ G. При доказательстве теоремы 4.2.1 мы будем
считать, что k > 3 — заранее определенное число. Так как в этом случае
параметр α задается равенством α = 1

k−2 , то мы будем опускать индекс
α в fα(G,H) всюду в оставшейся части этой главы.
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Если любая вершина графа H соединена с некоторой вершиной из
V (G)\V (H) и для любого такого графа S, что H ⊂ S ⊂ G, справедливо
неравенство f(S,H) > 0, но f(G,H) = 0, то пару (G,H) назовем α-
нейтральной.

В 2010 году [142] мы доказали теорему, которую сформулируем ни-
же. Пусть K — конечное множество α-нейтральных пар, (G,H) — α-
надежная пара с v(H) = m.

Теорема 4.3.1. ([142]) Для любых вершин x̃1, . . . , x̃m выполнено

ENK(G,H)(x̃1, . . . , x̃m) = Θ
(
nf(G,H)

)
,

причем эта функция не зависит от выбора вершин x̃1, . . . , x̃m. Кроме
того, для любого ε > 0

lim
n→∞

P

(
∀(x̃1, . . . , x̃m)

∣∣∣∣∣ N
K
(G,H)(x̃1, . . . , x̃m)

ENK(G,H)(x̃1, . . . , x̃m)
− 1

∣∣∣∣∣ > ε

)
= 0.

Ниже мы будем иногда говорить о (G,H)-расширениях графов H̃,
имея ввиду (G, (h1, . . . , hm))-расширения наборов (h̃1, . . . , h̃m), где

V (H) = {h1, . . . , hm}, V (H̃) = {h̃1, . . . , h̃m},

если либо заранее сказано, как занумерованы вершины графов H и H̃,
либо если расширение не зависит от этих нумераций, либо, наконец, если
для наших выводов не имеет значения, о каких именно нумерациях идет
речь.

Прежде чем обратиться к доказательству теоремы 4.2.1 мы опреде-
лим некоторые необходимые для доказательства конструкции.

4.3.1. Вспомогательные графы

Введем графы H1, H2, G1, G2, G
i1,...,it
3 , G4, G

1
4, G

2
4, где t ∈ {1, . . . , k − 2},

i1 ∈ {1, . . . , k − 2}, i2 ∈ {1, . . . , k − 2} \ {i1}, . . . , (4.2)

it ∈ {1, . . . , k − 2} \ {i1, . . . , it−1}. (4.3)

В дальнейших параграфах мы будем использовать эти графы парами.
А именно, нас будут интересовать пары (G1, H1), (G2, H2), (Gi1,...,it

3 , H2),
(G1

4, H1), (G2
4, H1).
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1) Граф G1 является полным, V (G1) = {x1, . . . , xk}, H1 — произволь-
ный граф на множестве вершин V (H1) = {x1, . . . , xk−3}.

2) Пусть
V (H2) = {x1, . . . , xk−3, xk−2}, E(H2)− любое;

V (G2) = V (H2)∪{xk−1}, E(G2) = E(H2)∪{{x1, xk−1}, . . . , {xk−2, xk−1}}.

3) Для каждого t ∈ {1, . . . , k − 2} и всех i1, i2, . . . , it, удовлетворяю-
щих условиям (4.2), (4.3), рассмотрим графы Gi1,...,it

3 , определенные
индуктивно в соответствии со следующими равенствами:

V (Gi1
3 ) = V (G2) ∪ {xi1k },

E(Gi1
3 ) = E(G2) ∪ {{x1, x

i1
k }, . . . , {xk−1, x

i
k}} \ {{xi1, x

i1
k }};

V (Gi1,...,it
3 ) = V (G

i1,...,it−1

3 ) ∪ {xi1,...,itk },
E(Gi1,...,it

3 ) =

E(G
i1,...,it−1

3 ) ∪ {{x1, x
i1,...,it
k }, . . . , {xk−1, x

i1,...,it
k }} \ {{xit, x

i1,...,it
k }}.

4) Пусть
V (G4) = V (H1) ∪ {xk+1, xk+2, xk+3},

V (G1
4) = V (G4) ∪ {x1

k+4}, V (G2
4) = V (G4) ∪ {x2

k+4, xk+5};
E(G4) = E(H1)∪

{{x1, xk+1}, . . . , {xk−4, xk+1}, {x1, xk+2}, . . . , {xk−3, xk+2},
{x1, xk+3}, . . . , {xk−3, xk+3}, {xk+1, xk+2}, {xk+1, xk+3}, {xk+2, xk+3}};

E(G1
4) = E(G4)∪

{{x1, x
1
k+4}, . . . , {xk−3, x

1
k+4}, {xk+1, x

1
k+4}, {xk+3, x

1
k+4}};

E(G2
4) = E(G4)∪

{{x1, x
2
k+4}, . . . , {xk−3, x

2
k+4}, {x1, xk+5}, . . . , {xk−3, xk+5},

{xk+1, x
2
k+4}, {xk+1, xk+5}, {x2

k+4, xk+5}}.

Рассмотрим, наконец, для каждого t ∈ {1, . . . , k−2} и всех i1, i2, . . . , it,
удовлетворяющих условиям (4.2), (4.3), множество Si1,...,it всех неупоря-
доченных наборов по k − 2 вершины графа Gi1,...,it

3 . Для каждого U ⊂
Si1,...,it рассмотрим граф Gi1,...,it

3 (U), являющийся объединением графа
Gi1,...,it

3 и (G2, H2)-расширений графов Gi1,...,it
3 |u по всем наборам u ∈ U .

Заметим, что добавление к некоторому графу его (G2, H2)-расширения
означает просто присоединение к графу вершины, которая соединена со
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всеми k−2 его вершинами. Пусть U i1,...,iti — множество всех подмножеств
в Si1,...,it, мощность которых равна i.

В следующем разделе мы определим понятие замыкания графа.

4.3.2. Построение замыкания [A]Ĝ графа A в Ĝ

Рассмотрим произвольный набор вершин x̂1, . . . , x̂k−3. Пусть Ĝ — неко-
торый граф. Пусть, кроме того, x̂1, . . . , x̂k−3 являются вершинами гра-
фа Ĝ. Рассмотрим произвольный граф A ⊂ Ĝ на множестве вершин
V (A) = {a1, . . . , ad}, d ≥ k − 2.

Прежде чем ввести граф [A]Ĝ, называемый замыканием графа A в Ĝ,
заметим, что он определяется не единственным образом. Тем не менее
все графы, которые являются замыканием A в Ĝ, изоморфны.

Построение графа [A]Ĝ мы разбили на k − 1 шагов. Пусть S — мно-
жество различных неупорядоченных наборов по k−2 вершины из V (A).
Положим

[A]Ĝ = A, Ĝ1 = Ĝ.

Первый шаг мы разделим на |S1,...,k−2| частей. Сначала для каждого
графа A|{ai1 ,...,aik−2

}, {ai1, . . . , aik−2
} ∈ S, и множества

U ∈ U1,...,k−2
|S1,...,k−2| = {S

1,...,k−2},

для которых существует (G1,...,k−2
3 (U), H2)-расширение Q̂ в Ĝ1, добавим

только одно такое расширение к графу [A]Ĝ, а для всех таких расшире-
ний удалим расширители из графа Ĝ1 (если граф X является расшире-
нием графа Y , то граф X \ Y мы называем расширителем).

Пусть первые s частей,

s ≤ |S1,...,k−2| − 1,

первого шага построения графов [A]Ĝ, Ĝ1 пройдены. Опишем s + 1-ую
часть. Для каждого графа A|{ai1 ,...,aik−2

}, {ai1, . . . , aik−2
} ∈ S, и множества

U ∈ U1,...,k−2
|S1,...,k−2|−s,

для которых существует (G1,...,k−2
3 (U), H2)-расширение Q̂ в Ĝ1, добавим

только одно такое расширение к графу [A]Ĝ, а для всех таких расшире-
ний удалим расширители из графа Ĝ1.
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Пусть пройден i-ый шаг, i ≤ k − 3 в построении графов [A]Ĝ, Ĝ1.
Опишем i+ 1-ый шаг. Его разобьем на |S1,...,k−2−i| частей.

Сначала для каждого графа A|{ai1 ,...,aik−2
}, {ai1, . . . , aik−2

} ∈ S, всех
упорядоченных наборов различных чисел i1, . . . , ik−2−i ∈ {1, . . . , k− 2} и
множества

U ∈ U i1,...,ik−2−i

|Si1,...,ik−2−i |,

для которых существует (G
i1,...,ik−2−i
3 (U), H2)-расширение Q̂ в Ĝ1, добавим

только одно такое расширение к графу [A]Ĝ, а для всех таких расшире-
ний удалим расширители из графа Ĝ1.

Пусть первые s частей,

s ≤ |Si1,...,ik−2−i| − 1,

i+1-ого шага построения графов [A]Ĝ, Ĝ1 пройдены. Для каждого графа
A|{ai1 ,...,aik−2

}, {ai1, . . . , aik−2
} ∈ S, всех упорядоченных наборов различных

чисел i1, . . . , ik−2−i ∈ {1, . . . , k − 2} и множества

U ∈ U i1,...,ik−2−i

|Si1,...,ik−2−i |−s,

для которых существует (G
i1,...,ik−2−i
3 (U), H2)-расширение Q̂ в Ĝ1, добавим

только одно такое расширение к графу [A]Ĝ, а для всех таких расшире-
ний удалим расширители из графа Ĝ1.

Опишем последний, k − 1-ый шаг. Для каждого графа A|{ai1 ,...,aik−2
},

{ai1, . . . , aik−2
} ∈ S, для которого существует (G2, H2)-расширение Q̂ в

Ĝ1, добавим только одно такое расширение к графу [A]Ĝ. Граф [A]Ĝ по-
строен.

В следующих двух параграфах мы построим графы X l
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3),
X̂ l
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3), где l ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, а также графы X l
j(x̂1), X̂ l

j(x̂1),
где l ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, число j выбирается из некоторого множества ин-
дексов J . Графы X̂ l

j(x̂1) являются подграфами некоторых графов Ĝij ,
которые выбираются таким образом, чтобы эти подграфы были в неко-
тором смысле “различны”. Графы X̂ l

Ĝ
(x̂1, . . . , x̂k−3) являются подграфа-

ми графа Ĝ и строятся по очереди с увеличением числа l от 1 до 5. Граф
X̂ l
j(x̂1) является объединением графов X̂ l

Ĝij
(x̂1, x̂

i
2, . . . , x̂

i
k−3) по некото-

рым вершинам x̂i2, . . . , x̂ik−3 графа Ĝij . Наконец, графы X l
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3),
X l
j(x̂1) представляют из себя объединения замыканий некоторых подгра-

фов X̂ l
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3), X̂ l
j(x̂1) соответственно.
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4.3.3. Построение графов X l
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3), X̂ l
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3),
l ∈ {1, 2, 3, 4, 5}

Пусть граф Ĝ, рассмотренный в предыдущем параграфе, не содержит
подграфов, количество вершин которых меньше k3, а плотность превос-
ходит k − 2. Мы накладываем на граф Ĝ такое ограничение по следую-
щим соображениям. Конструкции, которые мы строим, должны содер-
жать максимальное количество жестких пар. Если не ограничить плот-
ность подграфов в Ĝ, то таких пар в Ĝ может быть сколь угодно много.
Мы выбрали число k − 2, так как в соответствии с теоремой 1.3.2 в слу-
чайном графе

G
(
n, n−1/(k−2)

)
с вероятностью, стремящейся к 1, нет подграфов, размер которых огра-
ничен фиксированным числом, а плотность превосходит k − 2.

Будем строить подграф X̂1
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3) графа Ĝ, добавляя к гра-
фу Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3} его (G1, H1)-расширения в соответствии со следующим
правилом. Находим все такие пары (G1, H1)-расширений (A,B) графа
Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3} в Ĝ, что

(E(A) \ E(Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3})) ∩ (E(B) \ E(Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3})) 6= ∅.

Если такие пары имеются (мы называем расширения, входящие в эти па-
ры, пересекающимися), то объединяем их и получаем X̂1

Ĝ
(x̂1, . . . , x̂k−3).

Легко показать, что если количество (G1, H1)-расширений, для кото-
рых существуют пересекающиеся с ними (G1, H1)-расширения, превыша-
ет число 2(k − 3)(k − 2), то

ρ(X̂1
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3)) > k − 2.

Пусть на каждом шаге мы добавляем либо одно расширение, пересекаю-
щее уже добавленные, либо пересекающуюся пару расширений, не пере-
секающую добавленные ранее. В обоих случаях при добавлении v вершин
количество ребер увеличивается на число, превосходящее (k−2)v. Пусть
на i-ом шаге добавлено vi вершин, и всего сделано h шагов. При

h > (k − 3)(k − 2)

справедливо неравенство

(k − 2)(v1 + . . .+ vh) + h

v1 + . . .+ vh + k − 3
> k − 2.
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Следовательно, ρ(X̂1
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3)) > k − 2. Таким образом, количество
пересекающихся (G1, H1)-расширений не превосходит числа 2(k− 3)(k−
2).

Если в графе Ĝ нет (G1, H1)-расширений Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3}, пересекающихся
по ребрам, то положим

X̂1
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3) = Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3}.

Обозначим
X1
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3) = [X̂1
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3)]Ĝ.

Рассмотрим множествоM, содержащее все пары ([M ]Ĝ, Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3}),

гдеM — (G1, H1)-расширение графа Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3} в Ĝ, не имеющее общих
вершин с

X1
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3) \ Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3}.

Выберем изM такой набор неизоморфных пар ([M1]Ĝ, Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3}), . . .,
([Mτ ]Ĝ, Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3}), что число τ максимально, и обозначим

X2
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3)

граф
[M1]Ĝ ∪ . . . ∪ [Mτ ]Ĝ ∪X

1
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3).

Мы называем пары графов (A1, B1), (A2, B2), где

V (A1) = {a1
1, . . . , a

1
n}, V (A2) = {a2

1, . . . , a
2
n},

V (B1) = {a1
1, . . . , a

1
m}, V (B2) = {a2

1, . . . , a
2
m},

m < n, изоморфными, если

{a1
i , a

1
j} ∈ E(A1) \ E(B1)⇔ {a2

i , a
2
j} ∈ E(A2) \ E(B2).

Граф
M1 ∪ . . . ∪Mτ ∪ X̂1

Ĝ
(x̂1, . . . , x̂k−3)

обозначим
X̂2
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3).

Найдем все пары имеющих общие вершины расширителей точных
(G1

4, H1)- и (G2
4, H1)-расширений графа Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3} в графе Ĝ. Как и в

случае пересекающихся (G1, H1)-расширений, количество расширителей
у (G1

4, H1)- и (G2
4, H1)-расширений, для которых существуют такие же
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расширители, имеющие с ними общие вершины, не превосходит числа
2(k − 3)(k − 2). Объединим все эти расширения в граф W1. Положим

W2 = [W1]Ĝ,

X3
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3) = W2 ∪X2
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3),

X̂3
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3) = W1 ∪ X̂2
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3).

Рассмотрим множествоM, содержащее все пары ([M ]Ĝ, Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3}),

где M — (G1
4, H1)- или (G2

4, H1)-расширение графа Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3} в

Ĝ \ (W2 \ Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3}),

не имеющее общих вершин с

X3
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3) \ Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3}.

Выберем из множестваM так неизоморфные пары ([M1]Ĝ, Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3}),
. . ., ([Mτ ]Ĝ, Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3}), чтобы число τ было максимальным, и обозна-
чим

X4
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3) = X3
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3) ∪ [M1]Ĝ ∪ . . . ∪ [Mτ ]Ĝ,

X̂4
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3) = X̂3
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3) ∪M1 ∪ . . . ∪Mτ .

Рассмотрим, наконец, для каждой вершины

x̂ ∈ V (Ĝ) \ V (X4
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3)),

соединенной ребрами с не более чем k − 5 вершинами из x̂1, . . . , x̂k−3,
множество Υ(x̂), содержащее x̂, а также все вершины

x̂1 ∈ V (Ĝ) \ V (X4
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3)),

обладающие следующим свойством. Найдется такая вершина

x̂2 ∈ V (Ĝ) \ V (X4
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3)),

что

x̂1 ∼ x̂2, x̂1 ∼ x̂, x̂2 ∼ x̂, x̂1 ∼ x̂i, x̂
2 ∼ x̂i, i ∈ {1, . . . , k − 3}.

Пусть Υ является объединением множеств Υ(x̂) по всем x̂ таким, что

f(X4
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3) ∪ Ĝ|Υ(x̂), X
4
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3)) < 0.

156



Рассмотрим, кроме того, множествоM, содержащее в себе все пары

(X4
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3) ∪ [Ĝ|Υ(x̂)∪{x̂1,...,x̂k−3}]Ĝ, X
4
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3)),

где
f(X4

Ĝ
(x̂1, . . . , x̂k−3) ∪ Ĝ|Υ(x̂), X

4
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3)) = 0.

Выберем из M так неизоморфные пары ([M1]Ĝ, X
4
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3)), . . .,
([Mτ ]Ĝ, X

4
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3)), чтобы число τ было максимальным, и обозна-
чим

X5
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3)

граф

[M1]Ĝ ∪ . . . ∪ [Mτ ]Ĝ ∪X
4
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3) ∪ [Ĝ|Υ∪{x̂1,...,x̂k−3}]Ĝ.

Граф
M1 ∪ . . . ∪Mτ ∪ X̂4

Ĝ
(x̂1, . . . , x̂k−3) ∪ Ĝ|Υ∪{x̂1,...,x̂k−3}

обозначим
X̂5
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂k−3).

4.3.4. Построение графов X l
j(x̂1), X̂ l

j(x̂1), l ∈ {1, 2, 3, 4, 5}

Пусть Ĝ1, Ĝ2, . . . — графы, обладающие следующими свойствами:

— выполнено ∞⋂
i=1

V (Ĝi) ⊇ {x̂1, . . . , x̂k−3};

— пары (Ĝ1, Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3}), (Ĝ2, Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3}), . . . попарно неизоморфны;

— неравенство
ρ(X5

Ĝi
(x̂1, . . . , x̂k−3)) ≤ k − 2

справедливо для всех i ∈ N;

— не существует такого графа Ĝ0, что графы Ĝ0, Ĝ1, Ĝ2, . . . обладают
первыми тремя свойствами.

Тогда, очевидно, найдется такое конечное множество {i1, . . . , ia(k)},
что пары (X5

Ĝij
(x̂1, . . . , x̂k−3), Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3})), j ∈ {1, . . . , a(k)}, попарно

неизоморфны. Кроме того, для любого i ∈ N найдется такое j ∈ {1, . . . ,
a(k)}, что пары

(X5
Ĝi

(x̂1, . . . , x̂k−3), Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3})) и (X5
Ĝij

(x̂1, . . . , x̂k−3), Ĝ|{x̂1,...,x̂k−3}))
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изоморфны.
Для каждого j ∈ {1, . . . , a(k)}, l ∈ {1, 2, 3, 4, 5} положим

X l
j(x̂1, . . . , x̂k−3) = X l

Ĝij
(x̂1, . . . , x̂k−3),

X̂ l
j(x̂1, . . . , x̂k−3) = X̂ l

Ĝij
(x̂1, . . . , x̂k−3).

В случае k = 4 графы X l
j(x̂), X̂ l

j(x̂), j ∈ {1, . . . , a(k)}, l ∈ {1, 2, 3, 4, 5},
уже определены.

Пусть k > 4. Вернемся к графу Ĝ. Зафиксируем ξ ∈ {1, . . . , k − 4}.
Пусть Y 1, . . . , Y t — подграфы графа Ĝ, на которые наложены следующие
условия.

— Для любого i ∈ {1, . . . , t} найдется такое j ∈ {1, . . . , a(k)} и такие
вершины x̂iξ+1, . . . , x̂

i
k−3 графа Ĝ, что

Y i = X5
j (x̂1, . . . , x̂ξ, x̂

i
ξ+1, . . . , x̂

i
k−3).

— Зафиксируем два различных числа i1, i2 ∈ {1, . . . , t}. Пусть для них
существует такое i ∈ {ξ + 1, . . . , k − 4}, что вершины x̂i1i , x̂

i2
i не

совпадают. Обозначим µ ∈ {ξ, . . . , k − 4} такое число, что для всех
i ∈ {ξ + 1, . . . , µ} вершины x̂i1i , x̂

i2
i совпадают, при этом вершины

x̂i1µ+1, x̂
i2
µ+1 различны. Тогда выполнено неравенство

f

(⋃
i∈Ii1

Y i,
⋂
i∈Ii1

Y i

)
≤ 0,

где
I i1 = {u : ∀i ∈ {ξ + 1, . . . , µ} x̂ui = x̂i1i , x̂

i1
µ+1 6= x̂uµ+1}.

— Для каждого µ ∈ {ξ, . . . , k − 4} и любых таких i1, i2 ∈ {1, . . . , t},
что x̂i1µ+1 6= x̂i2µ+1, пары⋃

i∈Ii11

Y i, Ĝ|{x̂1,...,x̂ξ,x̂
i1
ξ+1,...,x̂

i1
µ }

 ,

, ⋃
i∈Ii22

Y i, Ĝ|{x̂1,...,x̂ξ,x̂
i1
ξ+1,...,x̂

i1
µ }

 ,

где
I i11 = {u : ∀i ∈ {ξ + 1, . . . , µ+ 1} x̂i1i = x̂ui },

I i22 = {u : ∀i ∈ {ξ + 1, . . . , µ} x̂i1i = x̂ji , x̂
i2
µ+1 = x̂uµ+1},

неизоморфны.
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Обозначим
X5
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂ξ) = Y 1 ∪ . . . ∪ Y t,

если в графе Ĝ не существует такого подграфа Y t+1, отличного от Y 1, . . .,
Y t, что Y 1, . . . , Y t+1 обладают описанными выше тремя свойствами (с
заменой t на t+ 1). При t = 0 положим

X5
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂ξ) = Ĝ|{x̂1,...,x̂ξ}.

Для вершин графов Y i, i ∈ {1, . . . , t}, мы используем обозначения из
определения: xiξ+1, . . . , x

i
k−3.

Если графы Y 1, . . . , Y t обладают также перечисленными ниже свой-
ствами, то граф X5

Ĝ
(x̂1, . . . , x̂ξ) назовем (x̂1, . . . , x̂ξ)-разверткой в Ĝ:

P1 для любых i1, i2 ∈ {1, . . . , t}, i1 6= i2, множество V (Y 1) ∩ V (Y 2)
содержится в

{x̂1, . . . , x̂ξ, x̂
i1
ξ+1, . . . , x̂

i1
k−4} ∩ {x̂1, . . . , x̂ξ, x̂

i2
ξ+1, . . . , x̂

i2
k−4};

P2 для любых i1, i2 ∈ {1, . . . , t}, i1 6= i2, найдется такое µ ∈ {ξ, . . . , k −
4}, что для всех i ∈ {ξ + 1, . . . , µ} (если, конечно, µ 6= ξ) вершины
x̂i1i , x̂

i2
i совпадают, при этом множества

{x̂i1µ+1, . . . , x̂
i1
k−3}, {x̂

i2
µ+1, . . . , x̂

i2
k−3}

не пересекаются;

P3 для любых i1, i2 ∈ {1, . . . , t}, i1 6= i2, множество

E(Yi1 ∪ Yi2) \ (E(Yi1) ∪ E(Yi2))

пусто.

Заметим, наконец, что возможна следующая ситуация. Для некото-
рых графов Ĝ1, Ĝ2 и вершин x̂1

1, . . . , x̂
1
ξ, x̂

2
1, . . . , x̂

2
ξ

— X5
Ĝ1

(x̂1
1, . . . , x̂

1
ξ) = Y 1

1 ∪ . . . ∪ Y t
1 , X5

Ĝ2
(x̂2

1, . . . , x̂
2
ξ) = Y 1

2 ∪ . . . ∪ Y t
2 ;

— для каждого i ∈ {1, . . . , t} найдется такое j ∈ {1, . . . , a(k)}, что

Y i
1 = X5

j (x̂1
1, . . . , x̂

1
ξ, x̂

i,1
ξ+1, . . . , x̂

i,1
k−3),

Y i
2 = X5

j (x̂2
1, . . . , x̂

2
ξ, x̂

i,2
ξ+1, . . . , x̂

i,2
k−3)

для некоторых вершин

x̂i,1ξ+1, . . . , x̂
i,1
k−3, x̂

i,2
ξ+1, . . . , x̂

i,2
k−3;
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— для любых различных i1, i2 ∈ {1, . . . , t} найдется такое µ ∈ {ξ, . . . , k−
4}, что

x̂i1,1j+1 = x̂i2,1j+1, x̂
i1,2
j+1 = x̂i2,2j+1, j ∈ {ξ, . . . , µ− 1},

x̂i1,1µ+1 6= x̂i2,1µ+1, x̂
i1,2
µ+1 6= x̂i2,2µ+1,

— граф X5
Ĝ2

(x̂2
1, . . . , x̂

2
ξ) является (x̂2

1, . . . , x̂
2
ξ)-разверткой в Ĝ2.

В таком случае мы называемX5
Ĝ2

(x̂2
1, . . . , x̂

2
ξ) разверткой графа X5

Ĝ1
(x̂1

1,
. . . , x̂1

ξ). Для каждого i ∈ {1, . . . , t}, µ ∈ {ξ + 1, . . . , k − 3} введем обо-
значение

x̂i,2µ = NETĜ1,Ĝ2,x̂1
1,...,x̂

1
ξ ,x̂

2
1,...,x̂

2
ξ
(x̂i,1µ ).

Может так случиться, что различным парам индексов (i1, µ1),(i2, µ2) со-
ответствуют одинаковые вершины

x̂i1,1µ1
= x̂i2,1µ2

(чего не может быть в случае развертки). Тем не менее отображение NET
будет принимать разные значения. Поэтому мы считаем, что отображе-
ние NET задано на множестве

{x̂i,1µ , i ∈ {1, . . . , t}, µ ∈ {ξ + 1, . . . , k − 3}},

мощность которого равна
t(k − 3− ξ).

Некоторые вершины из этого множества могут совпадать, но элементы,
им соответствующие, различны.

Очевидно, существует конечное количество различных вариантов (с
точностью до изоморфизма), какой может быть (x̂1)-развертка в Ĝ (в
зависимости от выбора графа Ĝ) с максимальной плотностью, не превос-
ходящей k − 2. Пусть X5

1(x̂1), . . . , X
5
m̃(k)(x̂1) — такие развертки, причем

для любой развертки X5
0(x̂i) в Ĝ с максимальной плотностью, не превос-

ходящей k− 2, найдется такое число j ∈ {1, . . . , m̃(k)}, что отображение
X5

0(x̂i) → X5
j (x̂i), сохраняющее порядок вершин, является изоморфиз-

мом. Пусть, кроме того, графы X5
1(x̂1), . . . , X

5
m̃(k)(x̂1) упорядочены та-

ким образом, что максимальные плотности графов X5
1(x̂1), . . . , X

5
m̂(k)(x̂1)

равны k− 2, а плотности графов X5
1(x̂1), . . . , X

5
m(k)(x̂1) равны k− 2. Для

каждого j ∈ {1, . . . , m̃(k)} пусть

X5
j (x̂1) = Y 1

j ∪ . . . ∪ Y
t(j)
j
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— разложение, определенное свойствами P1–P3. Обозначим для каж-
дого j ∈ {1, . . . , m̃(k)}, s ∈ {1, . . . , t(j)} символом ij,s такое число из
{1, . . . , a(k)}, что для некоторых вершин x̂j,s2 , . . . , x̂

j,s
k−3 справедливо ра-

венство
Y s
j = X5

ij,s(x̂1, x̂
j,s
2 , . . . , x̂

j,s
k−3).

Для каждого l ∈ {1, 2, 3, 4} положим

X l
j(x̂1) = X l

ij,1(x̂1, x̂
j,1
2 , . . . , x̂j,1k−3) ∪ . . . ∪X

l
ij,t(j)(x̂1, x̂

j,t(j)
2 , . . . , x̂

j,t(j)
k−3 ),

X̂ l
j(x̂1) = X̂ l

ij,1(x̂1, x̂
j,1
2 , . . . , x̂j,1k−3) ∪ . . . ∪ X̂

l
ij,t(j)(x̂1, x̂

j,t(j)
2 , . . . , x̂

j,t(j)
k−3 ),

X̂5
j (x̂1) = X̂5

ij,1(x̂1, x̂
j,1
2 , . . . , x̂j,1k−3) ∪ . . . ∪ X̂

5
ij,t(j)(x̂1, x̂

j,t(j)
2 , . . . , x̂

j,t(j)
k−3 ).

Из определения графов X5
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂ξ) следует, что для них существу-
ет аналогичное разложение, а именно

X5
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂ξ) =

t(x̂1,...,x̂ξ,Ĝ)⋃
i=1

X5
Ĝ

(x̂1, . . . , x̂ξ, x̂
i
ξ+1(x̂1, . . . , x̂ξ), . . . , x̂

i
k−3(x̂1, . . . , x̂ξ)).

Заметим, что в любом графе G с максимальной плотностью ρ най-
дутся такие подграфы H1, H2, H1 ⊆ H2, что ρ(H1) = ρ(H2) = ρ, граф
H1 — строго сбалансированный, пара (H2, H1) — 1/ρ-нейтральная цепь,
либо пара (G,H2) — 1/ρ-надежная, либо H2 = G. Пару (H2, H1) мы на-
зываем α-нейтральной цепью, если H2 ⊇ H1, а также найдутся графы
K1, . . . , Kr, T1, . . . , Tr−1, обладающие следующим свойством:

H1 = K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kr = H2, Ti ⊂ Ki, i ∈ {1, . . . , r − 1},

пары ((Ki \Ki−1)∪Ti−1, Ti−1), i ∈ {2, . . . , r}, являются α-нейтральными,
для каждого i ∈ {2, . . . , r} между вершинами графа Ki \Ki−1 и графа
Ki−1 \ Ti−1 нет ребер.

Итак, обозначим X∗j (x̂1), X∗∗j (x̂1) соответствующие подграфы графа
X5
j (x̂1) для каждого j ∈ {1, . . . , m̃(k)}. Таким образом, граф X∗j (x̂1)

— строго сбалансированный с плотностью ρmax(X5
j (x̂1)), пара (X∗∗j (x̂1),

X∗j (x̂1)) является 1/ρmax(X5
j (x̂1))-нейтральной цепью. Заметим, что при

j ∈ {1, . . ., m̂(k)} графы X∗∗j (x̂1) и X5
j (x̂1) совпадают.

Докажем, что граф X∗j (x̂1) при j ∈ {1, . . . , m̂(k)} содержит вершину
x̂1. Заметим сначала, что в графе X∗j (x̂1) найдется не менее k−1 вершин,

161



для каждой x̂0 из которых при некотором l ∈ {1, . . . , t(j)} вершины
x̂1, x̂

j,l
2 , . . . , x̂

j,l
k−3 соединены ребрами с x̂0 в графе X5

j (x̂1) и

x̂0 ∈ V (X5
ij,l(x̂1, x̂

j,l
2 , . . . , x̂

j,l
k−3)).

Действительно, если это не так, то для некоторых таких натуральных
чисел v, y1, . . . , yv, что y1 + . . .+ yv = k − 2, справедливы неравенства

C2
y1

+ . . .+ C2
yv

+ v(k − 4) + (k − 2) + (k − 2)(k − 3) + C2
k−3

2k − 5 + v
≥ k − 2,

y2
1 +. . .+y2

v−4v+(k−2)+2(k−2)(k−3)+(k−3)(k−4) ≥ 2(k−2)(2k−5).

Функция

φ(y1, . . . , yk−2) = y2
1 + . . .+ y2

k−2 − 4|{i : yi 6= 0}|

достигает своего максимума на множестве

Zk−2
+ ∩ {y1 + . . .+ yk−2 = k − 2}

в точке (k − 2, 0, . . . , 0). Поэтому

(k− 2)2− 4 + (k− 2) + 2(k− 2)(k− 3) + (k− 3)(k− 4) ≥ 2(k− 2)(2k− 5).

Получили противоречие. Итак, вершина x̂1 соединена с не менее, чем
k − 1 вершиной графа X∗j (x̂1). Если бы она ему не принадлежала, то
плотность графа

X1
j (x̂1)|V (X∗j (x̂1))∪{x̂1}

была бы больше, чем плотность графа X∗j (x̂1).

4.4. Вспомогательные утверждения

Пусть

k > 3, α =
1

k − 2
, p = n−α.

Пусть, кроме того,

G ∈ Ωn, x̃ ∈ Vn, G ⊃ Y ⊃ G|{x̃}.

Будем называть пару (Y, x̃) j-максимальной в G, где j ∈ {1, . . . , m̂(k)},
если

Y = X5
j (x̃) = X5

G(x̃).
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Пусть Lkj (n) ⊂ Ωn — множество графов G, у которых существуют
такие вершина x̃ и подграф Y , что пара (Y, x̃) является j-максимальной
в G.

Положим

Lkm̂(k)+1(n) = Ωn \ Lk1(n) ∪ . . . ∪ Lkm̂(k)(n),

для различных j1, . . . , jt ∈ {1, . . . , m̂(k) + 1}

Akj1...jt(n) =

(
t⋂
i=1

Lkji

)⋂Ωn \

 ⋃
i∈{1,...,m̂(k)}\{j1,...,jt}

Lki (n)

 .

Сформулируем лемму о том, для каких пар графов у Консерватора
есть выигрышная стратегия в игре Эренфойхта с k раундами.

Лемма 4.4.1. Для любого набора

{j1, . . . , jt} ⊂ {1, . . . , m̂(k) + 1}

выполнено

lim
n,m→∞

P(у Консверватора есть выигрышная стратегия в игре

EHR(G(n, p(n)), G(m, p(m)), k)|
G(n, p(n)) ∈ Akj1...jt(n), G(m, p(m)) ∈ Akj1...jt(m)) = 1.

В следующей лемме описывается асимптотическое поведение вероят-
ностей множеств Akj1...jt(n).

Лемма 4.4.2. Для любых различных

j1, . . . , jt ∈ {1, . . . , m̂(k) + 1}

найдутся такие константы 0 ≤ ξj1...jt ≤ 1, что

lim
n→∞

P
(
G(n, p) ∈ Akj1...jt(n)

)
= ξj1...jt.

Для доказательства лемм 4.4.1 и 4.4.2 нам потребуются еще два утвер-
ждения, сформулированные ниже.
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Лемма 4.4.3. Пусть l ∈ N. Пусть, кроме того,

j1, . . . , jl ∈ {1, . . . , m̂(k)}
— не обязательно различные числа, для любого i1 ∈ {1, . . . , l} суще-
ствует такое i2 ∈ {1, . . . , l}\{i1}, что графы X∗∗ji1

(x̃i1), X∗∗ji2
(x̃i2) имеют

общую вершину. Тогда

ρ(X∗∗j1 (x̃1) ∪ . . . ∪X∗∗jl (x̃l)) = k − 2

в том и только том случае, когда множества V (X∗ji(x̃
i)) совпадают

для всех i ∈ {1, . . . , l}. Если не все множества совпадают, то

ρ(X∗∗j1 (x̃1) ∪ . . . ∪X∗∗jl (x̃l)) > k − 2.

Как и при доказательстве следствия 1.3.2, для произвольного графа
G положим

f(G) = v(G)− α · e(G).

Лемма 4.4.4. Пусть граф G — строго сбалансированный, ρ(G) <
k − 2. Тогда количество (K,T )-максимальных копий графа G для всех
α-нейтральных пар (K,T ) с v(T ) ≤ k3, v(K,T ) ≤ k3 в G(n, p) стремит-
ся по вероятности к бесконечности, а отношение этого количества к
его математическому ожиданию, которое равно Θ(nf(G)), стремится
по вероятности к 1.

Доказательства всех лемм мы приводим в разделе 4.5.

4.5. Доказательства лемм

Доказательство леммы 4.4.4 мы в этой работе не приводим, потому что
оно является упрощенной версией доказательства теоремы 4.2.1, дока-
занной нами в статье [142] (так же как и доказательство следствия 1.3.2
аналогично доказательству следствия 1.3.1). Доказательство леммы 4.4.2
опирается на лемму 4.4.3. Доказательство леммы 4.4.1 опирается на лем-
му 4.4.2. Поэтому сначала мы докажем лемму 4.4.3, а затем леммы 4.4.1
и 4.4.2.

4.5.1. Доказательство леммы 4.4.3

Рассмотрим некоторую α-нейтральную цепь (G,H), а также графыK1, . . .,
Kr, T1, . . . , Tr−1 такие, что

H = K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kr = G, Ti ⊂ Ki, i ∈ {1, . . . , r − 1},
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пары ((Ki \Ki−1)∪Ti−1, Ti−1), i ∈ {2, . . . , r}, являются α-нейтральными,
для каждого i ∈ {2, . . . , r} между вершинами графа Ki \Ki−1 и графа
Ki−1 \ Ti−1 нет ребер.

Предположим, что H — строго сбалансированный граф с ρ(H) = 1/α.
Докажем, что граф G — сбалансированный.

Пусть F — некоторый собственный подграф графа G,

F1 = F ∩H, Fi = F ∩ (Ki \Ki−1), i ∈ {2, . . . , r}.

Тогда в силу определения α-нейтральной пары

f(Fi ∪ Ti−1, Ti−1) ≥ 0, i ∈ {2, . . . , r}.

Очевидно,

e(Fi ∪ . . . ∪ F1, Fi−1 ∪ . . . ∪ F1) ≤ e(Fi ∪ Ti−1, Ti−1), i ∈ {2, . . . , r},

v(Fi ∪ . . . ∪ F1, Fi−1 ∪ . . . ∪ F1) = v(Fi ∪ Ti−1, Ti−1), i ∈ {2, . . . , r}.
Следовательно,

f(Fi ∪ . . . ∪ F1, Fi−1 ∪ . . . ∪ F1) ≥ 0, i ∈ {2, . . . , r}.

Кроме того,
f(F1) ≥ f(H) = 0,

так как граф H — строго сбалансированный. Знак в последнем неравен-
стве строгий тогда и только тогда, когда F1 6= ∅. Окончательно получаем

ρ(F ) = (k − 2)− (k − 2)f(F )

v(F )
=

= (k − 2)− (k − 2)(f(F1) +
∑r

i=2 f(Fi ∪ . . . ∪ F1, Fi−1 ∪ . . . ∪ F1))

v(F )
≤

k − 2 = ρ(G).

Следовательно, граф G сбалансированный.

Обозначим Yi граф X∗∗ji (x̃i) для каждого i ∈ {1, . . . , l}. Утверждение
будем доказывать по индукции. Начнем со случая l = 2. Положим Y1,2 =
Y1 ∩ Y2. Рассмотрим три случая:

1) множество
V (X∗j1(x̃

1)) ∩ V (Y1,2)

не пусто и графX∗j1(x̃
1)∩Y1,2 — собственный подграф графаX∗j1(x̃

1);
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2) множество
V (X∗j1(x̃

1)) ∩ V (Y1,2)

пусто;

3) справедливо равенство

X∗j1(x̃
1) ∩ Y1,2 = X∗j1(x̃

1).

Так как граф X∗j1(x̃
1) — строго сбалансированный с плотностью k−2,

а (Y1, X
∗
j1

(x̃1)) — 1/(k− 2)-нейтральная цепь, то по доказанному граф Y1

сбалансированный, поэтому в первом случае выполнены соотношения

f(Y1, X
∗
j1

(x̃1) ∪ Y1,2) ≤ 0, f(Y2) = 0.

С другой стороны, граф X∗j1(x̃
1) строго сбалансированный,

f(X∗j1(x̃
1)) = 0,

поэтому

e(X∗j1(x̃
1))− e(X∗j1(x̃

1), Y1,2 ∩X∗j1(x̃
1))

v(X∗j1(x̃
1))− v(X∗j1(x̃

1), Y1,2 ∩X∗j1(x̃1))
=
e(Y1,2 ∩X∗j1(x̃

1))

v(Y1,2 ∩X∗j1(x̃1))
< k − 2.

Следовательно,

f(X∗j1(x̃
1) ∪ Y1,2, Y1,2) ≤ f(X∗j1(x̃

1), Y1,2 ∩X∗j1(x̃
1)) < 0. (4.4)

Таким образом, имеем

e(Y1∪Y2) ≥ e(Y2)+e(Y1, X
∗
j1
∪Y1,2)+e(X

∗
j1

(x̃1)∪Y1,2, Y1,2) > (k−2)v(Y1∪Y2).

Последнее неравенство строгое благодаря (4.4). Итак,

ρ(Y1 ∪ Y2) > k − 2.

Рассмотрим второй случай (X∗j1(x̃
1) ∩ Y1,2 = ∅). Из определения α-

нейтральной цепи вытекает неравенство f(Y1,2) > 0. Следовательно,

e(Y1 ∪ Y2) ≥ e(Y2) + e(Y1, Y1,2) = e(Y2) + e(Y1)− e(Y1,2) >

> (k − 2)(v(Y2) + v(Y1)− v(Y1,2)) = (k − 2)v(Y1 ∪ Y2),

то есть снова ρ(Y1 ∪ Y2) > k − 2.
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Пусть, наконец, Y1,2 ⊇ X∗j1(x̃
1). Тогда

X∗j1(x̃
1) = X∗j2(x̃

2).

Действительно, если

X∗j1(x̃
1) ∩X∗j2(x̃

2) /∈ {X∗j1(x̃
1), X∗j2(x̃

2),∅},

то из строгой сбалансированности графа X∗j2(x̃
2) следует α-жесткость

пары (X∗j1(x̃
1)∪X∗j2(x̃

2), X∗j1(x̃
1)), что противоречит сбалансированности

графа Y2, так как

X∗j1(x̃
1) ∪X∗j2(x̃

2) ⊆ Y2, ρ(Y2) = ρ(X∗j1(x̃
1)).

Если
X∗j1(x̃

1) ⊂ X∗j2(x̃
2) или X∗j1(x̃

1) ⊂ X∗j2(x̃
2),

то снова получаем жесткую пару и приходим к противоречию. Если же

X∗j1(x̃
1) ∩X∗j2(x̃

2) = ∅,

то в графе Y2 \ X∗j2(x̃
2) содержится подграф X∗j1(x̃

1) плотности k − 2, а
это противоречит тому, что (Y2, X

∗
j2

(x̃2)) — α-нейтральная цепь.

Рассмотрим теперь l ≥ 3 наборов (Yi, x̃
i). Пусть

V (Y1) ∩ V (Y2) 6= ∅, V (X∗j1(x̃
1)) 6= V (X∗j2(x̃

2))

и неравенство
ρ(Y1 ∪ . . . ∪ Yl−1) > k − 2

уже доказано. Граф
l−1⋃
i=1

Yi ∩ Yl

является подграфом графа Yl. Мы доказали, что граф Yl — сбалансиро-
ванный. Следовательно,

ρ

(
l−1⋃
i=1

Yi ∩ Yl

)
≤ k − 2.

Поэтому

ρ

(
l⋃

i=1

Yi

)
=

e

(
l⋃

i=1

Yi

)
v

(
l⋃

i=1

Yi

) ≥ e

(
l−1⋃
i=1

Yi

)
+ e(Yl)− e

(
l−1⋃
i=1

Yi ∩ Yl
)

v

(
l−1⋃
i=1

Yi

)
+ v(Yl)− v

(
l−1⋃
i=1

Yi ∩ Yl
) > k − 2.
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Таким образом, плотность равна k− 2 в том и только том случае, когда
для любых любых графов Yi1, Yi2, имеющих общие вершины,

X∗ji1(x̃i1) = X∗ji2(x̃i2).

Так как для любого i1 ∈ {1, . . . , l} существует такое i2 ∈ {1, . . . , l} \ {i1},
что графы Yi1, Yi2 имеют общую вершину, то необходимым и достаточ-
ным условием равенства плотности k− 2 является совпадение множеств
V (X∗ji(x̃

i)) для всех i ∈ {1, . . . , l}. Лемма доказана.

4.5.2. Доказательство леммы 4.4.2

Начнем с доказательства сходимости вероятности P(G(n, p) ∈ Lkj (n)) при
n → ∞ к некоторому числу ξj для каждого j ∈ {1, . . . ,m(k)}. Мы бу-
дем опираться на три утверждения, одно из которых мы уже доказали
(лемма 4.4.3), второе сформулировано и доказано в статье [155], аналог
третьего сформулирован и доказан в той же статье. Введем сначала неко-
торые необходимые обозначения.

Пусть j ∈ {1, . . . ,m(k)} и в графе X5
j (x̂1) количество вершин равно

vj, а количество ребер — ej. Пусть, кроме того, aj — количество ав-
томорфизмов графа X5

j (x̂1), сохраняющих вершину x̂1. Рассмотрим все
упорядоченные наборы по vj вершин из множества Vn. Определим под-
множество Mj множества всех таких наборов.

• В Mj содержатся все различные неупорядоченные наборы.

• Пусть
(
x̃i1, . . . , x̃ivj

)
∈ Mj и Ỹ — граф на множестве всех вершин

из этого набора, являющийся точным
(
X5
j (x̂1), Ĝ|{x̂1}

)
-расширением

графа Ỹ |{x̃i1}. Тогда если граф, полученный из Ỹ перестановкой его
вершин (

i2 . . . ivj
t2 . . . tvj

)
,

является точным
(
X5
j (x̂1), Ĝ|{x̂1}

)
-расширением графа Ỹ |{x̃i1}, тоMj

не содержит набор (x̃i1, x̃t2, . . . , x̃tv). В противном случае этот набор
содержится в Mj.

• В Mj нет никаких наборов, помимо описанных.
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Положим mj = |Mj|. Пронумеруем наборы из множестваMj числами
1, . . . ,mj. Рассмотрим события Bj1, . . . ,Bjmj

. Событие Bji заключается в
том, что подграф Ỹi на i-ом наборе изMj вместе с первой вершиной этого
набора образуют j-максимальную пару. Пусть Aj

i — индикатор события
Bji . Рассмотрим случайную величину

Aj =

mj∑
i=1

Aj
i ,

равную количеству всех j-максимальных пар. Справедливо равенство

P(Aj = 0) = 1−
mj∑
i=1

P(Bji ) +

mj∑
i1,i2=1

P(Bji1 ∩ B
j
i2

) + . . .+

+(−1)N
mj∑

i1,i2,...,iN=1

P(Bji1 ∩ B
j
i2
∩ . . . ∩ BjiN ) + . . . (4.5)

В этом равенстве суммирования ведутся по всем различным наборам,
в которых все числа попарно различны. Мы хотим доказать, что суще-
ствует число ξj, для которого выполнено

lim
n→∞

P(G(n, p) ∈ Lkj (n)) = lim
n→∞

(1− P(Aj = 0)) = ξj.

Мы покажем, что для некоторого ξj
lim
n→∞

P(Aj = 0) = 1− ξj.

Пусть φj1(n) — вероятность того, что пара (Ỹ , x̃i1), где Ỹ — граф, инду-
цированный на конкретный набор x̃i1, . . . , x̃ivj , является j-максимальной
при условии, что граф Ỹ является точным (X5

j (x̂1), Ĝ|{x̂1})-расширением
графа Ỹ |{x̃1}. Тогда

mj∑
i=1

P(Bji ) = EAj = nC
vj−1
n−1

(vj − 1)!

aj
φj1(n)pej ∼ φj1(n)

aj
. (4.6)

Положим

ajN(n) =

mj∑
i1,i2,...,iN=1

P(Bji1 ∩ B
j
i2
∩ . . . ∩ BjiN ).

Мы пишем i1 ∼ i2, если i1, i2 ∈ {1, . . . ,mj}, i1 6= i2 и наборы из Mj с
номерами i1, i2 имеют общие вершины. Обозначим сумму с пересекаю-
щимися наборами вершин rj(N, n). Иными словами,

ajN(n)−
∑

i1,i2,...,iN : ∀t1 6=t2∈{1,...,N} it1 6=it2 ,it1�it2

P(Bji1 ∩B
j
i2
∩ . . .∩BjiN ) = rj(N, n).
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Пусть Y1, . . . ,YN — некоторые попарно не пересекающиеся наборы из
Vn, мощность каждого из которых равна vj, x̃it — вершина с номером t в
i-ом наборе, i ∈ {1, . . . , N}, t ∈ {1, . . . , vj}. Пусть, кроме того, YjN(n) —
множество всех таких графов G из Ωn, что для каждого i ∈ {1, . . . , N}
набор

(
G|Yi

, x̃i1
)
является j-максимальным в G. Обозначим X j

N(n) множе-
ство всех таких графов G из Ωn, что подграфы G|Y1

, . . . ,G|YN
являются

точными
(
X5
j (x̂1), Ĝ|{x̂1}

)
-расширениями графов G|{x̃1

1}, . . . ,G|{x̃N1 } соот-
ветственно. Пусть

φjN(n) = P(YjN(n)|X j
N(n)).

Легко заметить, что φjN(n) не зависит от выбора множеств Y1, . . . ,YN .
По аналогии с (4.6) справедливы соотношения

ajN(n) =

mj∑
i1,i2,...,iN=1

P(Bji1 ∩ B
j
i2
∩ . . . ∩ BjiN ) =

φjN(n)
∑

Y1,...,YN∈Mj

P(X j
N(n)) + rj(N, n)

∼
(
nvjpej

aj

)N
φjN(n)

N !
+ rj(N, n) =

φjN(n)

N !

(
1

aj

)N
+ rj(N, n).

Процитируем утверждение, которое доказано в [155] (Statement 3).

Утверждение 4.5.1. Пусть {aN(n)}N∈N — такая последователь-
ность функций, что существует последовательность чисел {bN}N∈N,
для которой справедливо соотношение

aN(n)→ bN , n→∞,

для каждого N ∈ N. Пусть, кроме того, ряд
∞∑
N=1

bN

сходится к некоторому числу b. Если для каждого N ∈ N ряд
∞∑
N=1

aN(n)

сходится и для всяких s ∈ N, n ∈ N выполнены неравенства
2s−1∑
N=1

aN(n) ≤
∞∑
N=1

aN(n) ≤
2s∑
N=1

aN(n),
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то ∞∑
N=1

aN(n)→ b, n→∞.

Так как для любых n ∈ N, N ∈ N выполнено

ajN(n) ≥ ajN+1(n),

то в силу утверждения 4.5.1 для доказательства сходимости

P(G(n, p) ∈ Lkj (n))→ ξj

осталось обосновать, что при каждом N ∈ N выполнено

lim
n→∞

(ajN(n)− rj(N, n)) = bj(N), (4.7)

lim
n→∞

rj(N, n) = rj(N), (4.8)

∞∑
N=1

(−1)N(bj(N) + rj(N)) <∞. (4.9)

Соотношение (4.7) является прямым следствием утверждения, дока-
зательство которого мы не приводим, потому что оно слово в слово по-
вторяет доказательство утверждения из статьи [155] (см. Statement 2).

Утверждение 4.5.2. Существует такое число 0 < ζj < 1, что

φj1(n) ∼ ζj, φ
j
N(n) ∼ ζNj .

Поэтому

bj(N) =
ζNj
aNj N !

.

Осталось обосновать справедливость равенства (4.8) и неравенства
∞∑
N=1

(−1)Nrj(N) <∞.

Пусть x — некоторая вершина. Определим множества QN
1 (x), QN

2 (x)
пар (Q, x) (где Q — граф) следующим образом:

(Q, x) ∈ QN
1 ⇔
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((vj < v(Q) < Nvj) ∧ (ρ(Q) = k − 2) ∧ (∃Ŷ1, . . . , ŶN (∀i ∈ {1, . . . , N}
((Ŷi, x) ∼= (X5

j (x̂), x̂))∧

(∀i1, i2 ∈ {1, . . . , N} (Ŷi1 ∩ Ŷi2 ⊃ X∗j (x))) ∧ (Q = Ŷ1 ∪ . . . ∪ ŶN))),

(Q, x) ∈ Qn
2 ⇔ ((vj < v(Q) < Nvj) ∧ (ρ(Q) > k − 2) ∧ (∃Ŷ1, . . . , ŶN

∀i1 ∈ {1, . . . , N} ((Ŷi1
∼= X5

j (x̂))∧

(∃i2 ∈ {1, . . . , N} (Ŷi1 ∩ Ŷi2 6= ∅))) ∧ (Q = Ŷ1 ∪ . . . ∪ ŶN))).

Пусть
(Q1, x) ∈ Qr1

i1
, . . . , (Qt, x) ∈ Qrt

it
, i1, . . . , it ∈ {1, 2},

r1, . . . , rt ∈ N, r1 + . . .+ rt = N

и Ŷ l
1 ∪ . . . ∪ Ŷ l

rl
— разложение Ql, l ∈ {1, . . . , t} на графы, изоморфные

X5
j (x̂). Введем по аналогии с M j различные наборы вершин из Vn для

графов Ql, l ∈ {1, . . . , t} (фиксируя первую вершину, если (Ql, x) ∈ Qrl
1 ,

и не фиксируя ее, если (Ql, x) ∈ Qrl
2 ). Для каждого l ∈ {1, . . . , t} рас-

смотрим события Bi(Ql), заключающиеся либо в том, что граф, индуци-
рованный на i-ый набор, изоморфен Ql, если (Ql, x) ∈ Qrl

2 , либо в том,
что граф, индуцированный на i-ый набор является точным (Ql, {x})-
расширением первой вершины этого набора и вместе с этой вершиной
образует j-максимальную пару, если (Ql, x) ∈ Qrl

1 . В силу леммы 4.4.3
для всякихQi ∈ Qri

li
, i ∈ {1, . . . , t}, найдутся такие положительные числа

q(Q1, . . . , Qt), что справедливы соотношения

∑
r1+...+rt=N

t∑
i=1

∑
(Qi,x)∈Qri1

q(Q1, . . . , Qt)
∑
i1,...,it

P(Bi1(Q1)∩. . .∩Bit(Qt)) ≤ rj(N, n)

≤
∑

r1+...+rt=N

t∑
i=1

2∑
li=1

∑
(Qi,x)∈Qrili

q(Q1, . . . , Qt)
∑
i1,...,it

P(Bi1(Q1) ∩ . . . ∩ Bit(Qt)),

(4.10)
суммирования ведутся по таким индексам i1, . . . , it, которым соответ-
ствуют непересекающиеся наборы.

Пусть r1, . . . , rt ∈ N, r1 + . . . + rt = N . Рассмотрим такой вектор
(l1, . . . , lt) ∈ {1, 2}t, что хотя бы одно из чисел l1, . . . , lt равно 2. Пусть
(Qi, x) ∈ Qri

li
. Рассмотрим графы Q̂1, . . . , Q̂t, обладающие следующими

свойствами.

— Любая пара графов среди Q̂1, . . . , Q̂t не имеет общих вершин.

172



— Найдутся такие вершины x1, . . . , xt, что для каждого i ∈ {1, . . . , t}
имеем (Q̂i, xi) ∼= (Qi, x).

Положим

V (G) = V (Q̂1) ∪ . . . ∪ V (Q̂t), E(G) = E(Q̂1) ∪ . . . ∪ E(Q̂t).

Пусть NG — количество копий графа G в случайном графе G(n, p). Оче-
видно, существуют такие положительные константы C(G), µ(G), для ко-
торых

ENG < C(G)nf(G) < C(G)n−µ(G).

Следовательно, разность между верхней и нижней оценкой в (4.10)
равна o(1). Поэтому для того, чтобы доказать существование lim

n→∞
rj(N, n),

осталось показать, что нижняя оценка в (4.10) сходится к некоторому
числу rj(N) при n → ∞. Для этого достаточно доказать, что сходит-
ся условная вероятность ϕ(Q1, . . . , Qt) того, что графы, индуцирован-
ные на фиксированные t наборов, вместе с первыми вершинами этих
наборов образуют j-максимальные пары при условии, что для каждого
l ∈ {1, . . . , t} граф, индуцированный на l-ый набор, является точным
(Ql, x)-расширением первой вершины этого набора. Доказательство это-
го факта аналогично доказательству утверждения 4.5.2, и мы его здесь
не приводим.

Докажем, наконец, что
∑∞

N=1(−1)Nrj(N) <∞. Легко заметить, что

∑
r1+...+rt=N

t∑
i=1

∑
(Qi,x)∈Qri1

q(Q1, . . . , Qt)
∑
i1,...,it

P(Bi1(Q1) ∩ . . . ∩ Bit(Qt))

≤ (Cvj
n )N

(
vj!

aj

)N
1

N !
pe(Q1)+...+e(Qt)ϕ(Q1, . . . , Qt) ≤

1

aNj N !
= o(1).

Тем самым, утверждение для случая одного свойства доказано.

Перейдем к пересечениям свойств. Легко понять, что для доказа-
тельства утверждения достаточно показать, что для любых j1, . . . , jt ∈
{1, . . . ,m(k)} сходится последовательность

{P(G(n, p) ∈ Lkj1(n) ∩ . . . ∩ Lkjt(n))}n∈N.

Действительно, для любых свойств A,C справедливо равенство

P(A ∩ C) = P(C)− P(A ∩ C).
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Если предположить, что вероятность

P(A1 ∩ . . . ∩ Ak−1 ∩ C)

представима в виде∑
s∈S

∑
{i1,...,is}∈Is

(−1)σs(i1,...,is)P(Ai1 ∩ . . . ∩ Ais ∩ C)

для некоторых S ⊆ {1, . . . , k − 1}, Is ⊂ Cs
{1,...,k−1}, σs : Ns → {0, 1}, то

P(A1 ∩ . . . ∩Ak ∩C) = P(A1 ∩ . . . ∩Ak−1 ∩C)− P(A1 ∩ . . . ∩ (Ak ∩C)) =∑
s∈S

∑
{i1,...,is}∈Is

(−1)σ(i1,...,is)(P(Ai1∩ . . .∩Ais∩C)−P(Ai1∩ . . .∩Ais∩Ak∩C)),

то есть вероятность P(A1∩ . . .∩Ak ∩C) представляется в виде конечной
суммы вероятностей пересечений событий, среди которых нет отрицаний.
Поэтому если существует предельное значение вероятности каждого та-
кого пересечения, то существует предел и для P(A1 ∩ . . . ∩ Ak ∩ C).

Итак, пусть j1, . . . , jt ∈ {1, . . . ,m(k)}. Доказательство существования
предела

lim
n→∞

P(G(n, p) ∈ Lkj1(n) ∩ . . . ∩ Lkjt)(n)

дословно повторяет доказательство существования предела вероятности
одного свойства. Заметим теперь, что если пересечение {j1, . . . , jt} со
множеством {m(k) + 1, . . . , m̂(k)} не пусто, то сходимость вероятности
существования подграфов X∗∗ji (x̃i) доказывается по аналогии со случаем
j1, . . . , jt ∈ {1, . . . ,m(k)}, после чего остается воспользоваться теоремой
4. Наконец, сходимость P(G(n, p) ∈ Lkm̂(k)+1(n)) следует из равенства

Lkm̂(k)+1(n) = Ωn \ Lk1(n) ∪ . . . ∪ Lkm̂(k)(n),

Утверждение доказано.

4.5.3. Доказательство леммы 4.4.1

Пусть S — множество, состоящее из всех таких α-жестких и α-нейтраль-
ных пар (K,T ), что v(T ) ≤ k3, v(K,T ) ≤ k3.

Из следствия 1.3.1, следствия 1.3.2, теоремы 1.3.2, теоремы 4.3.1 и
леммы 4.4.4 следует существование такого множества Ω̃n ⊂ Ωn,

lim
n→∞

P(G(n, p) ∈ Ωn \ Ω̃n) = 0,
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что для любого графа G ∈ Ω̃n и для любых вершин x̃1, . . . , x̃r, r ≤ k, най-
дутся всевозможные неизоморфные (K,T )-максимальные α-надежные
пары (W,G|{x̃1,...,x̃r}), v(W ) ≤ k3, для всех (K,T ) ∈ S в графе G, найдут-
ся всевозможные неизоморфные (K,T )-максимальные в G строго сба-
лансированные графы W с ρ(W ) < α, v(W ) ≤ k3, для всех (K,T ) ∈ S,
а также нет ни одной копии на r ≤ k3 вершинах графа с плотностью,
большей α.

При описании стратегий в ситуациях, в которых ход рассуждения не
меняется в зависимости от того, в каком графе из G и H Новатор выби-
рает вершину, мы будем считать, что он выбирает вершину в графе G.

Докажем, что для любых n,m ∈ N и для любой пары графов

(G,H) ∈ (Aj1...jt(n) ∩ Ω̃n)× (Aj1...jt(m) ∩ Ω̃m)

у Консерватора есть выигрышная стратегия в игре EHR(G,H, k).

Пусть Новатор на первом ходу выбирает вершину x̃1 в графе G. Рас-
смотрим граф X5

G(x̃1). Если

ρmax(X5
G(x̃1)) = k − 2

и X5
G(x̃1) — (x̃1)-развертка в G, то так как H ∈ Aj1...jt(M), в графе H

найдется такая вершина ỹ1, что граф X5
H(ỹ1) является разверткой графа

X5
G(x̃1) (в данном случае графы X5

G(x̃1), X
5
H(ỹ1) будут изоморфны). Если

ρmax(X5
G(x̃1)) = k − 2

и X5
G(x̃1) не является (x̃1)-разверткой в G или же

ρmax(X5
G(x̃1)) < k − 2,

то так как H ∈ Ω̃M , в графе H найдется такая вершина ỹ1, что граф
X5
H(ỹ1) является разверткой графаX5

G(x̃1). Консерватор в первом раунде
выбирает вершину ỹ1.

Пусть Новатор в ξ-ом раунде, ξ ∈ {2, . . . , k − 3}, выбирает, скажем,
вершину x̃ξ ∈ G. Если для некоторых

i ∈ {1, . . . , t(x̃1, . . . , x̃ξ−1,G)}, µ ∈ {ξ, . . . , k − 3}

вершина x̃ξ совпадает с x̃iµ(x̃1, . . . , x̃ξ−1), то Консерватор выберет верши-
ну

ỹξ = NETG,H,x̃1,...,x̃ξ−1,ỹ1,...,ỹξ−1
(x̃iµ(x̃1, . . . , x̃ξ−1)).
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Предположим, что подходящих

i ∈ {1, t(x̃1, . . . , x̃ξ−1,G)}, µ ∈ {ξ, . . . , k − 3}

не найдется. В силу определения графов X5
G(x̃1, . . . , x̃ξ−1), X

5
G(x̃1, . . . , x̃ξ)

и так как H ∈ ΩM , в графе H найдется такая вершина ỹξ, что граф
X5
H(ỹ1, . . . , ỹξ) является разверткой графа X5

G(x̃1, . . . , x̃ξ). Действитель-
но, интересующий нас графX5

H(ỹ1, . . . , ỹξ) таков, что пара (X5
H(ỹ1, . . . , ỹξ),

H|{ỹ1,...,ỹξ−1}) является α-надежной. Консерватор выберет вершину ỹξ.
Пусть в раунде с номером k − 3 выбраны вершины x̃1, . . . , x̃k−3 ∈ G,

ỹ1, . . . , ỹk−3 ∈ H. По построению графыX5
G(x̃1, . . . , x̃k−3), X

5
H(ỹ1, . . . , ỹk−3)

изоморфны. Пусть

ϕ : X5
G(x̃1, . . . , x̃k−3)→ X5

H(ỹ1, . . . , ỹk−3)

— изоморфизм.
Остальную часть доказательства разобьем на несколько случаев. Боль-

шинство случаев разбирается похожим образом, поэтому мы приведем
детальное доказательство лишь для основных, а остальные просто пере-
числим.

1. В k − 2-ом раунде Новатор выбирает вершину x̃k−2, соединенную
ребрами с каждой из x̃1, . . . , x̃k−3. Если в графе G найдутся верши-
ны x̃1, x̃2, соединенные ребрами с каждой из x̃1, . . . , x̃k−2, то верши-
на x̃k−2 принадлежит множеству V (X̂2

G(x̃1, . . . , x̃k−3)). Консерватор
выбирает вершину

ỹk−2 = ϕ(x̃k−2). (4.11)

Если в раунде с номером k−1 Новатор выбирает вершину из множе-
стваа V (X̂2

G(x̃1, . . . , x̃k−3)), то Консерватор снова выбирает вершину

ỹk−1 = ϕ(x̃k−1) (4.12)

и, очевидно, выигрывает в k-ом раунде. Если же Новатор выбирает
вершину x̃k−1, соединенную с каждой из x̃1, . . . , x̃k−2, но для нее не
существует вершины x̃, соединенной с каждой из x̃1, . . . , x̃k−1, то без
ограничения общности можно считать, что x̃k−1 ∈ X2

G(x̃1, . . . , x̃k−3).
Консерватор выбирает вершину ỹk−1, определенную в (4.12). Если в
k-ом раунде Новатор выбирает вершину x̃k, соединенную ребрами с
k−2 вершинами из x̃1, . . . , x̃k−1, то в графеX2

G(x̃1, . . . , x̃k−3) найдется
вершина x̃, соединенная ребрами с теми же из x̃1, . . . , x̃k−1, что и
вершина x̃k. Консерватор выберет вершину

ỹk = ϕ(x̃k)
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и победит. Если, наконец, вершина x̃k соединена с не более, чем
k − 3 из x̃1, . . . , x̃k−1, то пара (G|{x̃1,...,x̃k},G|{x̃1,...,x̃k−1}) является α-
надежной. Так как H ∈ Ω̃M , в графе H найдется такая вершина
ỹk, что граф H|{ỹ1,...,ỹk} является точным (G|{x̃1,...,x̃k},G|{x̃1,...,x̃k−1

})-
расширением графа H|{ỹ1,...,ỹk−1}. Консерватор выберет вершину ỹk и
победит. Если вершина x̃k−1 соединена ребрами с не более чем k− 4
вершинами из x̃1, . . . , x̃k−2, то найдем все такие вершины x̃1, . . . , x̃s

графа G, соединенные ребрами с хотя бы k− 2 вершинами из x̃1, . . .
, x̃k−1, что все пары (G|{x̃1,...,x̃k−1,x̃i},G|{x̃1,...,x̃k−1}), i ∈ {1, . . . , s} неизо-
морфны. Рассмотрим подграф A в G, содержащий только вершины
x̃1, . . ., x̃k−1, x̃

1, . . . , x̃s. Пара (A,G|{x̃1,...,x̃k−2}) является α-надежной.
Так как H ∈ Ω̃M , в графе H найдется точное (A,G|{x̃1,...,x̃k−2})-рас-
ширение B графа H|{ỹ1,...,ỹk−3}. При изоморфизме, соответствующем
этому расширению, вершина x̃k−1 перейдет в вершину ỹk−1, кото-
рую и выберет Консерватор, после чего, очевидно, сможет победить.
Пусть, наконец, вершина x̃k−1 соединена ребрами с k − 3 вершина-
ми из x̃1, . . . , x̃k−2. Если найдется вершина x̃, соединенная с каждой
из x̃1, . . . , x̃k−1, то без ограничения общности можно считать, что
вершины x̃k−1, x̃ принадлежат графу X2

G(x̃1, . . . , x̃k−3). Консерватор
выберет вершину ỹk−1, определенную равенством (4.12). Далее если
Новатор выбирает вершину, соединенную с каждой из x̃1, . . . , x̃k−1,
то Консерватор выберет вершину ϕ(x̃). Если Новатор выберет вер-
шину, соединенную ребрами с k − 2 вершинами из x̃1, . . . , x̃k−1, то
снова без ограничения общности можно считать, что эта вершина
принадлежит графу X2

G(x̃1, . . . , x̃k−3), и Консерватор, тем самым,
сможет победить.

Если же вершина x̃k−2 не принадлежит V (X̂2
G(x̃1, . . . , x̃k−3)), то най-

дем все такие вершины x̃1, . . . , x̃s графа G, что выполнены следу-
ющие свойства. Каждая из вершин x̃1, . . . , x̃k−2 соединена ребром с
каждой из вершин x̃1, . . . , x̃s. Множества наборов по k− 3 вершины
из x̃1, . . . , x̃k−2, для которых в графе G найдется вершина, соединен-
ная с ними и с x̃i, различны для всех i ∈ {1, . . . , s}. Рассмотрим под-
граф A в G, содержащий вершины x̃1, . . . , x̃k−2, x̃

1, . . . , x̃s, а также
по одному (G2, H2) расширению каждого подграфа на k− 3 верши-
нах из x̃1, . . . , x̃k−2 и одной из x̃1, . . . , x̃s. Тогда пара (A,G|{x̃1,...,x̃k−3})

является α-надежной. Так как H ∈ Ω̃M , в графе H найдется точное
(A,G|{x̃1,...,x̃k−3})-расширение B графа H|{ỹ1,...,ỹk−3}. При изоморфиз-
ме, соответствующему этому расширению, вершина x̃k−2 перейдет
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в вершину ỹk−2, которую и выберет Консерватор. Легко заметить,
что если в k − 1-ом раунде Новатор выбирает вершину x̃k−1, со-
единенную с каждой из x̃1, . . . , x̃k−2, то Консерватор победит, вы-
брав в k− 1-ом раунде нужную вершину из графа B. Если Новатор
выберет вершину x̃k−1, соединенную ребрами с не более чем k − 4
вершинами из x̃1, . . . , x̃k−2, то дальнейшая стратегия Консерватора
также очевидна. Пусть, наконец, вершина x̃k−1 соединена ребрами
с k − 3 вершинами из x̃1, . . . , x̃k−2. Если найдется вершина x̃, со-
единенная с каждой из x̃1, . . . , x̃k−1, то без ограничения общности
можно считать, что вершины x̃k−1, x̃ принадлежат V (A). Но тогда
Консерватор найдет вершину ỹk−1, соответствующую вершине x̃k−1,
в графе B и вновь сможет победить.

2. В k − 2-ом раунде Новатор выбирает вершину x̃k−2, соединенную
ребрами с k−4 вершинами из x̃1, . . . , x̃k−3. Если в графе G найдутся
вершины x̃1, x̃2, соединенные ребрами с каждой из x̃1, . . . , x̃k−2, то
вершины x̃1, x̃2 принадлежат либо множеству

V (X̂2
G(x̃1, . . . , x̃k−3)),

либо множеству

V (X̂4
G(x̃1, . . . , x̃k−3)) \ V (X̂2

G(x̃1, . . . , x̃k−3)).

То есть вершина x̃k−2 принадлежит множеству V (X4
G(x̃1, . . . , x̃k−3)).

Консерватор выбирает вершину ỹk−2, определенную в (4.11). Даль-
нейшая стратегия Консерватора аналогична случаям, разобранным
в 1.

Если не существует двух вершин, соединенных между собой и с каж-
дой из x̃1, . . . , x̃k−2, то дальнейшие рассуждения повторяют случаи
из 1., в которых использовались надежные пары.

3. В k − 2-ом раунде Новатор выбирает вершину x̃k−2, соединенную
ребрами с не более чем k − 5 вершинами из x̃1, . . . , x̃k−3. Если в
графе G найдутся вершины x̃1, x̃2, соединенные ребрами с каждой
из x̃1, . . . , x̃k−2, то вершины x̃1, x̃2 принадлежат либо множеству

V (X̂2
G(x̃1, . . . , x̃k−3)),

либо множеству

V (X̂4
G(x̃1, . . . , x̃k−3)) \ V (X̂2

G(x̃1, . . . , x̃k−3)).
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либо множеству

V (X̂5
G(x̃1, . . . , x̃k−3)) \ V (X̂4

G(x̃1, . . . , x̃k−3)).

В любом случае без ограничения общности можно считать, что вер-
шина x̃k−2 принадлежит множеству V (X5

G(x̃1, . . . , x̃k−3)). Консерва-
тор выбирает вершину ỹk−2, определенную равенством (4.11) Даль-
нейшая стратегия Консерватора, опять же, аналогична случаям,
разобранным в 1.

Если не существует двух вершин, соединенных между собой и с каж-
дой из x̃1, . . . , x̃k−2, то дальнейшие рассуждения повторяют случаи
из 1, в которых использовались надежные пары.

Лемма доказана.

4.6. Доказательство теоремы 4.2.1

Легко заметить, что с помощью леммы 4.4.1 можно так разбить некото-
рое подмножество Ω̃n ⊂ Ωn, P(G(n, p) ∈ Ω̃n) → 1, n → ∞, на классы
эквивалентности Ω1

n, . . . ,Ω
s(k)
n , что для пар графов из классов с одним

и тем же номером у Консерватора есть выигрышная стратегия. Иными
словами, для любых n,m ∈ N, для любого i ∈ {1, . . . , s(k)}, для любых
графов G ∈ Ωi

n, H ∈ Ωi
m у Консерватора есть выигрышная стратегия в

игре EHR(G,H, k). Каждый такой класс эквивалентности есть пересече-
ние множества Akj1,...,jt(n) для некоторых

j1, . . . , jt ∈ {1, . . . , m̂(k) + 1}

с Ω̃n ⊂ Ωn. Пусть L — некоторое свойство первого порядка, выражаемое
формулой первого порядка глубины не выше k. В силу теоремы 1.4.1 для
каждого i ∈ {1, . . . , s(k)} его истинность одинакова на всех графах из⋃

n∈N

Ωi
n.

Из леммы 4.4.2 следует, что мера каждого класса Ωi
n, i ∈ {1, . . . , s(k)},

сходится при n → ∞. Подмножество в Ω̃n графов, для которых ис-
тинно свойство L, есть объединение классов Ωi

n, i ∈ I, для некоторого
I ⊆ {1, . . . , s(k)}, поэтому мера такого подмножества также сходится.
Теорема доказана.
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Глава 5.

Перемены кванторов формул первого
порядка с бесконечным спектром

Пусть φ — формула первого порядка, а S(φ) — множество всех таких α ∈
(0, 1), что вероятность P(G(n, n−α) |= φ) не сходится ни к 0, ни к 1 при
n → ∞. Как мы выяснили в главе 2 (см. следствие 2.2.1), наименьшая
глубина формулы с бесконечным спектром S(φ), равна либо 4, либо 5. В
этой главе мы ответим на вопрос, чему равно наименьшее число перемен
кванторов такой формулы.

Всюду в этой главе мы пишем G |= φ, когда формула φ истинна на
графе G.

Все результаты этой главы опубликованы в работах [125, 143, 146].

5.1. Введение и новый результат

Пустьm ∈ N, α = 1
2+ 1

2(m+1) и p = n−α. В главе 2 мы доказали следующее.
Вероятность того, что формула

φ = ∃x1∃x2

[(
∃x3∃x4

( ∧
1≤i<j≤4

(xi ∼ xj)

))
∧ (ϕ(x1, x2))

]
,

где ϕ(x1, x2) =

∀y1 ([y1 ∼ x1]∨ [y1 ∼ x2]∨ [∀y2([¬(y2 ∼ x1)]∨ [¬(y2 ∼ y1)])]∨ [∃z (z ∼ x1)∧

(z ∼ x2) ∧ (∀u [([¬(u ∼ z)] ∨ [¬(u ∼ y1)]) ∨ (u ∼ x1) ∨ (u ∼ x2)])]),

истинна на G(n, p), не стремится ни к 0, ни к 1. Заметим, что макси-
мальное число перемен кванторов среди всех последовательностей вло-
женных кванторов формулы φ равно ch(φ) = 3 (здесь существенно, что
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отрицания в формуле φ ставятся только перед атомарными формула-
ми). Величина ch(φ) называется числом перемен кванторов формулы φ.
Возникает естественный вопрос: чему равно минимальное число перемен
кванторов замкнутой формулы с бесконечным спектром? Ответ на этот
вопрос сформулирован в утверждении ниже, которое является основным
результатом настоящей главы.

Теорема 5.1.1. Минимальное k, для которого существует замкну-
тая формула первого порядка с бесконечным спектром и числом пере-
мен кванторов k, равно 3.

Изучению спектров формул первого порядка с малым числом пере-
мен кванторов (0, 1, 2) посвящены некоторые работы П. Эрдеша, А. Ре-
ньи, Б. Боллобаша, А. Ручинского, А. Винса, Дж. Спенсера и других
(см., например, [28, 44, 103, 113, 142]). В этих работах для формул с
малым числом перемен кванторов специального вида спектр был полно-
стью изучен (о некоторых таких результатах мы подробнее поговорим в
следующем разделе). В частности, все такие спектры конечны. Как вид-
но из теоремы 5.1.1, нам удалось обобщить эти результаты и доказать,
что спектры всех формул первого порядка с числом перемен кванторов
0, 1, 2 конечны.

5.2. Формулы существования и расширения

Замкнутая формула φ в предваренной нормальной форме называется
формулой существования, если в этой формуле присутствуют только
кванторы существования. Замкнутая формула φ в предваренной нор-
мальной форме называется формулой расширения, если последователь-
ность кванторов этой формулы равна ∀ . . . ∀∃ . . . ∃. Асимптотическое по-
ведение вероятностей истинности таких формул для случайного графа
G(n, p) было изучено в [28, 44, 103, 113]. Мы резюмируем основные ре-
зультаты ниже в этом разделе.

Можно показать, что теоремы 1.3.2, 1.3.4 влекут конечность спектра
любой формулы существования и любой формулы расширения (строгое
доказательство этого факта приведено в разделе 5.4).

Рассмотрим теперь замкнутые формулы, находящиеся в предварен-
ной нормальной форме, с числом перемен кванторов 3. Будем называть
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такую формулу φ формулой двойного расширения, если последователь-
ность кванторов в ней имеет вид ∀ . . . ∀∃ . . . ∃∀ . . . ∀. Асимптотические
поведение вероятностей истинности формул двойного расширения для
случайного графа G(n, p) было изучено в [1, 135].

Пусть G ⊃ H, V (H) = {a1, . . . , as}, V (G) \ V (H) = {b1, . . . , bm},
m ≥ 1, но s ≥ 0 (s может быть равно 0). Рассмотрим некоторое ко-
нечное множество графов W , удовлетворяющих следующему свойству.
Для любого W ∈ W выполнено G ⊂ W , V (W ) \ V (G) = {c1, . . . , cr},
r = r(W ) ≥ 1, ребра в W проведены между каждой связной компо-
нентой графа W |{c1,...,cr} и графом W |{b1,...,bm}. Будем говорить, что граф
обладает свойством (W , G,H)-двойного расширения, если для любых
его различных вершин y1, . . . , ys существуют такие различные верши-
ны x1, . . . , xm, что для любого W ∈ W и любых различных вершин
z1, . . . , zr(W )

• для любых i ∈ {1, . . . , s}, j ∈ {1, . . . ,m} выполнено yi 6= xj, и
истинность предиката ai ∼ bj влечет истинность предиката yi ∼ xj,

• для любых различных i, j ∈ {1, . . . ,m} истинность предиката bi ∼
bj влечет истинность предиката xi ∼ xj,

• либо существуют такие h ∈ {1, . . . , r(W )} и i ∈ {1, . . . , s}, что [zh =
yi] ∨ [(zh � yi) ∧ (ch ∼ ai)],
либо существуют такие h ∈ {1, . . . , r(W )} и j ∈ {1, . . . ,m}, что
[zh = xj] ∨ [(zh � xj) ∧ (ch ∼ bj)].

В [1] (см. главу 10.7) доказано следующее утверждение.

Теорема 5.2.1. Пусть p = n−α, α > 0. Пусть, кроме того, для лю-
бого W ∈ W выполнено ρ(W,G) > ρ(G,H) > 0 и n−1/ρ(W,G) � p �
n−1/ρ(G,H). Тогда а.п.н. G(n, p) обладает свойством (W , G,H)-двойного
расширения.

В разделе 5.4 мы покажем, что теоремы 1.3.2, 1.3.4, 5.2.1 влекут ко-
нечность спектров всех формул двойного расширения, и, таким образом,
докажем теорему 5.1.1.

5.3. Вспомогательные конструкции

Напомним, что укорененным деревом TR называется дерево с выделен-
ной вершиной R, которая называется корнем. Укорененный лес — дизъ-
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юнктное объдинение укорененных деревьев, все корни этих деревьев яв-
ляются корнями укорененного леса. Если R, . . . , x, y — простой путь в
укорененном дереве TR, то x называется родителем y, а y — сыном x.
Отношение наследствования является транзитивным и рефлективным
замыканием отношения “быть сыном”. Если v ∈ V (TR), то TR[v] будем
обозначать подграф в TR, индуцированный на множество всех наследни-
ков v. Очевидно, TR[v] является лесом, сыновья v являются его корнями.

Формулы первого порядка φ1(x1, . . . , xs), φ2(y1, . . . , ys) (s ∈ {0, 1, 2, . . .})
называются (асимптотически) эквивалентными (ϕ1

∼= ϕ2), если суще-
ствует такое n ∈ N, что для любого графа G с v(G) ≥ n и любых его
вершин v1, . . . , vs либо

G |= (φ1(v1, . . . , vs)) ∧ (φ2(v1, . . . , vs)),

либо
G |= (¬(φ1(v1, . . . , vs)) ∧ (¬(φ2(v1, . . . , vs))).

Будем называть множество графов C (асимптотическим) свойством
графов первого порядка, если существуют такие замкнутая формула пер-
вого порядка φ и натуральное число n, что v(G) ≥ n и G ∈ C тогда и
только тогда, когда G |= φ и v(G) ≥ n (формула φ выражает свойство
C).

5.3.1. Язык F

Легко заметить, что любая формула первого порядка (необязательно за-
мкнутая) эквивалентна (даже не в асимптотическом смысле) некоторой
формуле, в записи которой участвуют символы переменных, предикат-
ные символы ∼,=,�, 6=, конъюнкции ∧, дизъюнкции ∨ (но нет символа
отрицания) и кванторы ∀,∃. Будем обозначать множество всех формул,
записанных на таком языке F .

Сформулируем очевидное наблюдение о формулах из F .

Лемма 5.3.1. Пусть Z ∈ {∧,∨}, z1, z2 ∈ {∀,∃}. Тогда для любых
формул ϕ1(x1, . . . , xs), ϕ2(x1, . . . , xm) ∈ F (с не менее чем s и m свобод-
ными переменными соответственно)

[z1x1 . . . z1xs (ϕ1(x1, . . . , xs))]Z[z2x1 . . . z2xm (ϕ2(x1, . . . , xm))] ∼=

z1x1 . . . z1xsz2xs+1 . . . z2xs+m ([ϕ1(x1, . . . , xs)]Z[ϕ2(xs+1, . . . , xs+m)]).
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С целью упрощения некоторых определений и доказательств мы для
произвольной формулы φ ∈ F определим укорененный лес F (φ) и будем
называть его графом вложенности формулы φ.

• Если φ — атомарная формула, то F (φ) — пустой граф.

• Пусть ϕ(x) ∈ F — некоторая формула с хотя бы одной свободной
переменной x. Если F (ϕ(x)) — пустой граф, то граф вложенности
формулы φ = ∃x (ϕ(x)) (формулы φ = ∀x (ϕ(x))) — это изолирован-
ная вершина, помеченная квантором ∃ (квантором ∀). Эта вершина
является тривиальным деревом, укорененным в этой вершине. Если
же граф F (ϕ(x)) не является пустым и F (ϕ(x)) = T 1

t1
t . . . t Tmtm,

где T 1
t1
, . . . , Tmtm — укорененные деревья с корнями t1, . . . , tm соответ-

ственно, то граф вложенности формулы φ = ∃x (ϕ(x)) (формулы
φ = ∀x (ϕ(x))) является укорененным деревом, полученным добав-
лением к графу F (ϕ(x)) вершины t, помеченной квантором ∃ (кван-
тором ∀), и ребер между t и вершинами t1, . . . , tm, с корнем t.

• Если φ = (ϕ1) ∧ (ϕ2) (или φ = (ϕ1) ∨ (ϕ2)), то F (φ) является дизъ-
юнктным объединением графов F (ϕ1), F (ϕ2).

Заметим, что кванторная глубина формулыφ— это длина самого длин-
ного пути F (φ), начинающегося в некотором его корне. Очевидно, ch(φ)
совпадает с максимальным числом перемен кванторов, которыми поме-
чены вершины путей, начинающихся в корнях F (φ).

5.3.2. Предваренные нормальные формы

Формула φ ∈ F находится в предваренной нормальной форме (PNF) (мы
также будем говорить, что φ — PNF-формула), если F (φ) — простой путь
(все кванторы находятся в начале формулы). Для произвольной форму-
лы φ ∈ F мы будем называть ее PNF-версией PNF-формулу φ̂ ∈ F ,
если φ̂ ∼= φ. Как известно [5], у любой формулы первого порядка (необя-
зательно из F) существует эквивалентная ей (даже не в асимптотиче-
ском смысле) формула первого порядка, находящаяся в предваренной
нормальной форме. Из этого очевидным образом следует, что у любой
φ ∈ F есть PNF-версия.

Будем говорить, что φ — NEPNF-формула, если φ — замкнутая PNF-
формула, построенная следующим образом. Рассмотрим произвольную
последовательность символов z = (z1, . . . , zm) из {∀,∃}. Пусть формула
φ1(x1, . . . , xm) из F не содержит кванторов и предикатных символов =
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и 6=. Для каждого j ∈ {1, . . . ,m− 1} формула φj+1(x1, . . . , xm) получена
из формулы φj(x1, . . . , xm) следующим образом:

φj+1(x1, . . . , xm) = (xj+1 6= xj) ∧ . . . ∧ (xj+1 6= x1) ∧ (φj(x1, . . . , xm)),

если zj+1 = ∃;

φj+1(x1, . . . , xm) = (xj+1 = xj) ∨ . . . ∨ (xj+1 = x1) ∨ (φj(x1, . . . , xm)),

если zj+1 = ∀.
Наконец, φ = z1x1 . . . zmxm (φm(x1, . . . , xm)). Будем называть NE-ба-

зисом формулы φ пару (φ1(x1, . . . , xm), z).

Лемма 5.3.2. Для любой замкнутой PNF-формулы φ ∈ F суще-
ствует такая NEPNF-формула φ̂ ∈ F с той же последовательностью
кванторов, что φ ∼= φ̂.

Доказательство. Пусть φ = z1x1 . . . zmxm (ϕ(x1, . . . , xm)) ∈ F — за-
мкнутая PNF-формула, где z1, . . . , zm — некоторая последовательность
кванторов. Положим φ̂1(x1, . . . , xm) = ϕ(x1, . . . , xm). Для любого j ∈
{1, . . . ,m − 1} получим формулу φ̂j+1(x1, . . . , xm) с помощью построен-
ной на предыдущем шаге формулы φ̂j(x1, . . . , xm) следующим образом.

1) Формула φ̂0
j+1(x1, . . . , xm) получена из формулы φ̂j(x1, . . . , xm) с по-

мощью предположения, что все предикаты

x1 = xj+1, . . . , xj = xj+1

являются ложными, а все предикаты

x1 6= xj+1, . . . , xj 6= xj+1

являются истинными.

Для каждого i ∈ {1, . . . , j + 1} формула φ̂ij(x1, . . . , xm) получена из
формулы φ̂j(x1, . . . , xm) с помощью предположения, что все преди-
каты

x1 = xj+1, . . . , xi−1 = xj+1, xi 6= xj+1, xi+1 = xj+1, . . . , xj = xj+1

являются ложными, а все предикаты

x1 6= xj+1, . . . , xi−1 6= xj+1, xi = xj+1, xi+1 6= xj+1, . . . , xj 6= xj+1

являются истинными.
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2) Если zj+1 = ∃, то φ̂j+1(x1, . . . , xm) =

φ̂0
j(x1, . . . , xm) ∨

[
j∨
i=1

(φ̂ij(x1, . . . , xj, xi, xj+2, . . . , xm))

]
.

В противном случае φ̂j+1(x1, . . . , xm) =

φ̂0
j(x1, . . . , xm) ∧

[
j∧
i=1

(φ̂ij(x1, . . . , xj, xi, xj+2, . . . , xm))

]
.

Пусть φ̂—NEPNF-формула с NE-базисом (φ̂m(x1, . . . , xm), (z1, . . . , zm)).
Заметим, что φ ∼= φ̂, причем обе формулы имеют одну и ту же последо-
вательность кванторов z1, . . . , zm. �

При доказательстве теоремы 5.1.1 мы будем использовать сформули-
рованное ниже следствие из леммы 5.3.2.

Лемма 5.3.3. Пусть φ = ∃x (ϕ(x)) ∈ F — замкнутая формула. То-
гда существует такая NEPNF-формула φ̂ = ∃x (ϕ̂(x)) ∈ F , что φ ∼= φ̂
и ch(φ) = ch(φ̂).

Доказательство. Пусть F — граф вложенности некоторой форму-
лы с кванторной глубиной q, который является укорененным деревом.
Обозначим корень такого дерева t(F ), а tr1(F ), . . . , tra(r,F )(F ) — все вер-
шины F , находящиеся на расстоянии r−1 от t(F ), где r — произвольное
число из {1, . . . , q}, a(r, F ) — некоторое число из {1, 2, . . .}. Разумеется,
a(1, F ) = 1, a(r, F ) ≥ 1 для всех r ∈ {2, . . . , q}. Рассмотрим первый
номер r такой, что a(r, F ) > 1 (если такого номера не существует, то
положим r = q + 1). Обозначим

µ[F ] := q + 1− r.

Заметим, что если F — простой путь, начинающийся в корне, то µ[F ] = 0.

Итак, пусть φ = ∃x (ϕ(x)) ∈ F — замкнутая формула и ch(φ) = k.
В силу леммы 5.3.2 достаточно доказать, что существует такая PNF-
формула φ̂ = ∃x (ϕ̂(x)) ∈ F , что φ ∼= φ̂ и ch(φ̂) = k. Если µ[F (φ)] = 0,
то лемма уже доказана (φ̂ = φ). Предположим, что µ[F (φ)] = m ∈ N,
а существование эквивалентной PNF-формулы с тем же числом пере-
мен кванторов и начинающейся с того же квантора уже доказано для
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любой необязательно замкнутой и начинающейся с произвольного кван-
тора (либо ∃, либо ∀) формулы ζ с µ[F (ζ)] < m.

Пусть φ = z1x1 . . . zsxs (ϕ(x1, . . . , xs)), где s = q − µ[F (φ)], z1 = ∃,
z2, . . . , zs ∈ {∀,∃}, а формула ϕ(x1, . . . , xs) не начинается с квантора.
Тогда формула ϕ(x1, . . . , xs) является логической комбинацией (в каче-
стве связок выступают дизъюнкции и конъюнкции) формул

∃x (ϕ̂i(x1, . . . , xs, x)), ∀x (ϕ̂j(x1, . . . , xs, x)).

Пусть I = {1, . . . , |I|}— множество всех таких индексов i, J = {1, . . . , |J |}
— множество всех таких индексов j. Очевидно, для всех i ∈ I, j ∈ J
справедливы неравенства

µ[F (ϕ̂i(x1, . . . , xs, x))] < m, µ[F (ϕ̂j(x1, . . . , xs, x))] < m.

По предположению индукции для всех i ∈ I, j ∈ J существуют такие
PNF-формулы

∃x (ϕ̃i(x1, . . . , xs, x)) ∼= ∃x (ϕ̂i(x1, . . . , xs, x)),

∀x (ϕ̃j(x1, . . . , xs, x)) ∼= ∀x (ϕ̂j(x1, . . . , xs, x)),

что
ch(∃x (ϕ̃i(x1, . . . , xs, x))) = ch(∃x (ϕ̂i(x1, . . . , xs, x))),

ch(∀x (ϕ̃j(x1, . . . , xs, x))) = ch(∀x (ϕ̂j(x1, . . . , xs, x))).

Пусть формула ψ̃(x1, . . . , xs) получена точно такой же логической комби-
нацией построенных формул ∃x (ϕ̃i(x1, . . . , xs, x)), ∀x (ϕ̃j(x1, . . . , xs, x)),
что и формула ϕ(x1, . . . , xs). Таким образом, формула

ψ = z1x1 . . . zsxs (ψ̃(x1, . . . , xs))

эквивалентна формуле φ, имеет то же число перемен кванторов, и F (ψ)
представляет из себя дерево с ровно одной вершиной степени более 2. Эта
вершина находится на расстоянии s−1 от корня t(F (ψ)). Пусть расстоя-
ние от этой вершины до самой удаленной от корня вершины равно r. До-
кажем, что можно построить такую формулу ψ0 ∼= ψ, что ch(ψ0) = ch(ψ),
F (ψ0) — дерево с не более чем одной вершиной степени более 2, но рас-
стояние от этой вершины (если она существует) до самой удаленной от
корня вершины дерева меньше чем r. Очевидно, что, применив такую
конструкцию не более чем r раз, мы получим искомую формулу φ̂.

Итак, опишем построение формулы ψ0. Для всех i ∈ I, j ∈ J найдем
такие натуральные числа di, dj, что

∃x1 (ϕ̃i(x1, . . . , xs, x
1)) = ∃x1 . . . ∃xdi (ψ̃i(x1, . . . , xs, x

1, . . . , xdi)),
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∀x1 (ϕ̃j(x1, . . . , xs, x
1)) = ∀x1 . . . ∀xdj (ψ̃j(x1, . . . , xs, x

1, . . . , xd
j

)),

где формулы ψ̃i(x1, . . . , xs, x
1, . . . , xdi), ψ̃j(x1, . . . , xs, x

1, . . . , xd
j

) либо не
содержат кванторов, либо начинаются с кванторов ∀,∃ соответственно.
Положим DI =

∑
i∈I di, DJ =

∑
j∈J d

j. Без ограничения общности будем
считать, что zs = ∃.

По лемме 5.3.1 существует такая формула (если zs = ∀, то в этой
формуле сначала будут идти кванторы ∀)

ψ̃0(x1, . . . , xs) =

∃xs+1 . . . ∃xs+DI
∀xs+DI+1 . . . ∀xs+DI+DJ

(ψ̂(x1, . . . , xs+DI+DJ
))

∼= ψ̃(x1, . . . , xs),

что

ch(z1x1 . . . zsxs (ψ̃0(x1, . . . , xs))) = ch(z1x1 . . . zsxs (ψ̃(x1, . . . , xs))).

Более того, F (z1x1 . . . zsxs (ψ̃0(x1, . . . , xs))) — дерево с ровно одной вер-
шиной степени более 2, и расстояние от этой вершины до самой удален-
ной от корня вершины дерева меньше чем r. Осталось положить

ψ0 = z1x1 . . . zsxs (ψ̃0(x1, . . . , xs)). �

5.4. Доказательство теоремы 5.1.1

Прежде чем обратиться к доказательству теоремы, сформулируем необ-
ходимое нам простое наблюдение о том, что нам достаточно рассматри-
вать NEPNF-формулы.

Лемма 5.4.1. Если φ ∈ F — замкнутая формула и α ∈ S(φ), то
существует такая NEPNF-формула φ̂, что ch(φ) = ch(φ̂) и α ∈ S(φ̂).

Доказательство. В силу леммы 5.3.3 достаточно доказать, что су-
ществует такая замкнутая формула φ̂ = ∃x (ϕ(x)) ∈ F , что число α

принадлежит ее спектру.
Так как α ∈ S(φ), то существует ε > 0 и такие последовательности

ni,mi, что для любого i ∈ N

min
{
P
(
G(ni, n

−α
i ) |= φ

)
,P
(
G(mi,m

−α
i ) |= ¬(φ)

)}
> ε.

Пусть i ∈ N. Пусть, кроме того, G,H — такие графы на ni,mi вершинах
соответственно, что G |= φ, H |= ¬(φ). Формула φ является логической
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комбинацией (в качестве связок выступают дизъюнкции и конюънкции)
формул

∃x (ϕj(x)), ∀x (ϕj(x)).

Пусть N — число формул в этой комбинации. Очевидно, существует та-
кое число j, что G |= ∃x (ϕj(x)), H |= ¬(∃x (ϕj(x))), или такое число
j, что G |= ∀x (ϕj(x)), H |= ¬(∀x (ϕj(x))). Следовательно, существует
такая формула ϕ(x) = ϕ(x, i) ∈ F , что ch(∃x (ϕ(x))) ≤ ch(φ), кван-
торная глубина формулы ∃x (ϕ(x)) не превосходит кванторной глубины
формулы φ и

min
{
P
(
G(ni, n

−α
i ) |= ∃x (ϕ(x))

)
,P
(
G(mi,m

−α
i ) |= ¬(∃x (ϕ(x)))

)}
> ε/N.

Положим φ̂i = ∃x (ϕ(x, i)). Так как существует лишь конечное число
представителей различных классов ∼=-эквивалентности замкнутых фор-
мул в F с фиксированной кванторной глубиной (см., например, [5]), то
и конечно число представителей различных классов ∼=-эквивалентности
в {φ̂i, i ∈ N}. Поэтому существует формула φ̂ = ∃x (ϕ(x)) ∈ {φ̂i, i ∈ N}
и такая последовательность ij, что для всех j ∈ N

min
{
P
(
G(nij , n

−α
ij

) |= φ̂
)
,P
(
G(mij ,m

−α
ij

) |= ¬(φ̂)
)}

> ε/N.

Следовательно, α ∈ S(φ̂). �

Утверждение теоремы 5.1.1 является очевидным следствием следую-
щего результата.

Теорема 5.4.1. Наименьшее k, для которого существует формула
φ ∈ F с бесконечным спектром и ch(φ) = k, равно 3.

Доказательство. В силу леммы 5.4.1 достаточно доказать, что для
любого k ∈ {0, 1, 2} и любой NEPNF-формулы φ = ∃x (ϕ(x)) ∈ F с
ch(φ) = k множество S(φ) конечно. Заметим, что S(φ) = S(¬(φ)). В
этой связи для некоторых k мы будем доказывать, что спектры фор-
мул ∀x (ϕ(x)) конечны. Очевидно, случаи k ∈ {0, 1} являются частными
случаями k = 2. Тем не менее мы докажем утверждение отдельно и в
случаях k = 0, k = 1, чтобы проиллюстрировать, как наш метод работа-
ет для этих более простых случаев, и, тем самым, облегчить понимание
доказательства в случае k = 2.
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Обозначим φH ∈ F формулу расширения, выражающую свойство со-
держать индуцированный подграф, изоморфный H.

5.4.1. Ноль перемен кванторов

Пусть ch(φ) = 0, где φ = ∃x (ϕ(x)) ∈ F — некоторая NEPNF-формула.
Очевидно, существует такое конечное множество графов G, что G |= φ
тогда и только тогда, когда в G существует индуцированный подграф
изоморфный некоторому H ∈ G. Иными словами,

φ ∼=
∨
H∈G

(φH).

По теореме 1.3.2 либо ρ := minH∈G{ρmax(H)} > 0 и S(φ) ⊂ {1/ρ}, либо
ρ = 0 и S(φ) = ∅.

5.4.2. Одна перемена кванторов

Пусть ch(φ) = 1, где формула

φ = ∀y1 . . . ∀ys∃x1 . . . ∃xm (ϕ(y1, . . . , ys, x1, . . . , xm)) ∈ F

имеет кванторную глубину s+m. Очевидно, существует конечное множе-
ство графов G на некотором множестве вершин {a1, . . . , as} и для каж-
дого A ∈ G существует конечное множество графов H(A) на некотором
множестве вершин {a1, . . . , as, b1, . . . , bm} с перечисленными ниже свой-
ствами:

• для любых A ∈ G, B ∈ H(A) выполнено A = B|{a1,...,as},

• G |= φ тогда и только тогда, когда для любых попарно различных
вершин y1, . . . , ys ∈ V (G) существуют попарно различные вершины
x1, . . . , xm ∈ V (G) (xj 6= yi) и такие графы A ∈ G, B ∈ H(A), что
отображение f : B → G|{y1,...,ys,x1,...,xm}, сохраняющее номера вершин
(f(ai) = yi, f(bj) = xj), — изоморфизм.

Пусть все графы A1, . . . , AM из множества G упорядочены таким обра-
зом, что

ρ1 := ρmax(A1) ≥ . . . ≥ ρmax(AM) =: ρM . (5.1)

Для каждого i ∈ {1, . . . ,M} положим ρi = min{ρmax(B,Ai), B ∈ H(Ai)}.
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Предположим, что 1/α не равно ни одному числу из ρi, ρi, где i ∈
{1, . . . ,M}. Если существует граф на множестве вершин {a1, . . . , as},
не принадлежащий G, с максимальной плотностью меньшей чем 1/α,
то по теореме 1.3.2 а.п.н. G(n, p) |= ¬(φ). Предположим, что такого
графа не существует. Тогда ρM = 0. Положим ρ0 = ∞, 1/ρ0 = 0 и
1/ρM = ∞. Пусть число i0 ∈ {0, 1, . . . ,M − 1} выбрано таким обра-
зом, что 1/ρi0 < α < 1/ρi0+1. Если для некоторого i ∈ {i0 + 1, . . . ,M}
выполнено неравенство ρi > 1/α, то по теореме 1.3.4 а.п.н. G(n, p) |=
¬(φ). В противном случае, а.п.н. G(n, p) |= φ. Следовательно, S(φ) ⊆
{1/ρ1, . . . , 1/ρM , 1/ρ

1, . . . , 1/ρM}, и поэтому |S(φ)| <∞.

5.4.3. Две перемены кванторов

В этом случае недостаточно просто перейти к некоторым множествам
графов, определяемым рассматриваемой формулой, как это сделано в
предыдущих двух. Мы разбили доказательство на несколько этапов. Толь-
ко первый этап “переход к множествам графов” идейно повторяет дока-
зательство в случае не более одной перемены кванторов.

Переход к множествам графов

Пусть кванторная глубина формулы φ =

∀y1 . . . ∀ys∃x1 . . . ∃xm∀w1 . . . ∀wr (ϕ(y1, . . . , ys, x1, . . . , xm, w1, . . . , wr)) ∈ F

равна s+m+r. Очевидно, существует множество вершин Σ = ΣatΣbtΣc,
где Σa = {a1, . . . , as}, Σb = {b1, . . . , bm}, Σc = {c1, . . . , cr}, а также

— конечное множество графов G на множестве вершин Σa,

— конечное множество графов H(A) на множестве вершин ΣatΣb для
каждого графа A ∈ G,

— конечное множество графов K(B) на множестве вершин Σ для каж-
дого графа A ∈ G и B ∈ H(A),

для которых выполнены перечисленные ниже свойства:

• для любых A ∈ G, B ∈ H(A), C ∈ K(B) справедливы равенства
A = B|Σa, B = C|ΣatΣb;
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• G |= φ тогда и только тогда, когда для любых попарно различных
вершин y1, . . . , ys из V (G) существуют такие попарно различные
x1, . . . , xm из V (G) \ {y1, . . . , ys}, что для любых попарно различ-
ных w1, . . . , wr из V (G) \ {y1, . . . , ys, x1, . . . , xm} существуют графы
A ∈ G, B ∈ H(A), C ∈ K(B) со следующим свойством: отображение

f : C → G|{y1,...,ys,x1,...,xm,w1,...,wr},

сохраняющее подрядок вершин (f(ai) = yi, f(bj) = xj, f(ch) = wh),
является изоморфизмом.

По теореме 1.1.3, если α < 1
s+m+r−2 , то α /∈ S(φ). Кроме того, по тео-

реме 1.1.2, если α — иррациональное число, то α /∈ S(φ). В этой связи
множество чисел в S(φ) с ограниченным фиксированным числом числи-
телем конечно. Таким образом, при доказательстве того, что α /∈ S(φ)
мы будем считать, что α — рациональное число с достаточно большим
числителем. Как и в случае одной перемены кванторов, мы предполага-
ем, что на множестве вершин Σa не существует графа с максимальной
плотностью меньшей чем 1/α, не принадлежащего G.

Построение плотной окрестности и определение ее структуры

Пусть Γ — некоторый фиксированный граф на некотором множестве
вершин V , причем существует A ∈ G и попарно различные вершины
y1, . . . , ys ∈ V , для которых отображение A → Γ|{y1,...,ys}, сохраняющее
порядок вершин, является изоморфизмом.

Пусть Y0 = Γ|{y1,...,ys}. Для каждого i ≥ 0 опишем процесс построения
индуцированного подграфа Yi+1 графа Γ, полученного добавлением неко-
торых вершин к графу Yi (на некотором шаге ĩ этот процесс остановится,
и тогда положим Y = Yĩ). Для шага i процесс не останавливается, если
существует такой подграф W ⊂ Γ, что W ⊃ Yi, v(W ) − v(Yi) ≤ r и
ρmax(W,Yi) > 1/α. В таком случае для нашедшегося графа W , обладаю-
щего упомянутым выше свойством, положим Yi+1 = W .

Граф Y = Y (Γ; y1, . . . , ys) построен. Прежде чем перейти к следую-
щему этапу доказательства, введем некоторые обозначения.

• Пусть U = U(A) = {B1, . . . , Bβ} — множество всех таких графов B
на множестве вершин Σa∪Σb, чтоB|Σa = A. Разумеется, β = 2C

2
m+sm.

• Пусть x0
1, . . . , x

0
m — произвольные вершины, не принадлежащие мно-

жеству V (Y ) (и даже необязательно принадлежащие множеству V ).
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• Пусть ` ∈ {1, . . . , β}, m̃ ∈ {0, . . . ,m}. Рассмотрим множество X`,m̃
таких наборов вершин x1, . . . , xm̃ ∈ V (Y ) \ {y1, . . . , ys}, что суще-
ствует граф W на множестве вершин V (Y ) ∪ {x0

m̃+1, . . . , x
0
m} и изо-

морфизм
f : B` → W |{y1,...,ys,x1,...,xm̃,x0

m̃+1,...,x
0
m},

сохраняющий порядок вершин (f(ai) = yi, f(bj) ∈ {xj, x0
j}).

• Для каждого ` ∈ {1, . . . , β}, m̃ ∈ {0, . . . ,m}, (x1, . . . , xm̃) ∈ X`,m̃
рассмотрим множество S`(x1, . . . , xm̃) всевозможных графов W на
множестве вершин V (Y ) ∪ {x0

m̃+1, . . . , x
0
m} таких, что W |V (Y ) = Y ,

ρmax(W,Y ) < 1/α и существует изоморфизм

f : B` → W |{y1,...,ys,x1,...,xm̃,x0
m̃+1,...,x

0
m},

сохраняющий порядок вершин (f(ai) = yi, f(bj) ∈ {xj, x0
j}). Кро-

ме того, для каждого W ∈ S`(x1, . . . , xm̃) рассмотрим множество
N`(W ;x1, . . . , xm̃) таких графов C на множествах вершин Σa ∪Σb ∪
{c1, . . . , cr̃}, где r̃ ≤ r, что существуют подграф Z ⊂ W , содержа-
щий вершины y1, . . . , ys, x1, . . . , xm̃, x0

m̃+1, . . . , x
0
m, а также некоторые

вершины w1, . . . , wr̃ ∈ V (Y ), и изоморфизм f : C → Z, cохраняю-
щий порядок вершин (f(ai) = yi, f(bj) ∈ {xj, x0

j}, f(ch) = wh), и
выполнено неравенство

ρmax
(
Z,Z|{y1,...,ys,x1,...,xm̃,x0

m̃+1,...,x
0
m}

)
> 1/α.

• Пусть для каждого ` ∈ {1, . . . , β} (N )`[Y ; y1, . . . , ys] — максималь-
ное множество попарно различных множеств средиN`(W ;x1, . . . , xm̃),
W ∈ S`.

Вектор N = ((N )1[Y ; y1, . . . , ys], . . . , (N )β[Y ; y1, . . . , ys]) определяет
сруктуру графа Y .

Выделение ограниченного подграфа с той же структурой

Зафиксируем множество вершин {y1, . . . , ys} и A ∈ G. Для каждого
графа Γ, содержащего вершины y1, . . . , ys, для которого отображение
A → Γ|{y1,...,ys}, сохраняющее порядок вершин, является изоморфизмом,
и ` ∈ {1, . . . , β} (где β — количество элементов во множестве U(A) =
{B1, . . . , Bβ}) найдем (N )` := (N )`[Y (Γ; y1, . . . , ys); y1, . . . , ys].

Пусть Y = Y(Γ; y1, . . . , ys) — множество всех графов Y , содержащих
Γ|{y1,...,ys} как индуцированный подграф, для которых выполнено (N )` =
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(N )`[Y ; y1, . . . , ys] для всех ` ∈ {1, . . . , β}. Пусть граф Ymin(Y; y1, . . . , ys)
имеет наименьшее число вершин среди графов во множестве

{Y ∈ Y : ∀Ỹ ∈ Y (ρmax(Ỹ ) ≥ ρmax(Y ))}.

Так как множествоY(Γ; y1, . . . , ys) однозначно определяется лишь векто-
ромN = ((N )1, . . . , (N )β), то для заданных вершин y1, . . . , ys существует
лишь конечное число различных множеств Y(·; y1, . . . , ys). В этой связи
существует лишь конечное число различных графов Ymin(·; y1, . . . , ys).
Пусть

Y 1
min(y1, . . . , ys), . . . , Y

θ
min(y1, . . . , ys)

— все такие графы.

Доказательство конечности спектра

Итак, перейдем к заключительной части доказательства. Как было за-
мечено в разделе 5.4.3, мы можем считать, что α — рациональное число
с достаточно большим числителем. А именно, пусть числитель R несо-
кратимой дроби α = R

P больше чем max{s+m+ r,N}, где

N := max
{
v(Y 1

min(y1, . . . , ys)), . . . , v(Y θ
min(y1, . . . , ys))

}
.

Заметим, что N не зависит от выбора вершин y1, . . . , ys.
В силу теорем 1.3.2, 1.3.4, 5.2.1 с вероятностью, стремящейся к 1, слу-

чайный граф G(n, n−α) обладает следующими свойствами:

G1 для любого H с ρmax(H) > 1/α и v(H) ≤ s+r(sP +1) не существует
подграфа, изоморфного H;

G2 для любых H ⊂ G с v(G) ≤ s+m+r и ρmax(G,H) < 1/α выполнено
свойство (G,H)-расширения;

G3 для любыхH ⊂ G с v(G) ≤ max{N,m+s+rsP} и ρmax(G,H) < 1/α
и множества W графов W на фиксированном множестве вершин,
удовлетворяющих условиям

– G ⊂ W , 1 ≤ v(W )− v(G) ≤ r +m, ρmax(W,G) > 1/α,

– W \G связен,

– существуют ребра между W \G и G в W ,

выполнено свойство двойного (W , G,H)-расширения.
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Докажем, что если графы Γ,Υ обладают свойствами G1, G2 и G3, то
либо для обоих истинна формула φ, либо для обоих ложна, и, тем самым,
завершим доказательство теоремы.

Предположим противное: Γ |= ¬(φ), Υ |= φ. В силу свойства G1 лю-
бой подграф графа Γ на s вершинах имеет максимальную плотность,
меньшую 1/α. Как было замечено в разделе 5.4.3 все графы на мно-
жестве вершин Σa с максимальной плотностью, меньшей 1/α, принад-
лежат G. Поэтому существует A ∈ G и попарно различные вершины
y1, . . . , ys ∈ V (Γ), для которых отображение A → Γ|{y1,...,ys}, сохраня-
ющее порядок вершин, является изоморфизмом, а также не выполнено
свойство (EXT), определенное ниже.

(EXT): существуют такие попарно различные
x1, . . . , xm ∈ V (Γ) \ {y1, . . . , ys}, что для любых попарно различных

вершин w1, . . . , wr ∈ V (Γ) \ {y1, . . . , ys, x1, . . . , xm} существуют графы
B ∈ H(A), C ∈ K(B) и изоморфизм f : C → Γ|{y1,...,ys,x1,...,xm,w1,...,wr},
сохраняющий порядок вершин (f(ai) = yi, f(bj) = xj, f(ch) = wh).

Построим граф Y = Y (Γ; y1, . . . , ys), как это было сделано в разде-
ле 5.4.3. Докажем, что v(Y ) ≤ s + rsP . Предположим противное. То-
гда в силу построения графа Y в нем найдется подграф X на не более
s+ r(sP + 1) вершинах и такие v1, . . . , vsP+1 ∈ {1, . . . , r}, что

ρmax(X) ≥
(1/α)v1 + . . .+ (1/α)vsP+1 + sP+1

R

s+ v1 + . . .+ vsP+1
=

1

α
+

1

R(s+ v1 + . . .+ vsP+1)
>

1

α
.

Получили противоречие со свойством G1. Но тогда v(Y ) ≤ s + rsP и,
следовательно, ρmax(Y ) ≤ 1/α.

Рассмотрим граф Ymin = Ymin(Y(Γ; y1, . . . , ys); y1, . . . , ys). По его опре-
делению ρmax(Ymin) ≤ ρmax(Y ) ≤ 1/α. Так как v(Ymin) ≤ N < R, то
равенство ρmax(Ymin) = 1/α невозможно, а, следовательно, ρmax(Ymin) <
1/α.

В силу свойства G3 в графе Υ найдется такой индуцированный под-
граф Y Υ, изоморфный Ymin, что в Υ не существует подграфа W ⊃ Y Υ

с v(W ) − v(Y Υ) ≤ r + m и ρmax(W,Y Υ) > 1/α. Пусть f : Ymin →
Y Υ изоморфизм, переводящий вершины y1, . . . , ys в некоторые вершины
yΥ

1 , . . . , y
Υ
s соответственно. Так как Υ |= φ, то для вершин yΥ

1 , . . . , y
Υ
s вы-

полнено свойство (EXT). Пусть xΥ
1 , . . . , x

Υ
m — такие вершины из V (Υ) \
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{yΥ
1 , . . . , y

Υ
s }, а B ∈ H(A) — такой граф, что для любых попарно раз-

личных вершин wΥ
1 , . . . , w

Υ
r ∈ V (Υ)\{yΥ

1 , . . . , y
Υ
s , x

Υ
1 , . . . , x

Υ
m} существует

граф C ∈ K(B) и изоморфизм g : C → Υ|{yΥ
1 ,...,y

Υ
s ,x

Υ
1 ,...,x

Υ
m,w

Υ
1 ,...,w

Υ
r }, сохра-

няющий порядок вершин (g(ai) = yΥ
i , g(bj) = xΥ

j , g(ch) = wΥ
h ).

По построению и свойству G1

ρmax
(
Υ|V (Y Υ)∪{xΥ

1 ,...,x
Υ
m}, Y

Υ
)
< 1/α

(если хотя бы одна из вершин xΥ
1 , . . . , x

Υ
m не принадлежит Y Υ). Действи-

тельно, равенство невозможно, так как v
(
Υ|V (Y Υ)∪{xΥ

1 ,...,x
Υ
m}
)
− v

(
Y Υ
)
≤

m. Пусть x1, . . . , xm̃ ∈ Y Υ, xm̃+1, . . . , xm ∈ V (Υ) \ V (Y Υ), где m̃ ∈
{0, 1, . . . ,m}. В силу свойства G3, определения графа Y и определе-
ния графа Ymin в графе Γ найдутся такие вершины x1, . . . , xm̃ ∈ V (Y ),
xm̃+1, . . . , xm ∈ V (Γ)\V (Y ), что выполнены свойства Q1, Q2 и Q3, сфор-
мулированные ниже.

Q1 Существует изоморфизм f : B → Γ|{y1,...,ys,x1,...,xm}, сохраняющий
порядок вершин (f(ai) = yi, f(bj) = xj).

Q2 Не существуют такого графа W ⊂ Γ, содержащего как подграф
Γ|V (Y )∪{x1,...,xm}, что

v(W )− v
(
Γ|V (Y )∪{x1,...,xm}

)
≤ r и ρmax

(
W,Γ|V (Y )∪{x1,...,xm}

)
> 1/α.

Q3 Пусть C — граф на множестве вершин {a1, . . . , as, b1, . . . , bm, c1, . . . , cr̃}
(где r̃ ≤ r) такой, что существуют подграф Z ⊆ Γ, содержащий вер-
шины y1, . . . , ys, x1, . . . , xm, а также некоторые вершины w1, . . . , wr̃ ∈
V (Y ), и изоморфизм f : C → Z, cохраняющий порядок вершин
(f(ai) = yi, f(bj) = xj, f(ch) = wh), и выполнено неравенство

ρmax
(
Z,Z|{y1,...,ys,x1,...,xm}

)
> 1/α.

Тогда и в графе Υ существуют подграф ZΥ, содержащий вершины
yΥ

1 , . . . , y
Υ
s , xΥ

1 , . . . , x
Υ
m, а также некоторые вершины wΥ

1 , . . . , w
Υ
r̃ ∈

V (Y Υ), и изоморфизм f : C → ZΥ, cохраняющий порядок вершин
(f(ai) = yΥ

i , f(bj) = xΥ
j , f(ch) = wΥ

h ).

По нашему предположению найдутся такие вершины w1, . . . , wr ∈
V (Γ) \ {y1, . . . , ys, x1, . . . , xm}, что ни для какого графа C ∈ K(B) не
существует изоморфизма f : C → Γ|{y1,...,ys,x1,...,xm,w1,...,wr}, сохраняющего
порядок вершин (f(ai) = yi, f(bj) = xj, f(ch) = wh). Если

ρmax
(
Γ|{y1,...,ys,x1,...,xm,w1,...,wr},Γ|{y1,...,ys,x1,...,xm}

)
< 1/α, (5.2)
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то по свойству G2 в графе Υ найдутся такие вершины wΥ
1 , . . . , w

Υ
r , что

отображение

f : Γ|{y1,...,ys,x1,...,xm,w1,...,wr} → Υ|{yΥ
1 ,...,y

Υ
s ,x

Υ
1 ,...,x

Υ
m,w

Υ
1 ,...,w

Υ
r }, (5.3)

сохраняющее порядок вершин (f(yi) = yΥ
i , f(xj) = xΥ

j , f(wh) = wΥ
h ),

является изоморфизмом. Получили противоречие.

Если w1, . . . , wr ∈ V (Γ)\V (Y ), то выполнено неравенство (5.2) (равен-
ство невозможно, так как v

(
Γ|{y1,...,ys,x1,...,xm,w1,...,wr}

)
−v
(
Γ|{y1,...,ys,x1,...,xm}

)
=

r < R).
Если w1, . . . , wr ∈ V (Y ) и

ρmax
(
Γ|{y1,...,ys,x1,...,xm,w1,...,wr},Γ|{y1,...,ys,x1,...,xm}

)
> 1/α,

то по построению в графе Y Υ найдутся такие вершины wΥ
1 , . . . , w

Υ
r , что

отображение (5.3), сохраняющее порядок вершин, является изоморфиз-
мом. Снова получили противоречие.

Наконец, если некоторые (не все) из вершин w1, . . . , wr принадлежат
V (Y ), то пусть, скажем w1 . . . , wr̃ ∈ V (Y ), wr̃+1, . . . , wr ∈ V (Γ) \ V (Y ).
По построению в графе Y Υ найдутся такие вершины wΥ

1 , . . . , w
Υ
r̃ , что

отображение f : Γ|{y1,...,ys,x1,...,xm,w1,...,wr̃} → Υ|{yΥ
1 ,...,y

Υ
s ,x

Υ
1 ,...,x

Υ
m,w

Υ
1 ,...,w

Υ
r̃ }, со-

храняющее порядок вершин, является изоморфизмом. Кроме того, разу-
меется,

ρmax
(
Γ|{y1,...,ys,x1,...,xm,w1,...,wr},Γ|{y1,...,ys,x1,...,xm,w1,...,wr̃}

)
< 1/α.

По свойству G2 в графе Υ найдутся такие вершины wΥ
r̃+1, . . . , w

Υ
r , что

отображение (5.3), сохраняющее порядок вершин, является изоморфиз-
мом. Получили противоречие. �

Замечание. Вопрос о том, чему равна минимальная кванторная глу-
бина замкнутой формулы с бесконечным спектром, остается открытым.
Тем не менее из теоремы 5.1.1 следует, что если существует замкнутая
формула φ с кванторной глубиной 4 и бесконечным спектром, то среди
ее последовательностей вложенных кванторов есть либо последователь-
ность ∃∀∃∀, либо последовательность ∀∃∀∃. Возможно, более глубокий
анализ последовательностей вложенных кванторов замкнутых формул с
кванторной глубиной 4 позволит опровергнуть гипотезу о том, что ми-
нимальная глубина замкнутой формулы с бесконечным спектром равна
4.
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Глава 6.

Законы нуля или единицы для сильно
разреженного случайного графа

В прежних главах речь шла о законах нуля или единицы для случай-
ного “разреженного” графа G(n, n−α), где α ∈ (0, 1]. В настоящей главе
мы рассматриваем “сильно разреженный” случайный граф, т.е.G(n, n−α)
при α > 1.

Все результаты этой главы опубликованы в работах [128, 129, 147].

6.1. Введение

Разумеется, при α > 2 с асимптотической вероятностью 1 в случайном
графе нет ребер, а, следовательно, он подчиняется k-закону нуля или
единицы (это следует, например, из теоремы 1.4.2). В 1988 С. Шелах и
Дж. Спенсер [106] доказали, что случайный граф G(n, n−α) подчиняется
закону нуля или единицы при всех α > 1, не принадлежащих множеству
{1 + 1

l , l ∈ N}. При α = 1 + 1
l , l ∈ N, закон нарушается.

Напомним, что монадическое формулы второго порядка [53, 121], как
и формулы первого порядка, строятся с помощью символов отношений ∼
и =, логических связок ¬,⇒,⇔,∨,∧, переменных x, y, x1, . . . (выража-
ющих вершины графа), кванторов ∀,∃, но еще и с помощью переменных
X, Y,X1, . . ., выражающих унарные предикаты. Как и в случае формул
первого порядка, мы называем кванторной глубиной формулы макси-
мальную длину цепи вложенных кванторов. Например, монадическая
формула

(∀X([∃x1∃x2(X(x1)∧(¬(X(x2))))]⇒ [∃y∃z(X(y)∧(¬(X(z)))∧(y ∼ z))]))

имеет глубину 3 и выражает свойство связности графа. Как известно,
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это свойство нельзя записать на языке первого порядка (см., напри-
мер, [130]).

Случайный графG(n, p) подчиняется монадическому (k-) закону нуля
или единицы, если для любой монадической формулы (с кванторной глу-
биной не более k) либо с асимптотической вероятностью 1 эта формула
истинна, либо с асимптотической вероятностью 0 — ложна. Разумеется,
если не выполнен (k-) закон нуля или единицы, то не выполнен и мо-
надический (k-) закон нуля или единицы. В 1993 г. [121] было доказано,
что случайный граф G(n, n−α) не подчиняется монадическому закону
нуля или единицы даже для иррациональных α ∈ (0, 1). Для α > 1,
отличного от 1+1/l, монадический закон выполнен. Этот результат сле-
дует из известных утверждений теории логической эквивалентности. Об
этом результате, вероятно, известно, но ранее, насколько нам известно,
он нигде не публиковался. Во введении к настоящей диссертации мы при-
водим схему доказательства этого факта. Ниже мы формулируем общий
результат о монадическом законе нуля или единицы для рассматривае-
мого случайного графа.

Теорема 6.1.1. (Дж. Тишкиевич, 1993, [121]) Пусть α > 0. Тогда
случайный граф G(n, n−α) не подчиняется монадическому закону нуля
или единицы тогда и только тогда, когда либо α ∈ (0, 1], либо α =
1 + 1/l для некоторого натурального l.

6.2. Новые k-законы для случайного сильно разре-
женного графа

Из теоремы 6.1.1 следует, что случайный графG(n, n−α) подчиняется как
k-закону, так и монадическому k-закону, если α 6= 1 + 1/l для любого
натурального l. В разделах 6.4.4, 6.4.5 мы докажем сформулированную
ниже теорему. Пусть T (s) — башня из s двоек: T (s) = 2T (s−1), T (1) = 2,
а log∗(s) — обратная функция: log∗(s) = min{i : T (i) ≥ s}.

Теорема 6.2.1. Пусть l — натуральное число, α = 1 + 1/l.
· Если k ≥ 4 и l ≥ T (k+log∗(k+1)+3), то случайный граф G(n, n−α)
подчиняется монадическому k-закону нуля или единицы.

· Если k ≥ 7 и l ≤ 2T (k − 4), то случайный граф G(n, n−α) не под-
чиняется k-закону нуля или единицы (даже для формул первого
порядка).
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Доказательство этой теоремы опирается как на известные результа-
ты о классах элементарной эквивалентности для языка первого порядка,
так и на доказанные нами утверждения о классах элементарной эквива-
лентности для монадических формул второго порядка (см. раздел 6.3).
Эти результаты интересны сами по себе, и мы приводим их в следующем
разделе, а их доказательства содержатся в разделах 6.4.2, 6.4.3.

6.3. Элементарная эквивалентность

Для графов G и H и натурального числа k мы пишем G ≡FO; graphs
k H,

если любая формулы первого порядка φ с кванторной глубиной не более
k либо истинна для графов G и H, либо ложна для обоих. Аналогичным
образом для монадических формул определяется отношение эквивалент-
ности ≡MSO; graphs

k . Для фиксированного k будем обозначать множества
классов эквивалентностей RFO; graphs

k и RMSO; graphs
k для языка первого по-

рядка и монадического языка второго порядка соответственно. Как из-
вестно, для любого k количества классов эквивалентности обоих типов
конечны (см., например, [39]). Кроме того, известна верхняя оценка на
это количество rFO; graphs

k = |RMSO; graphs
k |.

Теорема 6.3.1. (О. Пихурко, Дж. Спенсер, О. Вербицкий, 2006, [97])

rFO; graphs
k ≤ T (k + 2 + log∗(k)) +O(1).

Для rMSO; graphs
k = |RMSO; graphs

k | мы доказали аналогичный результат
(доказательство приведено в разделе 6.4.2).

Теорема 6.3.2. Для любого натурального числа k

rMSO; graphs
k ≤ T (k + 2 + log∗(k)).

Заметим, что полученный результат сильнее теоремы 6.3.1.

Для того, чтобы доказать теорему 6.2.1, нам понадобится сформули-
ровать и доказать аналогичные результаты для укорененных деревьев.
Напомним, что укорененное дерево TR — это дерево с выделенной вер-
шиной (корнем) R. Если R . . . xy — простой путь в TR, то x называется
отцом y, а y — сыном x. Язык первого порядка в случае укорененных
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деревьев содержит константный символ R (для корня) и отношение “отец
– сын” P (x, y) (монадический язык содержит, как и в случае графов, еще
и символы переменных унарных предикатов). Для любого натурального
числа k для укорененных деревьев аналогичным образом (как и в случае
графов) вводятся отношения эквивалентностей ≡FO; trees

k , TR ≡FO; trees
k T ′R′,

а также множества RFO; trees
k , RMSO; trees

k и их мощности rFO; trees
k , rMSO; trees

k

соответственно. В [97] доказан следующий результат.

Теорема 6.3.3. (О. Пихурко, Дж. Спенсер, О. Вербицкий, 2006, [97])

rFO; trees
k ≤ T (k + 2 + log∗(k)) +O(1).

Кроме того, для любого A ∈ RFO; trees
k

min
TR∈A

|V (TR)| ≤ T (k + 4 + log∗(k)) +O(1).

Мы получили похожий результат для ≡MSO; trees
k -эквивалентности (дока-

зательство приведено в разделе 6.4.3).

Теорема 6.3.4. Пусть k ≥ 4 — натуральное число. Тогда

rMSO; trees
k ≤ T (k + 2 + log∗(k)). (6.1)

Кроме того, для любого A ∈ RMSO; trees
k

min
TR∈A

|V (TR)| ≤ T (k + 3 + log∗(k + 1)).

Заметим, что этот результат сильнее теоремы 6.3.3.

6.4. Доказательства

Теорема 6.2.1 доказана в разделах 6.4.4, 6.4.5. Доказательство основы-
вается на теоремах 6.3.2, 6.3.4, которые доказаны в разделах 6.4.2, 6.4.3
соответственно. Прежде чем перейти к этим доказательствам, мы в сле-
дующем разделе опишем необходимые для них конструкции и сформу-
лируем требуемые утверждения.

6.4.1. Вспомогательные конструкции и утверждения

При доказательстве теорем мы будем использовать следующие понятия
теории графов. Расстоянием d(u, v) между вершинами u и v, принад-
лежащими одной компоненте связности графа, называется минималь-
ное число ребер в простом пути, соединяющем вершины u и v. Для
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вершин из разных компонент связности положим d(u, v) = ∞. Эксцен-
триситетом вершины v называется e(v) = maxu∈V (G) d(v, u). Диамет-
ром и радиусом графа G называются величины d(G) = maxv∈V (G) e(v) и
r(G) = minv∈V (G) e(v) соответственно. Вершина v называется централь-
ной, если e(v) = r(G). Эксцентриситет корня в укорененном дереве мы
будем называть глубиной этого дерева. Для вершины v укорененного
дерева TR будем обозначать TR(v) дерево, укорененное в вершине v, и
являющееся подграфом дерева TR, содержащим вершину v, всех сыно-
вей v, всех сыновей всех сыновей v, и так далее.

6.4.1.1 Структура сильно разреженного случайного графа

Опишем структуру случайного графа G(n, n−α). Из теорем 1.3.2 и
1.3.3 следует, что для любого натурального числа l и любого 1+1/(l+1) <
α < 1 + 1/l выполнено следующие свойства.

T1 С асимптотической вероятностью 1 случайный граф G(n, n−α) яв-
ляется лесом.

T2 С асимптотической вероятностью 1 в любой компоненте случайного
графа G(n, n−α) не более l + 1 вершин.

T3 Для любого натуральногоK и любого дерева, содержащего не более
l+1 вершины, с асимптотической вероятностью 1 в случайном графе
G(n, n−α) хотя бы K компонент изоморфны T .

Кроме того, свойства T1 и T2 выполнены и для α = 1 + 1/l. А третье
свойство изменится следующим образом:

T4 Для любого дерева T на l + 1 вершине вероятность того, что слу-
чайный граф G(n, n−1−1/l) содержит T стремится к 1− e−1/a(T ), где
a(T ) — количество автоморфизмов дерева T .

6.4.1.2 Теорема Эренфойхта

Так как мы будем использовать теорему Эренфойхта не только для
графов (как в первых четырех главах), но и для укорененных деревьев,
мы сформулируем ее аналог для произвольных конечных структур.

Рассмотрим язык, содержащий произвольные символы предикатов
P1, . . . , Pm арностей a1, . . . , am соответственно и константные символы
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R1, . . . , Rs. Игра EHRFO(A,B, k) происходит на структурах A (с вы-
деленными элементами RA

1 , . . . , R
A
s ) и B (с выделенными элементами

RB
1 , . . . , R

B
s ) из рассматриваемого языка. В игре k раундов, участвуют

два игрока — Новатор и Консреватор. В ν-ом раунде (1 ≤ ν ≤ k) Нова-
тор выбирает либо элемент xν структуры A, либо элемент yν стурктуры
B. Консерватор выбирает элемент из другой структуры. В случае мо-
надического языка второго порядка игроки также выбирают подмноже-
ства. В ν-ом раунде игры EHRMSO(A,B, k) Новатор, как и в предыдущем
случае, выбирает либо структуру A, либо структуру B. Предположим,
что выбрана структура A. Тогда Новатор в этой структуре выбирает
либо элемент xν, либо множество элементов Xν. Если выбран элемент,
Консерватор должен выбрать элемент в B. Если выбрано множество,
Консерватор должен выбрать множество элементов из A.

В игре EHRFO к концу игры выбраны элементы x1, ..., xk в A и y1, ..., yk
в B. Обозначим xk+1 = RA

1 , yk+1 = RB
1 , . . . , xk+s = RA

s , yk+s = RB
s . Кон-

серватор выигрывает тогда и только тогда, когда выполнено следующее
условие.

· Для любых i ∈ {1, . . . ,m} и ν1, . . . , νai ∈ {1, . . . , k + s} выполнено
Pi(xν1

, . . . , xνa)⇔ Pi(yν1
, . . . , yνa).

В игре EHRMSO к концу игры выбраны элементы xi1, ..., xit вA, yi1, ..., yit
в B и множества Xj1, ..., Xjk−t элементов из A, Yj1, ..., Yjk−t элементов из
B. Консерватор выигрывает тогда и только тогда, когда соблюдены сле-
дующие условия.

· Для любых i ∈ {1, . . . ,m} и ν1, . . . , νai ∈ {i1, . . . , it, k + 1, . . . , k + s}
выполнено Pi(xν1

, . . . , xνa)⇔ Pi(yν1
, . . . , yνa).

· Для любых ν ∈ {i1, . . . , it, k + 1, . . . , k + s} и µ ∈ {j1, . . . , jk−t} вы-
полнено xν ∈ Xµ ⇔ yν ∈ Yµ.

Пусть t, l — неотрицательные целые числа, причем t+ l ≤ k. Рассмот-
рим структуры A и B с выбранными элементами u1, . . . , ut в A, v1, . . . , vt
в B и множествами U1, . . . , Ul элементов из A, V1, . . . , Vl элементов из
B. Пусть элементы u1, . . . , ut, v1, . . . , vt выбраны в первых t раундах иг-
ры EHRMSO(A,B, k), в множества U1, . . . , Ul, V1, . . . , Vl — в последую-
щих l раундах. Предположим, что Консерватор победил в сыгранной
игре EHRMSO(A,B, t + l). Обозначим u = (u1, . . . , ut), v = (v1, . . . , vt),
U = (U1, . . . , Ul), V = (V1, . . . , Vl). Будем писать (A, u, U) ≡MSO

k (B, v, V ),
если у Консерватора есть выигрышная стратегия в оставшихся k − t− l
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раундах. Очевидно, ≡MSO
k — отношение эквивалентности (отношение эк-

вивалентности ≡FO
k определяется аналогичным образом для языка пер-

вого порядка, см. [97]). k-Эренфойхт значением тройки (A, u, U) будем
называть класс≡MSO

k -эквивалентности, которому она принадлежит. Обо-
значим EHR(k, t, l) множество всех k-Эренфойхт значений для структур
с выделенными s элементами и m множествами. Положим EHR(k) =
EHR(k, 0, 0).

Наши доказательства теорем 6.3.2, 6.3.4 (которые мы приводим в раз-
делах 6.4.2, 6.4.3 соответственно) основаны на обобщении леммы 3.2 из [97]
на монадический язык второго порядка, которое мы формулируем ниже.

Лемма 6.4.1. Рассмотрим два случая.

· Если t+ l = k, то

|EHR(k, t, l)| ≤ 2
∑m
i=1 ai!(

s+t
ai

)2(s+t)l. (6.2)

· Если t+ l < k, то

|EHR(k, t, l)| ≤ 2|EHR(k,t+1,l)|+|EHR(k,t,l+1)|. (6.3)

Доказательство. Пусть t+l = k. Тогда класс≡MSO
k -эквивалентности

структуры A с выбранными u, U определяется вхождением элементов
u1, . . . , ut, R1, . . . , Rs в множества U1, . . . , Ul, и структуройA|{u1,...,ut,R1,...,Rs}.
Из этого следует (6.2).

Если t+ l < k, то (A, u, U) ≡MSO
k (B, v, V ) тогда и только тогда, когда

∀u ∈ A∃v ∈ B (A, (u1, . . . , ut, u), U) ≡MSO
k (B, (v1, . . . , vt, v), V ), (6.4)

∀U ⊂ A∃V ⊂ B (A, u, (U1, . . . , Ul, U)) ≡MSO
k (B, v, (V1, . . . , Vl, V )),

(6.5)
и наоборот. Очевидно, (6.4), (6.5) выполнены тогда и только тогда, когда

· множество k-Эренфойхт значений структуры A с выбранными эле-
ментами u1, . . . , ut, u и множествами U1, . . . , Ul по всем u ∈ A и мно-
жество k-Эренфойхт значений структуры B с выбранными элемен-
тами v1, . . . , vt, v и множествами V1, . . . , Vl по всем v ∈ B совпадают;

· множество k-Эренфойхт значений структуры A с выбранными эле-
ментами u1, . . . , ut и множествами U1, . . . , Ul, U по всем U ⊂ A и
множество k-Эренфойхт значений структуры B с выбранными эле-
ментами v1, . . . , vt и множествами V1, . . . , Vl, V по всем V ⊂ B сов-
падают.
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Поэтому k-Эренфойхт значение структуры A с выбранными элементами
u1, . . . , ut и множествами U1, . . . , Ul определяется множеством k-Эрен-
фойхт значений структуры A с выбранными элементами u1, . . . , ut, u и
множествами U1, . . . , Ul по всем u ∈ A и множеством k-Эренфойхт зна-
чений структуры A с выбранными элементами u1, . . . , ut и множествами
U1, . . . , Ul, U по всем U ⊂ A. Из этого следует (6.3). Лемма доказана.

Для графов (в языке два предикатных символа ∼,= и ни одного кон-
стантного символа) и укорененных деревьев (в языке два предикатных
символа P,= и один константный символ R) оценка (6.2) может быть
усилена следующим образом.

Лемма 6.4.2. Пусть t+ l = k. Для графов log2 |EHR(k, t, l)| ≤ k2−k.
Для укорененных деревьев при k ≥ 5 выполнено log2 |EHR(k, t, l)| ≤
2k − 2, а при k = 4 — |EHR(4, t, l)| ≤ 3 · 213.

Доказательство. Так как отношения ∼,= симметричны, то для гра-
фов

|EHR(k, t, l)| ≤ 22(t2)+tl = 2t(k−1) ≤ 2k(k−1).

В случае укорененных деревьев рассмотрим две ситуации: в первой вер-
шины u1, . . . , ut, R попарно различны, а во второй — нет. Заметим, что
существует не более (t + 1)t−13t ориентированных лесов на t + 1 прону-
мерованных вершинах (всего (t+ 1)t−1 деревьев, при этом каждое ребро
может быть либо удалено, либо проведено в одном из двух направлений).
Поэтому в первой ситуации (для различных u1, . . . , ut, R) количество k-
Эренфойхт значений (A, u, U) не превосходит

(t+ 1)t−13t2(t+1)l = 2(t−1) log2(t+1)+t log2 3+(t+1)l ≤ 2g1(k),

где

g1(k) =

(
k + 1

2

)2

+ (k − 1) log2(k + 1) + k log2 3.

Так как количество способов определить отношение равенства на u1, . . . , ut, R

не превосходит 2(t+1
2 ), то во второй ситуации (u1, . . . , ut, R не являются

попарно различными) количество k-Эренфойхт значений меньше чем

2(t+1
2 )tt−23t−12tl ≤ 2(t+1

2 )+(t−2) log2 t+(t−1) log2 3+tl ≤ 2g2(k),

где

g2(k) =
(k + 1)k

2
+ (k − 2) log2 k + (k − 1) log2 3.
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Таким образом, для k ≥ 5 получаем следующую оценку:

|EHR(k, t, l)| ≤ 2g1(k) + 2g2(k) < 22k−2.

Последнее неравенство выполнено так как, во-первых, для k = 5, обе
величины g1(k), g2(k) меньше чем 2k−3, во-вторых, 2k−3 растет быстрее
g1(k) и g2(k) при k > 5.

Пусть k = 4. В первой ситуации (при различных u1, . . . , ut, R) коли-
чество k-Эренфойхт значений (A, u, U) не превосходит

max
t∈{0,1,2,3,4}

(t+ 1)t−13t2(t+1)(4−t) = 3453.

Существует ровно F (t) = 1, 3, 19, 201 ориентированных лесов на t =
1, 2, 3, 4 пронумерованных вершинах соответственно. Более того, для t =
1, 2, 3, 4 количество способов определения отношения равенства на эле-
ментах u1, . . . , ut, R таким образом, что эти вершины не являются по-
парно различными, равно E(t) = 1, 4, 14, 51 соответственно. Наконец,
если u1, . . . , ut, R не являются попарно различными, то для t = 1, 2, 3, 4
число способов определить принадлежность элементов u1, . . . , ut, R мно-
жествам U1, . . . , U4−t не превосходит M(t) = 8, 16, 8, 1 соответственно.
Поэтому во второй ситуации (u1, . . . , ut, R не являются попарно различ-
ными) количество k-Эренфойхт значений не превосходит

max
t∈{0,1,2,3,4}

F (t)E(t)M(t) = 201 · 51.

Следовательно,

|EHR(4, t, l)| ≤ 3453 + 201 · 51 = 20376 < 3 · 213.

Лемма доказана. �

Для графов будем использовать обозначения EHRFO; graphs(G,H, k),
EHRMSO; graphs(G,H, k) для игр EHRFO(G,H, k), EHRMSO(G,H, k) соот-
ветственно. Теорема 1.4.1 допускает следующее обобщение.

Теорема 6.4.3. (А. Эренфойхт, 1960, [40]) Для любого натурального
числа k и любых графов G,H
G ≡MSO; graphs

k H тогда и только тогда, когда у Консерватора есть
выигрышная стратегия в игре EHRMSO; graphs(G,H, k).

Нам потребуется следующее известное следствие из этой теоремы, ко-
торое является обобщением теоремы 1.4.2 (см., например, [57, 53, 112,
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130]).

Теорема 6.4.4. Пусть k — произвольное натуральное число. Слу-
чайный граф G(n, p) подчиняется монадическому k-закону нуля или
единицы тогда и только тогда, когда с асимптотической вероятно-
стью 1 в игре EHRMSO; graphs(G(n, p), G(m, p), k) у Консерватора есть
выигрышная стратегия при n,m→∞.

В наших доказательствах мы будем использовать два известных утвер-
ждения о ≡MSO; graphs

k -эквивалентности, сформулированные ниже. Они
следуют из теорем 1.4.1, 5.4.3 (доказательства привдены в [33], см. тео-
ремы 2.2 и 2.3).

Лемма 6.4.5. Пусть k — натуральное число. Если H1 ≡MSO; graphs
k

H2, G1 ≡MSO; graphs
k G2, то H1 t G1 ≡MSO; graphs

k H2 t G2. То же самое
верно и для ≡FO; graphs

k -эквивалентности.

Обозначим aG дизъюнктное объединение a копий графа G.

Лемма 6.4.6. Для любого натурального числа k существует такое
натуральное число a, что для любого натурального числа b ≥ a и лю-
бого графа G выполнено bG ≡MSO; graphs

k aG.

Мы также будем использовать игру Эренфойхта на укорененных дере-
вьях. Обозначим EHRFO; trees(TR, T

′
R′, k), EHRMSO; trees(TR, T

′
R′, k) для уко-

рененны деревьев TR, T ′R′ игры EHRFO(TR, T
′
R′, k), EHRMSO(TR, T

′
R′, k) со-

ответственно. Теорема Эренфойхта в этом случае формулируется следу-
ющим образом.

Теорема 6.4.7. (А. Эренфойхт, 1960, [40]) Для любого натурального
числа k и любых укорененных деревьев TR, T ′R′
TR ≡FO; trees

k T ′R′ тогда и только тогда, когда у Консерватора есть
выигрышная стратегия в игре EHRFO; trees(TR, T

′
R′, k);

TR ≡MSO; trees
k T ′R′ тогда и только тогда, когда у Консерватора есть

выигрышная стратегия в игре EHRMSO; trees(TR, T
′
R′, k).

207



6.4.2. Доказательство теоремы 6.3.2

Зафиксируем натуральное число k ≥ 2. Положим

T̃ (1) = 2k
2−k, T̃ (i) = 22T̃ (i−1), T̂ (1) = 22k, T̂ (i) = 2T̂ (i−1).

Так как 2k ≥ k2 и для любого положительного числа x выполнено нера-
венство 1+2x < 2x+2x = 2x+1, то выполнены и неравенства T̃ (i) ≤ T̂ (i),
i ∈ {1, . . . , k + 1}. Более того,

T̂ (1) ≤ 22T (log∗(k))

= T (2 + log∗(k)).

Для любого целого неотрицательного числа β такого, что β ≤ k, поло-
жим f(k, β) = maxt∈{0,1,...,β} |EHR(k, t, β − t)|. По леммам 6.4.1, 6.4.2

|EHR(k)| ≤ 22f(k,1) ≤ 22·22f(k,2) ≤ . . . ≤ T̃ (k + 1) ≤ T (k + 2 + log∗(k)).

Наконец, по теореме теореме 6.4.3 получаем

rMSO; graphs
k = |EHR(k)| ≤ T (k + 2 + log∗(k)).

6.4.3. Доказательство теоремы 6.3.4

Зафиксируем натуральное число k ≥ 5. Положим

T̃ (1) = 22k−2, T̃ (i) = 22T̃ (i−1), T̂ (1) = k − 1 + 22k−1, T̂ (i) = 2T̂ (i−1).

Как и в предыдущем разделе, для любого i ∈ {1, . . . , k + 1} выполнено
неравенство T̃ (i) ≤ T̂ (i). Более того,

T̂ (1) < 22k ≤ 22T (log∗ k)

= T (2 + log∗(k)).

Следовательно, по леммам 6.4.1, 6.4.2

|EHR(k)| ≤ T̃ (k + 1) ≤ T̂ (k + 1) < T (k + 2 + log∗(k)).

Пусть k = 4. По леммам 6.4.1, 6.4.2

log2 log2 |EHR(k)| ≤ 1+21+21+6·213

< 223+6·213

< 22216

= T (6) = T (k+log∗(k)).

В силу теоремы 6.4.7 для любого k ≥ 4 выполнено равенство rMSO; trees
k =

|EHR(k)| ≤ T (k + 2 + log∗(k)).

Второе утверждение теоремы 6.3.4 следует из обобщения лемм 8.6,
8.7 из [97] о представителях рассматриваемых классов эквивалентно-
стей на случай монадического языка второго порядка. Положим z =
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2kf(k, 1) . . . f(k, k) (см. обозначения в разделе 6.4.2).

Лемма 6.4.8. Пусть k — натуральное число, A ∈ RMSO;trees
k . Пусть,

кроме того, TR ∈ A — укорененное дерево минимального размера в A.
Тогда

• любая вершина в TR имеет не более zf(k, 0) сыновей;

• глубина TR не превосходит f(k, 0).

Доказательство. Будем говорить, что класс ≡MSO
k -эквивалентности

имеет тип m, если либой его представитель содержит t+ l = m вершин
и множеств (см. раздел 6.4.1.2). Для всех m ∈ {0, 1, . . . , k} положим
z(k,m) = 1. Более того, для всех i ∈ {1, . . . , k}, m ∈ {0, 1, . . . , i} поло-
жим

z(i− 1,m) = z(i,m) + z(i,m+ 1)f(k,m+ 1). (6.6)

Очевидно, для всех i ∈ {0, 1, . . . , k − 1}, m ∈ {0, 1, . . . , i} выполнено
неравенство

z(i,m) ≤ 2k−if(k,m+ 1) . . . f(k, k).

Следовательно, z(0, 0) ≤ z.
Рассмотрим произвольную вершину y укорененного дерева TR. Пусть

w1, . . . , ws — сыновья y. Пусть, кроме того, k-Эренфойхт значения дере-
вьев TR(w1), . . . , TR(ws) равны a1, . . . , as соответственно. Предположим,
что для некоторого i ∈ {1, . . . , s} (скажем, для i = 1) более z клас-
сов a1, . . . , as равны ai. Пусть w1, . . . , wz′ — все такие сыновья y, что
k-Эренфойхт значения деревьев TR(w1), . . . , TR(wz′) равны a1. Рассмот-
рим укорененное дерево T−R , полученное из TR удалением всех (кро-
ме z штук) поддеревьев укорененных в сыновьях y, таких что их k-
Эренфойхт значения равны a1 (будем обозначать удаленные поддеревья
TR(wz+1), . . . , TR(wz′)).

Докажем, что TR ≡MSO; trees
k T−R . По теореме 6.4.7 деревья эквивалент-

ны тогда и только тогда, когда у Консерватора есть выигрышная стра-
тегия в игре EHRMSO; trees(TR, T

−
R , k). Мы не рассматриваем выборы Но-

ватором вершин и подмножеств в

V (TR) \ V (TR(w1) ∪ . . . ∪ TR(wz′)),

потому что для таких выборов стратегия Консерватора тривиальна. По-
ложим

C0(0) = {TR(w1), . . . , TR(wz′)}, C−0 (0) = {T−R (w1), . . . , T
−
R (wz)}.
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Рассмотрим первый раунд игры EHRMSO; trees(TR, T
−
R , k). Если Новатор

выбирает вершину u 6= y (скажем, в дереве TR(wi)), то Консерватор
выбирает вершину v такую, что (TR(wi), u) ≡MSO

k (T−R (wj), v) (скажем, в
дереве T−R (wj)). Он может это сделать, так как все деревья из C−0 (0) и
C0(0) обладают одним и тем же k-Эренфойхт значением. Положим

C1;1(1) = {(TR(wi), u)}, C1;1(0) = {TR(w1), . . . , TR(wz′)} \ {TR(wi)},

C−1;1(1) = {(T−R (wj), v)}, C−1;1(0) = {T−R (w1), . . . , T
−
R (wz)} \ {T−R (wj)},

γ1(0) = 1, γ1(1) = 1.

Наконец, если Новатор выбирает множество вершин U (скажем, U =
U1∪. . .∪Uz′, Ui — (возможно, пустое) подмножество V (TR(wi))), то C1;·(1)
являются классами ≡MSO

k -эквивалентности на парах (TR(wi), Ui) таких,
что Ui не пусты, и C1;·(0) являются классами ≡MSO

k -эквивалентности (воз-
можно, пустыми) на деревьях TR(wi) таких, что Ui пусты. Очевидно, чис-
ло классов эквивалентности C1;·(1) равно γ1(1) ≤ f(k, 1), число классов
эквивалентности C1;·(0) равно γ1(0) ≤ 1. Консерватор строит множество
вершин V следующим образом. Для каждогоm ∈ {0, 1} и каждого j от 1
до γ1(m) если |C1;j(m)| ≤ z(1,m), то Консерватор рассматривает следу-
ющие |C1;j(m)| деревьев из T−R (w1), . . . , T

−
R (wz) и выбирает такие множе-

ства их вершин (пустые при m = 0), что каждое дерево с соответствую-
щим подмножеством находится в том же классе ≡MSO

k -эквивалентности,
что и любой представитель из C1;j(m). Если |C1;j(m)| > z(1,m), то Кон-
серватор рассматривается следующие хотя бы z(1,m) деревьев и выби-
рает их подмножества таким же образом. Так как

z′ > z ≥ z(0, 0) = z(1, 0) + z(1, 1)f(k, 1),

то описанное множество V существует.
Рассмотрим теперь i-ый раунд, i ∈ {2, . . . , k}. Предположим, что по-

сле предыдущего раунда выбраны неотрицательные целые числа γi−1(0),
. . ., γi−1(i− 1) и классы ≡MSO

k -эквивалентности Ci−1;j(m), C−i−1;j(m), m ∈
{0, . . . , i − 1}, j ∈ {1, . . . , γi−1(j)} (каждый класс состоит из укоренен-
ных деревьев из C0 и C−0 соответствено с выбранными в ними m верши-
нами и множествами вершин). Для любого m ∈ {0, . . . , i − 1} и любого
j ∈ {1, . . . , γi−1(m)} все элементы классов C−i−1;j(m) и Ci−1;j(m) имеют од-
но и то же k-Эренфойхт значение. Наконец, для любогоm ∈ {0, . . . , i−1}
и любого j ∈ {1, . . . , γi−1(m)}

либо |C−i−1;j(m)| = |Ci−1;j(m)|,
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либо min{|C−i−1;j(m)|, |Ci−1;j(m)|} ≥ z(i− 1,m). (6.7)

Если Новатор выбирает вершину u 6= y (скажем, в дереве TR(wi) с вы-
бранными m̂ вершинами u и множествами U , (TR(wi), u, U) ∈ Ci−1;1(m̂)),
то Консерватор выбирают любую такую вершину v, что

(TR(wi), u, u, U) ≡MSO
k (T−R (wĩ), v, v, V )

(где (T−R (wĩ), v, V ) принадлежит классу C−i−1;1(m̂)). Положим

Ci;1(m̂) = Ci−1;1(m̂) \ {(TR(wi), u, U)},

Ci;j(m̂) = Ci−1;j(m̂), j ∈ {2, . . . , γi−1(m̂)},
Ci;1(m̂+ 1) = {(TR(wi), u, u, U)},

Ci;j+1(m̂+ 1) = Ci−1;j(m̂+ 1), j ∈ {1, . . . , γi−1(m̂+ 1)},
Ci;j(m) = Ci−1;j(m), m ∈ {0, . . . , i−1}\{m̂, m̂+1}, j ∈ {2, . . . , γi−1(m)}.
Аналогичным образом определяются классы C−i;j(m). Более того, γi(m) =
γi−1(m) для всех m ∈ {0, . . . , i} \ {m̂+ 1} и γi(m̂+ 1) = γi−1(m̂+ 1) + 1
(здесь мы предполагаем, что γi−1(i) = 0). Наконец, если Новатор выби-
рает множество U (пусть U = U1 ∪ . . .∪Uz′, где Ul — (возможно, пустое)
подмножество V (TR(wl))), то классы Ci;·(m+ 1) получаются с помощью
разбиения каждого класса Ci−1;j(m) на не более чем f(k,m + 1) клас-
сов ≡MSO

k -эквивалентности в соответствии с непустыми множествами Ul.
Элементы класса Ci−1;j(m) с пустыми множествами Ul образуют не бо-
лее одного класса такого же типа m. Консерватор строит множество V
следующим образом. Для каждого m от 0 до i и каждого j от 1 до γi(m)
он находит класс Ci−1;j̃(m̂) ⊃ Ci;j(m). Если |Ci;j(m)| ≤ z(i,m), то Кон-
серватор рассматривает следующие |Ci;j(m)| элементов класса C−

i−1;j̃
(m̂)

и выбирает такие (возможно, пустые) множества вершин в соответству-
ющих укорененных деревьях , что каждое дерево с выбранными мно-
жествами (возможно, учитывая новое пустое) и вершинами принадле-
жит тому же классу ≡MSO

k -эквивалентности, что и любой представитель
класса Ci;j(m). Если |Ci;j(m)| > z(i,m), то Консерватор рассматривает
следующие хотя бы z(i,m) элементов класса C−

i−1;j̃
(m̂) аналогичным об-

разом. Множество V существует, так как выполнены соотношения (6.6)
при m = m̂ и (6.7).

Очевидно, такая стратегия Консерватора является выигрышной. По-
этому T−R ∈ A и |V (T−R )| < |V (TR)|, что противоречит нашему пред-
положению. Так как количество различных классов среди a1, . . . , as не
превосходит f(k, 0), то первое утверждение леммы 6.4.8 доказано.
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Предположим, что существует такая вершина y ∈ V (TR), что d(R, y) >
f(k, 0). Рассмотрим путь R . . . y. По определению f(k, 0) в этом пути най-
дутся такие различные некорневые вершины w1, w2, что TR(w1) ≡MSO

k

TR(w2). Пусть d(R,w1) < d(R,w2). Рассмотрим укорененное в R дерево
T−R , полученное из TR в результате замены TR(w1) на TR(w2) (корень w1

заменим корнем w2). Легко заметить, что TR ≡MSO
k T−R . По теореме 6.4.7

TR ≡MSO; trees
k T−R . Следовательно, T−R ∈ A и |V (T−R )| < |V (TR)|, что про-

тиворечит нашему предположению. Лемма доказана. �

Пусть A ∈ RMSO
k . По лемме 6.4.8 и первому утверждению теоре-

мы 6.3.4 получаем

min
TR∈A

|V (TR)| ≤
f(k,0)∑
i=0

zf(k, 0)i < (zf(k, 0))f(k,0)+1 ≤ T (k + 3 + log∗(k + 1)).

Теорема доказана.

6.4.4. Доказательство теоремы 6.2.1: монадический k-закон

Пусть k ≥ 4, l ≥ T (k + log∗(k + 1) + 3), α = 1 + 1
l , p = n−α. Рассмотрим

a = a(k) из леммы 6.4.6. Пусть T — множество всех попарно неизоморф-
ных деревьев на не более l вершинах и T + — множество всех попарно
неизоморфных деревьев на l + 1 вершинах. Рассмотрим лес

T0 =
⊔
T∈T

aT.

Из свойств T1, T2, T3 следует, что для любого C > 0 с асимптотической
вероятностью 1 существуют такие KT для T ∈ T ∪ T +, что

G(n, p) =
⊔

T∈T ∪T +

KTT

и KT > C для любого T ∈ T .
Для любого T ∈ T ∪T + выберем произвольное целое неотрицательное

число KT таким образом, что KT ≥ a для всех T ∈ T . Рассмотрим лес

F =
⊔

T∈T ∪T +

KTT.

По теореме 6.3.4 для любого дерева T̂ ∈ T + существует такое дерево
T (T̂ ) ∈ T , что T (T̂ ) ≡MSO; graphs

k T̂ . Обозначим T (T +) множество всех
деревьев T ∈ T таких, что существует T̂ ∈ T + с T = T (T̂ ). Для каждого
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дерева T ∈ T (T +) обозначим T +(T ) множество деревьев T̂ из T +, для
которых T = T (T̂ ). Кроме того, для каждого T ∈ T (T +) положим K̃T =
KT +

∑
T̂∈T +(T ) min{KT̂ , a}. Для всех остальных T ∈ T положим K̃T =

KT .
По лемме 6.4.6 выполнено K̃TT ≡MSO; graphs

k aT для любого T ∈ T ,
а также min{KT̂ , a}T ≡

MSO; graphs
k KT̂T для любого T ∈ T (T +) и T̂ ∈

T +(T ). Следовательно, по лемме 6.4.5

T0 ≡MSO; graphs
k

⊔
T∈T

K̃TT =

(⊔
T∈T

KTT

)
t

 ⊔
T∈T (T +)

 ∑
T̂∈T +(T )

min{KT̂ , a}

T

 ≡MSO; graphs
k

(⊔
T∈T

KTT

)
t

 ⊔
T∈T (T +)

⊔
T̂∈T +(T )

KT̂T

 ≡MSO; graphs
k

(⊔
T∈T

KTT

)
t

 ⊔
T∈T (T +)

⊔
T̂∈T +(T )

KT̂ T̂

 =

(⊔
T∈T

KTT

)
t

 ⊔
T̂∈T +

KT̂ T̂

 = F.

Поэтому с асимптотической вероятностью 1 G(n, p) ≡MSO; graphs
k T0. То-

гда с вероятностью стремящейся к 1, для любой монадической формулы
второго порядка с кванторной глубиной k истинность этой формулы для
случайного графа G(n, p) с асимптотической вероятностью 1 равносиль-
на ее истинности для T0. Следовательно, G(n, p) подчиняется монадиче-
скому k-закону нуля или единицы.

6.4.5. Доказательство теоремы 6.2.1: k-закон для формул пер-
вого порядка

Будем называть укорененные деревья TR and T ′R′ изоморфными, если
существует изоморфизм T → T ′, переводящий R в R′. Если w — сын
вершины u в укорененном дереве TR, то будем называть укорененное де-
рево TR(w) u-ветвью дерева TR. Укорененное дерево TR будем называть
расходящимся, если для любой его вершины u все его u-ветви попарно
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неизоморфны (как укорененные деревья). Будем называть неукоренен-
ное дерево расходящимся, если для любой его центральной вершины v
укорененное дерево Tv является расходящимся.

В дальнейшем мы будем использовать лемму 6.13 из [97], для удоб-
ства приведем ее формулировку ниже.

Лемма 6.4.9. (О. Пихурко, Дж. Спенсер, О. Вербицкий, 2006, [97])
Пусть i ≥ 3. Для любого такого n, что 2i + 2 ≤ n ≤ 2T (i − 1) + 1,
существует расходящееся дерево размера n и радуиса i+ 1.

Для каждого l ∈ {1, . . . , 8} с помощью свойств T1 и T4 легко по-
строить формулу первого порядка кванторной глубины не более 7, ис-
тинную для случайного графа G(n, n−1−1/l) с асимптотической вероят-
ностью, принадлежащей интервалу (0, 1). Поэтому будем считать, что
l ≥ 9.

Зафиксируем произвольное k ≥ 7 и l такое, что 2T (k−4) ≥ l ≥ 2k−5.
Положим p = n−α, α = 1 + 1/l. По лемме 6.4.9 существует расходящееся
дерево S размера l + 1, радиус которого равен k − 2. По свойствам T1,
T2 и T4 с асимптотической вероятностью c ∈ (0, 1) в G(n, p) существует
компонента, изоморфная S. Более того, с асимптотической вероятностью
1− c в G(n, p) не найдется копии S.

Рассмотрим два таких леса A и B, что в A существует компонента SA

изоморфная S, а в B не существует копии S. Докажем, что у Новатора
есть выигрышная стратегия в игре EHRFO; graphs(A,B, k). В первом раун-
де Новатор выберет центральную вершину x1 в SA. Консерватор выберет
вершину y1 из некоторой компоненты SB графа B.

Предположим, что d(SA) < d(SB) (если d(SA) > d(SB), то Новатор
применяет аналогичную стратегию). В последующих двух раундах Но-
ватор выбирает такие вершины y2 и y3 (необязательно отличные от y) в
SB, что d(y2, y3) = d(SA) + 1 и d(y1, y2) ≤ d(SA). Консерватор выберет
некоторые вершины x2, x3. Если x2 /∈ V (SA), то существует выигрышная
стратегия Новатора в следующих

dlog2(d(SA))e ≤ dlog2(2r(S
A))e = 1 + log2(k − 2) ≤ k − 3

раундах (см., например, [97], лемма 6.4). Если x2 ∈ V (SA), то dSA(x2, x3) 6=
d(y2, y3) = d(SA)+1. Следовательно, существует выигрышная стратегия
Новатора в следующих

dlog2(d(SA) + 1)e ≤ dlog2(2k − 3)e ≤ k − 3
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раундах.
Пусть d(SA) = d(SB). Далее мы применяем стратегию Новатора из

лемм 6.7, 6.8 в [97]. Заметим, что эта стратегия является выигрышной
на двух деревьях. Тем не менее, в основной части стратегии Новатор
в каждом раунде выбирает вершину соединенную с одной из вершин,
выбранных в предыдущих раундах. Поэтому Консерватор не может “ме-
нять” компоненту связности (т.е. эта стратегия является выигрышной
также в случае двух лесов). Для удобства мы описываем эту стратегию
в следующем абзаце.

Если вершина y1 не является центральной вершиной в SB, то, как
и в предыдущих случаях, у Новатора есть выигрышная стратегия в не
более чем 1 + dr(SA)e < k − 1 следующих раундах. Пусть y1 — цен-
тральная вершина SB. Предположим теперь, что дерево SB является
расходящимся. Докажем, что у Новатора существует такая стратегия,
что для любого i ∈ {1, . . . , k} либо он уже выигрывает в i-ом раунде,
либо выбранные вершины x1, x2, . . . , xi и y1, y2, . . . , yi образуют простые
пути и укорененные деревья SAx1

(xi) и SBy1
(yi) не являются изоморфными.

Для первого раунда такая стратегия уже построена. Предположим, что
она построена и вплоть до некоторого раунда i ∈ {1, . . . , k − 1}. Рас-
смотрим i + 1-ый раунд. Если только одна вершина из xi, yi является
листом, то Новатор побеждает в i + 1-ом раунде. Пусть xi, yi — не ли-
стья. Так как укорененные деревья SAx1

и SBy1
являются расходящимися, то

xi-ветви дерева SAx1
попарно неизоморфны (yi-ветви дерева SBy1

также по-
парно неизоморфны). Без ограничения общности у xi существует такой
сын xi+1, что ни одна из yi-ветвей не изоморфна SAxi+1

. Новатор выбирает
вершину xi+1, стратегия построена. Следовательно, Новатор побеждает
не более чем в r(SA) + 1 = k − 1 раундах. Если дерево SB не является
расходящимся, то рассмотрим такую вершину t этого дерева, что SBy1

(t)
— не расходящееся дерево, но все его t-ветви являются расходящимися.
Пусть две изоморфные t-ветви укоренены в z1, z2. Новатор выбирает по-
следовательно вершины простого пути y1, y2, . . . , t, z1, а Консерватор —
некоторые вершины x1, x2, . . . , xi, которые тоже должны образовывать
простой путь. Если глубины деревьев SBy1

(z1) и SAx1
(xi) различны, то Но-

ватор продолжает путь, соответствующий дереву с меньшей глубиной, и
побеждает не более чем в r(SA) + 1 ≤ k − 1 раундах. Если глубины сов-
падают и SBy1

(z1), S
A
x1

(xi) не изоморфны, то выигрышная стратегия Нова-
тора в r(SA) + 1 раундах приведена выше. Наконец, если SBy1

(z1), S
A
x1

(xi)
изоморфны, то в i + 1-ом раунде Новатор выбирает вершину z2, а Кон-
серватор — некоторую вершину xi+1, являющуюся сыном xi−1. Так как
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SAx1
(xi−1) — расходящееся дерево, то деревья SAx1

(xi+1) и SBy1
(z2) не изо-

морфны, а, следовательно, Новатор побеждает в r(SA) + 2 ≤ k раундах
с помощью стратегии, описанной в предыдущем случае.

Итак,

liminfn,m→∞P(у Новатора есть выигрышная стратегия

в игре EHR(G(n, p(n)), G(m, p(m)), k)) ≥ c(1− c).
По теореме 6.4.4 k-закон нарушается при 2k− 5 ≤ l ≤ 2T (k− 4) и k ≥ 7.
Следовательно, он нарушается и при всех l ∈ {9, . . . , 2k − 6}. Теорема
доказана.
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Заключение

В диссертации получены следующие основные результаты.

1) Найдено наибольшее значение α ∈ (0, 1), при котором случайный
граф G(n, n−α) не подчиняется k-закону нуля или единицы, а так-
же исследованы другие значения α (в контексте k-закона нуля или
единицы), близкие к найденному наибольшему значению.

2) Доказано, что случайный граф G(n, n−1/(k−2)) подчиняется k-закону
сходимости.

3) При всех натуральных k ≥ 3 найдены наименьшие и наибольшие
точки спектров свойств первого порядка, а при достаточно боль-
ших k получены оценки на наименьшую и наибольшую предельные
точки спектров. Нижняя оценка асимптотически (по k) точна, лога-
рифм разности между единицей и верхней оценкой также является
асимптотически точным.

4) Доказано, что наименьшая кванторная глубина формулы первого
порядка, выражающей свойство с бесконечным спектром, принад-
лежит множеству {4, 5}.

5) Для любых взаимно простых t < s явно найдено такое число ε, что
случайный граф G(n, n−α) подчиняется k-закону нуля или единицы
для всех α ∈ (t/s − ε, t/s). Кроме того, для t ∈ {1, 2} мы получи-
ли оценку на наибольшее такое ε (при этом логарифмы верхней и
нижней оценок имеют один и тот же порядок роста).

6) Доказано, что наименьшее число перемен кванторов формулы пер-
вого порядка, выражающей свойство с бесконечным спектром, равно
3.

7) Получены верхняя и нижняя оценка на наименьшее натуральное m,
при котором случайный граф G(n, n−1−1/m) подчиняется k-закону
нуля или единицы.
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Предложенные автором подходы могут найти дальнейшее применение
в изучении асимптотического поведения вероятностей свойств, выражен-
ных формулами первого порядка с кванторной глубиной k, случайного
графа G(n, n−α) для значений параметра α, не расссмотренных в на-
стоящей работе, а также при исследовании выразимости тех или иных
свойств формулами первого порядка кванторной глубины не выше k.

В качестве перспектив дальнейшей разработки темы диссертации мож-
но предложить изучение следующих вопросов.

1) Получение (или опровержение) k-законов нуля или единицы для
случайного графа G(n, n−α) при α = 1 + 1

l , l ∈ N.

2) Получение точного значения наименьшей кванторной глубины фор-
мулы, выражающей свойство с бесконечным спектром (для обоих
опредений спектров).

3) Нахождение точных значений наименьшей и наибольшей предель-
ных точек спектров S1

k и S2
k.

4) Доказательство (или опровержение) k-закона сходимости для слу-
чайного графа G(n, n−α), где α = 1− 1

2k−2
.

5) Для любых взаимно простых t < s оценивание сверху наибольшего
ε такого, что случайный граф G(n, n−α) подчиняется k-закону нуля
или единицы для всех α ∈ (t/s− ε, t/s).

6) Получение и опровержение k-законов нуля или единицы для случай-
ного графаG(n, n−α) при α ∈

(
1

k−2 , 1−
1

2k−1

)
, а также при α, принад-

лежащих (конечному) подмножеству
[
1− 1

2k−1 , 1
)
, не рассмотренно-

му в работе.

7) Доказательство или опровержение монадического k-закона нуля или
единицы для случайного графа G(n, n−α) при α ∈ (0, 1).
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[57] Janson S.,  Luczak T., Ruciński A. Random Graphs. New York. Wiley.
2000.

[58] Kahn J., Kalai G. A counterexample to Borsuk’s conjecture // Bulletin
(new series) of the AMS. — 1993. — Vol. 29. — no. 1. — P. 60–62.

[59] Kaufmann M. Counterexample to the 0–1 law for existential monadic
second-order logic // Technical Report, CLI Internal Note 32,
Computational Logic Inc. — 1987.

[60] Kaufmann M., Shelah S. On random models of finite power and monadic
logic // Discrete Mathematics. — 1985. — Vol. 54. — no. 3. — P. 285–293.

[61] Klee V., Wagon S. Old and new unsolved problems in plane geometry
and number theory. Math. Association of America. 1991.

[62] Kleinberg R. D., Kleinberg J. M. Isomorphism and embedding problems
for infinite limits of scale-free graphs // Proc. Proceedings of the
sixteenth annual ACM-SIAM symposium on Discrete algorithms (SODA
’05). — 2005. — P. 277–286.
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