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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ îáåñïå÷åíèÿ âûñîêîíàäåæíîé îáðàáîòêè èí-

ôîðìàöèè è îáåñïå÷åíèÿ ïîìåõîóñòîé÷èâîñòè èíôîðìàöèîííûõ êîì-

ìóíèêàöèé äëÿ öåëåé ïåðåäà÷è, õðàíåíèÿ è çàùèòû èíôîðìàöèè ÷à-

ñòî ïðèâîäèò ê ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì îáðàáîòêè èíôîðìàöèè,

êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ êàíàëîì ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà (ÊÌÄ).

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî çàäà÷, êîòîðûå èìåþò ðàçëè÷íûå ïðèëî-

æåíèÿ.

Ïåðâàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðà-

çîì. Ñêîëüêî íàäî çàäàòü âîïðîñîâ ñ îòâåòàìè äà�íåò, ÷òîáû íàéòè

íåêîòîðîå çàãàäàííîå ÷èñëî îò 1 äî M , åñëè ñðåäè îòâåòîâ ìîæåò

áûòü íå áîëåå t íåïðàâèëüíûõ?

Åñëè âñå âîïðîñû çàäàþòñÿ îäíîâðåìåííî, à ïîòîì ìû ïîëó÷àåì

îäíîâðåìåííî âñå îòâåòû, òî ïîäîáíûé ïîèñê íàçûâàåòñÿ íåàäàïòèâ-

íûì. Åñëè ïðè âûáîðå ñëåäóþùåãî âîïðîñà ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü

ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ, òî ïîèñê íàçûâàåòñÿ àäàïòèâíûì. Ìû áó-

äåì èíòåðåñîâàòüñÿ òîëüêî àäàïòèâíûì ïîèñêîì äëÿ äàííîé çàäà÷è.

Îòìåòèì, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à ñ íåàäàïòèâíûì ïîèñêîì

ýêâèâàëåíòíà êëàññè÷åñêîé çàäà÷å òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.

Âòîðàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç M ýëåìåíòîâ è ñîäåðæàùåå íå

áîëåå, ÷åì d äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ. Òðåáóåòñÿ âûÿâèòü âñå äåôåêò-

íûå ýëåìåíòû íà îñíîâàíèè íàèìåíüøåãî ÷èñëà ãðóïïîâûõ òåñòîâ.

Êàæäûé òåñò ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó òåñòèðóåìîé ãðóïïû ýëåìåíòîâ,

è â äèçúþíêòèâíîé ìîäåëè ðåçóëüòàò òåñòà ïîëîæèòåëåí, åñëè õîòü
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îäèí äåôåêòíûé ýëåìåíò ïîïàë â òåñòèðóåìóþ ãðóïïó. Òàêæå âàæíà

çàäà÷à, êîãäà ðåçóëüòàò òåñòà ïîêàçûâàåò ñêîëüêî äåôåêòíûõ ýëå-

ìåíòîâ ïîïàëî â òåñòèðóåìóþ ãðóïïó.

Òðåòüÿ çàäà÷à èìååò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ äëÿ êðèïòîãðàôèè.

Ïóñòü èìååòñÿ T ïîëüçîâàòåëåé è N ñåêðåòíûõ êëþ÷åé. Êàæäûé

ïîëüçîâàòåëü èìååò ñâîé íàáîð êëþ÷åé, è ãðóïïà ïîëüçîâàòåëåé ìî-

æåò âåñòè îáìåí èíôîðìàöèåé, åñëè íàéäåòñÿ îáùèé äëÿ âñåé ãðóïïû

ñåêðåòíûé êëþ÷. Ìû õîòèì, ÷òîáû äëÿ ëþáîé ãðóïïû èç w ïîëüçî-

âàòåëåé è ãðóïïû èç r äðóãèõ ïîëüçîâàòåëåé íàøåëñÿ òàêîé êëþ÷,

÷òî âñå ïîëüçîâàòåëè ïåðâîé ãðóïïû èìåþò ýòîò êëþ÷ è, òåì ñàìûì,

ìîãóò âåñòè îáìåí èíôîðìàöèåé, òîãäà êàê íè ó îäíîãî èç r ïîëüçî-

âàòåëåé âòîðîé ãðóïïû ýòîãî êëþ÷à íåò. Òåì ñàìûì, ïîëüçîâàòåëè

ïåðâîé ãðóïïû ìîãóò îáìåíèâàòüñÿ èíôîðìàöèåé ñåêðåòíî îò ïîëü-

çîâàòåëåé âòîðîé ãðóïïû.

Åñòåñòâåííî, ÷òî íàì õîòåëîñü áû ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî ñåê-

ðåòíûõ êëþ÷åé ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå ïîëüçîâàòåëåé èëè, ÷òî

òîæå ñàìîå, ìàêñèìèçèðîâàòü ÷èñëî ïîëüçîâàòåëåé ïðè ôèêñèðîâàí-

íîì ÷èñëå êëþ÷åé.

Ðàññìîòðèì ýòè çàäà÷è ñ òî÷êè çðåíèÿ êàíàëà ìíîæåñòâåííîãî

äîñòóïà.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êàíàëà ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà (ÊÌÄ)

ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ äèñêðåòíûé êàíàë, èìåþùèõ d âõîäîâ è îäèí

âûõîä. ×åðåç ÊÌÄ ïîñèìâîëüíî ïåðåäàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè q-

è÷íûõ ñèìâîëîâ èç àëôàâèòà 0, 1, . . . , q − 1 äëèíû n, ïðåäñòàâëÿþ-

ùèå èç ñåáÿ çàêîäèðîâàííûå ñîîáùåíèÿ. Íàáîð èç M òàêèõ ñîîáùå-

íèé ìû áóäåì íàçûâàòü êîäîì, åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà èç d ñîîá-

ùåíèé, êîòîðûå ïîñòóïàþò íà âõîä êàíàëà, ìîæíî èõ âîññòàíîâèòü
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ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû n íà âûõîäå. Çàäà÷à äëÿ ÊÌÄ ñîñòî-

èò â òîì, ÷òîáû äëÿ ôèêñèðîâàííîãî êîëè÷åñòâà ñîîáùåíèé ìèíè-

ìèçèðîâàòü äëèíó n, èëè (÷òî ýêâèâàëåíòíî) ïðè ôèêñèðîâàííîì n

ìàêñèìèçèðîâàòü ÷èñëî ñîîáùåíèé M .

Ìîæíî ðàññìîòðåòü íåìíîãî äðóãóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è äëÿ

ÊÌÄ. Ðàçîáüåì M ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n íà d ãðóïï è ñêà-

æåì, ÷òî èìååòñÿ d ïîëüçîâàòåëåé, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ ñâîé êîä

äëÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè. Ýòè ïîëüçîâàòåëè âåäóò ïåðåäà÷ó îäíî-

âðåìåííî ÷åðåç êàíàë ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà. Òîãäà óñëîâèå, ÷òî

äëÿ ëþáîãî íàáîðà èç d ñîîáùåíèé, êîòîðûå ïîñòóïàþò íà âõîä êà-

íàëà, ìîæíî èõ âîññòàíîâèòü ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû n íà âû-

õîäå âûòåêàåò, ÷òî òàêàÿ ïåðåäà÷à âîçìîæíà.

Ñâîéñòâà ÊÌÄ àêòèâíî èçó÷àþòñÿ íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ äåñÿ-

òèëåòèé. Îòìåòèì èñëåäîâàíèÿ Àëñâåäå Ð. [91], [90], Áàññàëûãî Ë.À.

[3], [4], Áóðíàøåâà Ì.Â. [14], [15], Äüÿ÷êîâà [32], [29], [30], Çèíîâüåâà

Â.À. [42], [50], [54], [55], [56], [57], Çÿáëîâà Â.Â. [61], [62], [63], [64], Êà-

áàòÿíñêîãî Ã.À. [21], Ëåîíòüåâà Â.Ê. [74], [75], Ïèíñêåðà Ì.Ñ [5], [6],

Ïðåëîâà Â.Â. [7], Ðàéãîðîäñêîãî À.Ì. [164], [83], Ñàãàëîâè÷à Þ.Ë.

[87], Öèòîâè÷à È.È. [88], Öûáàêîâà Á.Ñ. [79], Øåííîíà [166], êîòî-

ðûå íàèáîëåå áëèçêè ê òåìàòèêå ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè

ïðîáëåì. Âìåñòå ñ òåì, èìååòñÿ è ìíîãî íåðåøåííûõ çàäà÷, àêòó-

àëüíûõ äëÿ òåîðèè èíôîðìàöèè, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ

ÊÌÄ è ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì ðàññìîòðåíèÿ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè.

Åñëè ìû ðàññìîòðèì êàíàë, â êîòîðîì âîçìîæíû îøèáêè, íî

d = 1, òî ïîëó÷èì îäíó èç çàäà÷ îáåñïå÷åíèÿ ïîìåõîóñòîé÷èâîñòè

èíôîðìàöèîííûõ êîììóíèêàöèé äëÿ öåëåé ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè.

Çàäà÷ó ñ àäàïòèâíûì òåñòèðîâàíèåì (ïåðâàÿ çàäà÷à, ñôîðìóëè-
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ðîâàííàÿ âûøå) íàçûâàþò çàäà÷åé Óëàìà, èëè çàäà÷åé Ðåíüè-Óëàìà

è îíà èìååò ìíîãî âàæíûõ ïðèëîæåíèé (ñì. [1]). Âïåðâûå çàäà÷ó

óãàäûâàíèÿ ñ âîçìîæíîñòüþ ëîæíûõ îòâåòîâ ñôîðìóëèðîâàë âåí-

ãåðñêèé ìàòåìàòèê Àëüôðåä Ðåíüè (ñì. [165]). Áîëüøóþ ðîëü â èñ-

ñëåäîâàíèè ýòîé çàäà÷è ñûãðàëè ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Áåðëåêàì-

ïîì (ñì. [103]). Ýòà çàäà÷à ïðèîáðåëà ïîïóëÿðíîñòü ïîñëå òîãî, êàê

â ñâîåé àâòîáèîãðàôèè �Ïðèêëþ÷åíèÿ ìàòåìàòèêà� (ñì. [174]) àìå-

ðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Ñòàíèñëàâ Óëàì çàäàë ïîäîáíûé âîïðîñ äëÿ

M = 106. Äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ M , òî÷íåå äëÿ M = 220, ýòà çàäà÷à

ðåøåíà. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî âîïðîñîâ N(220, t) â çàäà÷å ñ àäàïòèâ-

íûì òåñòèðîâàíèåì çàäàåòñÿ òàáëèöåé

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

N(220, t) 20 25 29 33 37 40 43 46 50 53

è ïðè t ≥ 8 èìååì N(220, t) = 3t+ 26.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ M òî÷íûé îòâåò èçâåñòåí òîëüêî

äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷åíèé t (ñì. [162], [116]). Àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûé

îòâåò äëÿ äâîè÷íîãî ñëó÷àÿ áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [41] .

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü îáîáùåíèå äàííîé çàäà÷è íà q-è÷íûé

ñëó÷àé (ñì. [98] ). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç M ýëå-

ìåíòîâ. Ìû ðàçáèâàåì ìíîæåñòâî [M ] íà q ïîäìíîæåñòâ S0, S1

. . .Sq−1. Îòâåò ïîêàçûâàåò â êàêîé ãðóïïå íàõîäèòñÿ çàãàäàííîå ÷èñ-

ëî. Ñêîëüêî íàäî çàäàòü òàêèõ âîïðîñîâ, ÷òîáû íàéòè íåêîòîðîå çà-

ãàäàííîå ÷èñëî îò 1 äî M , åñëè ñðåäè îòâåòîâ ìîæåò áûòü íå áîëåå

t íåïðàâèëüíûõ?

Ñ òî÷êè çðåíèÿ êàíàëà ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà, ïîëó÷àåì çà-

äà÷ó ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ïî q-è÷íîìó êàíàëó, ïðè íàëè÷èè áåç-
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îøèáî÷íîé îáðàòíîé ñâÿçè. Ýòà çàäà÷à äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà

îøèáîê èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ [113], [114], [91]. Äëÿ ñëó÷àÿ îäèíî÷íîé

îøèáêè òî÷íûé îòâåò áûë ïîëó÷åí Àèãíåðîì [99] è Ìàëèíîâñêèì

[160] íåçàâèñèìî. Ñëó÷àé äâóõ è òðåõ îøèáîê áûë ðåøåí Äåïïå [116].

Îòìåòèì îáçîð Õèëà î ïîèñêå ñ ëæåöàìè [143], íàïèñàííûé â 1995

ãîäó. Â ýòîì îáçîðå îí õîðîøî îñâåòèë ðåçóëüòàòû äëÿ ôèêñèðîâàí-

íîãî ÷èñëà îáúåêòîâ, ñðåäè êîòîðûõ âåäåòñÿ ïîèñê. Â 2002 ãîäó Ïåëñ

íàïèñàë íàó÷íî-ïîïóëÿðíûé îáçîð �Ïîèñêîâûå èãðû ñ îøèáêàìè �

ïÿòüäåñÿò ëåò áîðüáû ñ ëæåöàìè� ([163]).

Èíòåðåñíî, ÷òî â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà îøèáîê äëÿ ïî-

ëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîãî îòâåòà äîñòàòî÷íî îäíîðàçîâîé îá-

ðàòíîé ñâÿçè (ñì. [3]).

Ññûëêè íà äðóãèå èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû ìîæíî íàéòè â êíè-

ãàõ [131], [132], [112]. Òàêèì îáðàçîì, îáîáùåíèÿ äâîè÷íîãî ñëó÷àÿ

íà ñëó÷àé q > 2 â îñíîâíîì ïîëó÷åíû äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà

îøèáîê.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæíî ëè îáîáùèòü èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû íà

ñëó÷àé q > 2, êîãäà äîëÿ îøèáîê ëèíåéíà ïî ñðàâíåíèþ ñ êîäîâîé

äëèíîé.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëåäóþùåé, íå ìåíåå ïîïóëÿðíîé çà-

äà÷è. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç M ýëåìåíòîâ è ñîäåð-

æàùåå íå áîëåå, ÷åì d äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ. Åñëè ðàññìîòðåòü âñå

òàêèå ìíîæåñòâà è çàìåíèòü íåäåôåêòíûå ýëåìåíòû íà 0, à äåôåêò-

íûå íà 1, òî ïîëó÷èì ìíîæåñòâî X äâîè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû M è

âåñà íå áîëåå, ÷åì d. Íàøà çàäà÷à � âûÿâèòü âñå äåôåêòíûå ýëåìåí-

òû íà îñíîâàíèè íàèìåíüøåãî ÷èñëà âîïðîñîâ (ãðóïïîâûõ òåñòîâ).

Äåôåêòíûå ýëåìåíòû âûãëÿäÿò â òî÷íîñòè òàê æå, êàê ïðàâèëüíûå,
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ïîýòîìó åäèíñòâåííî âîçìîæíûé ïóòü â íàõîæäåíèè äåôåêòíûõ ýëå-

ìåíòîâ - ýòî ãðóïïîâîå òåñòèðîâàíèå. Èíà÷å ãîâîðÿ, íàì íàäî îïðå-

äåëèòü íåèçâåñòíûé âåêòîð x ⊂ X, îáõîäÿñü ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì

âîïðîñîâ.

Îïðåäåëèì, ÷òî êàæäûé âîïðîñ ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó òåñòèðóå-

ìîé ãðóïïû S ⊆ [M ] (÷åðåç [M ], êàê îáû÷íî, îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî

öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî M). Ôàêòè÷åñêè, ìû ðàçáèâàåì ìíîæåñòâî [M ]

íà äâà ïîäìíîæåñòâà S1 = S è S0 = M \ S. Îòâåòû çàâèñÿò òîëüêî

îò ÷èñëà äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ, ïîïàâøèõ â òåñòèðóåìóþ ãðóïïó. Ïî

ñóòè, ïðàâèëà, ïî êîòîðûì äàþòñÿ îòâåòû íà âîïðîñû, è îïèñûâàþò

ìîäåëü òåñòèðîâàíèÿ.

Ïóñòü Nn(d) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ñðåäè êîòîðûõ ìîæ-

íî íàéòè d äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ çà n òåñòîâ. Äëÿ àäàïòèâíîãî àë-

ãîðèòìà a = a(N, d, n) îáîçíà÷èì ÷åðåç an(d) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî

ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ äîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ çà

n òåñòîâ, òî åñòü àëãîðèòì a ÿâëÿåòñÿ óñïåøíûì. Òàêèì îáðàçîì,

an(d) ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíèöåé äëÿ Nn(d).

Äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ôàëüøèâîé ìîíåòû ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷

äàâíî èçâåñòíû. Óäèâèòåëüíî, íî óæå äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ôàëüøèâûõ

ìîíåò, òî÷íûé îòâåò íà áîëüøèíñòâî ïîäîáíûõ çàäà÷ äî ñèõ ïîð íåèç-

âåñòåí.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ Nn(2) òî÷íûé

îòâåò íå ïîëó÷åí è ýòî ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé êîìáèíàòîðíîé ïðîáëåìîé.

Â ðàáîòå [109] àâòîðû ïîëó÷èëè âåðõíþþ ãðàíèöó

Nn(2) ≤ ⌊2(n+1)/2−1/2⌋ è äëÿ ïðåäëîæåííîãî èìè àëãîðèòìà ïîèñêà
l äîêàçàëè, ÷òî ln(2)

Nn(2)
> 0.95.

Ýòîò ðåçóëüòàò áûë óëó÷øåí â [110], ãäå ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì
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ïîèñêà u äàâàë îöåíêó un(2)
Nn(2)

> 0.983. Áîëåå òîãî, â [110] òàêæå áû-

ëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ àëãîðèòìà ïîèñêà v ñóùåñòâóåò òàêîå n0, ÷òî
vn(2)
Nn(2)

> 0.995 äëÿ n ≥ n0.

Îòìåòèì åùå íåñêîëüêî ðàáîò ïî äàííîé òåìàòèêå.

Â ðàáîòå [173] ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîèñêà äëÿ ÷èñëà ýëåìåíòîâ,

êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ñóììàìè ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.

Äàííûé ðåçóëüòàò óñòóïàåò ïðèâåäåííûì âûøå îöåíêàì ïðè áîëü-

øîì ÷èñëå ýëåìåíòîâ.

Â [175] ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîèñêà p è ïîêàçàíî, ÷òî pn(2)
Nn(2)

>

0.991 åñëè n ≥ 22.

Âîçíèêàåò âîïðîñ î ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà, êîòîðûé áû äàë êîí-

ñòàíòó, ðàâíóþ åäèíèöå.

Òàêæå çàäà÷à íàõîæäåíèÿ äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ â äèçúþíêòèâ-

íîé ìîäåëè òåñíî ñâÿçàíà ñ äèçúþíêòèâíûìè êîäàìè. Äèçúþíêòèâ-

íûå s-êîäû è s-ïëàíû áûëè ââåäåíû Ó. Êàóòöîì è Ð. Ñèíãëòîíîì

â 1964 ãîäó â îñíîâîïîëàãàþùåé ñòàòüå [149], ãäå òàêæå ïîëó÷åíû

ïåðâûå íåòðèâèàëüíûå ñâîéñòâà è îïèñàí ðÿä ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Äâîè÷íàÿ ìàòðèöà C = ∥cij∥ ðàçìåðà n × M íàçûâàåòñÿ äèçú-

þíêòèâíûì s-êîäîì, åñëè äëÿ ëþáîãî ñòîëáöà c íîìåðîì k è ëþáîãî

ïîäìíîæåñòâà J ⊂ [M ], íå ñîäåðæàùåãî â ñåáå k, ìîùíîñòè |J | = s,

ñóùåñòâóåò êîîðäèíàòà i ∈ [N ] òàêàÿ, ÷òî cij = 1 äëÿ j = k è cij = 0

äëÿ âñåõ j ∈ J .

Àñèìïòîòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ äèçúþíêòèâíûõ s-êîäîâ áóäåì íà-

çûâàòü âåëè÷èíó

R(s) = lim
N→∞

log2 t(s,N)

N
,

ãäå t(s,N) îçíà÷àåò ìàêñèìàëüíûé îáúåì äèçúþíêòèâíûõ s-êîäîâ

äëèíû N .
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Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [149] ïîêàçàíî

R(s) ≤ R(≤ s) ≤ R(s− 1).

Â ñëó÷àå s = 2 â 1982 ãîäó Ï. Ýðäåø è äð. [135] äîêàçàëè îöåíêè, èç

êîòîðûõ ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

0.182 ≤ R(2) ≤ 0.322.

Ýòè íåðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ íàèëó÷øèå èçâåñòíûå íèæ-

íþþ è âåðõíþþ ãðàíèöû äëÿ R(2) è â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Â òîì æå

1982 ãîäó À.Ã. Äüÿ÷êîâ è Â.Â. Ðûêîâ [30] èíûì ìåòîäîì âûâåëè âåðõ-

íþþ ãðàíèöó, êîòîðàÿ â ñëó÷àå s = 2 ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ

ïðèâåäåííîãî âûøå íåðàâåíñòâà à ïðè s → ∞ àñèìïòîòè÷åñêè ýêâè-

âàëåíòíà íåðàâåíñòâó

R(s) ≤ 2 log2 s

s2
(1 + o(1)), s → ∞.

Íèæíÿÿ ãðàíèöà ñêîðîñòèR(s) áûëà ïîëó÷åíà â 1983 ãîäó À.Ã. Äüÿ÷-

êîâûì è Â.Â. Ðûêîâûì â ðàáîòå [31], èç êîòîðîé ñëåäóåò àñèìïòîòè-

÷åñêîå íåðàâåíñòâî

R(s) ≥ log2 e

es2
(1 + o(1)) =

0.5307 . . .

s2
(1 + o(1)), s → ∞.

Îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàáîòû, íàïèñàííûå íåçà-

âèñèìî Ï. Ýðäåøîì è äð. â 1985 ãîäó [136] à òàêæå Ô. Õâàíãîì Â. è

Ñîñîì â 1987 ãîäó [144], êîòîðûå, â ÷àñòíîñòè, ñîäåðæàò ñëåäóþùóþ

îöåíêó

R(s) ≥ log2 e

4s2
(1 + o(1)) =

0.361 . . .

s2
(1 + o(1)), s → ∞.
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À.Ã. Äüÿ÷êîâ è äð. [126] âïîñëåäñòâèå óëó÷øèëè ðåçóëüòàò 1983 ãîäà

è â 1989 ãîäó íîâûì ìåòîäîì äîêàçàëè íèæíþþ ãðàíèöó äëÿ ñêîðî-

ñòè R(s), èç êîòîðîé ïðè s → ∞ ïîëó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå íåðà-

âåíñòâî:

R(s) ≥ 1

s2 log2 e
(1 + o(1)) =

0.6931 . . .

s2
(1 + o(1)), s → ∞.

Åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå äèçúþíêòèâíûõ s-êîäîâ íà ñëó÷àé (w, r) êî-

äîâ ïîÿâèëîñü â [161], â êîòîðîé ïîäîáíûå êîäû ðàññìàòðèâàëèñü â

ñâÿçè ñ ïðîáëåìàìè êðèïòîãðàôèè (òðåòüÿ çàäà÷à, îïèñàííàÿ âûøå).

Êîäîì, ñâîáîäíûì îò (w, r) ïåðåêðûòèé, íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî

ïîäìíîæåñòâ A = {A1, . . . , AT} ìíîæåñòâà [N ] = {1, 2, . . . , N} , åñëè
äëÿ ëþáûõ I, J ïîäìíîæåñòâ [T ] = {1, 2, . . . , T} , òàêèõ ÷òî |I| =
w, |J | = r è I ∩ J = O, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå⋂︂

i∈I

Ai ⊈
⋃︂
j∈J

Aj.

Ýòî îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ êîäîâ:

Äâîè÷íàÿ ìàòðèöà C = ∥cij∥ ðàçìåðà N × T íàçûâàåòñÿ êîäîì,

ñâîáîäíûì îò (w, r) ïåðåêðûòèé, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû íåïåðåñåêà-

þùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ J1, J2 ⊂ [T ] ìîùíîñòè |J1| = w è |J2| = r

ñóùåñòâóåò êîîðäèíàòà i ∈ [N ] òàêàÿ, ÷òî cij = 1 äëÿ âñåõ j ∈ J1 è

cij = 0 äëÿ âñåõ j ∈ J2.

Èìååòñÿ òåñíàÿ ñâÿçü óêàçàííûõ êîäîâ ñ ðàçäåëÿþùèìè ñèñòåìà-

ìè (ïîäðîáíîå îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ ïî (1, 2) è (2, 2) ðàçäåëÿþùèì

ñèñòåìàì ìîæíî íàéòè â [86], [87] ).

Îñíîâíîé çàäà÷åé äëÿ êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (w, r) ïåðåêðûòèé,

ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà ñòîëáöîâ T (N,w, r) äëÿ

äàííîãî ÷èñëà ñòðîê N , èëè ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà ñòðîê N(T,w, r)
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äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà ñòîëáöîâ T . Äëÿ ñëó÷àÿ w = r = 1 çàäà÷à íà-

õîæäåíèÿ òî÷íîãî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû T (N,w, r) ïîëíîñòüþ ðåøåíà:

T (N, 1, 1) =
(︁

N
⌊N/2⌋

)︁
( òåîðåìà Øïåðíåðà).

Â îáùåì ñëó÷àå èçâåñòíû ëèøü íåñêîëüêî ïðèìåðîâ îïòèìàëü-

íûõ êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (w, r) ïåðåêðûòèé, è ðàçëè÷íûå îöåíêè âå-

ëè÷èíû N(T,w, r) äëÿ áîëüøèõ T (ñì. [128], [133], [170]).

Âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ ñêîðîñòè (2, 2) êîäîâ áûëà ïîëó÷åíà Ñàãà-

ëîâè÷åì â [87], êîòîðûé èñïîëüçîâàë èäåþ ðàññìîòðåíèÿ êîäà, äëèíà

êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì äðóãîãî êîäà.

Âîçíèêàåò âîïðîñ îáîáùåíèÿ ýòîé èäåè íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ

(w, r).

Â ñòàòüå Ýðäåøà è Ðåíüè [134] ðàññìàòðèâàëàñü ñëåäóþùàÿ çà-

äà÷à ïîèñêà ôàëüøèâûõ ìîíåò íà òî÷íûõ âåñàõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

íàñòîÿùàÿ ìîíåòà âåñèò 10 ãð., à ôàëüøèâàÿ � 9 ãð. Åñëè íà âåñû ïî-

ëîæèëè L ìîíåò è èõ (ñóììàðíûé) âåñ ðàâåíW , òî ñðåäè âçâåøåííûõ

ìîíåò ðîâíî s = 10L − W ôàëüøèâûõ. Íà ÿçûêå òåîðèè ãðóïïîâî-

ãî òåñòèðîâàíèÿ (èëè ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ðåçóëüòàòîì òåñòà ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ (ò.å. ôàëü-

øèâûõ ìîíåò) ñðåäè òåñòèðîâàííûõ.

Ïóñòü èìååòñÿ n ìîíåò, çàíóìåðîâàííûõ ìíîæåñòâîì {1, . . . , n},
è ïóñòü X ⊂ {1, . . . , n} � ýòî ìíîæåñòâî ôàëüøèâûõ ìîíåò è

íåò îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñëî ôàëüøèâûõ ìîíåò. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü

íåàäàïòèâíûé ïîèñê (èëè ïîèñê áåç îáó÷åíèÿ), êîãäà âñå òåñòû-

âçâåøèâàíèÿ çàðàíåå çàïëàíèðîâàíû. Ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ýòî êàê

òî, ÷òî âñå âçâåøèâàíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî íà íåñêîëü-

êèõ âåñàõ, ò.å. ýòî ïàðàëëåëüíûé ïîèñê â îòëè÷èå îò ïîñëåäîâàòåëü-

íîãî, ò.å. àäàïòèâíîãî, ïîèñêà.
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Äàëåå, ïóñòü èìååòñÿ m âåñîâ-âçâåøèâàíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Hi ⊂ {1, . . . , n} ìíîæåñòâî ìîíåò, êîòîðûå âçâåøèâàþòñÿ íà i-ûõ

âåñàõ, è ÷åðåç si = |X ∩ Hi| ðåçóëüòàò âçâåøèâàíèÿ. Ââåäåì äâîè÷-

íûé âåêòîð "ñîñòîÿíèÿ" x = (x(1), . . . , x(n)), êàê õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèé âåêòîð ìíîæåñòâà X, ò.å. x(i) = 0, åñëè i-àÿ ìîíåòà íàñòîÿùàÿ,

è x(i) = 1, åñëè i-àÿ ìîíåòà ôàëüøèâàÿ. Ñîïîñòàâèì íàáîðó (ïëàíó)

âçâåøèâàíèé äâîè÷íóþm×n ìàòðèöó H, ñòðîêàìè hi êîòîðîé ÿâëÿ-

þòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû ìíîæåñòâ Hi. Òîãäà äëÿ âåêòîðà

ðåçóëüòàòîâ âçâåøèâàíèé s = (s1, . . . , sm) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

si = (x, hi) èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî,

HxT = s,

ãäå óìíîæåíèå ìàòðèöû íà âåêòîð ïîíèìàåòñÿ êàê óìíîæåíèå íàä

ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q, à íå â êîíå÷íîì ïîëå. Îòìåòèì, ÷òî çà

ýòèì èñêëþ÷åíèåì, äàííîå óðàâíåíèå âûãëÿäèò òàê æå, êàê ñèíäðîì-

íîå óðàâíåíèå â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïëàí âçâåøèâà-

íèé ïîçâîëÿåò íàéòè ôàëüøèâûå ìîíåòû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

äàííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x èìååò åäèíñòâåííîå äâîè÷íîå ðå-

øåíèå. Áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ìàòðèöó H ðàçðåøàþùåé ìàòðèöåé.

Ëèíäñòðåì [158] ïîñòðîèë ðàçðåøàþùèå m × n ìàòðèöû, ãäå

n = n(m) ðàâíî ñóììàðíîìó êîëè÷åñòâó åäèíèö â äâîè÷íûõ ïðåä-

ñòàâëåíèÿõ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ m. Ò.å.

n(m) =
m∑︂
i=1

wt(i),

ãäå wt(i) � ýòî âåñ Õýììèíãà âåêòîðà i, ðàâíîãî äâîè÷íîìó ïðåäñòàâ-

ëåíèþ ÷èñëà i. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ n = k2k−1 ðàçðåøàþùàÿ ìàòðèöà èç
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[158] èìååò 2k−1 ñòðîê è â [106] íåçàâèñèìî áûëà ïðåäëîæåíà ðåêóð-

ðåíòíàÿ êîíñòðóêöèÿ òàêèõ ìíîæåñòâ. Îòìåòèì, ÷òî ðåêóððåíòíàÿ

êîíñòðóêöèÿ [106] áûëà îáîáùåíà â [82] äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíî-

ñòè n.

Âîçíèêàåò âîïðîñ èçó÷åíèÿ êîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ ñóììèðóþùèì

êàíàëîì äëÿ ñëó÷àÿ q > 2.

Îïèñàíèå äðóãèõ èíòåðåñíûõ ìîäåëåé êîìáèíàòîðíîãî ïîèñêà è

ãðóïïîâîãî òåñòèðîâàíèÿ ìîæíî íàéòè â [131] è [132]. Íà ðóññêîì

ÿçûêå îñíîâíûå ïðîáëåìû òåîðèè ïîèñêà, íàðÿäó ñ ïðîáëåìàìè ñîð-

òèðîâêè è èäåíòèôèêàöèè, õîðîøî èçëîæåíû â [89].

Ñëåäîâàòåëüíî, àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ðàçðàáîòêè íîâûõ

ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ êîäèðîâàíèÿ èíôîðìàöèè â êàíàëå ìíîæå-

ñòâåííîãî äîñòóïà, ïîçâîëÿþùèõ íà îñíîâàíèè êîìáèíàòîðíîãî ïîä-

õîäà ïîëó÷àòü áîëåå òî÷íûå îöåíêè õàðàêòåðèñòèê íåêîòîðûõ êîäîâ,

èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïåðåäà÷è è çàùèòû èíôîðìàöèè.

Öåëü ðàáîòû

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ïî-

ëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íûõ îöåíîê õàðàêòåðèñòèê íåêîòîðûõ êîäîâ, èñ-

ïîëüçóåìûõ äëÿ ïåðåäà÷è è çàùèòû èíôîðìàöèè, â òîì ÷èñëå îá-

ñëóæèâàþùèõ íåêîòîðûå êàíàëû ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà. Äëÿ ýòî-

ãî íåîáõîäèìî:

-äëÿ çàäà÷è Óëàìà ïîëó÷èòü íîâûé ïîäõîä ñ òî÷êè çðåíèÿ ÊÌÄ,

ïîçâîëÿþùèé îáîáùèòü ðåçóëüòàòû Áåðëåêàìïà íà q-è÷íûé ñëó÷àé

(q > 2);

-äëÿ äèçúþíêòèâíîé ìîäåëè ââåñòè êîìïîçèöèîííîå ðàññòîÿíèå, ÷òî-

áû ïðèìåíèòü ïîäõîä èç òåîðèè êîäèðîâàíèÿ è ÊÌÄ äëÿ ïîëó÷å-
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íèÿ áîëåå òî÷íûõ âåðõíèõ ãðàíèö äëÿ ñêîðîñòè êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò

(w, r) ïåðåêðûòèé;

-äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ïîëüçîâàòåëåé â äèçúþíêòèâíîé ìîäåëè ïîñòðîèòü

àëãîðèòì êîäèðîâàíèÿ, äàþùèé îïòèìàëüíóþ êîíñòàíòó ïðè ãëàâ-

íîì ÷ëåíå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ;

-äëÿ ñóììèðóþùåãî êàíàëà öåëüþ áûëî äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå

çàäà÷, îáîáùàþùèõ äâîè÷íûé ñóììèðóþùèé êàíàë íà q-è÷íûé ñëó-

÷àé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íåé âïåðâûå ïðåäëîæåí êîìáèíà-

òîðíûé ïîäõîä ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷ ïîèñêà ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòîäîâ

òåîðèè êîäèðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå íàó÷íûå ðå-

çóëüòàòû:

1. Ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä èñïðàâëåíèÿ îøèáîê äëÿ q-è÷íîãî êà-

íàëà ñ áåçîøèáî÷íîé îáðàòíîé ñâÿçüþ.

2. Âïåðâûå ââåäåíî ïîíÿòèå êîìïîçèöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ è ïî-

ëó÷åíà ãðàíèöà íà ñêîðîñòü êîäîâ ñ òàêèì êîìïîçèöèîííûì

ðàññòîÿíèåì.

3. Ïðåäëîæåí íîâûé àëãîðèòì ïîèñêà äâóõ äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ,

ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü îïòèìàëüíóþ êîíñòàíòó ïðè ãëàâíîì

÷ëåíå äëÿ îáùåãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.

4. Äëÿ ñóììèðóþùåãî êàíàëà îáîáùåí ðåçóëüòàò Ëèíäñòðåìà íà

ñëó÷àé q = 3 è q = 4.
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Âñå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè, ÿâëÿþòñÿ íîâû-

ìè.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Äëÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ïî q-è÷íîìó êàíàëó ñ áåçîøèáî÷-

íîé îáðàòíîé ñâÿçüþ ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê èñïðàâëåíèþ

îøèáîê, ïîçâîëÿþùèé îáîáùèòü ðåçóëüòàòû Áåðëåêàìïà, ïî-

ëó÷åííûå äëÿ äâîè÷íîãî êàíàëà.

2. Ïîëó÷åííûå àâòîðîì ãðàíèöû äëÿ êîìïîçèöèîííîãî ðàññòî-

ÿíèÿ ïîçâîëÿþò äëÿ äèçúþíêòèâíîé ìîäåëè äîêàçàòü îïòè-

ìàëüíîñòü íåêîòîðûõ êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (w, r) ïåðåêðûòèé,

è óëó÷øèòü âåðõíþþ ãðàíèöó íà ñêîðîñòü òàêèõ êîäîâ.

3. Ïîëó÷åí àëãîðèòì ïîèñêà äâóõ äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ, ïîçâî-

ëÿþùèé ïîëó÷èòü îïòèìàëüíóþ êîíñòàíòó ïðè ãëàâíîì ÷ëåíå

äëÿ îáùåãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.

4. Äëÿ ñóììèðóþùåãî êàíàëà îáîáùåí ðåçóëüòàò Ëèíäñòðåìà íà

ñëó÷àé q = 3 è q = 4.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû êîìáèíàòîðíîé òåîðèè êîäèðîâà-

íèÿ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò

ïðèìåíÿòüñÿ â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ â îáëàñòè òåîðèè êîäèðî-

17



âàíèÿ, êðèïòîãðàôèè è êîìáèíàòîðíîãî ïîèñêà. Òàêæå ðåçóëüòàòû

ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ðàçíûõ ïðàêòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ

� â ïðàêòè÷åñêîé êðèïòîãðàôèè, ìåäèöèíå, áèîëîãèè è äð.
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íà ñëåäóþùèõ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ.
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20



1 Êîäèðîâàíèå ïðè íàëè÷èè áåñøóìíîé

îáðàòíîé ñâÿçè

1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îñíîâíîé ïðîáëåìîé â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à

íàõîæäåíèÿ âåðõíèõ è íèæíèõ ãðàíèö íà ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð

M(n, t, q) êîäà, èñïðàâëÿþùåãî t îøèáîê íà äëèíå n íàä àëôàâèòîì

Q = {0, 1, . . . , q−1}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èìååì áåçîøèáî÷íóþ îá-

ðàòíóþ ñâÿçü, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò àäàïòèâíîìó ïîèñêó ïðè íàëè÷èè

íå áîëåå t íåâåðíûõ îòâåòîâ.

Ðàññìîòðèì êàíàë ñ îäíèì îòïðàâèòåëåì (êîäåðîì) è îäíèì ïðè-

íèìàþùèì (äåêîäåðîì). Íà âõîäå è âûõîäå êàíàëà èñïîëüçóåòñÿ îäèí

è òîò æå q-è÷íûé àëôàâèò Q = {0, 1, . . . , q−1}. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî èìååòñÿ áåçîøèáî÷íàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëå

òîãî, êàê êîäåð ïîñûëàåò ýëåìåíò xi â êàíàë, îí çíàåò êàêîé ýëåìåíò

yi áûë ïðèíÿò íà âûõîäå êàíàëà è ìîæåò èñïîëüçîâàòü ýòó èíôîðìà-

öèþ ïðè äàëüíåéøåé ïåðåäà÷å. Ïóñòü èìååòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

ñîîáùåíèé [M ] = {1, . . . ,M} è îäèí èç åãî ýëåìåíòîâ ïðåäîñòàâëÿ-

åòñÿ êîäåðó äëÿ ïåðåäà÷è ïî êàíàëó. Äàííîå ñîîáùåíèå m ∈ [M ]

êîäèðóåòñÿ ôóíêöèåé ϕm = (ϕm
1 , ϕ

m
2 , . . . , ϕ

m
n ) òàê, ÷òî

xi = ϕm
i (y1, . . . , yi−1).

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èñëî íåïðàâèëüíî ïåðåäàííûõ ñèìâîëîâ íà

äëèíå n íå ïðåâîñõîäèò t è äåêîäåð èìååò ñèñòåìó ìíîæåñòâ {Dm :

m ∈ [M ] Dm ⊂ Qn} òàê, ÷òî Di ∩ Dj = ∅ äëÿ i ̸= j ñ ïîìîùüþ

êîòîðîé ïî ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îí ìîæåò âîññòàíîâèòü
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êàêîå ñîîáùåíèå ïåðåäàâàëîñü ïî êàíàëó.

Îïðåäåëåíèå 1.Êîäîì, èñïðàâëÿþùèì t îøèáîê â êàíàëå ñ áåç-

îøèáî÷íîé îáðàòíîé ñâÿçüþ íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà ïàð {(ϕm, Dm) :

m ∈ [M ]} ñî ñâîéñòâàìè, îïèñàííûìè âûøå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ = t/n äîëþ îøèáîê â êàíàëå è ÷åðåç R =

logq M/n ñêîðîñòü êîäà, ïåðåäàþùåãî M ñîîáùåíèé. Êàê îáû÷íî,

îñíîâíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè êà-

íàëà Cq(τ), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóïðåìóì ñêîðîñòè êîäîâ

ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè

Cq(τ) ≤ Hq(τ), ãäå

Hq(τ) =

⎧⎨⎩1− hq(τ)− τ logq(q − 1) åñëè 0 ≤ τ ≤ q−1
q

0 åñëè q−1
q ≤ τ ≤ 1,

(1)

ãäå hq(τ) = −τ logq τ − (1− τ) logq(1− τ).

Äâîè÷íàÿ ýíòðîïèÿ ðàâíà h(τ) = −τ log τ − (1− τ) log(1− τ), è

íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè ïîä log τ ìû áóäåì ïîíèìàòü ëîãàðèôì

ïî îñíîâàíèþ 2.

Ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ìåòîä ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è, îòëè÷íûé îò

ìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ Áåðëåêàìïîì. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì,

÷òî êîäåð ïðè âîçíèêíîâåíèè îøèáîê ïðåêðàùàåò ïåðåäà÷ó èíôîð-

ìàöèîííûõ ñèìâîëîâ è çàíèìàåòñÿ èñïðàâëåíèåì ýòèõ îøèáîê. Ïî-

ñëå òîãî, êàê ïîÿâèâøèåñÿ îøèáêè èñïðàâëåíû, ïåðåäà÷à èíôîðìà-

öèè âîçîáíîâëÿåòñÿ.

Äëÿ èñïðàâëåíèÿ îøèáîê èñïîëüçóåòñÿ íóëåâîé ñèìâîë, êîòîðûé

ñòèðàåò ñèìâîë, èäóùèé ïåðåä íèì. Òàêîé àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ àë-

ãîðèòìîì 1-óäàëåíèÿ, è îí ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ 1
q ≤ τ ≤ 1

2 ñïðàâåä-

ëèâî ðàâåíñòâî Cq(τ) = (1− 2τ) logq(q − 1).
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Àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûé îòâåò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ t ïî-

ëó÷èòü íå óäàëîñü.

Çàìåòèì, ÷òî â íåäàâíåé ðàáîòå [118] áûë ïîëó÷åí àñèìïòîòè÷å-

ñêè òî÷íûé îòâåò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ t, åñëè ðàññìàòðèâàòü

êàíàë ïåðåäà÷è, â êîòîðîì îøèáêà ìåíÿåò ïåðåäàâàåìûé ñèìâîë íå

ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, à, ê ïðèìåðó, óâåëè÷èâàåò çíà÷åíèå íå áîëåå,

÷åì íà x (ïî ìîäóëþ q). Áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ 1 ≤ x ≤ q/2 − 1

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Cx
q (τ) = 1− h(τ) logq 2− τ logq x

äëÿ τ ≤ x/(x+ 1) è

Cx
q (τ) = 1− logq(x+ 1)

äëÿ τ > x/(x+ 1)

Âåðíåìñÿ ê êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ ïåðåäà÷è ïî q-è÷íîìó êàíàëó.

Èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé t äëÿ êîòîðûõ àëãîðèòì áëèç-

êèé ê àëãîðèòìó 1-óäàëåíèÿ äàåò àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûé îòâåò.

Âìåñòî îäíîãî íóëÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü r íóëåé èäóùèõ ïîäðÿä

äëÿ óäàëåíèÿ. Ýòî àñèìïòîòè÷åñêè äàåò ïðÿìûå, âûõîäÿùèå èç òî-

÷åê (1/(r + 1), 0) è ÿâëÿþùèìèñÿ êàñàòåëüíûìè ê àñèìïòîòè÷åñêîé

ãðàíèöå Õýììèíãà, åñëè ïî îñè àáñöèññ îòêëàäûâàòü äîëþ îøèáîê,

à ïî îñè îðäèíàò àñèìïòîòè÷åñêóþ ñêîðîñòü êîäà.

Äàäèì áîëåå ôîðìàëüíîå îïèñàíèå äàííîãî àëãîðèòìà.

1.2 Îïèñàíèå àëãîðèòìà r-óäàëåíèÿ

Ïîñòàâèì êàæäîìó ïåðåäàâàåìîìó ñîîáùåíèþ m ∈ [M ] â ñîîò-

âåòñòâèå èíôîðìàöèîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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m = (m1,m2, . . . ,mn−(r+1)t) íå ñîäåðæàùóþ áëîêà èç r íóëåé èäó-

ùèõ ïîäðÿä.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êîäîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x1, x2, . . . , xi

ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîäåð ïîñûëàåò â êàíàë ëèáî ýëåìåíò xi = mp(i)

èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè m, ëèáî íóëåâîé ýëåìåíò, åñëè îí íàõîäèòñÿ

â ñîñòîÿíèè èñïðàâëåíèÿ îøèáîê. Ïîñëå òîãî êàê áóäåò ïåðåäàíà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòüm = (m1,m2, . . . ,mn−(r+1)t) (åñëè ïðîèçîøëî ìåíü-

øåå, ÷åì t ÷èñëî îøèáîê) êîäåð ìîæåò ïåðåäàâàòü ëþáîé íåíóëåâîé

ýëåìåíò, íàïðèìåð 1, äëÿ îïðåäåëåííîñòè. Ôàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò,

÷òî

m = (m1,m2, . . . ,mn−(r+1)t, 1, 1, . . .).

Äàëåå, êîãäà ìû ãîâîðèì, ÷òî êîäåð ÷òî-òî ïåðåäàåò ìû áóäåì èìåòü

ââèäó, ÷òî ýòî ýëåìåíòû èíôîðìàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè m.

Ïðè ýòîì êîäîâûé ýëåìåíò xi, êîòîðûé ïîñûëàåòñÿ â êàíàë, îïðåäå-

ëÿåòñÿ ñîãëàñíî àëãîðèòìó ïåðåäà÷è è çàâèñèò îò òîãî, ïðîèçîøëè

ëè îøèáêè â êàíàëå, è êàêèå èìåííî îøèáêè ïðîèçîøëè.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëíîñòüþ îïèñàòü äåéñòâèå àëãîðèòìà â

ìîìåíò âðåìåíè i, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ñîñòîÿíèå êîäåðà ( íàõî-

äèòñÿ ëè îí â ñîñòîÿíèè èñïðàâëåíèÿ îøèáîê, èëè íåò) è äëÿ ñëó÷àÿ,

êîãäà êîäåð íå íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè èñïðàâëåíèÿ îøèáîê îïèñàòü,

êàê èçìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå p(i).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ êîäåðà, êîãäà îí èñïðàâëÿåò îøèáêè,

âàæíåéøóþ ðîëü èãðàåò ïðîöåññ r-óäàëåíèÿ. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè b1, b2, . . . , bk îïðåäåëèì ïðîöåññ r-óäàëåíèÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: èùåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü bi, bi+1, . . . , bi+r−1 ñ ìèíèìàëü-
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íûì âîçìîæíûì i, òàê, ÷òî

bi = bi+1 = . . . = bi+r−1 = 0.

Ïîñëå ýòîãî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè b1, b2, . . . , bk ïîëó÷àåì ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü b1, b2, . . . , bi−2, bi+r, . . . , bk, åñëè i > 2 è ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü bi+r, . . . , bk, åñëè i = 1 èëè i = 2. Äàëåå ïðîäîëæàåì ïðîöåññ

r-óäàëåíèÿ äëÿ íîâîé ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàêèì îáðà-

çîì, ïðîöåññ r-óäàëåíèÿ ñîñòîèò èç èòåðàöèé óäàëåíèé, îïèñàííûõ

âûøå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(b1, b2, . . . , bk) ÷èñëî èòåðàöèé, òî åñòü ìàêñè-

ìàëüíîå âîçìîæíîå ÷èñëî òàêèõ óäàëåíèé.

Íàïðèìåð, åñëè ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0, 5, 0, 0, 0, 3, 8, 0, 0, 7 ïðè-

ìåíèòü ïðîöåññ 2-óäàëåíèÿ, òî ïîëó÷èì 3, 7 è

S(0, 5, 0, 0, 0, 3, 8, 0, 0, 7) = 3.

Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì ÷åðåç T (i) ÷èñëî îøèáîê, êîòîðûå ïðî-

èçîøëè ïðè ïåðåäà÷å ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x1, x2, . . . , xi.

Â ñàìîì íà÷àëå p(1) = 1 è êîäåð âåäåò ïåðåäà÷ó ïî ñëåäóþùèì

ïðàâèëàì.

Åñëè T (i− 1) = S(y1, y2, . . . , yi−1), òî xi = mp(i).

Åñëè T (i− 1) > S(y1, y2, . . . , yi−1), òî xi = 0.

Â ñëó÷àå áåçîøèáî÷íîé ïåðåäà÷è (yi = xi) çíà÷åíèå p óâåëè÷èâà-

åòñÿ íà 1, ò.å. p(i+1) = p(i)+1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü äåéñòâèÿ

êîäåðà ïðè âîçíèêíîâåíèè îøèáêè, ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Îñíîâ-

íàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîäåð ïåðåäàåò 0 äî òåõ ïîð, ïîêà â

ïðîöåññå r-óäàëåíèÿ íå áóäóò óäàëÿòñÿ âñå îøèáî÷íûå ñèìâîëû.

Ïóñòü ïðè ïåðåäà÷å èíôîðìàöèîííîãî ñèìâîëà xi = mp(i) ïðî-

èçîøëà îøèáêà, è ïåðåäàëñÿ íåíóëåâîé ñèìâîë yi ̸= 0. Òîãäà êî-
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äåð ïîñûëàåò â êàíàë íîëü äî òåõ ïîð, ïîêà íå íàéäåòñÿ ìèíè-

ìàëüíîå j > i òàêîå, ÷òî T (j) = S(y1, y2, . . . , yj). Êàæäàÿ íîâàÿ

îøèáêà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïðèåìó íåíóëåâîãî ñèìâîëà. Óñëîâèå

T (j) = S(y1, y2, . . . , yj) îçíà÷àåò, ÷òî âñå ñèìâîëû yi, yi+1, . . . , yj áó-

äóò ñòåðòû ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåññà r-óäàëåíèÿ. Çíà÷èò â ýòîì

ñëó÷àå çíà÷åíèå p íå ìåíÿåòñÿ (p(j + 1) = p(i)) è êîäåð ïåðåäàåò

xj+1 = xi = mp(i).

Ïóñòü òåïåðü ïðè ïåðåäà÷å xi ïðîèçîøëà îøèáêà è ïåðåäàëñÿ

íóëåâîé ñèìâîë yi = 0. Êîäåð â ýòîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåò óñëîâèå

T (j) = S(y1, y2, . . . , yj) äëÿ j ≥ i è ïîñûëàåò â êàíàë íîëü äî òåõ

ïîð, ïîêà íå íàéäåòñÿ ìèíèìàëüíîå j ≥ i òàêîå, ÷òî ýòî óñëîâèå áó-

äåò âûïîëíåíî. È îïÿòü êàæäàÿ íîâàÿ îøèáêà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü

ïðèåìó íåíóëåâîãî ñèìâîëà, è êàæäûé íåíóëåâîé ñèìâîë óäàëÿåòñÿ

âìåñòå ñ r íóëÿìè. Óñëîâèå T (j) = S(y1, y2, . . . , yj), êàê è â ïðåäûäó-

ùåì ñëó÷àå, ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè y1, y2, . . . , yj ïðîöåññà r-óäàëåíèÿ âñå îøèáî÷íûå ñèìâîëû âìå-

ñòå ñî ñòèðàþùèìè íóëåâûìè ñèìâîëàìè áóäóò ñòåðòû, ïîýòîìó ïî-

ëó÷èòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m1,m2, . . . ,mp′. Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòå ñ

îøèáî÷íûìè ñèìâîëàìè ñòèðàþòñÿ è íóëåâûå èíôîðìàöèîííûå ñèì-

âîëû, êîòîðûå íàõîäèëèñü íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä mp(i). Ìîæíî çà-

ìåòèòü, ÷òî mp′ ýòî íåíóëåâîé ñèìâîë ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì

èíäåêñîì, òàêèì, ÷òî ýòîò èíäåêñ ìåíüøå p(i), òî åñòü mp′ ̸= 0 è

p′ < p(i). Çíà÷èò â ýòîì ñëó÷àå p(j + 1) = p′ (åñëè âñå ñèìâîëû ñî-

òðóòñÿ, òî ÷èñëî p(j + 1) ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì 1 è êîäåð ôàêòè÷åñêè

íà÷èíàåò ïåðåäà÷ó ñíà÷àëà).

Íàïðèìåð, ïóñòü r = 1, t = 2 è êîäåð ïåðåäàåò 123. Ïóñòü îêàçà-

ëîñü, ÷òî âìåñòî 3 ïåðåäàëñÿ 0. T (3) = S(1, 2, 0) = 1 è ïîñëå ïðèìåíå-
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íèÿ ïðîöåññà 1-óäàëåíèÿ ïîëó÷àåì 1. Çíà÷èò x4 = 2. Ïóñòü îïÿòü

ïðîèçîøëà îøèáêà, è îïÿòü ïåðåäàëñÿ 0. T (4) = S(1, 2, 0, 0) = 2,

è ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåññà 1-óäàëåíèÿ ïîëó÷àåì ïóñòóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü. Çíà÷èò x5 = 1 è ïî îïèñàííîìó àëãîðèòìó x =

(1, 2, 3, 2, 1, 2, 3), y = (1, 2, 0, 0, 1, 2, 3).

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð. Êîäåð ïåðåäàåò 3102, à r = 2

è t = 1. Ïóñòü îêàçàëîñü, ÷òî âìåñòî 2 ïåðåäàëñÿ 0. Òîãäà, ïî-

ñëå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåññà 2-óäàëåíèÿ, ïîëó÷àåì 3. Çíà÷èò p′ = 1,

p(5) = 2 è êîäåð âíîâü ïåðåäàåò 1. Òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå x = 3102102,

y = 3100102.

Âîçìîæíî àëãîðèòì ïåðåäà÷è ïðîùå ïîíÿòü, åñëè îïèñàòü, êàê

áóäåò äåéñòâîâàòü äåêîäåð. Äåêîäåð ïðèìåíÿåò ê ïîëó÷åííîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ïðîöåññ r-óäàëåíèÿ è áåðåò ïåðâûå n−(r+1)t ñèìâî-

ëîâ ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ôàêòè÷åñêè ïðàâèëà ïåðåäà÷è

äëÿ êîäåðà è îïðåäåëÿëèñü èç ýòîãî ïðîñòîãî äåêîäèðîâàíèÿ: êîäåð

ìîæåò êàæäûé ðàç ïðèìåíÿòü ïðîöåññ r-óäàëåíèÿ è îïðåäåëÿòü êà-

êîé ñèìâîë îí äîëæåí ïîñëàòü â êàíàë, ÷òîáû ïåðåäà÷à âåëàñü êîð-

ðåêòíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç gr(τ) = limn→∞ logq M/n ôóíêöèþ, ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ àñèìïòîòè÷åñêîé ñêîðîñòè ïåðåäà÷è îïèñàííûì âûøå ìå-

òîäîì, ãäåM ÷èñëî ïåðåäàâàåìûõ ñîîáùåíèé, ðàâíîå ÷èñëó ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé (m1,m2, . . . ,mn−(r+1)t) íå ñîäåðæàùóþ áëîêà èç r íóëåé

èäóùèõ ïîäðÿä.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 1. Äëÿ 1
q ≤ τ ≤ 1

2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Cq(τ) = (1− 2τ) logq(q − 1).
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Êðîìå ýòîãî, äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ gr(τ) ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê

Hq(τ), âûõîäÿùåé èç òî÷êè (1/(r + 1), 0).

Êàñàòåëüíàÿ ê ãðàíèöå Õýììèíãà èìååò âèä

Tr(τ) = logq
τr

(1− τr)(q − 1)
· τ + b,

ãäå τr àáñöèññà òî÷êè êàñàíèÿ.

Hq(τr) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Hq(τr) = logq
qτ τrr (1− τr)

(1−τr)

(q − 1)τr
.

Ñëåäîâàòåëüíî, êàñàòåëüíàÿ ê ãðàíèöå Õýììèíãà ñ àáñöèññîé òî÷êè

êàñàíèÿ τr çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

Tr(τ) = logq
τr

(1− τr)(q − 1)
· τ + logq q(1− τr).

Åñëè ýòà êàñàòåëüíàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (1/(r + 1), 0), òî

logq
τr

(1− τr)(q − 1)
· 1

r + 1
= − logq q(1− τr).

Çíà÷èò,
(1− τr)(q − 1)

τr
= (q(1− τr))

r+1.

Åñëè zr = q(1− τr), òî òîãäà

τrz
r+1
r = q(1− τr)− (1− τr).

(1− zr/q)z
r+1
r = zr − zr/q.

qzr+1
r − zr+2

r = qzr − zr.

Ñëåäîâàòåëüíî, zr óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

zr+1
r = qzrr − (q − 1).
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Àñèìïòîòè÷åñêè ïðè n → ∞ ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íå ñîäåð-

æàùèõ áëîêà èç r íóëåé èäóùèõ ïîäðÿä íà äëèíå n − (r + 1)t êàê

ðàç ðàâíî z
n−(r+1)t
r , ÷òî õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [12]). Äåé-

ñòâèòåëüíî, åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç F (n) ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

íå ñîäåðæàùèõ áëîêà èç r íóëåé èäóùèõ ïîäðÿä íà äëèíå n, òî

F (n) = qF (n − 1) − (q − 1)F (n − r − 1), îòêóäà ìîæíî ïîëó÷èòü

òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 1. Êàñàòåëüíûå ê Hq(τ), âûõîäÿùèå èç òî÷åê

(1/2, 0) è (1/3, 0) ïåðåñåêàþòñÿ ïðè

τ ∗ =
logq λ− logq(q − 1)

3 logq λ− 2 logq(q − 1)
,

ãäå λ =
(q−1)+

√
(q−1)(q+3)

2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàñàòåëüíàÿ ê Hq(τ), âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè

(1/2, 0) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

g1(τ) = −2 logq(q − 1) · τ + logq(q − 1).

Êàñàòåëüíàÿ ê Hq(τ), âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè (1/3, 0) çàäàåòñÿ óðàâíå-

íèåì

g2(τ) = −3 logq λ · τ + logq λ,

ãäå λ =
(q−1)+

√
(q−1)(q+3)

2 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

τ ∗ =
logq λ− logq(q − 1)

3 logq λ− 2 logq(q − 1)

ÿâëÿåòñÿ àáñöèññîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ êàñàòåëüíûõ.

Óòâåðæäåíèå 1. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ τ ∗ =
logq λ−logq(q−1)

3 logq λ−2 logq(q−1) íàõî-

äèòñÿ ëåâåå òî÷êè 1/(q + 1) ïî îñè àáñöèññ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî (q + 1) logq
λ

(q−1) <

logq
λ3

(q−1)2 . Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî λ
q−2 < (q− 1)q−1. Ïîäñòàâëÿÿ

âûðàæåíèå äëÿ λ ïîëó÷àåì

((1 +

√︃
q + 3

q − 1
)/2)q−2 < q − 1. (2)

Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî
√︂

q+3
q−1 < 1 + 5

q−2 ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî (2)

âåðíî äëÿ âñåõ q ≥ 3.

1.3 Î ïåðå÷èñëåíèè q-è÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé, ñîäåðæàùèõ ïîäáëîê 00 ôèêñèðîâàííîå

÷èñëî ðàç.

Çàäà÷à ïîäñ÷åòà ÷èñëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèííû n, ñîñòîÿ-

ùèõ èç ñèìâîëîâ {0, 1, . . . , q − 1}, â êîòîðûõ íèêàêèå äâà íóëÿ íå

èäóò ïîäðÿä äàâíî èçâåñòíà. Äëÿ äâîè÷íîãî ñëó÷àÿ ÷èñëî òàêèõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîâïàäàåò ñ ÷èñëàìè Ôèáîíà÷÷è (F (n + 1) =

F (n) + F (n− 1)). Äàííàÿ ñâÿçü îïèñàíà â ìíîãèõ êíèãàõ ïî êîìáè-

íàòîðèêå, â òîì ÷èñëå è â ïîïóëÿðíûõ (ñì., íàïðèìåð, [19]). Íàèáî-

ëåå îáùèå ðåçóëüòàòû äëÿ ïîõîæèõ çàäà÷ ìîæíî íàéòè â [138], [139],

[104]. Â ÷àñòíîñòè, îäíèì èç ñëåäñòâèé äàííûõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ

òî, ÷òî èíòåðåñóþùèå íàñ ÷èñëî q-è÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé óäî-

âëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

Fq(n+ 1) = (q − 1)Fq(n) + (q − 1)Fq(n− 1) (3)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Fq(1) = q, Fq(2) = q2−1. Ìåòîäû ðåøåíèÿ

ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè õîðîøî
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èçâåñòíû [19], [139], [104]. Â äàííîì ñëó÷àå âñå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ

êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ x2 − (q − 1)x− (q − 1) = 0. Ïîëó÷àåì, ÷òî

Fq(n) = A((q − 1)/2 +
√︁
(q − 1)(q + 3)/2)n+

+B((q − 1)/2−
√︁

(q − 1)(q + 3)/2)n,

ãäå êîíñòàíòû A è B îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ðàâíû

ñîîòâåòñòâåííî

A =
λ2
1

(q − 1)(λ1 − λ2)
(4)

B =
−λ2

2

(q − 1)(λ1 − λ2)

Íàì áû õîòåëîñü ïîëó÷èòü ïîäîáíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé, ñîñòîÿùèõ èç ñèìâîëîâ {0, 1, . . . , q − 1}, â êîòîðûõ

äâà íóëÿ, èäóùèå ïîäðÿä, âñòðå÷àþòñÿ ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî ðàç.

Â äàëüíåéøåì, íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè, ìû áóäåì ïðèäåðæè-

âàòüñÿ îáîçíà÷åíèé λ1 = (q − 1)/2 +
√︁
(q − 1)(q + 3)/2 è λ2 =

(q − 1)/2 −
√︁

(q − 1)(q + 3)/2 è áåç ïîÿñíåíèé èñïîëüçîâàòü òî, ÷òî

λ1λ2 = −(q − 1) è λ1 + λ2 = (q − 1).

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó, êîòîðàÿ èçó÷àëàñü â ðàáîòå [20]. Äëÿ

äâóõ ïðîèçâîëüíûõ q-è÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (x1, x2, . . . , xn)

è y = (y1, y2, . . . , yn), ãäå xi, yi ∈ {0, 1, . . . , q − 1} ÷èñëî

Hst(x, y) =
n−1∑︂
i=1

hi(x, y),

ãäå

hi(x, y =

⎧⎨⎩1 åñëè xi = yi, xi+1 = yi+1

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
(5)
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íàçûâàåòñÿ ñòåáåëüíûì ñõîäñòâîì ìåæäó x è y.

×èñëî

Dst(x, y) = (n− 1)−Hst(x, y)

íàçûâàåòñÿ ñòåáåëüíûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó x è y.

Ðåøàëàñü çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îáúåìà ñôåð äëÿ ñòåáåëüíîãî ðàñ-

ñòîÿíèÿ. Â ðàáîòå [20] äîêàçàíî, ÷òî ñòåáåëüíîå ðàññòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ

ìåòðèêîé è îáúåì ñôåðû ðàäèóñà r íå çàâèñèò îò öåíòðà ñôåðû. Åñëè

â êà÷åñòâå öåíòðà ñôåðû âçÿòü íóëåâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ñòå-

áåëüíîå ñõîäñòâî ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ x ñîâïàäåò ñ êîëè÷åñòâîì

ïîäáëîêîâ âèäà 00 â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷è,

îïèñàííûå âûøå, ýêâèâàëåíòíû.

Èíòåðåñ ê çàäà÷àì, ñâÿçàííûõ ñî ñòåáåëüíûì ñõîäñòâîì è ðàñ-

ñòîÿíèåì, îáóñëàâëèâàåòñÿ ñâÿçüþ ñ çàäà÷àìè ìîëåêóëÿðíîé áèî-

ëîãèè. Ïîäðîáíåå ïðî ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîé îáëàñòè çàäà÷è è î

ñâÿçÿõ òàêèõ çàäà÷ ñ òåðìîäèíàìè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó ÄÍÊ-

öåïî÷êàìè ìîæíî ïðî÷èòàòü â [33], [34].

Ìû âåðíåìñÿ ê ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì â ðàáîòå [20] ÷óòü ïîç-

æå, à ïîêà ïîïðîáóåì ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî q-è÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé, ñîäåðæàùèõ ïîäáëîê 00 ðîâíî r ðàç, ðåêóððåíòíûì ìåòîäîì.

Ïóñòü f(n, r) - ÷èñëî q-è÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n, ñî-

äåðæàùèõ ïîäáëîê 00 ðîâíî r ðàç.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç fa(n, r) - ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé c îïèñàí-

íûì âûøå ñâîéñòâîì, äëÿ êîòîðûõ äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî ïî-

ñëåäíèé n-ûé ýëåìåíò ó íèõ ðàâåí a, a ∈ {0, 1, . . . , q − 1}. Äðóãèìè
ñëîâàìè, fa(n, r) - ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n, ñîäåðæàùèõ

ïîäáëîê 00 ðîâíî r ðàç è îêàí÷èâàþùèõñÿ íà ñèìâîë a.

Â äàëüíåéøåì ìû ÷àñòî áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç b êàêîé-òî (ôèê-
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ñèðîâàííûé) íåíóëåâîé ýëåìåíò. Äëÿ r ≥ 1 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøå-

íèÿ:

f0(n, r) = f0(n− 1, r − 1) + (q − 1)fb(n− 1, r).

fb(n, r) = f(n− 1, r).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

f(n, r) = (q− 1)f(n− 1, r) + (q− 1)f(n− 2, r) + f0(n− 1, r− 1). (6)

Êðîìå òîãî, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òî, ÷òî

f0(n, r) = f0(n− 1, r − 1) + (q − 1)f(n− 2, r). (7)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå (6) â âèäå

f(n, r) = (Arn
r + . . .+A1n+A0)λ

n
1 + (A′

rn
r + . . .+A′

1n+A′
0)λ

n
2 (8)

Ïîäñòàâèì (8) â (6) è ïðèðàâíÿåì ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû,

ïðè÷åì äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè áóäåì ïèñàòü λ áåç íèæíåãî èíäåêñà è

èñïîëüçîâàòü òî, ÷òî λ2 − (q − 1)λ− (q − 1) = 0.

Ðàâåíñòâî êîýôôèöèåíòîâ ïðè nrλn−2 ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó

Arλ
2 = (q − 1)Arλ+ Ar.

Èñïîëüçóÿ àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

ïðè nr−1λn−2 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

0 = (q − 1)(−rλ− 2r)Ar + Cr−1λ,

ãäå êîýôôèöèåíò Cr−1 , áûë îïðåäåëåí íà ïðåäûäóùåì øàãå, êîãäà

ìû íàõîäèëè f0(n, r− 1) = (Cr−1n
r−1+ . . .+C1n+C0)λ

n. (Îòìåòèì,

33



÷òî f0(n, 0) = (q− 1)f(n− 2, 0), à â äàëüíåéøåì, ïîñëå òîãî, êàê ìû

íàéäåì f(n, s), ìîæíî âû÷èñëèòü f0(n, s), èñïîëüçóÿ (7)).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâîå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîýôôè-

öèåíò Ar.

Ar =
λCr−1

r(q − 1)(λ+ 2)
(9)

Ñîîòíîøåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðè nr−2λn−2 äàäóò óðàâíåíèå, ñîäåð-

æàùåå òîëüêî Ar è Ar−1, èç êîòîðîãî îïðåäåëÿåì Ar−1. È òàê äàëåå.

Áóäåì íàçûâàòü ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé � ñèñòåìà óðàâíåíèé

SUR(r).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìàòðèöà ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ Ai áóäåò

èìåòü òðåóãîëüíûé âèä è åå ðåøåíèå íå ïðåäñòàâëÿåò ïðîáëåì. Êîí-

ñòàíòû A0 è A′
0 íàõîäÿòñÿ, èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ f(n, r).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå:

Óòâåðæäåíèå 2. ×èñëî q-è÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîäåð-

æàùèõ ïîäáëîê 00 ðîâíî r ðàç ðàâíî

(Arn
r + . . .+ A1n+ A0)λ

n
1 + (A′

rn
r + . . .+ A′

1n+ A′
0)λ

n
2 ,

ãäå êîíñòàíòû Ai è A′
i îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

SUR(r).

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â ðàáîòå [20] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ïîäñ÷å-

òà f(n, r), êîòîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü ìåòîäîì ñòåáåëüíîãî ðàññòî-

ÿíèÿ. Áûëî ââåäåíî ìíîæåñòâî

T (r, k) =

{t(k+1) : t1 ≥ 0, tk+1 ≥ 0, ti ≥ 1, i = 1, 2, . . . , k,
∑︁k

i=1 ti = n − (r +

k)}
è äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Óòâåðæäåíèå 3. [20] ×èñëî q-è÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñî-

äåðæàùèõ ïîäáëîê 00 ðîâíî r ðàç ðàâíî

f(n, r) =

min{r,⌈n−r/2⌉}∑︂
k=1

(︃
r − 1

k − 1

)︃ ∑︂
T (r,k)

{F 3(t1)
k∏︂

i=2

F 2(ti)F
3(tk+1)}, (10)

ãäå F 3(n) = (q − 1)Fq(n − 1), ïðè÷åì F 3(1) = (q − 1), F 3(0) = 1;

F 2(n) = (q − 1)2Fq(n− 2), ïðè÷åì F 2(2) = (q − 1)2, F 2(1) = q − 1.

Íàïîìíèì, ÷òî Fq(n) = f(n, 0).

Ñðàâíèì ðåçóëüòàòû äàííûõ ìåòîäîâ, â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî

T (r, k) ëåãêî ïîëó÷èòü è (10) ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîìó ñóììèðîâàíèþ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé r = 1.

Ìåòîä ñòåáåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ â ýòîì ñëó÷àå äàåò íàì

f(n, 1) = 2(L1λ
n−2
1 +L2λ

n−2
2 )+

n−3∑︂
i=1

(L1λ
i
1+L2λ

i
2)(L1λ

n−i−2
1 +L2λ

n−i−2
2 ),

(11)

ãäå

L1 =
λ1

λ1 − λ2
, L2 =

−λ2

λ1 − λ2
.

Êîýôôèöèåíò ïðè nλn
1 áóäåò ðàâåí L2

1/λ
2
1.

Èç ðåêóððåíòíîãî ìåòîäà âûòåêàåò, ÷òî f(n, 1) = (A1n+A0)λ
n
1 +

(A′
1n+ A′

0)λ
n
2 . Ìû çíàåì, ÷òî

Ar =
A

r!(λ1 + 2)rλr−1
1

,

ãäå A îïðåäåëåíî â (4), ñëåäîâàòåëüíî

A1 =
λ1

(q − 1)(λ1 − λ2)(λ1 + 2)
.

35



Êîíñòàíòû ïðè nλn
1 , ïîëó÷åííûå ýòèìè ìåòîäàìè ñîâïàäàþò, òàê êàê

λ1(λ1 − λ2) = (q − 1)(λ1 + 2).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïðîâåðèòü ñîâïàäåíèå êîýôôèöèåíòîâ

ïðè nλn
2 .

Òàêèì îáðàçîì, îñòàâøàÿñÿ ñóììà èç (11) ìîæåò áûòü ïðåîáðà-

çîâàíà ê âèäó A0λ
n
1 + A′

0λ
n
2 .

Òàêèì îáðàçîì, ðåêóððåíòíûé ìåòîä ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü

f(n, r) ïðè óñëîâèè, ÷òî ìû óæå ïîäñ÷èòàëè f(n, r−1) è f0(n, r−1).

Ïðè ýòîì èç (7) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà

Cr−1 =
(q − 1)Ar−1

λ2
. (12)

Èç ñîîòíîøåíèé (4), (9) è (12) âûòåêàåò, ÷òî

Ar =
1

r!(λ1 + 2)rλr−2
1 (q − 1)(λ1 − λ2)

.

Ìîæíî ïåðåïèñàòü ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå â âèäå

Ar =
1

r!(λ1 + 2)r−1λr−1
1 (λ1 − λ2)2

.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 4. ×èñëî q-è÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîäåð-

æàùèõ ïîäáëîê 00 ðîâíî r ðàç àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíî

1

r!(λ1 + 2)r−1λr−1
1 (λ1 − λ2)2

nrλn
1

ïðè n, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé ðåêóððåíòíûé ìåòîä ïîç-

âîëÿåò äîñòàòî÷íî ïðîñòî âû÷èñëÿòü f(n, r) òîëüêî äëÿ ôèêñèðî-

âàííîãî çíà÷åíèÿ r. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð, êîãäà r ðàñòåò
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êàê φn ïðè n, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ

ìåòîäîì ñòåáåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ èç [20].

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì íàñ èíòåðåñóåò çíà-

÷åíèå

f(n, r) = (Arn
r + . . .+ A1n+ A0)λ

n
1 + (A′

rn
r + . . .+ A′

1n+ A′
0)λ

n
2

äëÿ êàêîãî-òî îïðåäåëåííîãî r, è ìû íå õîòèì ïðîñ÷èòûâàòü ïðåäû-

äóùèå çíà÷åíèÿ f(n, s) äëÿ s < r, òî ìîæíî êîíñòàíòû A1, A2, . . . , Ar

è A′
1, A

′
2, . . . , A

′
r îïðåäåëÿòü, âû÷èñëèâ f(n, r) äëÿ êîíêðåòíûõ íà-

÷àëüíûõ çíà÷åíèé n.

1.4 Îáîáùåíèå àëãîðèòìà 1-óäàëåíèÿ

Ðàññìîòðèì îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì ïðè r = 1. Ðàíüøå èí-

ôîðìàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (m1,m2, . . . ,mn−2t) íå ñîäåðæàëà

íóëåé, à 2t ïîçèöèé èñïîëüçîâàëèñü äëÿ èñïðàâëåíèÿ îøèáîê.

Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì èíôîðìàöèîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

m = (m1,m2, . . . ,mn−2t−⌈logq−1 (z+t
z )⌉

), ñîäåðæàùóþ ðîâíî z íóëåé.

Êðîìå òîãî, ðàññìîòðèì ïðîâåðî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ

ñîñòîèò òîëüêî èç íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Çàíóìåðóåì
(︁
z+t
z

)︁
âàðèàí-

òîâ ðàñïîëîæåíèÿ z èíôîðìàöèîííûõ íóëåé ñðåäè íå áîëåå, ÷åì

z + t íóëåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, íå ñîäåðæàùèìè íóëåé, òî åñòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, ñîñòàâëåííûìè èç ýëåìåíòîâQ\{0}. Äëÿ ýòî-
ãî ïîòðåáóåòñÿ ⌈logq−1

(︁
z+t
z

)︁
⌉ ïîçèöèé. Ýòî è îïðåäåëÿåò ïðîâåðî÷-

íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü h = (h1, h2, . . . , h⌈logq−1 (z+t
z )⌉

). Òàêèì îáðà-

çîì, èíôîðìàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò ñîñòîÿòü èç n−2t−
⌈logq−1

(︁
z+t
z

)︁
⌉ ñèìâîëîâ, à ïðîâåðî÷íàÿ èç ⌈logq−1

(︁
z+t
z

)︁
⌉ ñèìâîëîâ.
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Êîäåð áóäåò âåñòè ïåðåäà÷ó èíôîðìàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè îïèñàííûì âûøå àëãîðèòìîì 1-óäàëåíèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî,

÷òî êîäåð áóäåò ñðàâíèâàòü ÷èñëî îøèáîê ñ ÷èñëîì íåèíôîðìàöè-

îííûõ íóëåé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y (êîäåð çíàåò ýòó èíôîðìàöèþ)

è, áåçîøèáî÷íî ïåðåäàííûå èíôîðìàöèîííûå íóëè, âìåñòå ñ óäàëåí-

íûìè èìè íåíóëåâûìè èíôîðìàöèîííûìè ñèìâîëàìè, â äàëüíåéøåì

íèêîãäà íå ïåðåäàþòñÿ (ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ äàþòñÿ íèæå).

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ïðèìåíèòü ê èíôîðìàöèîííîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ïðîöåññ 1-óäàëåíèÿ, òî ìîæíî îïðåäåëèòü äëÿ êàæäîãî

èíôîðìàöèîííîãî íóëÿ êàêîé íåíóëåâîé èíôîðìàöèîííûé ñèìâîë

îí ñòèðàåò, à êàêîé íîëü íè÷åãî íå ñòèðàåò.

Ïîñëå áåçîøèáî÷íîé ïåðåäà÷è ïîñëåäíåãî èíôîðìàöèîííîãî íó-

ëÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè m, ðàñïîëîæåíèå z èíôîðìàöèîííûõ íóëåé

ñðåäè z+ t âîçìîæíûõ íóëåé ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíî(íå âñå íóëè ìîãóò

åùå ïîÿâèòüñÿ ê ýòîìó ìîìåíòó, íî èíôîðìàöèîííûå ïîÿâèëèñü âñå,

ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ðàñïîëîæåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ). Ñëåäî-

âàòåëüíî, êîäåð â ýòîò ìîìåíò ìîæåò îïðåäåëèòü ïðîâåðî÷íóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü h.

Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè i êîäåð, ïîñëå òîãî, êàê ïîñëàë â êàíàë

xi è óâèäåë, êàêîé ñèìâîë yi áûë ïðèíÿò íà âûõîäå êàíàëà, ïîäñ÷è-

òûâàåò ÷èñëî V (i) íåèíôîðìàöèîííûõ íóëåâûõ ñèìâîëîâ, êîòîðûå

âîçíèêëè â ðåçóëüòàòå îøèáêè è êîòîðûå â ïðîöåññå 1-óäàëåíèÿ â ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè y íå ñòèðàþò íèêàêîé íåíóëåâîé ñèìâîë. Ïðåæäå

÷åì ïåðåäàâàòü ïåðâûé ýëåìåíò h1 ïðîâåðî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè, êîäåð ïåðåäàåò V (i) åäèíèö (åñòåñòâåííî, åñëè áóäóò âîçíèêàòü

îøèáêè, òî êîäåð èõ èñïðàâëÿåò, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì 1-óäàëåíèÿ) è

òîëüêî ïîñëå ýòîãî, êîäåð íà÷èíàåò ïåðåäàâàòü ïðîâåðî÷íóþ ïîñëå-
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äîâàòåëüíîñòü.

Çàìå÷àíèå 3. Çàìåòèì, ÷òî V (i) ≤ V (i + 1) è V (i) ìîæåò ïðè-

íèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè i. Âîç-

ìîæíû òàêèå êîíôèãóðàöèè îøèáîê, ïðè êîòîðûõ óæå ïåðåäàííûå

ýëåìåíòû ñòèðàþòñÿ â ïðîöåññå 1-óäàëåíèÿ è òðåáóþò ïîâòîðíîé ïå-

ðåäà÷è. Êàæäûé ðàç, ïðåæäå ÷åì (â ìîìåíò âðåìåíè i) ïåðåäàâàòü

ïåðâûé ýëåìåíò h1 ïðîâåðî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîäåð ïåðåäàåò

V (i) åäèíèö ïîñëå èíôîðìàöèîííîé è ïåðåä ïðîâåðî÷íîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ.

Ïîñëå òîãî êàê áóäåò ïåðåäàíà ïðîâåðî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

êîäåð âíîâü ïåðåäàåò åäèíèöû. ×èñëî òàêèõ åäèíèö çàâèñèò îò òîãî,

ñêîëüêî îøèáîê ïðîèçîøëî â êàíàëå (åñëè ïðîèçîéäåò íå t îøèáîê, à

t−L ,òî êîäåð áóäåò ïåðåäàâàòü 2L äîïîëíèòåëüíûõ åäèíèö â êîíöå

ïðîöåññà ïåðåäà÷è).

Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî êîäåð âåäåò ïåðåäà÷ó, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì

1-óäàëåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âîçíèêíîâåíèè îøèáîê, êîäåð

èõ ñðàçó æå èñïðàâëÿåò (ò.å. ïîñûëàåò â êàíàë íóëè, êîòîðûå ñòèðà-

þò îøèáî÷íûå ñèìâîëû) è òîëüêî ïîñëå ýòîãî ïðîäîëæàåò ïåðåäà÷ó

ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

a∗ = (m1,m2, . . . ,mn−2t−⌈logq−1 (z+t
z )⌉

, 1, . . . , 1,

h1, h2, . . . , h⌈logq−1 (z+t
z )⌉

, 1, 1, . . .).

Ôîðìàëüíîå îïèñàíèå íîâîãî àëãîðèòìà äàíî â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2. Îáîáùåííûé àëãîðèòì 1-óäàëåíèÿ ïåðåäàåò(︃
n− 2t− ⌈logq−1

(︁
z+t
z

)︁
⌉

z

)︃
· (q − 1)n−2t−⌈logq−1 (z+t

z )⌉−z

ñîîáùåíèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòàâèì êàæäîìó ïåðåäàâàåìîìó ñîîáùå-

íèþ

m ∈ [M ] â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

m = (m1,m2, . . . ,mn−2t−⌈logq−1 (z+t
z )⌉

), èìåþùóþ ðîâíî z íóëåé.

Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè i êîäåð ïîñûëàåò â êàíàë q-è÷íûé

ñèìâîë xi, ñìîòðèò êàêîé ñèìâîë yi ïðèíÿò íà âûõîäå êàíàëà, ôîð-

ìèðóåò òðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a(i), b(i), c(i) è ïîäñ÷èòûâàåò âåëè-

÷èíû T (i), S(i) è V (i).

×åðåç T (i) îáîçíà÷åíî ÷èñëî îøèáîê â êàíàëå â ìîìåíò âðåìåíè

i, à ÷åðåç S(i) îáîçíà÷åíî ÷èñëî íåèíôîðìàöèîííûõ íóëåé â ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè y1, y2, . . . , yi.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü c(i) ñîñòîèò èç èíôîðìàöèîííûõ íóëåé è

ñòèðàåìûõ èìè íåíóëåâûõ èíôîðìàöèîííûõ ñèìâîëîâ â ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè y(i) = (y1, y2, . . . , yi).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè b(i) ýòî òà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåíóëåâûõ

ñèìâîëîâ, êîòîðûå îñòàþòñÿ ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåññà 1-óäàëåíèÿ

ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y(i) = (y1, y2, . . . , yi).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a(i) ñîñòîèò èç ñèìâîëîâ, êîòîðûå êîäåð ñî-

áèðàåòñÿ ïåðåäàâàòü.

Âñå òðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a(i), b(i), c(i) îïðåäåëÿþòñÿ èíäóê-

òèâíî.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

a(0) = (m1,m2, . . . ,mn−2t−⌈logq−1 (z+t
z )⌉

),

b(0) = ∅, c(0) = ∅, V (0) = 0, S(0) = 0, T (0) = 0.

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè i− 1

a(i− 1) = (a1(i− 1), a2(i− 1), . . . , ak(i− 1)),
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b(i− 1) = (b1(i− 1), . . . , bs(i− 1)),

c(i− 1) = (c1(i− 1), . . . , cr(i− 1)),

V (i− 1) = vi−1.

1. Åñëè T (i − 1) > S(i − 1), òî êîäåð ïîñûëàåò â êàíàë xi = 0 è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a, c íå ìåíÿþòñÿ. Çíà÷åíèå V òîæå íå ìåíÿåòñÿ,

ò.å. V (i) = V (i− 1).

Åñëè yi = xi = 0, òî T (i) = T (i− 1), S(i) = S(i− 1) + 1,

b(i) = (b1(i− 1), . . . , bs−1(i− 1))

(ïîëàãàåì b−1(i− 1) = b0(i− 1) = ∅).
Åñëè yi ̸= 0, òî T (i) = T (i− 1) + 1, S(i) = S(i− 1),

b(i) = (b1(i− 1), . . . , bs(i− 1), yi).

Ïóñòü òåïåðü T (i − 1) = S(i − 1). Êîäåð ïîñûëàåò â êàíàë xi =

a1(i− 1).

2. Åñëè yi = xi (ò.å. T (i) = T (i− 1), S(i) = S(i− 1)), òî

a(i) = (a2(i− 1), . . . , ak(i− 1)),

V (i) = V (i− 1).

Ïðè ýòîì

b(i) = (b1(i− 1), . . . , bs(i− 1), a1(i− 1)),

c(i) = c(i− 1),

åñëè a1(i− 1) ̸= 0 è

b(i) = (b1(i− 1), . . . , bs−1(i− 1)),
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c(i) = (c1(i− 1), . . . , cr(i− 1), bs(i− 1), a1(i− 1)),

åñëè a1(i− 1) = 0.

(ïîëàãàåì b−1(i− 1) = b0(i− 1) = ∅)
3. Åñëè xi ̸= yi è yi ̸= 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a, c íå ìåíÿþòñÿ.

Çíà÷åíèå V òîæå íå ìåíÿåòñÿ, ò.å. V (i) = V (i− 1).

b(i) = (b1(i− 1), . . . , bs(i− 1), yi).

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå T (i) = T (i − 1) + 1, S(i) = S(i − 1) è

êîäåð ïîïàäàåò â ñîñòîÿíèå èñïðàâëåíèÿ îøèáîê.

4. Åñëè xi ̸= yi è yi = 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü c íå ìåíÿåòñÿ, è

ïðè s ≥ 1

a(i) = (bs(i− 1), a1(i− 1), . . . , ak(i− 1)),

b(i) = (b1(i− 1), . . . , bs−1(i− 1)),

à ïðè s = 0 (ò.å., êîãäà b(i − 1) = ∅), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a íå

ìåíÿåòñÿ,

b(i) = ∅,

V (i) = V (i− 1) + 1.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå T (i) = T (i− 1) + 1, S(i) = S(i− 1) + 1.

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè l ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a(l) = ∅. Â ýòîò

ìîìåíò âðåìåíè ðàñïîëîæåíèå z èíôîðìàöèîííûõ íóëåé ñðåäè z+ t

âîçìîæíûõ íóëåé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíî(íå âñå

íóëè ìîãóò åùå ïîÿâèòüñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y ê ýòîìó ìîìåíòó,

íî èíôîðìàöèîííûå ïîÿâèëèñü âñå, ñëåäîâàòåëüíî ýòî ðàñïîëîæåíèå

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ). Ñëåäîâàòåëüíî, êîäåð â ýòîò ìîìåíò îïðå-
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äåëÿåò ïðîâåðî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è çàíîâî îïðåäåëÿåò ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü a(l) (âìåñòî ïóñòîé):

a(l) = (1, 1, . . . , 1, h1, h2, . . . , h⌈logq−1 (z+t
z )⌉

, 1, 1, . . .),

ãäå ÷èñëî åäèíèö ïåðåä ñèìâîëîì h1 ðàâíî V (l).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç m∗ = b(l).

Çàìå÷àíèå 4. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m∗ ïî-

ëó÷èòñÿ, åñëè ïðèìåíèòü ê èíôîðìàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè m

ïðîöåññ 1-óäàëåíèÿ.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè l âåðíî ñëåäó-

þùåå: åñëè â ìîìåíò âðåìåíè j çíà÷åíèå V (j) ìåíÿåòñÿ, òî â ýòîò

ìîìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a(j) èìååò âèä

a(j) = (m∗, 1, 1, . . . , 1, h1, h2, . . . , h⌈logq−1 (z+t
z )⌉

, 1, 1, . . .).

Êîäåð â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè j (êîãäà çíà÷åíèå V (j) ìåíÿåòñÿ) ïå-

ðåîïðåäåëÿåò a(j) òàê, ÷òîáû ÷èñëî åäèíèö ìåæäó m∗ è ñèìâîëîì h1

ñòàëî ðàâíî V (j) (äîáàâëÿåò îäíó åäèíèöó). Â îñòàëüíîì ïðàâèëà èç

ïóíêòîâ 1-4 îñòàþòñÿ ïðåæíèìè. Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ ïåðåäà÷è

ïîëíîñòüþ îïèñàí.

Êîäåð çàêàí÷èâàåò ïåðåäà÷ó ïîñëå òîãî, êàê êîäîâàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü x è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y áóäóò èìåòü

äëèíó n.

Êàæäîé ïðîèçîøåäøåé îøèáêå ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäèí ñèì-

âîë, êîòîðûé îíà ñòèðàåò (ëèáî äîïîëíèòåëüíàÿ åäèíèöà), ïîýòîìó

n − 2t − ⌈logq−1

(︁
z+t
z

)︁
⌉ èíôîðìàöèîííûõ ýëåìåíòîâ è ⌈logq−1

(︁
z+t
z

)︁
⌉

ïðîâåðî÷íûõ ýëåìåíòîâ êîäåð ñìîæåò ïåðåäàòü íà äëèíå n.

Àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: Ïîäñ÷èòàåì ðàç-

íèöó ìåæäó çíà÷åíèåì z + t è ÷èñëîì íóëåé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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y1, y2, . . . , yn. Ïóñòü îíà ðàâíà L. Ïðèìåíèì ïðîöåññ 1-óäàëåíèÿ ê

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y1, y2, . . . , yn è ïîñëå ýòîãî äîïîëíèòåëüíî óäà-

ëèì 2L ïîñëåäíèõ ñèìâîëîâ. Ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(m∗, 1, 1, . . . , 1, h1, h2, . . . , h⌈logq−1 (z+t
z )⌉

).

Ïî ïîñëåäíèì ⌈logq−1

(︁
z+t
z

)︁
⌉ ýëåìåíòàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷åí-

íîé â ðåçóëüòàòå ýòèõ äåéñòâèé, îïðåäåëèì ìåñòà z èíôîðìàöèîííûõ

íóëåé ñðåäè z + t âîçìîæíûõ íóëåé è îïðåäåëèì èíôîðìàöèîííûå

íóëè.

Ïîñëå ýòîãî äåêîäåð ìîæåò íå òîëüêî îïðåäåëèòü èíôîðìàöèîí-

íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m, íî è âîññòàíîâèòü ïîëíîñòüþ âåñü ïðî-

öåññ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèÿ (îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü x1, x2, . . . , xn).

Äâèãàÿñü îò ïåðâîé ê ïîñëåäíåé êîîðäèíàòå ïîëó÷åííîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè y1, y2, . . . , yn, îí îïðåäåëÿåò êàêèå íåíóëåâûå ñèìâîëû

ïåðåäàëèñü ïðàâèëüíî (ò.å. êîòîðûå íå áóäóò ñòåðòû â ïðîöåññå 1-

óäàëåíèÿ íåèíôîðìàöèîííûìè íóëÿìè) è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿþòñÿ

èíôîðìàöèîííûìè (à íóëåâûå èíôîðìàöèîííûå îí óæå çíàåò), â êà-

êèõ ïîçèöèÿõ ïðîèçîøëè îøèáêè, è êàê ýòè îøèáêè áûëè ñòåðòû â

ïðîöåññå 1-óäàëåíèÿ íåèíôîðìàöèîííûìè íóëÿìè. Òàêèì îáðàçîì,

äåêîäåð îïðåäåëÿåò â êàêîé î÷åðåäíîñòè ïåðåäàâàëèñü èíôîðìàöè-

îííûå ñèìâîëû è, ñëåäîâàòåëüíî, îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåò ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü m.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðîöåññ äåêîäèðîâàíèÿ íà ñëåäóþùåì ïðèìå-

ðå.

Ïóñòü, íàïðèìåð, ïåðâàÿ ÷àñòü èíôîðìàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâm1,m2,m3,m4, ñîäåðæàùèõ ðîâ-

íî îäèí íîëü, âòîðàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòàm5, è â êàíàëå
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ïðîèñõîäèò íå áîëåå îäíîé îøèáêè. Ïóñòü íà âûõîäå êàíàëà äåêîäåð

ïîëó÷èë âåêòîð y, â êîòîðîì

y1 = 1, y2 = 2, y3 = 0, y4 = 0, y5 = 1, y6 = 3,

à òî, ÷òî y7 = m5 = 1 îçíà÷àåò, ÷òî èíôîðìàöèîííûì ÿâëÿåòñÿ

íóëåâîé ýëåìåíò y3, à y7 = m5 = 2 îçíà÷àåò, ÷òî èíôîðìàöèîííûì

ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ýëåìåíò y4.

Òîãäà â ñëó÷àå y7 = 1 èìååì:

y1 = 1. Ïîêà íè÷åãî ñêàçàòü íå ìîæåì.

y2 = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûé ñèìâîë ïåðåäàëñÿ áåç îøèáêè

(èíà÷å êîäåð ïåðåäàâàë áû x2 = 0). Çíà÷èò m1 = 1.

y3 = 0. Ìû çíàåì, ÷òî ýòî èíôîðìàöèîííûé íîëü. Çíà÷èòm2 = 2

è m3 = 0.

y4 = 0. Ìû ñðàçó ìîæåì îïðåäåëèòü, ÷òî ïðîèçîøëà îøèáêà è

âìåñòî ýëåìåíòà x4 = m4 ïåðåäàëñÿ íîëü.

y5 = 1. Êîäåð äåéñòâóåò ïî îïèñàííîìó àëãîðèòìó è ïîâòîðíî

ïåðåäàåò ñòåðòûé èíôîðìàöèîííûé ýëåìåíò m1 = 1. (Â äàííîì ïðè-

ìåðå â ýòîì íå áûëî íåîáõîäèìîñòè, íî, åñëè áû îøèáêà ïðîèçîøëà

áû íå ñðàçó ïîñëå ïåðåäà÷è èíôîðìàöèîííîãî íóëÿ, òî âîçíèêëà áû

ñëåäóþùàÿ ñèòóàöèÿ: yi = 0, yi−1 ̸= 0. Òîãäà, åñëè yi+1 = yi−1, òî

îøèáêà ïðîèçîøëà â ïîçèöèè i, à åñëè yi+1 ̸= yi−1 òî â ïîçèöèè i−1.)

y6 = 3. Ñîãëàñíî àëãîðèòìó, èíôîðìàöèîííûå ýëåìåíòû m2 = 2

è m3 = 0 ïîâòîðíî íå ïåðåäàþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî m4 = 3.

Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåäàâàëîñü ñîîáùåíèå 1203.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé y7 = 2:

y1 = 1. Ïîêà íè÷åãî ñêàçàòü íå ìîæåì.

y2 = 2. Ïåðâûé ñèìâîë ïåðåäàëñÿ áåç îøèáêè. Çíà÷èò m1 = 1.
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y3 = 0. Ïðîèçîøëà îøèáêà ëèáî âî âòîðîé, ëèáî â òðåòüåé ïîçè-

öèè.

y4 = 0. Ýòî èíôîðìàöèîííûé íîëü. Çíà÷èò îøèáêà áûëà âî âòî-

ðîé ïîçèöèè è êîäåð åå ñòåð, ïåðåäàâàÿ x3 = 0. Òàêèì îáðàçîì,

m2 = 0.

y5 = 1. Çíà÷èò m3 = 1.

y6 = 3. Ñëåäîâàòåëüíî, m4 = 3 è â ýòîì ñëó÷àå ïåðåäàâàëîñü

ñîîáùåíèå 1013.

Óòâåðæäåíèå 5. Îáîáùåííûé àëãîðèòì 1-óäàëåíèÿ àñèìïòî-

òè÷åñêè óëó÷øàåò ïðåäûäóùèé àëãîðèòì íà èíòåðâàëå (τ ∗, 1/(q+

1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1-ñòèðàþùèé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïåðåäàòü

M1 = (q − 1)n−2t ñîîáùåíèé. Îáîáùåííûé ñòèðàþùèé àëãîðèòì ïå-

ðåäàåò M2 =
(︁
n−2t−⌈logq−1 (z+t

z )⌉
z

)︁
· (q − 1)n−2t−⌈logq−1 (z+t

z )⌉−z ñîîáùåíèé.

M2

M1
=

(︁
n−2t−⌈logq−1 (z+t

z )⌉
z

)︁(︁
z+t
z

)︁
(q − 1)z

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ζ = z/n è, íàïîìíèì, ÷òî τ = t/n.

Àñèìïòîòè÷åñêè
log2

M2
M1

n ïðè n → ∞ è ôèêñèðîâàííûõ τ è ζ âåäåò

ñåáÿ, êàê

(1− 2τ − (ζ + τ)h(ζ/(ζ + τ))

log(q − 1)
)h(

ζ

1− 2τ − (ζ+τ)h(ζ/(ζ+τ))
log(q−1)

)−

−(ζ + τ)h(ζ/(ζ + τ))− ζ log(q − 1)

Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ ïðè ôèêñèðîâàííîì ïàðàìåòðå τ

÷åðåç φ(ζ). Îáîáùåííûé àëãîðèòì 1-óäàëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óëó÷-

øàåò ïðåäûäóùèé àëãîðèòì äëÿ êàêîãî-òî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ
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τ , åñëè äëÿ ýòîãî τ ôóíêöèÿ φ(ζ) ñòðîãî áîëüøå íóëÿ. Â íóëå äàííàÿ

ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ýòîì τ

ïðîèçâîäíàÿ â íóëå ïîëîæèòåëüíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ φ(ζ)

âîçðàñòàåò.

Óòâåðæäåíèå 6. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âñþäó äèôôåðåíöèðóåìîé

ôóíêöèè f(x) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

[f(x)h(
x

f(x)
)]′ = − log

x

f(x)
+ (1− f ′(x)) log(1− x

f(x)
).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

f ′(x) · [− x

f(x)
log

x

f(x)
− (1− x

f(x)
) log(1− x

f(x)
)] +

f(x) · [log(1− x

f(x)
)− log

x

f(x)
] · f(x)− xf ′(x)

f 2(x)
=

log
x

f(x)
· [−xf ′(x)

f(x)
− f(x)− xf ′(x)

f(x)
] +

log(1− x

f(x)
) · [−f ′(x)(1− x

f(x)
) + (1− xf ′(x)

f(x)
)] =

− log(x/f(x)) + log(1− x/f(x)) · (1− f ′(x)).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðè x → 0 ñëàãàåìîå log(1 − x
f(x))(1 − f ′(x)), ãäå ôóíêöèÿ f(x)

ðàâíà (1− 2τ − (x+τ)h(x/(x+τ))
log(q−1) ) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé â íóëå äëÿ φ(ζ) ïðèâî-

äèò ê ðàâåíñòâó

φ
′
(0) = − log

ζ

1− 2τ
+ log

ζ

τ
− log(q − 1) =

= log(1− 2τ)− log τ − log(q − 1)
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè τ < 1
q+1 ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà è óòâåðæäå-

íèå äîêàçàíî.

Êîíå÷íî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ, íàñêîëüêî íîâûé àëãî-

ðèòì óëó÷øàåò ïðåäûäóùèé. Ïîäîáíàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåòñÿ íå

î÷åíü ïðîñòîé è òðåáóåò äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé. Ââåäåì îáîçíà-

÷åíèå Rnew(τ) = limn→∞ logq M2/n è ñðàâíèì çíà÷åíèÿ Rnew(τ) ñ êà-

ñàòåëüíûìè g1(τ) è g2(τ). Âåëè÷èíà Rnew(τ) ñ÷èòàëàñü äëÿ íåñêîëü-

êèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ζ, è ÷åðåç ζmax îáîçíà÷åíî çíà÷åíèå, äàþùåå

áîëüøåå çíà÷åíèå äëÿ Rnew(τ).

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ q = 5.

τ 0.16 0.15 0.14 0.13 0.12 0.11 0.1 0.09 0.08

ζmax 0.04 0.01 0.018 0.027 0.036 0.047 0.057 0.069 0.081

g1(τ) 0.58 0.61 0.621 0.637 0.654 0.672 0.689 0.706 -

Rnew(τ) 0.58 0.61 0.621 0.641 0.659 0.679 0.701 0.722 0.744

Hq(τ) 0.59 0.61 0.627 0.648 0.669 0.689 0.712 0.734 0.757

g2(τ) - - - - - - - 0.714 0.743

Äàííàÿ òàáëèöà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ q = 5 íîâûé àëãîðèòì äî-

ñòàòî÷íî äàëåê îò àñèìïòîòè÷åñêîé ãðàíèöû Õýììèíãà.

Ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî ëó÷øå äëÿ áîëüøåãî çíà÷åíèÿ q. Âîçüìåì

q = 37. Òàáëèöà äëÿ çíà÷åíèé τ ïðàâåå òî÷êè êàñàíèÿ ïðÿìîé g2 äàåò

ñëåäóþùåå.

τ 0.0008 0.0009 0.001 0.0011 0.0012 0.0013

ζmax 0.026 0.026 0.026 0.026 0.026 0.026

g2(τ) 0.9974 0.9971 0.9968 0.9965 0.9962 0.9959

Rnew(τ) 0.9973 0.9971 0.9968 0.9965 0.99622 0.99593

Hq(τ) 0.9974 0.9971 0.9968 0.9965 0.9962 0.9959
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Òàáëèöà äëÿ çíà÷åíèé τ ëåâåå òî÷êè êàñàíèÿ ïðÿìîé g2 äàåò òà-

êóþ êàðòèíó.

τ 0.0007 0.0006 0.0005 0.0004 0.0003 0.0002

ζmax 0.026 0.026 0.026 0.027 0.027 0.027

g2(τ) 0.99773 0.9980 0.9983 0.9986 0.9989 0.9992

Rnew(τ) 0.9977 0.9979 0.9983 0.9986 0.9989 0.9993

Hq(τ) 0.9977 0.9980 0.9983 0.9986 0.9989 0.9992

Åñëè âçÿòü τ = 0.00001, òî Hq(τ) = 0.99995, à Rnew(τ) =

0.999955.

Ïðèâåäåì åùå îäíó òàáëèöó. Â íåé äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé q

âû÷èñëÿþòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ g1 è g2 (Left) è âåëè÷èíà

1/(q+1) (Right). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî íîâûé àëãîðèòì

äàåò óëó÷øåíèå äëÿ ýòèõ ïðîìåæóòêîâ çíà÷åíèé τ .

q 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Left 0.191 0.129 0.096 0.075 0.061 0.051 0.044 0.038 0.034

Right 0.25 0.2 0.166 0.142 0.125 0.111 0.1 0.09 0.083

1.5 Òåíè, çàäàâàåìûå îòíîøåíèåì ñëîâî-ïîä-

ñëîâî

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X k ñëîâ xk = x1x2 · · ·xk äëèíû k íàä

àëôàâèòîì X = {0, 1, . . . , q − 1}.
Äëÿ ñëîâà ak = a1a2 · · · ak ∈ X k îïðåäåëèì ëåâóþ òåíü

shadL(ak) = a2 · · · ak, (13)

49



êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ïîäñëîâà, ïîëó÷àþùåãîñÿ â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ

ïåðâîãî ñèìâîëà a1 èç a
k, è îïðåäåëèì ïðàâóþ òåíü

shadR(ak) = a1 · · · ak−1, (14)

êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ïîäñëîâà, ïîëó÷àþùåãîñÿ â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ

ïîñëåäíåãî ñèìâîëà ak èç ak. Çàìåòèì, ÷òî shadL(ak) = shadR(ak)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ak = aa · · · a, a ∈ X , òàê êàê èç òîãî, ÷òî

a2a3 · · · ak = a1a2 · · · ak−1 âûòåêàåò a1 = a2 = a3 = · · · = ak.

Îïðåäåëèì òåíü ñëîâà ak:

shad(ak) = shadL(ak) ∪ shadR(ak). (15)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñëîâ ak, íå îáðàçîâàííûõ îäíèì ýëåìåíòîì, òåíü

shad(ak) ñîñòîèò èç äâóõ ïîäñëîâ.

Äàëåå, äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X k îïðåäåëèì ëåâóþ òåíü

shadL(A) =
⋃︂
ak∈A

shadL(ak), (16)

ïðàâóþ òåíü

shadR(A) =
⋃︂
ak∈A

shadR(ak), (17)

è òåíü

shad(A) = shadL(A) ∪ shadR(A). (18)

Ìû õîòèì íàéòè ìèíèìàëüíóþ òåíü N -ìíîæåñòâà A ⊂ X k, èëè çíà-

÷åíèå

∇k(q,N) = min{|shad(A)| : A ⊂ X k, |A| = N}. (19)

Áóäåì, äëÿ êðàòêîñòè, ïèñàòü ∇k(N), åñëè q ôèêñèðîâàíî è ∇(N),

åñëè k òàêæå ôèêñèðîâàíî. Ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷å-

íèÿ ∇L
k (N) è ∇R

k (N), ñîîòâåòñòâåííî ∇L(N) è ∇R(N), äëÿ ëåâûõ è

ïðàâûõ òåíåé.
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå êîíôèãóðàöèè:

(i) Ñëîâà xxx . . . x, x ∈ X , (÷èñëî òàêèõ ñëîâ q = |X |). Òåíü òàêèõ
ñëîâ èìååò ìîùíîñòü 1.

(ii) Ñëîâà

ak = cdcd . . . cd

bk = dcdc . . . dc , åñëè k ÷åòíî

è, àíàëîãè÷íî,

ak = cd . . . c

bk = dc . . . d , åñëè k íå÷åòíî.

Òåíü òàêèõ ñëîâ èìååò ìîùíîñòü 2.

(iii) Äëÿ ìíîæåñòâà XBX q ñëîâ by, y ∈ X èìåþò îäèíàêîâûå ïðà-

âûå òåíè. Äëÿ ëåâûõ òåíåé àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèå òàêæå ñïðà-

âåäëèâî.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ ýòèõ êîíôèãóðàöèé ∇(N) ≤ N è äîêàæåì

ýòî â îáùåì ñëó÷àå.

Ðàññìîòðèì äâîè÷íûé ñëó÷àé.

Ëåììà 1 Äëÿ q = 2, k ≥ 3 ñïðàâåäëèâî

∇(N) ≤ N äëÿ âñåõ N ≤ 2k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì N â âèäå N = 4M+p, ãäå 0 ≤ p < 4.

Ñëó÷àé p = 0:
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Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå B ⊂ X k−2 ìîùíîñòè |B| = M , òîãäà A =

XBX , èìååò ìîùíîñòü N . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

|shad(A)| = |XB ∪BX| ≤ |BX|+ |XB| = 4M = N.

Ñëó÷àé 3 ≥ p ≥ 1:

Âûáåðåì B ⊂ X k−2 − {0k−2} ìîùíîñòè |B| = M è Ap =

XBX ∪ Cp, ãäå C1 = {00k−20}, C2 = {00k−20, 00k−21} è C3 =

{00k−20, 00k−21, 10k−20}. ßñíî, ÷òî |shad(Ap)| ≤ 4M + p.

□

Äëÿ q-è÷íîãî ñëó÷àÿ ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 2. Ðàññìîòðèì X = {0, 1, . . . , q − 1}, k ≥ 3, è N ≤ qk.

Çàïèøåì N = q2M + p, 0 ≤ p < q2, òîãäà

∇(N) ≤ 2qM +

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0 åñëè p = 0

⌈√p⌉+ ⌊√p⌋ − 1 åñëè ⌈√p⌉⌊√p⌋ ≥ p > 0

2⌈√p⌉ − 1 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

(20)

è

∇(N) ≤ 2

q
N − 2

q
p+

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0 åñëè p = 0

⌈√p⌉+ ⌊√p⌋ − 1 åñëè ⌈√p⌉⌊√p⌋ ≥ p > 0

2⌈√p⌉ − 1 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ .

(21)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñëó÷àé p = 0:

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå B ⊂ X k−2 ìîùíîñòè |B| = M è A =

XBX . Òîãäà |shad(A)| ≤ 2qM .

Ñëó÷àé q2 − 1 ≥ p ≥ 1:
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Âûáåðåì B ⊂ X k−2 − {0k−2} ìîùíîñòè |B| = M è Ap =

XBX ∪ Dp, ãäå Dp ýòî ñáàëàíñèðîâàííîå ïîäìíîæåñòâî X0k−2X èç

p ýëåìåíòîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû áåðåì Dp = Y0k−2Y ′, ãäå ðàçíèöà

|{Y \Y ′}∪{Y ′\Y}| ìåæäó ìíîæåñòâàìè |Y| è |Y ′| áóäåò ìèíèìàëüíî
âîçìîæíîé.

Òîãäà

|shad(Ap)| ≤ 2qM + 2⌈√p⌉ − 1

è (20) äîêàçàíî. Îòñþäà, ñ ïîìîùüþ íåáîëüøèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïî-

ëó÷àåì (21).

Âûøå ìû ïîëó÷èëè íàøó ïåðâóþ âåðõíþþ ãðàíèöó íà ðàçìåð

ìèíèìàëüíîé òåíè, èñïîëüçóÿ ìíîæåñòâà, èìåþùèå ñòðóêòóðó A =

XBX . Ìû îáîáùèì ýòó êîíñòðóêöèþ è áóäåì áðàòü îáúåäèíåíèå

ïîäîáíûõ ìíîæåñòâ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

X l0mX r. (22)

Îïðåäåëèì òåïåðü íàøó îñíîâíóþ êîíöåïöèþ.

Îïðåäåëåíèå 2 Äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ l (left), m

(middle) è r (right), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

l ≥ r (23)

è

k = l +m+ r, (24)

îïðåäåëèì áàçèñíîå ìíîæåñòâî B(k, l, r) èç X k êàê ñëåäóþùåå îáú-

åäèíåíèå:

B(k, l, r) =
l−r⋃︂
s=0

X l−s0mX r+s. (25)
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Íàïðèìåð, B(7, 3, 1) ýòî îáúåäèíåíèå ñòðîê ìàòðèöû

X X X 0 0 0 X
X X 0 0 0 X X
X 0 0 0 X X X

à B(8, 3, 2) ýòî îáúåäèíåíèå ñòðîê ìàòðèöû

X X X 0 0 0 X X
X X 0 0 0 X X X .

Îáîçíà÷èì ýòè ìàòðèöû ÷åðåç [B(7, 3, 1)], [B(8, 3, 2)] è â îáùåì ñëó-

÷àå ÷åðåç [B(k, l, r)].
Âûäåëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ïîäîáíûõ ìíîæåñòâ.

Ëåììà 3. Äëÿ êàæäîãî l ≥ r ≥ 1, m + r > l (òî åñòü, k =

l +m+ r > 2l) è q = 2 èìååì

(i) |B(k, l, r)| = 2l+r + 2l+r−1(l − r) = 2l+r−1(l − r + 2)

(ii) shadB(k, l, r) = B(k − 1, l, r − 1)

(iii) B(k, l, r) ⊂ B(k, l + 1, r − 1)

(iv) |shadB(k, l, r)| = |B(k − 1, k, r − 1)| = |B(k, l, r)|
2

+ 2l+r−2

(v) |shadB(k, l, r)| = 2l+r−2(l − r + 3)

Ïðèìåð 1. k = 9, l = 4, r = 1

|B(9, 4, 1)| = 25 + 243 = 32 + 48 = 80

∇9(80) ≤ 24+1−2(4− 1 + 3) = 48

Â äàëüíåéøåì, âàæíóþ ðîëü áóäåò èãðàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ N = 2l+r−1(l − r + 2) è k = l +m+ r > 2l ≥
2r ≥ 2 ñïðàâåäëèâî

∇k(N) ≤ 1

2

l − r + 3

l − r + 2
N. (26)

Äîêàçàòåëüñòâî.

(i).

Äëÿ íà÷àëà, â êà÷åñòâå ïðèìåðà áàçèñíîãî ìíîæåñòâà B(k, l, r)
ðàññìîòðèì (k, l, r) = (9, 4, 2):

X X X X 0 0 0 X X
X X X 0 0 0 XX X X
X X 0 0 0 XX X X X .

Îïðåäåëèì XX = 1 è çàìåòèì, ÷òî B(9, 4, 2) ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ
ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ

X X X X 0 0 0 X X
X X X 0 0 0 XX X X
X X 0 0 0 XX X X X .

Ýòè ìíîæåñòâà èìåþò ìîùíîñòü 26 + 25 + 25.

Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ l ≤ m+ r ïîëó÷èì, ÷òî

|B(k, l, r)| = 2l+r + 2l+r−1(l − r).

(ii).
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Ïðîèëëþñòðèðóåì äàííîå óòâåðæäåíèå íà íàøåì ïðèìåðå

shadLB(9, 4, 2) shadRB(9, 4, 2)

X X X X 0 0 0 X

X X X 0 0 0 X X = X X X 0 0 0 X X

X X 0 0 0 X X X = X X 0 0 0 X X X

X 0 0 0 X X X X . (27)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû äîáàâèì ïåðâóþ ñòðîêó âòîðîé ìàòðèöû â

ïåðâóþ ìàòðèöó (ñîîòâåòñòâåííî ïîñëåäíþþ ñòðîêó ïåðâîé ìàòðèöû

âî âòîðóþ ìàòðèöó), òî shadB(9, 4, 2) = B(8, 4, 1), ñëåäîâàòåëüíî k è
r óâåëè÷èâàþòñÿ íà 1.

(iii).

Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî B(8, 3, 2) îáðàçóåòñÿ äâóìÿ ïåðâûìè ñòðî-

êàìè ïåðâîé ìàòðèöû.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ l > r èìååì

B(k − 1, l− 1, r) ⊂ shadLB(k, l, r) ⊂ shadB(k, l, r) = B(k − 1, l, r− 1)

(iv).

Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî â shadLB(k, l, r) íà îäíî X ìåíüøå â êàæäîé

ñòðîêå, ÷åì â B(k, l, r) è íà îäíó äîïîëíèòåëüíóþ ñòðîêó áîëüøå. Ýòà

ñòðîêà X l0mX r−1 èç shadRB(k, l, r) ñîîòâåòñòâóåò X l−1XX 0mX r−1

ìîùíîñòè 2l+r−2.

(v).

Ñëåäóåò èç (i) è (ii). □

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óòâåðæäåíèÿ (i), (iv) èç ëåììû 3 îáîáùàþòñÿ

íà (i′), (iv′).
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Ëåììà 4. Äëÿ âñåõ l ≥ r ≥ 1, m+ r > l, (òî åñòü k = l+m+ r >

2l) è q ≥ 2 ñïðàâåäëèâî

(i′) |B(k, l, r)| = ql+r + ql+r−1(l − r)(q − 1)

(iv′) |shadB(k, l, r)| = |B(k − 1, l, r − 1)|

=
|B(k, l, r)|

q
+ ql+r−2(q − 1)

= ql+r−2((l − r + 2)(q − 1) + 1). (28)

Îïÿòü âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî ñëåäñòâèå.

Äëÿ N = |B(k, l, r)| = ql+r + ql+r−1(l − r)(q − 1) è èç òîãî, ÷òî

|shadB(k, l, r)| = N
q + ql+r−2(q − 1) ïîëó÷àåì

∇k(q,N)

N
≤ 1

q
+

1

q

(q − 1)

q + (l − r)(q − 1)

=
1

q

(︃
1 +

q − 1

(l − r + 1)(q − 1) + 1

)︃
≤ 1

q

(︃
1 +

1

l − r + 1

)︃
. (29)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ N = ql+r+ql+r−1(l−r)(q−1) è k = l+m+r >

2l ≥ 2r ≥ 2

∇k(q,N) ≤ 1

q

(︃
1 +

1

l − r + 1

)︃
N. (30)

Ðàññìîòðèì íèæíþþ ãðàíèöó.

Äëÿ ëþáîãî A ⊂ X k îïðåäåëèì äëÿ ëþáîãî Y ⊂ X

A1
Y = {x2 . . . xk ∈ X k−1 : Yx2 . . . xk ⊂ A and xx2 . . . xk ̸∈ A}. (31)

äëÿ ëþáûõ x ∈ X \ Y .
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ßñíî, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà ñîäåðæàòñÿ â X k−1 è ðàçëè÷íû. Áîëåå

òîãî,

shad(A) ⊃ shadL(A) =
⋃︂
Y⊂X

A1
Y , (32)

A =
⋃︂
Y⊂X

YA1
Y , (33)

è, ïîñêîëüêó |Y| ≤ q, ïîëó÷àåì

|shad(A)| ≥ 1

q
|A|. (34)

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 3, âûòåêàåò

Óòâåðæäåíèå 7. Äëÿ N = ql+r + ql+r−1(l − r)(q − 1) è k =

l +m+ r > 2l ≥ 2r ≥ 2

1

q
N ≤ ∇k(q,N) ≤ 1

q

(︃
1 +

1

l − r + 1

)︃
N, (35)

ïðè÷åì íèæíÿÿ ãðàíèöà ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ N .

Çàìåòèì, ÷òî |B(k, l, r)| = |B(k− 2r, l− r, 0)|q2r . Ñëåäîâàòåëüíî,
íàñ èíòåðåñóåò ìîùíîñòü ìíîæåñòâà B(k, l, 0) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ l è

m = k − l − r, l > m (ñëó÷àé l ≤ m áûë ðàññìîòðåí ðàíåå).

Óòâåðæäåíèå 8. Äëÿ ëþáûõ l è m òàêèõ, ÷òî l > m èìååì

|B(k, l, 0)| = ql−1(l(q−1)+ q)− (q−1)
l−m∑︂
i=1

ql−m−i|B(m+ i−1, i−1, 0)|

è äëÿ N = |B(k, l, 1)| = q2|B(k − 2, l − 1, 0)| ñïðàâåäëèâî

∇(N)

N
≤ 1

q
(1 +

1

l
).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(l,m, a) ÷èñëî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé èç X l+m, íå ïîêðûâàþùèõñÿ ïåðâûìè a ñòðîêàìè ìàò-

ðèöû [B(k, l, 0)]. Ðàññìîòðèì j-óþ ñòðîêó X l−j+10mX j−1 â ìàòðè-

öå [B(k, l, 0)]. Ñêîëüêî íîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îíà äîáàâèò? Èñ-
ïîëüçóÿ íàøå îáîçíà÷åíèå, ïîëó÷àåì

ql−j+1(q − 1)H(l,m, j −m− 1)

òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

H(l,m, a) = qm+a−1 − |B(m+ a− 1, a− 1, 0)|. (36)

Ïóñòü i = j −m− 1, òîãäà äëÿ i = 1, 2, . . . l −m ìû äîáàâëÿåì

ql−i−m(q − 1)(qm+i−1 − |B(m+ i− 1, i− 1, 0)|)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è, ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî |B(k, l, 0)| ðàâíî

ql + ql−1m(q− 1) +
l−m∑︂
i=1

ql−m−i(q− 1)(qm+i−1 − |B(m+ i− 1, i− 1, 0)|).

Çíà÷èò, îíî ðàâíî

ql + ql−1m(q − 1) + ql−1(l −m)(q − 1)

−
l−m∑︂
i=1

ql−m−i(q − 1)|B(m+ i− 1, i− 1, 0)|.

Ïîëó÷àåì

∇(N) ≤ 1

q

|B(k, l, 0)|
q|B(m+ l − 1, l − 1, 0)|

N.
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Òàêèì îáðàçîì,

∇(N)

N
≤ 1

q
+

(q − 1)ql − (q − 1)|B(l − 1, l −m− 1, 0)|

ql−1(q + (l − 1)(q − 1))− (q − 1)
l−m−1∑︁
i=1

ql−m−i|B∗
,

ãäå B∗ = B(m+ i− 1, i− 1, 0).

Ìû ïîëó÷èëè ýòó ôîðìóëó, èñïîëüçóÿ òî, ÷òî

shad(B(m+ l + 1, l, 1)) = B(m+ l, l, 0).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ òàêîãî N

(q − 1)(ql−1 − |B(l − 1, l −m− 1, 0)|)
ql−1((l − 1)(q − 1) + q)− (q − 1)

∑︁l−m−1
i=1 ql−m−iB∗

≤ 1

l
.

Äåéñòâèòåëüíî,

(ql−1 − |B(l − 1, l −m− 1, 0)|)(q − 1)l ≤

ql−1((l − 1)(q − 1) + q)− (q − 1)
l−m−1∑︂
i=1

ql−m−i|B(m+ i− 1, i− 1, 0)|,

åñëè

l−m−1∑︂
i=1

ql−m−i|B(m+ i− 1, i− 1, 0)| ≤ |B(l − 1, l −m− 1, 0)|)l.

ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî u

q|B(m+ u− 1, u− 1, 0)| < |B(m+ u, u, 0)|.

Ïîýòîìó

l−m−1∑︂
i=1

ql−m−i|B(m+ i− 1, i− 1, 0)| ≤ |B(l− 1, l−m− 1, 0)|(l−m− 1),
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è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ðàññìîòðèì òàêæå ðàñøèðåííûå áàçèñíûå ìíîæåñòâà

Äëÿ áàçèñíîãî ìíîæåñòâà B(k, l, r) ìû èñïîëüçîâàëè êîìïîíîâî÷-

íûå ìíîæåñòâà

X l0mX r (37)

è áðàëè îáúåäèíåíèÿ òàêèõ ìíîæåñòâ. Îïðåäåëèì òåïåðü äóàëüíûå

êîìïîíîâî÷íûå ìíîæåñòâà êàê

0mX k−2m0m.

Äîáàâèì ýòè äóàëüíûå êîìïîíîâî÷íûå ìíîæåñòâà â áàçèñíîå ìíî-

æåñòâî è îïðåäåëèì ðàñøèðåííîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî ˜︁B(k, l, 1) êàê
˜︁B(k, l, 1) = l−1⋃︂

s=0

X l−s0mX 1+s
⋃︂

0mX k−2m0m = B(k, l, r)
⋃︂

0mX k−2m0m.

(38)

Ìíîæåñòâî ˜︁B(k, l, 1) èìååò áîëüøóþ ìîùíîñòü, ÷åì |B(k, l, 1)| íî èõ
òåíè ñîâïàäàþò!

Óòâåðæäåíèå 9. Äëÿ l ≥ m èìååì

(i) ˜︁B(k, l, 1) = |B(k, l, 1)|+ 1 for l = m

(ii) ˜︁B(k, l, 1) = |B(k, l, 1)|+ 2l−m−1 for m < l ≤ 2m

(iii) ˜︁B(k, l, 1) = |B(k, l, 1)|+2l−m−1 − |B(l−m− 1, l− 2m− 1, 0)| for
l > 2m

(iv) shad( ˜︁B(k, l, 1)) = |B(k − 1, l, 0)|
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ l = m ìû äîáàâëÿåì íîâîå ñëîâî 0m10m.

Â ñëó÷àå (ii) íîâûì áëîêîì ÿâëÿåòñÿ 0m1X l−m−110m. Èç-çà òîãî, ÷òî

îí èìååò 1 â m + 1-îé êîîðäèíàòå, îí íå ïîêðûâàåòñÿ ïîñëåäíèìè

m ñòðîêàìè áàçèñíîé ìàòðèöû [B(k, l, 1)]. Èç-çà òîãî, ÷òî îí èìååò

1 â l + 1-îé êîîðäèíàòå, îí íå ïîêðûâàåòñÿ ïåðâûìè m ñòðîêàìè

áàçèñíîé ìàòðèöû [B(k, l, 1)]. Âñåãî ìû èìååì l ñòðîê â [B(k, l, 1)],
ñëåäîâàòåëüíî ýòî äîêàçûâàåò ñëó÷àé (ii). Äëÿ ñëó÷àÿ l > 2m ìû

òàêæå èìååì 1 â m + 1-îé è l + 1-îé êîîðäèíàòàõ, íî â ýòîì ñëó-

÷àå ïîëó÷àåì H(l − 2m − 1,m, l − 2m) íîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Èñïîëüçóÿ (24), ýòî äîêàçûâàåò ñëó÷àé (iii).

Ðàññìîòðèì ñëîâî bk−1 ∈ X k−1. Òîãäà

up− shad(bk−1) = {ak : ak ∈ X k, bk−1 ∈ shad(ak)}.

Òåïåðü, äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊂ X k−1, ìû îïðåäåëèì âåðõ-

íþþ òåíü:

up− shad(B) =
⋃︂

bk−1∈B

up− shad(bk−1).

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî k íàñ èíòåðåñóåò ôóíêöèÿ

△(M) = min{|up− shad(B)| : B ⊂ X k−1, |B| = M}.

Ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ âàæíà äëÿ íàñ äëÿ íàõîæäåíèÿ ñâÿçè ìåæäó

ââåäåííûìè òåíÿìè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî C ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé äëèííû n è ìîùíîñòè M . Òîãäà sn(C,M) ýòî ÷èñëî ïàð

(z, xn), z ∈ X , xn = (x1, x2, . . . , xn) ∈ C òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî

(z, x1, x2, . . . , xn−1) ∈ C.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

sn(M) = maxCsn(C,M). (39)

62



Ëåììà 5. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ C ⊆ X n

(i) |C| ≠ qn

(ii) ∃z ∈ X òàêîå, ÷òî cn = (c1, c2, . . . , cn) ∈ C, (z, c1, c2, . . . , cn−1) /∈
C

(iii) ∇(△(C)) ̸= C

(iv) △(∇(C)) ̸= C

Äîêàçàòåëüñòâî.

(ii) ⇒ (iii) Ðàññìîòðèì c ∈ C, óäîâëåòâîðÿþùåå (i).

Òîãäà (z, c1, c2, . . . , cn) ∈ △(C) è ñïðàâåäëèâî

yn = (z, c1, c2, . . . , cn−1) ∈ ∇(△(C)).

Íî èç (ii) âûòåêàåò yn /∈ C. Ñëåäîâàòåëüíî ∇(△(C)) ̸= C.

(iii) ⇒ (i) Ìíîæåñòâî △(cn) ñîñòîèò èç X c1, c2, . . . , cn ∪
c1, c2, . . . , cnX . Òàêèì îáðàçîì,

∇(△(cn)) = c1, c2, . . . , cn ∪ X c1, c2, . . . , cn−1 ∪ c2, . . . , cnX

Ïîýòîìó C ⊆ ∇(△(C)). Ñëåäîâàòåëüíî, (i) äîêàçàíî.

(ii) ⇒ (iv) Ðàññìîòðèì cn ∈ C, óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâó (ii).

Òîãäà (c1, c2, . . . , cn−1) ∈ ∇(C) è ïîëó÷àåì yn = (z, c1, c2, . . . , cn−1) ∈
△(∇(C)). Íî èç (ii) ìû èìååì yn /∈ C.

(iv) ⇒ (i) Äëÿ ëþáîãî cn ∈ C èìååì

∇(cn) = c2, . . . , cn ∪ c1, c2, . . . , cn−1

è

△(∇(cn)) = X c2, . . . , cn ∪ c2, . . . , cnX

∪ X c1, c2, . . . , cn−1 ∪ c1, c2, . . . , cn−1X .
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Òàêèì îáðàçîì,

C ⊆ ∇(△(C)) ⊆ △(∇(C)).

Ñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì (i).

(i) ⇒ (ii) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èìååì äëÿ âñåõ z ∈ X è äëÿ

âñåõ cn ∈ C ñâîéñòâî (ii). Òîãäà X c1, c2, . . . , cn−1 ∈ C.

Çíà÷èò XX c1, c2, . . . , cn−2 ∈ C, XXX c1, c2, . . . , cn−3 ∈ C è òàê

äàëåå. Ñëåäîâàòåëüíî, XXX . . .XX ∈ C è ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå

ñ (i).

Èç (ii) è îïðåäåëåíèÿ 3 ñðàçó ñëåäóåò

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè M ′ < M , òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

s(M ′) < s(M).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ s(M) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé.

Óòâåðæäåíèå 10. Äëÿ ëþáûõ q, k, and M ≤ qk−1 ñïðàâåäëèâî

∇k(sk−1(M)) = M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C (|C| = M) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì,

íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì â (39). Ìû áóäåì äîáàâëÿòü ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü (z, x1, x2, . . . , xn) â ìíîæåñòâî D,åñëè äëÿ ýòîãî z

è (x1, x2, . . . , xn) ∈ C âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå èç îïðåäåëåíèÿ. Òîãäà

|D| = sn(M) è shad(D) = C. Çíà÷èò

∇k(sk−1(M)) ≤ M.

Åñëè áû áûëî ìíîæåñòâî C ′ ìåíüøåé ìîùíîñòèM ′,M ′ < M è òàêîå,

÷òî s(M ′) = s(M), òî ýòî áû ïðîòèâîðå÷èëî ñëåäñòâèþ 4. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ∇k(sk−1(M)) = M.
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Èç äîêàçàííîãî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 5. Åñëè N < qk, òî

1

q
N < ∇k(q,N). (40)

Çàäà÷è íàõîæäåíèÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ ÷èñåë íà ãðàôàõ äàâíî èçó-

÷àþòñÿ.

Ðàññìîòðèì ãðàô G(V,E), ãäå V ýòî ìíîæåñòâî âåðøèí, à E ýòî

ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà. Ïóñòü X ⊆ V ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ìíîæå-

ñòâîì âåðøèí. Òîãäà ÷åðåç ∂X îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðåáåð, èìåþ-

ùèõ îäèí êîíåö â X, à äðóãîé êîíåö â V \X. Òàêèì îáðàçîì,

∂X = {(x, y) ∈ E;x ∈ X, y ∈ V \X}.

Ðåáåðíî-èçîïåðèìåòðè÷åñêîå ÷èñëî ýòîãî ãðàôà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

i(G) = min
|∂X|
|X|

,

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì íåïóñòûì ïîäìíîæåñòâàì X ⊂ V , óäî-

âëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ |X| ≤ |V |/2.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(X) ìíîæåñòâî âåðøèí èç V \X, ñîåäèíåííûõ

ðåáðîì ñ êàêîé-òî âåðøèíîé èç X.

Òàêèì îáðàçîì,

N(X) = {y ∈ V \X;x ∈ X, (x, y) ∈ E}.

Âåðøèííî-èçîïåðèìåòðè÷åñêîå ÷èñëî ýòîãî ãðàôà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

iv(G) = min
|N(X)|
|X|

,

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì íåïóñòûì ïîäìíîæåñòâàì X ⊂ V , óäî-

âëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ |X| ≤ |V |/2.
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Ìû õîòèì ðàññìîòðåòü ãðàôû, ñâÿçàííûå ñ îòíîøåíèåì ñëîâî-

ïîäáëîê: U-D ãðàô è D-U ãðàô.

Âåðøèíàìè äëÿ ýòèõ ãðàôîâ ÿâëÿþòñÿ âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

èç X n.

Äëÿ U-D ãðàôà âåðøèíû an = a1a2 · · · an è bn = b1b2 · · · bn ñîåäè-
íåíû ðåáðîì ( an ̸= bn ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò cn+1

òàêîå, ÷òî

cn+1 ∈ up− shad(an); bn ∈ shad(cn+1).

Ìû õîòåëè áû èìåòü áèåêöèþ ìåæäó ðåáðàìè U-D ãðàôà è ñëîâàìè

èç X n+1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ an = bn â ãðàôå ïðîâåäåì ðåáðî (ïåòëþ)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a1 = a2 = a3 = · · · = an.

Çàìåòèì, ÷òî ñòåïåíü âåðøèíû ðàâíà 2q − 1 äëÿ an ñ a1 = a2 =

a3 = · · · = an è 2q äëÿ îñòàëüíûõ âåðøèí.

Äëÿ D-U ãðàôà ðåáðî ñîåäèíÿåò âåðøèíû an = a1a2 · · · an è bn =

b1b2 · · · bn, ãäå an ̸= bn, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ñëîâî

dn−1 òàêîå, ÷òî

dn−1 ∈ shad(an); bn ∈ up− shad(dn−1).

Îáùåå ÷èñëî ðåáåð â D-U ãðàôå ðàâíî qn−1q(q−1)+qn+1 = qn(2q−1).

Èìååòñÿ òåñíàÿ ñâÿçü ñ ãðàôîì äå Áðåéíà.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííûõ n è k = n + 1 ìû èíòåðåñó-

åìñÿ âåëè÷èíîé

∇(N) = min{|shad(A)| : A ⊂ X k, |A| = N}.

â òåîðèè ãðàôîâ n-ðàçìåðíûé ãðàô äå Áðåéíà íà q ñèìâîëàõ ýòî

îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ãðàô èìååò qn âåðøèí, ÿâëÿþùèõñÿ âñåâîç-
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ìîæíûìè n-ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè èç äàííûõ q ñèìâîëîâ. Åñëè îäíà

èç âåðøèí ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äðóãîé ñäâèãîì âëåâî íà îäíó

ïîçèöèþ è äîáàâëåíèåì íîâîãî ñèìâîëà â êîíåö, òî ãðàô èìååò îðè-

åíòèðîâàííîå ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå äàííûå âåðøèíû. Ñëåäîâàòåëüíî

ìíîæåñòâî (îðèåíòèðîâàííûõ) ðåáåð ýòî

E = {((v1, v2 · · · , vn), (w1, w2 · · · , wn)) :

v2 = w1, v3 = w2, · · · vn = wn−1}

Êàæäàÿ âåðøèíà èìååò ðîâíî q âõîäÿùèõ è q âûõîäÿùèõ ðåáåð.

Ðàññìîòðèì íåîðèåíòèðîâàííûé (k-1)-ðàçìåðíûé ãðàô äå Áðåéíà.

Îí î÷åíü áëèçîê ê U-D ãðàôó. (Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ak èç X k ÿâ-

ëÿþòñÿ ðåáðàìè â ýòîì ãðàôå. Ëåâàÿ òåíü shadL(ak) è ïðàâàÿ òåíü

shadR(ak) áóäóò âåðøèíàìè, èíöèäåíòíûìè äàííîìó ðåáðó). Äëÿ an

ñ a1 = a2 = a3 = · · · = an èìååòñÿ ïåòëÿ â U-D ãðàôå è äâå ïåòëè â

ãðàôå äå Áðåéíà.

Ïðîáëåìà ìèíèìàëüíîé òåíè ýêâèâàëåíòíà ïðîáëåìå íàõîæäå-

íèÿ N ðåáåð, èíöèäåíòíûõ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîìó ÷èñëó âåðøèí.

Òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿM âåðøèí â U-D ãðà-

ôå, êîòîðûå äàþò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ðåáåð ìåæäó íè-

ìè ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ïðîáëåìîé. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ sk−1(M)

î÷åíü âàæíà äëÿ íàñ. Îíà òàêæå ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé íàõîæäåíèÿ

âåðõíåé òåíè.

Óòâåðæäåíèå 11. Äëÿ ëþáûõ q, k è M ≤ qk−1 ñïðàâåäëèâî

ñîîòíîøåíèå

△(M) = 2qM − sk−1(M).

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Ãðàô äå Áðåéíà ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì. Ñòåïåíü âåðøèíû ðàâíà

2q. Çíà÷èò ìû èìååì 2qM ðåáðà, êîòîðûå èíöèäåíòíû ñ M âåðøè-

íàìè èç ìíîæåñòâà C, íî íåêîòîðûå ðåáðà ìû ïîñ÷èòàëè äâàæäû.

×èñëî ðåáåð, ïîñ÷èòàííûõ äâàæäû ðàâíî sk−1(M) è, çíà÷èò, ÷èñëî

ðåáåð èíöèäåíòíûõ ìíîæåñòâó C ðàâíî 2qM − sk−1(M), ÷òî äîêàçû-

âàåò òåîðåìó.

Óòâåðæäåíèå 12. Äëÿ ëþáîãî M ≤ qk−1 ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-

øåíèå

sk−1(q
k−1 −M) = qk − 2qM + sk−1(M).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü C (|C| = M) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âåðøèí íà êîòîðîì

äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì â (39). Ïóñòü ìíîæåñòâî B ìîùíîñòè |B| =
△k−1(M) ñîñòîèò èç ðåáåð èíöèäåíòíûõ M âåðøèíàì èç ìíîæåñòâà

C. Òîãäà ëþáîå ðåáðî íå èç B äàåò òåíü íå èç C. Ñëåäîâàòåëüíî,

∇k(q
k −△(M)) ≤ qk−1 −M

Ïîëó÷àåì, ÷òî

△(M) = 2qM − sk−1(M).

Èç ýòîãî è ñëåäñòâèÿ 5 ïîëó÷àåì

sk−1(q
k−1 −M) ≥ qk − 2qM + sk−1(M).

Ìû ìîæåì ïðîäåëàòü òîæå ñàìîå ñ ìíîæåñòâîì X k−1\C è òîãäà ïî-

ëó÷èì

∇k(q
k −△k−1(q

k−1 −M)) ≤ M.

Çíà÷èò

sk−1(M) ≥ qk − 2q(qk−1 −M) + sk−1(q
k−1 −M).
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Òîãäà

sk−1(q
k−1 −M) ≤ qk − 2qM + sk−1(M)

è ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Èñïîëüçóÿ ýòî óòâåðæäåíèå, ìû ìîæåì ïîñ÷èòàòü ñêîðîñòüR äëÿ

áîëüøèõ çíà÷åíèé N .

Óòâåðæäåíèå 13. Äëÿ N = 2k − 2l(l + 3) è l < k/2 â äâîè÷íîì

ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî

R ≤ 1/2(1 +
1

2k−l − l − 3
).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ l < k/2 è M = 2l−1(l + 2) ïîëó÷àåì

s(M) = 2l(l + 1). Èç òåîðåìû 8 âûòåêàåò, ÷òî

sk−1(2
k−1 − 2l−1(l+ 2)) = 2k − 2l−14(l+ 2) + 2l(l+ 1) = 2k − 2l(l+ 3).

Ñëåäîâàòåëüíî,

R ≤ 2k−1 − 2l−1(l + 2)

2l(2k−l − l − 3)
= 1/2(1 +

1

2k−l − l − 3
).

Óòâåðæäåíèå 14. Äëÿ N = qk − ql(q + (q − 1)(l + 1)) è l < k/2

â q-è÷íîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî

R ≤ 1

q
(1 +

q − 1

qk−l − (q + (q − 1)(l + 1))
).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ l < k/2 èM = ql−1(q+ l(q−1)) ïîëó÷àåì

s(M) = ql(q + (q − 1)(l − 1)). Èç ïðåäûäóùåãî âûòåêàåò, ÷òî

sk−1(q
k−1 − ql−1(q + l(q − 1)))

= qk − 2qql−1(q + l(q − 1)) + ql(q + (q − 1)(l − 1)).
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sk−1(q
k−1 − ql−1(q + l(q − 1))) = qk − ql(q + (q − 1)(l + 1)).

Ñëåäîâàòåëüíî,

R ≤ qk−1 − ql−1(q + l(q − 1))

qk − ql(q + (q − 1)(l + 1))
=

1

q
(1 +

q − 1

qk−l − (q + (q − 1)(l + 1))
).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç i(Up − Down) ðåáåðíî-èçîïåðèìåòðè÷åñêîå ÷èñëî

ãðàôà U-D. Äëÿ ëþáûõ q, k è M ≤ qk−1 ñïðàâåäëèâà

Óòâåðæäåíèå 15. Äëÿ |N | ≤ qk/2− i(B(k − 1, q)qk−1/4 èìååì

∇k(N)

N
≥ 1

q
(1 +

i(Up−Down)

2q − i(Up−Down)
). (41)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ M ≤ qk−1/2 âûòåêàåò, ÷òî

2q − 2s(M)

M
≥ i(Up−Down)

ïîñêîëüêó

min{|∂X|; |X| = M} = △(M)− s(M) = 2qM − 2s(M). (42)

Ñëåäîâàòåëüíî,

s(M) ≤ qM − i(Up−Down)M/2.

Òàêèì îáðàçîì,

∇k(qM − i(Up−Down)M/2)

qM − i(Up−Down)M/2
≥ M

qM − i(Up−Down)M/2
.

Ïîëó÷àåì

M

qM − i(Up−Down)M/2
=

1

q
(1 +

i(Up−Down)

2q − i(Up−Down)
),

÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.
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Â ([130]) äîêàçàíî, ÷òî

i(U −D) ≥ q

2(n− 1)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 6. Äëÿ |N | ≤ qk/2− qk

8(k−2) ñïðàâåäëèâî

∇k(N)

N
≥ 1

q
(1 +

1

4k − 9
). (43)

Ïîñìîòðèì íà ðåáåðíî-èçîïåðèìåòðè÷åñêîå ÷èñëî äëÿ ãðàôà äå-

Áðåéíà.

Â ([130]) Delorme è Tillich ïîëó÷èëè âåðõíþþ ãðàíèöó äëÿ

ðåáåðíî-èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî ÷èñëà ãðàôà äå-Áðåéíà:

i(B(n, q)) ≤ 2qπ

n+ 1
.

Ìû óëó÷øèì ýòó ãðàíèöó.

Óòâåðæäåíèå 16. Ðåáåðíî-èçîïåðèìåòðè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà äå-

Áðåéíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó

i(B(n, q)) ≤ 2q

n− 2 logq n+ 1
,

à äëÿ äâîè÷íîãî ñëó÷àÿ

i(B(n, q)) ≤ 4

n− log n+ 2
.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èç (42) ñëåäóåò, ÷òî èñïîëüçóÿ M = |B(n, l, 0)| ïîëó÷àåì

i(B(n, q)) ≤ 2q − 2s(M)

M
.
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Èìååì
M

s(M)
≤ |B(n, l, 0)|

|B(k, l, 1)|
≤ 1

q
(1 +

1

l
),

à äëÿ äâîè÷íîãî ñëó÷àÿ

M

s(M)
≤ |B(n, l, 0)|

|B(k, l, 1)|
≤ 1

2
(1 +

1

l + 1
).

Çíà÷èò

i(B(n, q)) ≤ 2q − 2ql

l + 1
=

2q

l + 1
,

à äëÿ äâîè÷íîãî ñëó÷àÿ

i(B(n, 2)) ≤ 4− 4(l + 1)

l + 2
=

4

l + 2
.

Èç ëåììû 5 ïîëó÷àåì, ÷òî

|B(n, l, 0)| ≤ 2l−1(l + 2).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ m ≥ log n èìååì l ≤ n− log n è äëÿ n ≥ 4

|B(n, l, 0)| ≤ 2n(n− log n+ 4)

2n
≤ 2n

2
.

Çíà÷èò, äëÿ äâîè÷íîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷àåì

i(B(n, 2)) ≤ 4

n− log n+ 2
.

Èç ëåììû 5 âûòåêàåò, ÷òî

|B(n, l, 0)| ≤ ql−1(l(q − 1) + q).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ m ≥ 2 log n èìååì l ≤ n− 2 log n è äëÿ n ≥ q

|B(n, l, 0)| ≤ qn((n− 2 log n+ 1)q)

n2q
≤ qn

2
.
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Çíà÷èò

i(B(n, q)) ≤ 2q

n− 2 logq n+ 1
.

Òàêæå èíòåðåñíî ïîñìîòðåòü íà âåðøèííî-èçîïåðèìåòðè÷åñêîå ÷èñ-

ëî.

Â ([130]) Delorme è Tillich ïîëó÷èëè âåðõíþþ ãðàíèöó äëÿ

âåðøèííî-èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî ÷èñëà:

iv(B(n, q)) ≤
2
√
qπ

(n+ 1)
√︁

1− ((2qπ)/(n+ 1))2
.

Â ([105]) Bultermann óëó÷øèë ýòó ãðàíèöó:

iv(B(n, q)) ≤ 4

n− 2

äëÿ n ≥ 9.

Ðàññìîòðèì áàçèñíîå ìíîæåñòâî B(n, l, 1), ãäå l +m+ 1 = n.

N(B(n, l, 1)) = X l10m ∪ 0m1X l.

Çíà÷èò

|N(B(n, l, 1))| = 2l + |0m1X l−m−10Xm|+ |0m1X l−m−11Xm|.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

|N(B(n, l, 1))| = 2l + 2l−1 + 2l−m−1(2m − 1) = 2l+1 − 2l−m−1.

Èç îöåíîê íà ìîùíîñòü áàçèñíûõ ìíîæåñòâ âûòåêàåò, ÷òî

|B(n, l, 1)| ≥ 2l(l + 1)− 2l−m−1(l −m+ 1)(l −m− 1).

Ñëåäîâàòåëüíî,

|N(B(n, l, 1))|
|B(n, l, 1)|

≤ 2l+1 − 2l−m−1

2l(l + 1)− 2l−m−1(l −m+ 1)(l −m− 1)
.
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Ïîëîæèìm = 2 log n, òîãäà l = n−2 log n−1 è äëÿ n → ∞ ïîëó÷àåì

|N(B(n, l, 1))|
|B(n, l, 1)|

≤ 2

n
(1 + o(1)).

Î÷åâèäíî, ÷òî

|B(n, l, 1)| ≤ 2l(l + 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ m ≥ log n ïîëó÷àåì l ≤ n− log n− 1 è

|B(n, l, 1)| ≤ 2n(n− log n)

2n
≤ 2n

2
.

Çíà÷èò, äëÿ n → ∞ ïîëó÷àåì

iv(B(n, 2)) ≤ 2

n
(1 + o(1)).

Óòâåðæäåíèå 17. Âåðøèííî-èçîïåðèìåòðè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà

äå-Áðåéíà B(n, q) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó äëÿ n →
∞

iv(B(n, q)) ≤ q + 2

qn
(1 + o(1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äâîè÷íîãî ñëó÷àÿ ìû óæå äîêàçàëè ýòî

âûøå. Äëÿ q-è÷íîãî ñëó÷àÿ âíîâü ðàññìîòðèì áàçèñíîå ìíîæåñòâî

B(n, l, 1), ãäå l +m+ 1 = n.

N(B(n, l, 1)) = X lX0m ∪ 0mXX l,

ãäå ÷åðåç X îáîçíà÷åí ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò.

Òîãäà

|N(B(n, l, 1))| = ql(q − 1) + |0mXX l−m−10Xm|

+ |0mXX l−m−1X (Xm\0m)|.

74



Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì

|N(B(n, l, 1))| = ql(q − 1) + 2ql−1(q − 1)− ql−m−1(q − 1).

Ïîëîæèì m = 2 log n. Òîãäà âîçìîæíî ïðîâåðèòü, êàê â äâîè÷íîì

ñëó÷àå, ÷òî äëÿ áîëüøèõ n èìååì |B(n, l, 1)| ≤ qn

2 è

iv(B(n, q)) ≤ q + 2

qn
(1 + o(1)).

1.6 Âûâîäû

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ïî

q-è÷íîìó êàíàëó ñ áåçîøèáî÷íîé îáðàòíîé ñâÿçüþ.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ãëàâû îïèñàí àëãîðèòì r óäàëåíèÿ. Îñíîâ-

íûì ðåçóëüòàòîì âòîðîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ Òåîðåìà 1. Îíà ïîêà-

çûâàåò, ÷òî àëãîðèòì 1 óäàëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ äîëè

îøèáîê â êàíàëå, áîëüøåé 1/q.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå îöåíèâàåòñÿ ÷èñëî q-è÷íûõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé, ñîäåðæàùèõ ïîäáëîê 00 ðîâíî r ðàç. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì

òðåòüåãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ Óòâåðæäåíèå 4.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ãëàâû îïèñàí îáîáùåííûé àëãîðèòì 1

óäàëåíèÿ. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ÷åòâåðòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿþò-

ñÿ Òåîðåìà 2 è Óòâåðæäåíèå 5. Îíè ïîêàçûâàþò, ÷òî îáîáùåííûé

àëãîðèòì 1 óäàëåíèÿ ïîçâîëÿåò ïåðåäàâàòü áîëüøå ñîîáùåíèé íà èí-

òåðâàëå, ïðèâåäåííîì â Óòâåðæäåíèè 5.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [2], [70], [72],

[93].
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2 Äèçúþíêòèâíûé êàíàë ìíîæåñòâåííî-

ãî äîñòóïà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ N ïîëüçîâàòåëåé è êàæäûé ïîëüçî-

âàòåëü ïåðåäàåò ñâîå ñîîáùåíèå â âèäå äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

äëèíû t. Ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé â êàíàë ìîãóò áûòü àêòèâíû (ïå-

ðåäàâàòü ñâîè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîãëàñíî ðàçðàáîòàííîé çàðàíåå

ñòðàòåãèè ïåðåäà÷è) ðîâíî äâà ïîëüçîâàòåëÿ. Â êàæäûé ìîìåíò ïå-

ðåäà÷è (îò 1 äî t) íà âûõîäå êàíàëà ïðèõîäèò íîëü, åñëè îáà ïîëüçî-

âàòåëÿ ïåðåäàâàëè â ýòîò ìîìåíò íîëü, è ïðèõîäèò åäèíèöà â îñòàëü-

íûõ ñëó÷àÿõ. Ñòðàòåãèÿ ïåðåäà÷è äîëæíà áûòü óñòðîåíà òàê, ÷òîáû

ïî âûõîäó êàíàëà ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü, êàêèå èìåííî ïîëü-

çîâàòåëè ïåðåäàâàëè ñâîè ñîîáùåíèÿ. È îïÿòü, åñëè ñòðàòåãèÿ ïå-

ðåäà÷è ìîæåò ìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò âûõîäà êàíàëà â êàæäûé

ìîìåíò ïåðåäà÷è, òî òàêàÿ ñòðàòåãèÿ íàçûâàåòñÿ àäàïòèâíîé. Ìû

áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî àäàïòèâíûå ñòðàòåãèè.

Â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ãðóïïîâîãî òåñòèðîâàíèÿ ìû èìååì ìíî-

æåñòâî [N ] := {1, . . . , N} ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõ íåêîòîðîå ïîäìíî-
æåñòâî D ⊂ [N ] äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ. Îñíîâíàÿ çàäà÷à ãðóïïîâîãî

òåñòèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ìíîæåñòâà D çà ìèíèìàëü-

íîå ÷èñëî òåñòîâ. Êàæäûé òåñò ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì

ìíîæåñòâà [N ]. Ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ íåêàÿ òåñòî-

âàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊂ [N ] ïîçâîëÿåò

âûÿñíèòü íàëè÷èå äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ â ýòîì ïîäìíîæåñòâå (äà-

åò îòâåò íà òåñò). Ôîðìàëüíî òåñòîâàÿ ôóíêöèÿ fS : 2[N ] → {0, 1}
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ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

fS(D) =

{︄
0 åñëè |S ∩ D| = 0

1 åñëè |S ∩ D| > 0.
(44)

Íàáîð òåñòîâ îáðàçóåò àëãîðèòì ïîèñêà. Íàçîâåì àëãîðèòì ïîèñêà

óñïåøíûì, åñëè, ïîñëå åãî ïðèìåíåíèÿ, ìû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåì

D ïî îòâåòàì fS1
, . . . , fSt

. Àëãîðèòìû áûâàþò àäàïòèâíûìè è íåàäàï-

òèâíûìè. Â àäàïòèâíîì àëãîðèòìå ïðè âûáîðå î÷åðåäíîãî òåñòà ìî-

ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ òåñòîâ. Â íåàäàï-

òèâíîì àëãîðèòìå âñå òåñòû íåçàâèñèìû. Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì

ðàññìàòðèâàòü òîëüêî àäàïòèâíûå àëãîðèòìû ïîèñêà.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü

|D| = D ÷èñëî äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ, à Nt(D) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî

ýëåìåíòîâ ñðåäè êîòîðûõ ìîæíî íàéòè D äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ çà

t òåñòîâ. Äëÿ àäàïòèâíîãî àëãîðèòìà a = a(N,D, t) îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç at(D) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ äîêàçàíî, ÷òî

D, at(D) ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ çà t òåñòîâ, òî åñòü àëãîðèòì a ÿâëÿåò-

ñÿ óñïåøíûì. Òàêèì îáðàçîì, at(D) ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíèöåé äëÿ

Nt(D).

2.1 Äèçúþíêòèâíûé êàíàë ìíîæåñòâåííîãî äî-

ñòóïà ñ äâóìÿ àêòèâíûìè ïîëüçîâàòåëÿìè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññè÷åñêóþ (2, N) ïðîáëå-

ìó ãðóïïîâîãî òåñòèðîâàíèÿ íàõîæäåíèÿ äâóõ äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ

ñðåäè N ýëåìåíòîâ. Ìû ïðåäëàãàåì íîâûé àäàïòèâíûé àëãîðèòì

òàêîé, ÷òî (2, ⌊2 t+1
2 − t2

t
4⌋) ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ðåøåíà çà t òå-

ñòîâ. Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî â äàííîì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ òîëü-
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êî àäàïòèâíûå àëãîðèòìû äëÿ ñëó÷àÿ D = 2. Íà ïðîòÿæåíèè ýòîãî

ïàðàãðàôà ìû àíàëèçèðóåì íàèõóäøèé ñëó÷àé è õîòèì ïðåäúÿâèòü

àëãîðèòì, êîòîðûé îïòèìàëåí ïî÷òè äëÿ âñåõ çíà÷åíèé N . Áîëåå

òî÷íî, ìû îïèøåì àëãîðèòì w òàêîé, ÷òî wt(2)
Nt(2)

→ 1, åñëè t → ∞.

Äàëåå, ìû äîêàæåì, ÷òî wt(2) ≥ ⌊2 t+1
2 − t2

t
4⌋ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëü-

øèõ çíà÷åíèé t (t ≥ 44). Òî, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ

t ≤ 44, áóäåò ïîêàçàíî â êîíöå ïàðàãðàôà.

Ðàññìîòðèì wt = ⌊2 t+1
2 − t2

t
4⌋ ýëåìåíòîâ è ïóñòü [N ] = Z ∪X ∪Y

ðàçáèåíèå, ïîçâîëÿþùåå óòâåðæäàòü, ÷òî fZ(D) = 0, fX (D) = 1, à â

ìíîæåñòâå Y íåò ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ìîæíî áûëî áû äîáàâèòü â X
èëè Z , ñîõðàíÿÿ ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ óñëîâèé. Ïåðåä ïåðâûì òåñòîì

X = [N ], Z = ∅, Y = ∅. Ìû áóäåì ñëåäèòü çà èçìåíåíèÿìè â ýòîì

ðàçáèåíèè ïîñëå êàæäîãî òåñòà.

• 1-é òåñò: Âîçüìåì â êà÷åñòâå ïåðâîãî òåñòà S1 = [1, x1], ãäå

x1 = ⌊(
√
2− 1)2

t
2⌋.

Åñëè fS1
= 0, òî ïîëó÷àåì, ÷òî

Z = [1, x1], X = [x1 + 1, wt], Y = ∅,

è ìû ñâîäèì çàäà÷ó ê òîìó æå àëãîðèòìó, íî äëÿ ìåíüøåãî

÷èñëà ýëåìåíòîâ.

Åñëè fS1
= 1, òî ïîëó÷àåì, ÷òî X = [1, x1], Y = [x1 + 1, wt],

Z = ∅. Îöåíèì ÷èñëî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ A1 ðàñïîëîæåíèÿ

äâóõ äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ ïîñëå òàêîãî îòâåòà íà ïåðâûé òåñò,
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êîòîðîå ðàâíî:

A1 =

(︃
x1
2

)︃
+ x1 · (wt − x1)

≤

(︂
(
√
2− 1)2

t
2

)︂2
2

+(
√
2− 1)2

t
2

(︂
2

t+1
2 − t2

t
4 − (

√
2− 1)2

t
2

)︂
=

=
(2− 2

√
2 + 1)2t

2
+ (

√
2− 1)2t − t(

√
2− 1)2

3t
4

= 2t−1 − t(
√
2− 1)2

3t
4

• 2-é òåñò (ïîñëå îòâåòà fS1
= 1): Âîçüìåì â êà÷åñòâå âòîðîãî

òåñòà S2 = [1, x2], ãäå x2 òàêîå öåëîå ÷èñëî, ÷òî âåëè÷èíà

A2 :=

(︃
x2
2

)︃
+ x2 · (wt − x2)

áóäåò íàèáîëåå áëèçêà ê A1/2.

Çàìåòèì, ÷òî A1/2 íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì. Ìû

áóäåì áðàòü áëèæàéøåå öåëîå êA1/2. ×òîáû îöåíèòüA2 âû÷èñ-

ëèì ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ðàñïîëîæå-

íèÿ äâóõ äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ ïîñëå òåñòîâ ìîùíîñòè i+ 1 è

i:

(i+ 1)i

2
+(i+1)(wt−i−1)− i(i− 1)

2
−i(wt−i) = wt−i−1 ≤ wt.

Ñëåäîâàòåëüíî,

A2 ≤ 2t−2 − t(
√
2− 1)2

3t
4 −1 + wt.

Çàìåòèì, ÷òî ýòà îöåíêà íà ÷èñëî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ðàñïî-

ëîæåíèÿ äâóõ äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ íå çàâèñèò îò òîãî, êàêèì
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áûë îòâåò íà âòîðîé òåñò. Â ñëó÷àå fS2
= 0 ïîëó÷àåòñÿ ðàçáèå-

íèå

Z = [1, x2], X = [x2 + 1, x1], Y = [x1 + 1, wt],

à â ñëó÷àå fS2
= 1 ïîëó÷àåòñÿ ðàçáèåíèå

Z = ∅, X = [1, x2], Y = [x2 + 1, wt].

Íî, è â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå, îöåíêà äëÿ âåëè÷èíû A2 ñïðà-

âåäëèâà, òàê êàê ìû ðàçáèâàåì âñå âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ

äâóõ äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ ïîïîëàì (ñ ó÷åòîì öåëî÷èñëåííî-

ñòè).

Äàëåå áóäåì äåéñòâîâàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ïóñòü ïîñëå k

òåñòîâ ó íàñ ïîëó÷èëîñü ðàçáèåíèå Z = [1, zk], X = [zk+1, zk+

xk], Y = [zk+xk+1, wt] (ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Y â äàëüíåéøåì

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç yk).

• (k + 1)-é òåñò: Âîçüìåì â êà÷åñòâå (k + 1)-îãî òåñòà èíòåðâàë

[zk + 1, zk + xk+1] äëèíû xk+1, ãäå xk+1 òàêîå öåëîå, ÷òî

Ak+1 =

(︃
xk+1

2

)︃
+ xk+1 · yk+1 (45)

íàèáîëåå áëèçêî ê Ak/2.

Íàïîìíèì, ÷òî wt = ⌊2(t+1)/2 − t2
t
4⌋, ñëåäîâàòåëüíî,

Ak+1 ≤ 2t−k−1 − t(
√
2− 1)2

3t
4 −k + kwt (46)

Çàìåòèì, ÷òî èç ýòîãî ñðàçó âûòåêàåò

xk+1 ≤
Ak+1

yk+1
. (47)
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Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå k + 1 òåñòà ó íàñ ïîëó÷èëîñü ðàçáèåíèå

Z = [1, zk+1], X = [zk+1+1, zk+1+xk+1], Y = [zk+1+xk+1+1, wt].

Çàìå÷àíèå 5. Îòìåòèì, ÷òî òåñòû ñ âòîðîãî ïî k + 1-é íà-

ïðàâëåíû íà óìåíüøåíèå ìíîæåñòâà X . Ïðè÷åì êàæäûé ðàç

ìû âêëþ÷àåì â òåñò íå ïîëîâèíó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X , à

÷óòü ìåíüøå. Ýòî èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ïîñêîëüêó íóëåâîé îò-

âåò ëó÷øå, òàê êàê ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ñðå-

äè êîòîðûõ ìû èùåì äåôåêòíûå (ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà X
ïåðåõîäÿò â ìíîæåñòâî Z , à íå â Y).

Òåñòû ñ (k + 2)-ãî ïî (2k + 1)-é íàïðàâëåíû íà óìåíüøåíèå

ìíîæåñòâà Y . Íóëåâîé îòâåò ïåðåâîäèò ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà

Y â ìíîæåñòâî Z , à åäèíè÷íûé îïðåäåëÿåò äâà ìíîæåñòâà, â

êàæäîì èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ðîâíî ïî îäíîìó äåôåêòíîìó

ýëåìåíòó.

• (k + 2)-é òåñò: Âîçüìåì â êà÷åñòâå (k + 2)-îãî òåñòà ïåðâûå

⌊2t−k−2

xk+1
⌋ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Y (åñëè â Y îêàçàëîñü ìåíüøå

ýëåìåíòîâ, òî âîçüìåì âñå).

Åñëè îòâåò íà äàííûé òåñò 1, òî, ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ðåçóëü-

òàòó, ìû ìîæåì íàéòè äâà äåôåêòíûõ ýëåìåíòà çà 2
t+1
2 òåñòîâ.

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â [108] äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ, êî-

ãäà äâà äåôåêòíûõ ýëåìåíòà ðàñïîëàãàþòñÿ â äâóõ íåïåðåñå-

êàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà [N ] ïî îäíîìó â êàæäîì

ïîäìíîæåñòâå.

Óòâåðæäåíèå 18. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂
[N ] ñîäåðæèò ðîâíî îäèí äåôåêòíûé ýëåìåíò è ìíîæåñòâî
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B ⊂ [N ] òàêæå ñîäåðæèò ðîâíî îäèí äåôåêòíûé ýëåìåíò

è ýòè ìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà ìèíèìàëüíîå ÷èñ-

ëî òåñòîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ äåôåêòà èç ìíîæå-

ñòâà A, |A| = m è äåôåêòà èç ìíîæåñòâà B, |B| = n ðàâíî

⌈logmn⌉.

Åñëè îòâåò íà äàííûé òåñò 0, òî ìû âêëþ÷èì â ñëåäóþùèé òåñò

⌊2t−k−3

xk+1
⌋ ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà Y è òàê äàëåå.

Åñëè, â êàêîé òî ìîìåíò îòâåò íà òåñò äàñò 1, òî â äàëüíåéøåì

ïðèìåíÿåì àëãîðèòì èç ëåììû 1. Åñëè æå âñå îòâåòû 0, òî

òåñòèðóåìûå ýëåìåíòû ïåðåìåùàþòñÿ èç ìíîæåñòâà Y â ìíî-

æåñòâî Z , è ìû ïðîäîëæàåì ïðîöåäóðó äî òåõ ïîð, ïîêà â ìíî-

æåñòâå Y îñòàþòñÿ ýëåìåíòû.

• (2k + 1)-é òåñò: Âîçüìåì ⌊2t−2k−1

xk+1
⌋ ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà Y

(åñëè â Y îñòàëîñü ìåíüøå ýëåìåíòîâ, òî âîçüìåì âñå îñòàâøè-

åñÿ).

Äàëåå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî åñëè âûáðàòü k = ⌊ t
4⌋, òî ïîñëå (2k +

1)-îãî òåñòà (èëè ðàíüøå) â ìíîæåñòâå Y íå îñòàíåòñÿ ýëåìåíòîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû îïÿòü ñâåäåì çàäà÷ó ê òîìó æå àëãîðèòìó, íî

äëÿ ìåíüøåãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ (èõ îñòàíåòñÿ xk+1).

Òåïåðü ìû äîêàæåì, ÷òî àäàïòèâíûé àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé

âûøå ïîçâîëÿåò ðåøèòü (2, ⌊2 t+1
2 − t2

t
4⌋) ïðîáëåìó çà t òåñòîâ.

Òåîðåìà 3. Äëÿ àäàïòèâíîãî àëãîðèòìà w = w(N,D, t) ñïðà-

âåäëèâî

wt(2) = ⌊2
t+1
2 − t2

t
4⌋.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî

÷èñëó òåñòîâ. Ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ íà÷àëüíûõ

çíà÷åíèé áóäåò ïîêàçàíà ïîçæå. Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå

âåðíî äëÿ ÷èñëà òåñòîâ, ìåíüøèõ t è äîêàæåì äàííîå ïðåäïîëîæåíèå

äëÿ ÷èñëà òåñòîâ ðàâíûõ t.

Åñëè ïîñëå ïåðâîãî òåñòà fS1
= 0, òî ìû çíàåì, ÷òî ìíîæåñòâî

Z = S1 íå ñîäåðæèò äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ è

⌊2
t+1
2 − t2

t
4⌋− ⌊(

√
2− 1)2

t
2⌋ ≤ 2

t+1
2 − t2

t
4 − 2

t+1
2 +2

t
2 +1 = 2

t
2 − t2

t
4 +1.

Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

2
t
2 − t2

t
4 + 1 ≤ ⌊2

t
2 − (t− 1)2

t−1
4 ⌋ = wt−1,

åñëè t ≥ 3. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Åñëè ïîñëå ïåðâîãî òåñòà fS1
= 1, òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ y1 íå ìåíü-

øå, ÷åì

⌊2
t+1
2 − t2

t
4⌋− ⌊(

√
2− 1)2

t
2⌋ ≥ 2

t+1
2 − t2

t
4 − 1− 2

t+1
2 +2

t
2 ≥ 2

t
2 − t2

t
4 − 1.

Ïîñëå (k + 1) òåñòà ìû èìååì

Z = [1, zk+1], X = [zk+1 + 1, zk+1 + xk+1],

Y = [zk+1 + xk+1 + 1, zk+1 + xk+1 + yk+1].

Ðàññìîòðèì òåñòû ñ k + 2 ïî 2k + 1.

Åñëè ðåçóëüòàòû âñåõ òàêèõ òåñòîâ äàþò 0 , òî ïîëó÷àåì

R = ⌊2
t−k−2

xk+1
⌋+⌊2

t−k−3

xk+1
⌋+. . . .+⌊2

t−2k−1

xk+1
⌋ ≥ yk+1(2

t−k−1 − 2t−2k−1)

Ak+1
−k.

Ìû õîòèì, ÷òîáû â ìíîæåñòâå Y íå îñòàëîñü ýëåìåíòîâ, çíà÷èò íóæ-

íî ïîêàçàòü, ÷òî R ≥ yk+1.
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Äëÿ ýòîãî íóæíî, ÷òîáû

yk+1(2
t−k−1 − 2t−2k−1 − Ak+1) ≥ kAk+1.

×èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Y ïîñëå òåñòîâ ñî âòîðîãî ïî k + 1-ûé

ìîæåò òîëüêî óâåëè÷èâàòüñÿ, ïîýòîìó ïî ôîðìóëå âûøå

yk+1 ≥ y1 ≥ 2
t
2 − t2

t
4 − 1.

Èç ôîðìóëû, ïðèâåäåííîé âûøå, èìååì

2t−k−1 − 2t−2k−1 − Ak+1 ≥ t(
√
2− 1)2

3t
4 −k − 2t−2k−1 − k2

t+1
2 .

Äëÿ âûáîðà k = ⌊ t
4⌋ áóäåì ïðîâåðÿòü óñëîâèå

(2
t
2 − t2

t
4 − 1)(t(

√
2− 1)2

3t
4 −k − 2t−2k−1 − k2

t+1
2 )

≥ k(2t−k−1 − t(
√
2− 1)2

3t
4 −k + k2

t+1
2 ).

Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè t ≥ 20 è çíà÷èò äëÿ òàêèõ çíà÷åíèé

t ïîëó÷àåì R ≥ yk+1.

Çàìå÷àíèå 6. Åñòåñòâåííî âñòàåò âîïðîñ îá îïòèìàëüíîñòè âû-

áîðà ïàðàìåòðà k = ⌊ t
4⌋. Ìîæåò áûòü àëãîðèòì w ïîçâîëÿåò óòâåð-

æäàòü, ÷òî wt(2) = ⌊2 t+1
2 −2γ⌋, ãäå γ < t/4? Ïðè òàêîì âûáîðå îáùåãî

÷èñëà ýëåìåíòîâ ïîëó÷àåì

Ak+1 ≤ 2t−k−1 − (
√
2− 1)2

t
2+γ−k + kwt. (48)

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà

(
√
2− 1)2

t
2+γ−k − 2t−2k−1 − k2

t+1
2

äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî{︄
t/2 + γ − k ≥ t− 2k

t/2 + γ − k ≥ t/2.
(49)
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Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî γ ≥ t/4.

Çà 2k+1 òåñòîâ ìû ñâåëè çàäà÷ó ê òàêîé æå çàäà÷å, íî äëÿ xk+1

ýëåìåíòà. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

xk+1 ≤
Ak+1

yk+1
≤ 2t−k−1 − t(

√
2− 1)2

3t
4 −k + k2

t+1
2

yk+1

yk+1 ≥ 2
t
2 − t2

t
4 − 1

wt−(2k+1) = ⌊2
t
2−k − (t− 2k − 1)2

t−2k−1
4 ⌋

Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî xk+1 ≤ wt−(2k+1) äëÿ k = ⌊ t
4⌋, çíà÷èò íóæíî,

÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå

2t−k−1 − t(
√
2− 1)2

3t
4 −k + k2

t+1
2 ≤

(2
t
2−k − (t− 2k − 1)2

t−2k−1
4 − 1)(2

t
2 − t2

t
4 − 1). (50)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà îöåíêà (íåðàâåíñòâî) çàâåäîìî ñïðàâåä-

ëèâî ïðè t ≥ 44.

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè t ≤ 44 ìû ìîæåì ðåøèòü (2, ⌊2 t+1
2 −

t2
t
4⌋) ïðîáëåìó. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîñìîòðèì òåïåðü, ÷åìó ðàâíî ÷èñëî òåñòîâ ïðè íåáîëüøîì êî-

ëè÷åñòâå ýëåìåíòîâ.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â [110] áûë ïîñòðîåí àëãîðèòì, ðåøàþùèé

(2, ct) ïðîáëåìó çà t òåñòîâ, ãäå

ct =

{︄
89 · 2k−6 äëÿ t = 2k ≥ 12,

63 · 2k−5 äëÿ t = 2k + 1 ≥ 13.

Àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé íàìè ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì äàííîãî àëãî-

ðèòìà. Àëãîðèòì èç [110] ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðâûé òåñò âûäåëÿåò

xt1 = ct − ct−1 ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâî X , à âòîðîé è òðåòèé òåñòû
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óìåíüøàþò ìíîæåñòâî Y íà yt1 è yt2, ãäå xt1y
t
1 ≤ 2t−2 è xt1y

t
2 ≤ 2t−3.

Ôàêòè÷åñêè, â [110] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ t = 12 è t = 13 âûïîë-

íåíî ñîîòíîøåíèå

ct − yt1 − yt2 = ct−3 (51)

è, åñëè â äàëüíåéøåì óâåëè÷èâàòü ðàçìåð òåñòîâ âäâîå (xt+2
1 = 2xt1,

yt+2
1 = 2yt1, y

t+2
2 = 2yt2), òî ñîîòíîøåíèå (51) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ

âñåõ t. Ê ñîæàëåíèþ c44 = 5832704, ÷òî ìåíüøå, ÷åì w44 = ⌊2 44+1
2 −

44 · 211⌋) = 5841529.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì c1, êîòîðûé îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðà-

çîì. Äëÿ àëãîðèòìà c1 âîçüìåì çíà÷åíèÿ xt1, y
t
1 è yt2 ïðè 14 ≤ t ≤ 20,

êîòîðûå ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

t c1t (2) xt1 yt1 yt2 c1t − yt1 − yt2

12 89 26 39 19 31

13 126 37 55 27 44

14 178 52 78 39 61

15 252 74 110 55 87

16 357 105 156 78 123

17 506 149 219 109 178

18 717 211 310 155 252

19 1015 298 439 219 357

20 1437 422 621 310 506

Óñëîâèÿ xt1y
t
1 ≤ 2t−2 è xt1y

t
2 ≤ 2t−3 äëÿ ïðèâåäåííûõ ÷èñëåííûõ

çíà÷åíèé ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ.

Â äàëüíåéøåì áóäåì óâåëè÷èâàòü ðàçìåð òåñòîâ âäâîå (xt+2
1 =

2xt1, y
t+2
1 = 2yt1, y

t+2
2 = 2yt2). Ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (51)

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ t ≥ 20. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì c144 =
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5898237, ÷òî áîëüøå, ÷åì 5841529. Äëÿ àëãîðèòìà c1 ïðè t ≤ 44

çíà÷åíèÿ c1t òàêæå áîëüøå, ÷åì wt = ⌊2 t+1
2 − t2

t
4⌋. Çíà÷èò wt(2) ≥

⌊2 t+1
2 − t2

t
4⌋ è äëÿ t ≤ 44.

Ñëåäñòâèå 7. Äëÿ t → ∞ ñïðàâåäëèâî

wt

Nt(2)
→ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èìååì

wt

Nt(2)
≥ wt

⌊2 t+1
2 − 1

2⌋
,

ãäå wt = ⌊2 t+1
2 − t2

t
4⌋.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

⌊2 t+1
2 − t2

t
4⌋

⌊2 t+1
2 − 1

2⌋
→ 1,

ïðè t → ∞.

2.2 Ïîèñê îäíîãî èç íåñêîëüêèõ äåôåêòîâ

Â [137] ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à îáíàðóæåíèÿ îäíîãî äåôåêòíîãî

ýëåìåíòà â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå, ãäå ýëåìåíò i ÿâëÿåòñÿ äåôåêòíûì ñ

âåðîÿòíîñòüþ pi. Ñëó÷àé, êîãäà âñå âåðîÿòíîñòè îäèíàêîâû, âîçíèêàë

óæå â [155].

Â [101] èçó÷àëàñü çàäà÷à îáíàðóæåíèÿ ïî êðàéíåé ìåðå k íåäå-

ôåêòíûõ ýëåìåíòîâ. Ýòî èññëåäîâàíèå áûëî ìîòèâèðîâàíî ïðàêòè-

÷åñêîé çàäà÷åé äëÿ ôèðìû ïî ïðîèçâîäñòâó ýëåêòðîíèêè. Ïðîèç-

âîäñòâåííîìó îòäåëó ôèðìû äëÿ íóæä ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðîöåññà
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òðåáóåòñÿ 106 íåäåôåêòíûõ ìèêðîñõåì. Èìååòñÿ ìåòîä òåñòèðîâàíèÿ

ãðóïïû ìèêðîñõåì. Ïðè ýòîì çàêóïàþòñÿ ìèêðîñõåìû ñ êà÷åñòâîì

99% (ò.å. ìèêðîñõåìà äåôåêòíà ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,01), è òðåáóåòñÿ

îòûñêàòü ìíîãî íåäåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ çà íåáîëüøîå ÷èñëî ãðóïïî-

âûõ òåñòîâ.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîìáèíàòîðíûé âàðèàíò ýòîé çàäà÷è.

Èòàê, òðåáóåòñÿ îáíàðóæèòü m èç D äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ. Ìîòèâà-

öèÿ òàêîé çàäà÷è ïðèâåäåíà â [140]. ×åðåç [N ] := {1, 2, . . . , N} îáî-

çíà÷èì ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, ÷åðåçD ⊂ [N ] � ìíîæåñòâî äåôåêòíûõ

ýëåìåíòîâ, ÷åðåç D = |D| � åãî ìîùíîñòü, à ÷åðåç [i, j] � ìíîæåñòâî
öåëûõ ÷èñåë {x ∈ N : i ≤ x ≤ j}. Âñþäó äàëåå ïðîâîäèòñÿ àíàëèç

äëÿ íàèõóäøåãî ñëó÷àÿ.

Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ãðóïïîâîãî òåñòèðîâàíèÿ ñîñòîèò â îáíàðó-

æåíèè íåèçâåñòíîãî ìíîæåñòâà D âñåõ äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ â [N ].

Äëÿ ïîäìíîæåñòâà S ⊂ [N ] òåñòîì tS íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

tS : 2
[N ] → {0, 1} âèäà

tS(D) =

⎧⎨⎩0, åñëè |S ∩ D| = 0,

1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
(52)

Ñëåäóÿ [89], îïðåäåëèì ñòðàòåãèè ïîèñêà. Â êëàññè÷åñêîì ãðóïïîâîì

òåñòèðîâàíèè ñòðàòåãèÿ íàçûâàåòñÿ óñïåøíîé, åñëè îíà ïîçâîëÿåò

îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü D. Â íàøåì ñëó÷àå ñòðàòåãèÿ óñïåøíà, åñ-

ëè îíà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü m ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà D. Íàïîìíèì
ïîíÿòèÿ àäàïòèâíîé è íåàäàïòèâíîé ñòðàòåãèè.

Ñòðàòåãèÿ íàçûâàåòñÿ àäàïòèâíîé, åñëè k-é òåñò îïðåäåëÿåòñÿ íà

îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ïåðâûõ k−1 òåñòîâ. Ñòðàòåãèè, ãäå âñå òåñòû

âûáèðàþòñÿ íåçàâèñèìî, íàçûâàþòñÿ íåàäàïòèâíûìè.
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Ïóñòü f � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f : [0, N ] → R+. Îïðåäåëèì îáùèå

ãðóïïîâûå òåñòû ñ ïëîòíîñòüþ êàê ôóíêöèè tS : 2
[N ] → {0, 1} âèäà

tS(D) =

⎧⎨⎩0, åñëè |S ∩ D| < f(|S|),

1, åñëè |S ∩ D| ≥ f(|S|).
(53)

Â [140] ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé f(|S|) = α|S|. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãà-

åòñÿ, ÷òî èçâåñòíà íèæíÿÿ îöåíêà íà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà D. Öåëü
ñîñòîèò â îáíàðóæåíèè m ≤ D äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ.

Â ìàæîðèòàðíîì ãðóïïîâîì òåñòèðîâàíèè (ââåäåííîì â [70]) èìå-

þòñÿ äâå ôóíêöèè

f1, f2 : {0, 1, . . . , N} → R+,

çàäàþùèå âåñà íà ÷èñëå D äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ, ãäå

f1(D) ≤ f2(D) äëÿ âñåõ D ∈ [0, 1, . . . , N ].

Çàäàäèì ñòðóêòóðó òåñòîâ tS : 2
[N ] → {0, 1, {0, 1}} ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

tS(D) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, åñëè |S ∩ D| < f1(D),

1, åñëè |S ∩ D| ≥ f2(D),

{0, 1} â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ò.å. ðåçóëüòàò 0 èëè 1

âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî).

(54)

Åñëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâàD íåèçâåñòíà, íî èìå-

åòñÿ íåêîòîðàÿ åå âåðõíÿÿ îöåíêà. Ïðè ìàæîðèòàðíîì ãðóïïîâîì

òåñòèðîâàíèè íå âñåãäà âîçìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî D âñåõ äå-

ôåêòíûõ ýëåìåíòîâ. Â îáùåì ñëó÷àå âîçìîæíî íàéòè ñåìåéñòâî F
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ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùåå D. Ýòî ñåìåéñòâî çàâèñèò îò ôóíêöèé f1 è

f2, ìíîæåñòâà D è èñïîëüçóåìîé ñòðàòåãèè. Â ýòîì ñëó÷àå ñòðàòåãèÿ

íàçûâàåòñÿ óñïåøíîé, åñëè îíà ïîçâîëÿåò íàéòè ñåìåéñòâî F íàè-

ìåíüøåãî âîçìîæíîãî ðàçìåðà.

Îáîáùàÿ èäåè îáåèõ ìîäåëåé, äàäèì åäèíîå îïèñàíèå: ïóñòü çà-

äàíû äâå ôóíêöèè

f1, f2 : [0, N ]× [0, N ] → R+,

òàêèå, ÷òî f1(D,S) ≤ f2(D,S) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé D è S.

Îïðåäåëèì òåñò tS : 2
[N ] → {0, 1, {0, 1}} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

tS(D) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, åñëè |S ∩ D| < f1(D, |S|),

1, åñëè |S ∩ D| ≥ f2(D, |S|),

{0, 1} â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ò.å. ðåçóëüòàò 0 èëè 1

âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî).

(55)

Äëÿ òàêîé òåñòîâîé ôóíêöèè îáîçíà÷èì ÷åðåç n(N,D,m) ìèíèìàëü-

íîå ÷èñëî òåñòîâ, òðåáóåìîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ m äåôåêòíûõ ýëåìåí-

òîâ.

Ñëåäóþùàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà íà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî òåñòîâ ÿâ-

ëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû èç [140], ãäå íèæíÿÿ ãðàíèöà äàíà äëÿ

ñëó÷àÿ

f1(D, |S|) = f2(D, |S|) = α|S|.

Äàííàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíîé äâîè÷íîé òåñòîâîé

ôóíêöèè (ò.å. òàêîé, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 èëè 1).

Òåîðåìà 4. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

n(N,D, 1) ≥ ⌈log(N −D + 1)⌉.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èìååòñÿ óñïåøíàÿ ñòðàòåãèÿ s, ïîçâî-

ëÿþùàÿ îáíàðóæèòü äåôåêòíûé ýëåìåíò çà n = n(N,D, 1) òåñòîâ, è

n < ⌈log(N −D + 1)⌉.
Â çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòàòîâ n òåñòîâ, èìååòñÿ íå áîëåå 2n ðàç-

ëè÷íûõ âîçìîæíîñòåé äëÿ äåôåêòíîãî ýëåìåíòà. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç

E . Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èìååì

|E| ≤ 2n < N −D + 1.

Çíà÷èò, |[N ]\E| > D−1, è ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî F ⊂ [N ]\E , òàêîå
÷òî |F| = D. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé D = F . Òîãäà î÷åâèäíî,

÷òî ñ ïîìîùüþ ñòðàòåãèè s íàéòè äåôåêòíûé ýëåìåíò çà n òåñòîâ

íåâîçìîæíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ìîäåëè òåñòèðîâà-

íèÿ:

Ïîðîãîâîå ãðóïïîâîå òåñòèðîâàíèå áåç çàçîðà: f(D, |S|) = u, ò.å.

tS(D) =

⎧⎨⎩0, åñëè |S ∩ D| < u,

1, åñëè |S ∩ D| ≥ u.
(56)

Ãðóïïîâîå òåñòèðîâàíèå ñ ïëîòíîñòüþ: f(D, |S|) = α|S| äëÿ âñåõ
çíà÷åíèé, ò.å.

tS(D) =

⎧⎨⎩0, åñëè |S ∩ D| < α|S|,

1, åñëè |S ∩ D| ≥ α|S|.
(57)

Äëÿ âñåõ ýòèõ òåñòîâûõ ôóíêöèé áóäåì ðàññìàòðèâàòü àäàïòèâ-

íóþ ìîäåëü ïîèñêà îäíîãî äåôåêòíîãî ýëåìåíòà.

Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì òåñòîâóþ ôóíêöèþ äëÿ êëàññè÷åñêîãî

ñëó÷àÿ è ïðèâåäåì îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ ïîèñêà îäíîãî èç D äå-
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ôåêòíûõ ýëåìåíòîâ, ñîñòîÿùàÿ èç ⌈log(N − D + 1)⌉ òåñòîâ. Äàëåå

äàíû ñòðàòåãèè äëÿ òåñòîâîé ôóíêöèè â ïîðîãîâîì ñëó÷àå è ïîêàçà-

íî, ÷òî â ñëó÷àå m = 1 ñòðàòåãèÿ îïòèìàëüíà. Êðîìå òîãî, ïîêàçàíî,

êàê ýòó ñòðàòåãèþ ìîæíî ïðèìåíÿòü â êîìáèíàöèè ñî ñòðàòåãèåé ïî-

èñêàm ýëåìåíòîâ. Çàòåì ïðèâåäåíà ñòðàòåãèÿ äëÿ òåñòîâîé ôóíêöèè

è ñäåëàíî íåñêîëüêî çàìå÷àíèé î íåàäàïòèâíîì ãðóïïîâîì òåñòèðî-

âàíèè.

2.3 Êëàññè÷åñêàÿ òåñòîâàÿ ôóíêöèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ òåñòîâàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèå D (0 < D < N) èçâåñòíî. Öåëüþ ÿâ-

ëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå m äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ.

×åðåç n(Cla)(N,D,m) îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíîå ÷èñëî òåñòîâ, íåîá-

õîäèìûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ m äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ.

Óòâåðæäåíèå 19. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

n(Cla)(N,D, 1) ≤ ⌈log(N −D + 1)⌉.

Îïèøåì ñòðàòåãèþ, ñîñòîÿùóþ èç ⌈log(N−D+1)⌉ òåñòîâ. Èçâåñòíî,
÷òî â ìíîæåñòâå S0 = {D,D + 1, . . . , N} èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå

îäèí äåôåêòíûé ýëåìåíò. Íà÷íåì ñ òåñòîâîãî ìíîæåñòâà S1 ⊂ S0

ìîùíîñòè
⌊︂
N−D+1

2

⌋︂
. Åñëè ðåçóëüòàò òåñòà ïîëîæèòåëüíûé, òî ïî

êðàéíåé ìåðå îäèí äåôåêòíûé ýëåìåíò ñîäåðæèòñÿ â S1, â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå ïî êðàéíåé ìåðå îäèí äåôåêòíûé ýëåìåíò ñîäåðæèòñÿ

â S0 \ S1. Òàêèì îáðàçîì, â çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòàòà òåñòà çàìå-

íÿåì S0 ëèáî íà S1, ëèáî íà S0 \ S1 è ïîâòîðÿåì ïðîöåäóðó. Ýòèì

ìåòîäîì îäèí äåôåêòíûé ýëåìåíò íàõîäèòñÿ çà ⌈log(N − D + 1)⌉
òåñòîâ.
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Ñëåäñòâèå 8. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

n(Cla)(N,D, 1) = ⌈log(N −D + 1)⌉,

n(Cla)(N,D,m) ≤ m⌈log(N −D + 1)⌉.

Çàìå÷àíèå 7. Åñëè çíà÷åíèå D íåèçâåñòíî, íî èçâåñòíî, ÷òî

D′ ≤ D ≤ D′′, ãäå 1 ≤ D′ < D′′ < N , òî äëÿ íàõîæäåíèÿ îäíîãî

äåôåêòíîãî ýëåìåíòà òðåáóåòñÿ ⌈log(N −D′ + 1)⌉ òåñòîâ.

2.4 Ïîðîãîâàÿ òåñòîâàÿ ôóíêöèÿ áåç çàçîðà

Ïîðîãîâîå òåñòèðîâàíèå

tS(D) =

⎧⎨⎩0, åñëè |S ∩ D| ≤ l,

1, åñëè |S ∩ D| ≥ u,
(58)

áûëî ââåäåíî â [115]. Çàçîð ìåæäó âåðõíèì è íèæíèì ïîðîãîì

îïðåäåëÿåòñÿ êàê g = u − l − 1. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òåñòîâóþ

ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ áåç çàçîðà (g = 0). Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå u = l − 1. Âíà÷àëå ïðåäïîëîæèì, ÷òî D

èçâåñòíî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n(Thr)(N,D, u,m) ìèíèìàëüíîå ÷èñëî òåñòîâ, çà

êîòîðîå ìîæíî îïðåäåëèòü m äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ, åñëè èìååòñÿ N

ýëåìåíòîâ, D èç íèõ äåôåêòíû è f(D, |S|) = u.

Ñïåðâà ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ îäíîãî äåôåêòíîãî ýëå-

ìåíòà.

Óòâåðæäåíèå 20. Åñëè D ≥ u, òî

n(Thr)(N,D, u, 1) ≤ ⌈log(N −D + 1)⌉.
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Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íè îäèí äåôåêòíûé ýëåìåíò îïðåäåëèòü íåâîç-

ìîæíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèøåì ñòðàòåãèþ, òðåáóþùóþ ⌈log(N−D+

1)⌉ òåñòîâ. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà èç

N ýëåìåíòîâ íà ïîäìíîæåñòâà

I1 = [1, u− 1], I2 = [u,N −D + u], I3 = [N −D + u+ 1, N ].

Ïðè ýòîì, â I2 çàâåäîìî èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí äåôåêòíûé ýëåìåíò,

ïîñêîëüêó îáúåäèíåíèå äâóõ äðóãèõ ïîäìíîæåñòâ èìååò ìîùíîñòü

D− 1. Íàéòè äåôåêòíûé ýëåìåíò â I2 ïîçâîëÿåò ñëåäóþùàÿ ñòðàòå-
ãèÿ èç ⌈log(N −D + 1)⌉ òåñòîâ.

Íà÷íåì ñ òåñòîâîãî ìíîæåñòâà

S1 =

{︃
1, . . . , u− 1, u, . . . , (u− 1) +

⌈︃
m(1)

2
(N −D + 1)

⌉︃}︃
,

ãäå m(1) = 1.

Ïî èíäóêöèè ïîëîæèì

m(j) =

⎧⎨⎩2m(j − 1)− 1, åñëè tSj−1
(D) = 1,

2m(j − 1) + 1, åñëè tSj−1
(D) = 0,

è

Sj =

{︃
1, . . . , u− 1, u, u+ 1, . . . , (u− 1) +

⌈︃
m(j)

2j
(N −D + 1)

⌉︃}︃
.

Çà ⌈log(N −D+ 1)⌉ òåñòîâ íàõîäèì òàêîå i, ÷òî t[1,i] = 1, t[1,i−1] = 0,

ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, t[1,u−1] = 0 è t[1,N−D+u] = 1. Òàêèì îáðàçîì,

èñïîëüçóÿ ýòó ñòðàòåãèþ, íàõîäèì äåôåêòíûé ýëåìåíò íà ïîçèöèè i.

Ñëåäñòâèå 9. Åñëè D ≥ u, òî

n(Thr)(N,D, u, 1) = ⌈log(N −D + 1)⌉.
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Ýòó ñòðàòåãèþ ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé ïîèñêà m äåôåêòíûõ ýëå-

ìåíòîâ.

Óòâåðæäåíèå 21. Ïóñòü D ≥ m. Òîãäà

n(Thr)(N,D, u,m) ≤ m⌈log(N −D + 1)⌉.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðèìåíèì ñòðàòåãèþ äëÿ íàõîæäåíèÿ îäíîãî äåôåêòíîãî ýëå-

ìåíòà, îïèñàííóþ âûøå. Áóäåì èñïîëüçîâàòü óïîðÿäî÷åííîå ìíîæå-

ñòâî [N ], è ÷åðåç πj(i) îáîçíà÷èì j-þ ïîçèöèþ ïåðåä i-ì ðàóíäîì

òåñòèðîâàíèÿ. Ïîëîæèì πj(1) = j. Â ïåðâîì ðàóíäå ïðèìåíèì îïè-

ñàííóþ ñòðàòåãèþ è íàéäåì äåôåêòíûé ýëåìåíò d1. Çàòåì ïîëîæèì

πj(2) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
d1, åñëè j = 1,

1, åñëè j = d1,

j, åñëè j /∈ {1, d1}

(ò.å. ïîìåíÿåì ìåñòàìè ýëåìåíòû íà ïîçèöèÿõ d1 è 1), è ïðèìåíèì òó

æå ñòðàòåãèþ èç ⌈log(N−D+1)⌉ òåñòîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ äåôåêòíî-
ãî ýëåìåíòà d2 â íîâîì ìíîæåñòâå {π1(2), π2(2), . . . , πN(2)}. Òåïåðü
ïîìåíÿåì ìåñòàìè ýëåìåíòû íà ïîçèöèÿõ d2 è 2, è áóäåì ïîâòîðÿòü

ïðîöåäóðó, â êîíöå êàæäîãî ðàóíäà ìåíÿÿ ìåñòàìè ýëåìåíòû íà ïî-

çèöèÿõ dj è j, ïîêà íå íàéäåì äåôåêòíûé ýëåìåíò du. Ïîñëå ýòîãî

äåôåêòíûé ýëåìåíò íà ïîçèöèè dj áóäåì ìåíÿòü ìåñòàìè ñ ýëåìåí-

òîì íà ïîçèöèè N − D + 1 + j. Èòîãî çà m èòåðàöèé îïðåäåëèì m

äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ.

Çàìå÷àíèå 8. Åñëè u − 1 äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ óæå íàéäåíî,

ìîæíî ïðèìåíèòü ëþáóþ ñòðàòåãèþ êëàññè÷åñêîãî ãðóïïîâîãî òå-

ñòèðîâàíèÿ äëÿ ïîèñêà îñòàâøèõñÿ D − u+ 1 äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ
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â ìíîæåñòâå èçN−u+1 íåèçâåñòíûõ ýëåìåíòîâ, äîáàâëÿÿ íàéäåííûå

u− 1 ýëåìåíòîâ ê êàæäîìó òåñòó.

Ïðèìåíèì ýòó èäåþ äëÿ ïîèñêà âñåõ äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ, èñ-

ïîëüçóÿ ñëåäóþùèé õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò:

n(Cla)(N,D,D) ≤
⌈︃
log

(︃
N

D

)︃⌉︃
+D − 1.

Äåéñòâóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñëå u − 1 ðàóíäîâ òåñòèðîâàíèÿ

ïðèìåíÿåì ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ îáíàðóæåíèÿ ñðåäè îñòàâøèõñÿ N −
u+ 1 ýëåìåíòîâ D− u+ 1 äåôåêòíûõ, ïîëó÷àÿ òàêèì îáðàçîì âñåãî

T (u) = (u− 1)⌈log(N −D + 1)⌉+
⌈︃
log

(︃
N − u+ 1

D − u+ 1

)︃⌉︃
+D − u+ 1

òåñòîâ. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó ñâåðõó.

Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n(Thr)(N,D, u) ≤ T (u).

Åñëè D íåèçâåñòíî, ìîæíî ïðîâåñòè îäèí òåñò íà âñåõ ýëåìåíòàõ.

Åñëè îòâåò áóäåò îòðèöàòåëüíûì, íèêàêîé äåôåêòíûé ýëåìåíò íàéòè

íåâîçìîæíî. Åñëè îòâåò áóäåò ïîëîæèòåëüíûì, òî ìû çíàåì, ÷òî

D ≥ u.

Òåì ñàìûì, íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé, êîãäà D íåèçâåñòíî, íî u ≤
D ≤ N .

Äëÿ íåèçâåñòíîãî D îáîçíà÷èì ÷åðåç n(Thr)(N, u,m) ìèíèìàëü-

íîå ÷èñëî òåñòîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿm äåôåêòíûõ îáúåê-

òîâ â íàèõóäøåì ñëó÷àå, åñëè èìååòñÿ N ýëåìåíòîâ è f(|D|, |S|) = u

äëÿ âñåõ çíà÷åíèé. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà.

Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n(Thr)(N, u,m) ≤ m⌈log(N − u+ 1)⌉.

96



Îïèøåì ñòðàòåãèþ, ñîñòîÿùóþ èç m⌈log(N−u+1)⌉ òåñòîâ. Èñïîëü-
çóåì m àäàïòèâíûõ ðàóíäîâ, íà÷èíàÿ ñ òåñòîâîãî ìíîæåñòâà

S1 =

{︃
1, . . . , u− 1, u, . . . , (u− 1) +

⌈︃
m(1)

2
(N − u+ 1)

⌉︃}︃
,

ãäå m(1) = 1.

Äëÿ j ≤ ⌈log(N − u+ 1)⌉ ïîëàãàåì

m(j) =

⎧⎨⎩2m(j − 1)− 1, åñëè tSj−1
(D) = 1,

2m(j − 1) + 1, åñëè tSj−1
(D) = 0,

è

Sj =

{︃
1, . . . , u− 1, u, . . . , (u− 1) +

⌈︃
m(j)

2j
(N − u+ 1)

⌉︃}︃
.

Âíà÷àëå, çà ⌈log(N − u + 1)⌉ òåñòîâ îïðåäåëÿåì îäèí äåôåêòíûé

ýëåìåíò d1. Çàòåì âìåñòî ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , N} èñïîëüçóåì ìíî-

æåñòâî {π1, π2, . . . , πN}, ãäå

πj =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
d1, åñëè j = 1,

1, åñëè j = d1,

j, åñëè j /∈ {1, d1},

è, äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî, çà ⌈log(N − u + 1)⌉ òåñòîâ îïðåäåëÿåì äå-

ôåêòíûé ýëåìåíò d2 â íîâîì ìíîæåñòâå {π1, π2, . . . , πN}. Ïîâòîðÿåì
ýòó ïðîöåäóðó, ïîêà íå íàéäåì u−1 äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà ìû

çíàåì, ÷òî â ìíîæåñòâå [u,N ] ñîäåðæàòñÿ îñòàâøèåñÿ D − u + 1 äå-

ôåêòíûõ ýëåìåíòîâ. Èõ ìîæíî íàéòè çàm−u+1 ðàóíäîâ, èñïîëüçóÿ

⌈log(N − u+ 1)⌉ òåñòîâ.
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2.5 Òåñòèðîâàíèå ñ ïëîòíîñòüþ

Ïóñòü n(Den)(N,D,m, α) � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî òåñòîâ density, òðå-

áóåìîå äëÿ îïðåäåëåíèÿ m äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ, åñëè èìååòñÿ N

ýëåìåíòîâ, D èç êîòîðûõ äåôåêòíû. Â [140] ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå

îöåíêè íà n(Den)(N,D,m, α) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî D ≥ αN :

⌈logN⌉+ max
N ′≤2m/α

n(Den)(N
′,m,m, α) ≥ n(Den)(N,D,m, α), (59)

⌈logN⌉ ≥ n(Den)(N,D, 1, α). (60)

Òàì æå ïîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå

log(N −D + 1) ≤ n(Den)(N,D, 1, α). (61)

Ìîäåëü òåñòèðîâàíèÿ (57) äàåò òå æå ðåçóëüòàòû, ÷òî è ìîäåëü (52),

åñëè ðàçìåð òåñòîâîãî ìíîæåñòâà ìåíüøå, ÷åì 1/α. Â ñòðàòåãèè, ïðè-

âåäåííîé â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1, íàèáîëüøåå òåñòîâîå ìíî-

æåñòâî S0 èìååò ìîùíîñòü
⌊︂
N−D+1

2

⌋︂
. Åñëè â ìîäåëè density ìîùíîñòü

|S0| ìåíüøå, ÷åì 1/α, òî ïðèìåíÿÿ ýòó ñòðàòåãèþ, ïîëó÷àåì

n(Den)(N,D, 1, α) ≤ ⌊log(N −D + 1)⌋.

Ýòà ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî, êîãäà D ≥ N + 1 − 2
α . Òàêèì îáðàçîì,

ïîëó÷àåì

Óòâåðæäåíèå 22. Ïóñòü D ≥ N + 1 − 2
α . Òîãäà ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

n(Den)(N,D, 1, α) = ⌈log(N −D + 1)⌉.

Ïîêàæåì, êàê ìîæíî óëó÷øèòü ýòîò ðåçóëüòàò. Îïèøåì ñòðàòåãèþ,

îïòèìàëüíóþ ïðè D ≥ αN (îíà òðåáóåò ⌈log(N −D + 1)⌉ òåñòîâ).
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Ïîëîæèì

si =

⌈︃
2n−i − 1

1− α

⌉︃
,

ãäå i = 1, 2, . . . , n−1 è sn = 1. Äëÿ çàäàííîãî D âûáåðåì íàèáîëüøåå

n, ïðè êîòîðîì

D >
n∑︂

i=1

si − 2n + 1. (62)

Ðàññìîòðèì òåñòîâûå ìíîæåñòâà

Si = {ai + 1, ai + 2, . . . , ai + si}

äëÿ i = 1, . . . , n, ãäå a1 = 0 è

ai =

⎧⎨⎩ai−1 + si−1, åñëè tSi−1
(D) = 0,

ai−1, åñëè tSi−1
(D) = 1.

(63)

Çàìåòèì, ÷òî |Si| = si.

Óòâåðæäåíèå 23. Åñëè tSn−j
(D) = 1, òî îäèí äåôåêòíûé ýëå-

ìåíò ìîæíî íàéòè çà n òåñòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî j. Ñëó÷àé j = 0 î÷åâèäåí. Ðàññìîòðèì

òàêæå ñëó÷àé j = 1 (äëÿ ïîÿñíåíèÿ èäåè ñòðàòåãèè). Èìååì sn−1 =⌈︂
1

1−α

⌉︂
è tSn−1

(D) = 1. Òîãäà

sn−1 − 2 < αsn−1 ≤ sn−1 − 1.

Òàêèì îáðàçîì, â ìíîæåñòâå Sn−1 ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå îäíîãî íåäå-

ôåêòíîãî ýëåìåíòà. Åñëè tSn
(D) = 1, òî íàéäåí äåôåêòíûé ýëåìåíò;

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ò.å. åñëè tSn
(D) = 0) ìîæíî âçÿòü ëþáîé ýëå-

ìåíò èç Sn \ Sn−1.
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Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ j − 1 óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Ïîëî-

æèì tSn−j
(D) = 1, òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî tSn−i
(D) = 0 äëÿ âñåõ i, 0 ≤ i < j.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî íåäåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ â Sn−j íå áîëüøå

2j − 1, ïîñêîëüêó tSn−i
(D) = 1 è

sn−j − 2j < αsn−j ≤ sn−j − 2j + 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî íåäåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ â Sn−i ïðè âñåõ

0 ≤ i < j áîëüøå èëè ðàâíî 2i, ïîñêîëüêó tSn−i
(D) = 0. Òàêèì

îáðàçîì, âñå ýëåìåíòû â Sn−j \
⋃︁
i<j

Sn−i äåôåêòíûå.

Ìíîæåñòâî Sn−j \
⋃︁
i<j

Sn−i íåïóñòî, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ k è α,

0 < α < 1, ñïðàâåäëèâî

1+
k∑︂

i=1

⌈︃
2i − 1

1− α

⌉︃
< 1+k+

k∑︂
i=1

2i − 1

1− α
= 1+k+

2k+1 − k − 2

1− α
<

2k+1 − 1

1− α
.

Óòâåðæäåíèå 24. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå , è ïóñòü N ≤
2n +D − 1. Òîãäà çà n òåñòîâ îïèñàííîé ñòðàòåãèè îäèí äåôåêòíûé

ýëåìåíò áóäåò íàéäåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òåñòîâûå ìíîæåñòâà, çàäàííûå

â (63). Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî i âûïîëíÿåòñÿ tSi
(D) = 1, òî óòâåð-

æäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåììû. Åñëè tSi
(D) = 0 äëÿ âñåõ

i = 1, 2, . . . , n, îáîçíà÷èì ÷åðåç ci ÷èñëî íåäåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ â

Si. ×èñëî äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ â Si ðàâíî si − ci. Òîãäà ïîëó÷àåì

si − ci < αsi, è çíà÷èò, ci ≥ 2i.

Îáùåå ÷èñëî íåäåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ íå ìåíåå 2n−1, è, ïîñêîëüêó

N −D = 2n − 1,
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òî ìîæíî âçÿòü ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà [N ] \
n⋃︁

t=1
St. Çàìåòèì, ÷òî

åñëè

N < 2n +D − 1,

òî íàéäåòñÿ i, òàêîå ÷òî tSi
(D) = 1.

Ñëåäñòâèå 10. Åñëè D ≥ αN , òî

n(Den)(N,D, 1) = ⌈log(N −D + 1)⌉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

D >
n−1∑︂
k=0

(︃⌈︃
2k − 1

1− α

⌉︃
− 2k

)︃
.

Çàìåòèì, ÷òî

n− 1 +
n−1∑︂
k=1

(︃
2k − 1

1− α
− 2k

)︃
=

α

1− α
(2n − n− 1).

Åñëè âçÿòü

D >
α

1− α
(2n − n− 1)

è

N < 2n +
α

1− α
(2n − n− 1)− 1,

òî
N

D
<

1− α

α
+ 1 +

(1− α)n

α(2n − n− 1)
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè D ≥ αN , òî ìîæíî ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû,

ïîëó÷åííûå âûøå.
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2.6 Âûâîäû

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ Òåîðåìà 3. Îíà

ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïîèñêà äâóõ äåôåêòíûõ

ýëåìåíòîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ îáùåãî ÷èñëà ýëåìåí-

òîâ, ñðåäè êîòîðûõ ìîæíî íàéòè äâà äåôåêòíûõ. Èç äàííîé ôîð-

ìóëû âûòåêàåò, ÷òî êîíñòàíòà ïðè ãëàâíîì ÷ëåíå àñèìïòîòèêè äëÿ

îáùåãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé.

Òàêæå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà îäíîãî èç íåñêîëüêèõ äåôåêòîâ

äëÿ ðàçíûõ ñëó÷àåâ ìîäåëè òåñòèðîâàíèÿ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1], [2].
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3 Êîäû, ñâîáîäíûå îò (w, r) ïåðåêðûòèé.

3.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Íà÷íåì ýòó ãëàâó ñ îïðåäåëåíèÿ êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (w, r)

ïåðåêðûòèé, êîòîðûå â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå èçâåñòíû êàê

superimposed codes èëè cover-free families, à â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòå-

ðàòóðå òàêæå âñòðå÷àþòñÿ êàê (w, r) äèçúþíêòèâíûå êîäû.

Îïðåäåëåíèå 4. Äâîè÷íàÿ ìàòðèöà C = ∥cij∥ ðàçìåðà N × T

íàçûâàåòñÿ êîäîì, ñâîáîäíûì îò (w, r) ïåðåêðûòèé, åñëè äëÿ ëþáîé

ïàðû íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ J1, J2 ⊂ [T ] ìîùíîñòè |J1| =
w è |J2| = r ñóùåñòâóåò êîîðäèíàòà i ∈ [N ] òàêàÿ, ÷òî cij = 1

äëÿ âñåõ j ∈ J1 è cij = 0 äëÿ âñåõ j ∈ J2.

Äàííîå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ, èñïîëüçóþùåå

ìàòðèöû èíöèíäåíòíîñòè ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

èìåþòñÿ N ýëåìåíòîâ. Ëþáîìó ïîäìíîæåñòâó ýòèõ ýëåìåíòîâ ïî-

ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äâîè÷íûé âåêòîð c äëèííû N åñòåñòâåííûì

îáðàçîì: åñëè i-ûé ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò äàííîìó ïîäìíîæåñòâó, òî

ci = 1.

Òîãäà êîäîì, ñâîáîäíûì îò (w, r) ïåðåêðûòèé, íàçûâàåòñÿ ñåìåé-

ñòâî ïîäìíîæåñòâ A = {A1, . . . , AT} ìíîæåñòâà [N ] = {1, 2, . . . , N}
, åñëè äëÿ ëþáûõ I, J ïîäìíîæåñòâ [T ] = {1, 2, . . . , T} , òàêèõ ÷òî

|I| = w, |J | = r è I ∩ J = O, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå⋂︂
i∈I

Ai ⊈
⋃︂
j∈J

Aj.

Ïðèâåäåì ïðèìåð êîäà, ñâîáîäíîãî îò (2, 2) ïåðåêðûòèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû õîòèì íàéòè ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî äâî-
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è÷íûõ ñòðîê äëèíû 8, îáëàäàþùèõ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðîåêöèÿ íà-

áîðà òàêèõ ñòðîê íà ëþáûå ÷åòûðå êîîðäèíàòû i1, i2, i3, i4 îáÿçàòåëü-

íî ñîäåðæèò ïîäâåêòîð äëèííû 4 c 1 â êîîðäèíàòàõ i1, i2 è 0 â êîîð-

äèíàòàõ i3, i4. Êàê ìíîãî ñòðîê íàì ïðèäåòñÿ âçÿòü? Îòâåò: 14 ñòðîê.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîãî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ ìîæíî âçÿòü ñëîâà

âåñà 4 èç ðàñøèðåííîãî êîäà Õýììèíãà:

1 1 0 1 0 0 0 1

0 1 1 0 1 0 0 1

0 0 1 1 0 1 0 1

0 0 0 1 1 0 1 1

1 0 0 0 1 1 0 1

0 1 0 0 0 1 1 1

1 0 1 0 0 0 1 1

1 1 1 0 0 1 0 0

0 1 1 1 0 0 1 0

1 0 1 1 1 0 0 0

0 1 0 1 1 1 0 0

0 0 1 0 1 1 1 0

1 0 0 1 0 1 1 0

1 1 0 0 1 0 1 0
Íèæå ìû äîêàæåì, ÷òî íèêàêîå ìíîæåñòâî èç 13 âåêòîðîâ äëèíû

8 óêàçàííûì ñâîéñòâîì îáëàäàòü íå ìîæåò. Òàêèì îáðàçîì, ïðèâå-

äåííàÿ äâîè÷íàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Áîëåå òîãî, ÷óòü ïîçæå áóäåò ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ýòî

ðåøåíèå åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ

ìàòðèöû.

Ìû ÷àñòî áóäåì íàçûâàòü ñòîëáöû ìàòðèöû C êîäîâûìè ñëîâàìè
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è áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëîâîñî÷åòàíèå êîä ðàçìåðà N × T , âìåñòî

áîëåå ðàñïðîñòðàíåííîãî â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ � êîä äëèíû N è

ìîùíîñòè T . Îòìåòèì, ÷òî êîäû, ñâîáîäíûå îò (w, r) ïåðåêðûòèé,

ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ T ≥ w + r.

Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî îñíîâíîé çàäà÷åé äëÿ êîäîâ, ñâîáîäíûõ

îò (w, r) ïåðåêðûòèé, ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà

ñòîëáöîâ T (N,w, r) äëÿ äàííîãî ÷èñëà ñòðîê N , èëè ìèíèìàëüíîãî

÷èñëà ñòðîê N(T,w, r) äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà ñòîëáöîâ T . Äëÿ ñëó÷àÿ

w = r = 1 çàäà÷à íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû T (N,w, r)

ïîëíîñòüþ ðåøåíà: T (N, 1, 1) =
(︁

N
⌊N/2⌋

)︁
( òåîðåìà Øïåðíåðà). Â îá-

ùåì ñëó÷àå èçâåñòíû ëèøü íåñêîëüêî ïðèìåðîâ îïòèìàëüíûõ êîäîâ,

ñâîáîäíûõ îò (w, r) ïåðåêðûòèé, (ñì. [151]) è ðàçëè÷íûå îöåíêè âåëè-

÷èíû N(T,w, r) äëÿ áîëüøèõ T (ñì. [128], [133], [170]). Â ÷àñòíîñòè,

N(8, 2, 2) = 14, ÷òî èëëþñòðèðóåò ïðèâåäåííûé âûøå ïðèìåð. Â ñëå-

äóþùåì ïàðàãðàôå ìû áóäåì èçó÷àòü ïîâåäåíèå âåëè÷èíûN(T,w, r)

ïðè r ≥ w ≥ 2 è ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ T .

3.2 Êîíñòðóêöèè êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (w, r) ïåðå-

êðûòèé

Ïîíÿòèå ñóïåð-ïðîñòîé áëîê ñõåìû áûëî âïåðâûå ââåäåíî â ðà-

áîòå [42]

Ïðèâåäåì äâà îïðåäåëåíèÿ èç ýòîé ðàáîòû:

Òàêòè÷åñêóþ êîíôèãóðàöèþ T (n,w, l, α) îïðåäåëèì êàê ìàòðèöó

èç ýëåìåíòîâ 0 è 1, ñòðîêè êîòîðîé èìåþò äëèíó n, êàæäàÿ ñòðîêà

ñîäåðæèò òî÷íî w åäèíèö è ëþáîé âîçìîæíûé íà äëèíå l íàáîð åäè-

íèö âñòðå÷àåòñÿ òî÷íî â α ñòðîêàõ.
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Íàçîâåì êîäîì A(n,w, λ, l, α) òàêóþ T (n,w, l, α), â êîòîðîé ëþ-

áîé âîçìîæíûé íà äëèíå ï íàáîð λ + 1 ≥ l åäèíèö âñòðå÷àåòñÿ íå

áîëåå ÷åì â îäíîé ñòðîêå. Â òàêîì êîäå ìàêñèìàëüíàÿ êîððåëÿöèÿ

ëþáîé ïàðû ñòðîê (ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà èõ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-

äåíèÿ) ðàâíà λ, à ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå Õýììèíãà d = 2(w − λ).

Ê ñîæàëåíèþ, äàííûå îáîçíà÷åíèÿ íå ïðèæèëèñü è, ïîýòîìó

ïåðåôîðìóëèðóåì ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå t-(v, k, λ) ñóïåð-

ïðîñòîé áëîê ñõåìû, êàê áëîê ñõåìû, ó êîòîðîé ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ

äâóõ åå áëîêîâ ñîäåðæèò íå áîëåå t ýëåìåíòîâ.

Â ðàáîòå [42] áûëî äîêàçàíî, ÷òî êîäîâûå ñëîâà âåñà 6 êîäà Ïðå-

ïàðàòû íà äëèíå n = 4m,m = 2, 3, · · · , ñ ìèíèìàëüíûì êîäîâûì ðàñ-

ñòîÿíèåì d=6 îáðàçóþò 3 − (4m, 6, (4m − 4)/3) ñóïåð-ïðîñòóþ áëîê

ñõåìó.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñóïåð-ïðîñòûå áëîê ñõåìû, ïîñêîëüêó èç íèõ

ïîëó÷àþòñÿ íóæíûå íàì êîäû. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5. Ñóïåð-ïðîñòàÿ t-(v, k, λ) áëîê ñõåìà ÿâëÿåòñÿ êî-

äîì, ñâîáîäíûì îò (t, λ − 1) ïåðåêðûòèé, ðàçìåðà N × v , ãäå

N = λ
(vt)
(kt)

Ðàññìîòðèì ëþáûå t -òî÷êè p1, p2, . . . , pt. Èìååòñÿ òî÷íî λ áëîêîâ,

êîòîðûå ñîäåðæàò ýòè òî÷êè, ò.å. |Sp1

⋂︁
Sp2

⋂︁
· · ·
⋂︁

Spt| = λ. Ðàññìîò-

ðèì ëþáûå äðóãèå r òî÷êè h1, h2, . . . , hr, r = λ− 1. Ïîñêîëüêó äëÿ

äâóõ (èëè áîëåå) áëîêîâ ñóïåð-ïðîñòîé t áëîê ñõåìû îíè íå ìîãóò

èìåòü áîëåå t îáùèõ òî÷åê, äëÿ ëþáîãî l ñ 1 ⩽ l ⩽ r, èìååì

|Sp1

⋂︂
Sp2

⋂︂
· · ·
⋂︂

Spt

⋂︂
Shl

| ≤ 1.
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Òàêèì îáðàçîì,

|Sp1

⋂︂
Sp2

⋂︂
· · ·
⋂︂

Spt

⋂︂
{
⋃︂

l=1,...,r

Shl
}| ≤ r < λ.

Sp1

⋂︂
Sp2

⋂︂
· · ·
⋂︂

Spt ⊆
⋃︂

l=1,...,r

Shl
,

|Sp1

⋂︂
Sp2

⋂︂
· · ·
⋂︂

Spt

⋂︂
{
⋃︂

l=1,...,r

Shl
}| = |Sp1

⋂︂
Sp2

⋂︂
· · ·
⋂︂

Spt| = λ.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

Sp1

⋂︂
Sp2

⋂︂
· · ·
⋂︂

Spt ⊈
⋃︂

l=1,...,r

Shl
.

Ýòî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Îòìåòèì, ÷òî â ñòàòüÿõ [161], [170] áûë äîêàçàí ñëåäóþùèé ðå-

çóëüòàò:

Óòâåðæäåíèå 25. (t+1)− (v, k, 1) áëîê ñõåìà ÿâëÿåòñÿ êîäîì,

ñâîáîäíûì îò (w, r) ïåðåêðûòèé ðàçìåðà N × v, ãäå

w = t, N =

(︁
v

t+1

)︁(︁
k

t+1

)︁ = (v − t)
(︁
v
t

)︁
(k − t)

(︁
k
t

)︁ è r <
v − t

k − t
.

Èçâåñòíî, ÷òî 3− (Q2+1, Q+1, 1) áëîê ñõåìû ñóùåñòâóþò, êîãäà Q

ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ òàêèõ Q ñóùåñòâó-

þò (2, Q) êîäû ðàçìåðà Q(Q2+1)×(Q2+1), â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò

(2, 3) êîä ðàçìåðà 30 × 10. ×óòü ïîçæå ìû äîêàæåì îïòèìàëüíîñòü

ýòîãî êîäà, ò.å. òî, ÷òî N(10, 2, 3) = 30.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êîäîâûå ñëîâà âåñà 4 ðàñøèðåííîãî êîäà

Õýììèíãà [8, 4, 4] îáðàçóþò 3 − (8, 4, 1) áëîê ñõåìó. Òàêèì îáðàçîì,

äðóãèì ñïîñîáîì äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå êîäà, ñâîáîäíîãî îò (2, 2)
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ïåðåêðûòèé, ðàçìåðà 14× 8, êîòîðûé ðàíåå ñòðîèëñÿ äîâîëüíî õèò-

ðûì ñïîñîáîì. ×óòü ïîçæå ìû òàêæå äîêàæåì îïòèìàëüíîñòü ýòîãî

êîäà, è áîëåå òîãî, äîêàæåì åãî åäèíñòâåííîñòü ñ òî÷íîñòüþ äî ïå-

ðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñÿêàÿ (t+1)-(v, k, 1) áëîê ñõåìà (òàêóþ áëîê

ñõåìó åùå íàçûâàþò ñèñòåìîé Øòåéíåðà) ÿâëÿåòñÿ ñóïåð-ïðîñòîé t-

(v, k, (v − t)/(k − t)) áëîê ñõåìîé è, ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

òåîðåìà 5 ýêâèâàëåíòíà óòâåðæäåíèþ, ïðèâåäåííîìó âûøå.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ ìû áóäåì èí-

òåðåñîâàòüñÿ ñóïåð-ïðîñòûìè áëîê ñõåìàìè, êîòîðûå íå ïîëó÷àþò-

ñÿ èç ñèñòåì Øòåéíåðà. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóþò 2-(v, 4, 3) ñóïåð-

ïðîñòûå áëîê ñõåìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v ≡ 0 èëè 1 (mod 4)

ïðè v ≥ 8 è ñóùåñòâóþò 2-(v, 4, 4) ñóïåð-ïðîñòûå áëîê ñõåìû òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà v ≡ 1 (mod 3) ïðè v ≥ 10. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 11.Ñóùåñòâóåò êîä, ñâîáîäíûé îò (2, 2) ïåðåêðû-

òèé, ðàçìåðà 18× 9.

Ïîçæå ìû äîêàæåì, ÷òî äàííûé êîä áóäåò îïòèìàëüíûì, òî åñòü

N(9, 2, 2) = 18.

Óòâåðæäåíèå 26. Ïóñòü C ÿâëÿåòñÿ (n, M, d) êîäîì. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî êîäîâûå ñëîâà âåñà w â êîäå C îáðàçóþò t − (n,w, λ)

áëîê ñõåìó ñ λ > 1. Åñëè

w = t+ ⌈d/2⌉,

òî òîãäà äàííàÿ áëîê ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ñóïåð-ïðîñòîé áëîê ñõåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äâîè÷íîãî âåêòîðà c äëèííû n, ìû îòîæ-

äåñòâèì âåêòîð c ñ åãî íîñèòåëåì è ðàññìîòðèì c êàê ïîäìíîæåñòâî
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ìíîæåñòâà [n]. Ïóñòü c1 è c2 ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñëîâàìè

êîäà C âåñ êîòîðûõ ðàâåí w è ïóñòü x ýòî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â c1 ∩ c2.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

d(c1, c2) = 2w − 2x = 2t+ 2⌈d/2⌉ − 2x.

Åñëè x ≥ t + 1, òîãäà èç ýòîãî ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî d(c1, c2) < d-

ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå 12. Êîäîâûå ñëîâà âåñà 6 ðàñøèðåííîãî êîäà Á×Õ

äëÿ n = 22s+1, s = 2, 3, · · · è d = 6 îáðàçóþò 3− (22s+1, 6, (4s − 4)/3)

ñóïåð ïðîñòóþ áëîê ñõåìó.

Ðàçìåðû êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (2, 2) ïåðåêðûòèé, ñ v ≥ 12, ïîëó÷à-

þùèõñÿ èç 2-(v, 4, 3) ñóïåð-ïðîñòîé áëîê ñõåìû ìîãóò áûòü óëó÷øåíû

ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ 3-ïîêðûâàþùèå ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå 5. t-ïîêðûâàþùàÿ ìàòðèöà íàä àëôàâèòîì q,

äëèííû n ðàçìåðà k ñîñòîèò èç k q-è÷íûõ âåêòîðîâ äëèííû n, îáëà-

äàþùèõ ñâîéñòâîì, ÷òî ïðîåêöèÿ íà ëþáûå t êîîðäèíàò ñîäåðæèò

âñå qt âîçìîæíûõ ïîäâåêòîðîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç g3(n) ìèíèìàëüíûé ðàçìåð äâîè÷íîé

3-ïîêðûâàþùåé ìàòðèöû äëèííû n. Òàáëèöû èçâåñòíûõ çíà÷åíèé

g3(n) ìîæíî íàéòè â ñòàòüÿõ

Óòâåðæäåíèå 27. Äëÿ êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (2, 2) ïåðåêðûòèé,

èìååì

N(2T, 2, 2) ≤ N(T, 2, 2) + g3(T ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé êîäà,

ñâîáîäíîãî îò (2, 2)- ïåðåêðûòèé, ðàçìåðà N × T è B ÿâëÿåòñÿ ìàò-
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ðèöåé äâîè÷íîé 3-ïîêðûâàþùåé ìàòðèöåé äëèíû T . Òîãäà, ëåãêî

ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà

A A

B B̄

ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé êîäà, ñâîáîäíîãî îò (2, 2) ïåðåêðûòèé, (âåðõíåå

ïîä÷åðêèâàíèå îçíà÷àåò, ÷òî ýòî ìàòðèöà â êîòîðîé íóëè çàìåíÿþòñÿ

íà åäèíèöû, è íàîáîðîò, åäèíèöû ìåíÿþòñÿ íà íóëè).

Çàìå÷àíèå 9. Êîíñòðóêöèè, èñïîëüçóþùèå ïîõîæèå èäåè, ðàñ-

ñìàòðèâàëèñü â äëÿ ïîñòðîåíèÿ 3-ïîêðûâàþùèõ ìàòðèö è â äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (2, 2) ïåðåêðûòèé. Îäíàêî êîíñòðóê-

öèè èç áîëåå ðàííèõ ñòàòåé äàþò õóäøèé ðåçóëüòàò ïî ñðàâíåíèþ

ñ òåîðåìîé 2. Áîëåå òîãî, â ñòàòüå G. Mago, �Monotone Function in

Sequential Circuits� 1973 ãîäà äîïóùåíà îøèáêà â ïåðâîì øàãå êîí-

ñòðóêöèè: íå ñóùåñòâóåò ïîëíîñòüþ ðàçäåëÿþùåãî (1, 2) êîäà ðàçìå-

ðà 4×4 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèâåäåííûå â ýòîé ñòàòüå òàáëèöû ñîäåð-

æàò îøèáêè (â ÷àñòíîñòè íå ñóùåñòâóåò êîäà, ñâîáîäíîãî îò (2, 2)

ïåðåêðûòèé, ðàçìåðà 12× 8)!

Ïðèâåäåì òàáëèöû äëÿ ðàçìåðîâ íåêîòîðûõ êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò

(2, 2) ïåðåêðûòèé.

T = 4 5 6 7 8 9

N(T, 2, 2) = 6 10 14 14 14 18

T = 10 12 16 18 20 22 24 28 32 36 40 44 48

N(T, 2, 2) ≤ 20 22 26 30 32 34 37 42 43 48 50 53 59

T = 72 80 88 112 128 144 512

N(T, 2, 2) ≤ 74 76 80 96 100 109 126
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Ðàññìîòðèì òåïåðü êîäû, ñâîáîäíûå îò (2, 3) ïåðåêðûòèé.

Óòâåðæäåíèå 27. Ñóùåñòâóþò êîäû, ñâîáîäíûå îò (2, 3) ïå-

ðåêðûòèé, ðàçìåðà 48× 16, 45× 12, 56× 21, and 76× 24.

Äàííîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ 3 − (17, 5, 1),

3 − (14, 4, 1), 3 − (22, 6, 1), 3 − (26, 6, 1) äèçàéíîâ è ïðîñòûõ ñîîá-

ðàæåíèé, ïîçâîëÿþùèõ èç êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (w, r) ïåðåêðûòèé,

ñòðîèòü ïîäêîäû, ñâîáîäíûå îò (w − 1, r) ïåðåêðûòèé, îò (w, r − 1)

ïåðåêðûòèé è îò (w−1, r−1) ïåðåêðûòèé. Äëÿ ýòîãî èùåòñÿ ñòîëáåö

ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì íóëåé (ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì åäèíèö), ëèáî

äâà ñòîëáöà, äàþùèõ ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå â êîäå è ðàññìàòðè-

âàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííîå ýòèì ïîçèöèÿì ìíîæåñòâî ñòðîê.

Ïðèìåð 2. Êîäîâûå ñëîâà âåñà 6 â êîäå Íîðäñòðåìà-Ðîáèíñîíà

îáðàçóþò êîä, ñâîáîäíûé îò a (3,3) ïåðåêðûòèé, ðàçìåðà 112× 16.

Èç ýòîãî êîäà ìîæíî ïîëó÷èòü (2, 3) êîä ðàçìåðà 42× 15. Òàêèì

îáðàçîì N(15, 2, 3) ≤ 42.

Ïðèìåð 3. Êîäîâûå ñëîâà âåñà 6 êîäà ïðåïàðàòà äëèííû n =

64 ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì d=6 îáðàçóþò (3, 19) êîä ðàçìåðà(︁
64
3

)︁
× 64.

Ïðèìåð 4. Êîäîâûå ñëîâà âåñà 6 ðàñøèðåííîãî êîäà Á×Õ äëèí-

íû n = 128 ñ d = 6 îáðàçóþò (3, 19) êîä ðàçìåðà
(︁
128
3

)︁
× 128.

Çàíåñåì ðåçóëüòàòû î ðàçìåðàõ êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (3, 6) ïåðå-

êðûòèé, â ñëåäóþùóþ òàáëèöó.

Òàáëèöà. Ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðûõ (3, 6) êîäîâ.

T 17 20 26 32 51 361

N(T, 3, 6) ≤ 680 816 910 4683 10008 15504

Comments trivial S(4,5,23) S(4,6,27) S(4,5,47) Table 1 con.cst.
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Â ñëåäóþùèõ òàáëèöàõ ìû ïðèâîäèì ðàçìåðû íåêîòîðûõ êîäîâ,

ñâîáîäíûõ îò (3, r) ïåðåêðûòèé,

Òàáëèöà. Ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðûõ (3, r) êîäîâ.

(w,r) (3,5) (3,6) (3,7) (3,8) (3,9) (3,10) (3,11)

T 50 51 52 53 54 55 56

N(T, 3, r) ≤ 8830 10008 11313 12757 14352 16109 18043

(w,r) (3,12) (3,13) (3,14) (3,15) (3,16) (3,17) (3,18)

T 57 58 59 60 61 62 63

N(T, 3, r) ≤ 20165 22492 25038 27821 30856 34162 37758

Òàáëèöà. Íåêîòîðûå (3, r) êîäû.

(w,r) (3,11) (3,12) (3,13) (3,14) (3,15) (3,16)

T 120 121 122 123 124 125

N(T, 3, r) ≤ 229913 241909 254421 267468 281068 295240

Äîêàæåì òåïåðü îïòèìàëüíîñòü íåêîòîðûõ èç ïîñòðîåííûõ êî-

äîâ.

3.3 Îïòèìàëüíîñòü íåêîòîðûõ êîäîâ, ñâîáîäíûõ

îò ïåðåêðûòèé

Òåîðåìà 6. Äëÿ êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (w, r) ïåðåêðûòèé, èìååì

N(8, 2, 2) = 14.

N(9, 2, 2) = 18.

N(10, 2, 3) = 30.
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N(11, 3, 3) = 66.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè ñëåäóþùåé Ëåììû, ÿâ-

ëÿþùåéñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì èäåè, èñïîëüçóåìîé â [87].

Ëåììà 6. Ïóñòü èìååòñÿ êîä C, ñâîáîäíûé îò (w, r) ïåðåêðû-

òèé, ðàçìåðà N × T . Òîãäà ñóùåñòâóåò (w − 1, r − 1) êîä ðàçìåðà

[d/2]× (T − 2), ãäå d ýòî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîä C. Áåç îãðàíè÷åíèå îáùíîñòè

ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûå äâà ñòîëáöà c1, c2 îáðàçóþò ïàðó êîäîâûõ

ñëîâ, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî d(c1, c2) = d. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî

|{i : c1i = 1; c2i = 0}| ≤ |{i : c1i = 0; c2i = 1}|.

Ïóñòü

UC = {i : c1i = 1; c2i = 0}.

Òàêèì îáðàçîì, |UC | ≤ d/2 (èíà÷å ìîæíî ïðîñòî ïåðåíóìåðîâàòü

ïåðâûå äâà ñòîëáöà).

Ðàññìîòðèì ïîäìàòðèöó C1 èç C, ñîñòîÿùèå èç i-ûõ ñòðîê C, ãäå i

áåðåòñÿ èç ìíîæåñòâà èíäåêñîâ UC . Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî C1∖{c1; c2},
ïîëó÷åííûå èç ïîäêîäà C1 ïóòåì óäàëåíèÿ ïåðâûõ äâóõ ñòîëáöîâ,

îáðàçóåò êîä, ñâîáîäíûé îò (w − 1, r − 1) ïåðåêðûòèé, ðàçìåðà

|UC | × (T − 2). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ïîäìíîæåñòâà X, Y èç

{3, 4, . . . , T}, òàêèå ÷òî |X| = w − 1, |Y | = r − 1, è X ∩ Y = O.
Ïîëîæèì X̃ = X ∪ {1} è Ỹ = Y ∪ {2}. Èç òîãî, ÷òî êîä C ÿïëÿåòñÿ

ñâîáîäíûì îò ïåðåêðûòèé, ìû ìîæåì íàéòè êîîðäèíàòó i, òàêóþ ÷òî

cij = 1 äëÿ j ∈ X̃ è cij = 0 äëÿ j ∈ Ỹ . Ïîñêîëüêó ci1 = 1 è ci2 = 0,

ìû èìååì i ∈ UC . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ýòîãî i, âûïîëíÿåòñÿ cij = 1 äëÿ
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j ∈ X è cij = 0 äëÿ j ∈ Y . Ýòî è äîêàçûâàåò ëåììó.

Òàêæå ïîëåçíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîãäà èçâåñòíî, ÷òî âåñ

êîäîâûõ ñòðîê îäèíàêîâ.

Óòâåðæäåíèå 28. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ êîä, ñâîáîäíûé

îò (w,r) ïåðåêðûòèé, ðàçìåðà N ×T â êîòîðîì âñå ñòðîêè èìåþò

âåñ k. Òîãäà äëÿ ëþáûõ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ x, y òàêèõ, ÷òî 1 ≤
x < w, 1 ≤ y < r, èìååì

N(T − x− y, w − x, r − y) ≤ N

(︁
k
x

)︁(︁
T−k
y

)︁(︁
T
x

)︁(︁
T−x
y

)︁ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C êîä, ñâîáîäíûé îò (w,r) ïåðåêðû-

òèé, ðàçìåðà N × T . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ω òðîåê (I, J, α), ãäå

I(resp. J) ïîäìíîæåñòâî [T ], òàêîå, ÷òî |I| = x (resp. |J | = y), è

α ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì [N ] òàê, ÷òî cαi = 1 äëÿ i ∈ I è cαj = 0 äëÿ

j ∈ J. Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî ýëåìåíòîâ èç Ω äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàííîé ïàðû (I, J), èç îïðåäåëåíèÿ

N(T,w, r) ñëåäóåò òî, ÷òî ñóùåñòâóåò êàê ìèíèìóì N(T −x−y, w−
x, r − y) çíà÷åíèé α′s òàêèõ, ÷òî (I, J, α) ∈ Ω. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ïàð

(I, J) ðàâíî
(︁
T
x

)︁(︁
T−x
y

)︁
, ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî òàêèõ òðîåê

N(T − x− y, w − x, r − y)

(︃
T

x

)︃(︃
T − x

y

)︃
≤ |Ω|.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîé ñòðîêè â êîäîâîé ìàòðèöå C, ñóùåñòâó-

åò
(︁
k
x

)︁(︁
T−k
y

)︁
âîçìîæíîñòåé äëÿ (I, J). Ïîñêîëüêó êîä èìååò N ñòðîê,

ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî òðîåê ðàâíî

|Ω| = N

(︃
k

x

)︃(︃
T − k

y

)︃
.
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Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî N(9, 2, 3) ≥
26. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

d(N, T ) = max
|C|=T

d(C)

ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà ðàçìåðà N íà T .

Ãðàíèöà Ïëîòêèíà, õîðîøî èçâåñòíàÿ â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ, óòâåð-

æäàåò, ÷òî

N ≥

{︄
2d(T − 1)/T T=2z

2dT/(T + 1) T=2z+1.

Èç Ëåììû 6 âûòåêàåò, ÷òî [d/2] íå ìåíüøå, ÷åì N(T − 2, w − 1, r −
1). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî N(7, 1, 2) = 7. Ñëåäîâàòåëüíî d ≥ 14, è,

ïîýòîìó, N ≥ 26.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàþòñÿ îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ

òåîðåìû.

3.4 Åäèíñòâåííîñòü íåêîòîðûõ êîäîâ, ñâîáîäíûõ

îò ïåðåêðûòèé.

Ìû äîêàæåì, ÷òî íåêîòîðûå îïòèìàëüíûå êîäû, ðàññìîòðåííûå

âûøå, ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòðîê

è ñòîëáöîâ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà êîäà C è C ′ ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó,

åñëè îäèí ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç äðóãîãî ñ ïîìîùüþ ñåðèè ïåðåñòà-

íîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ.

Òåîðåìà 7.Êîä, ñâîáîäíûé îò (1, 2) ïåðåêðûòèé, ðàçìåðà 9×12,

êîä ñâîáîäíûé îò (2, 2) ïåðåêðûòèé, ðàçìåðà 14 × 8, ñâîáîäíûé îò
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(2, 3) ïåðåêðûòèé, ðàçìåðà 30× 10 ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè.

Äîêàæåì, ÷òî äâîè÷íàÿ ìàòðèöà C ÿâëÿåòñÿ êîäîì, ñâîáîäíûì

îò (1, 2) ïåðåêðûòèé, ðàçìåðà 9× 12 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà

ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå èíöèíäåíòíîñòè 2− (9, 3, 1) áëîê ñõåìû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâîè÷íàÿ ìàòðèöà C ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå

èíöèíäåíòíîñòè 2−(9, 3, 1) áëîê ñõåìû. Òîãäà õîðîøî èçâåñòíî ([128],

[136]), ÷òî C ÿâëÿåòñÿ êîäîì, ñâîáîäíûì îò (1, 2) ïåðåêðûòèé. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ñòîëáöû âåñà òðè ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëåå, ÷åì

ïî îäíîé åäèíèöå, òî äâà ñòîëáöà íèêàê íå ìîãóò ïîêðûòü òðåòèé.

Çíà÷èò, íàäî äîêàçàòü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïîñêîëüêó

N(11; 1, 1) = 6 è N(9; 1, 2) = 9, ìû èìååì, ÷òî |Sp| ≦ 3 äëÿ âñåõ

p ∈ {1, 2, · · · , 12} è |Lx| ≧ 4 äëÿ âñåõ x ∈ {1, 2, · · · , 9}, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ãäå Sp ýòî ñòîëáåö, à Lx ýòî ñòðîêà êîäîâîé ìàòðèöû. Ïîäñ÷è-

òûâàÿ ÷èñëî 1 â C ïî ñòðîêàì è ñòîëáöàì, ïîëó÷àåì, ÷òî |Sp| = 3

äëÿ âñåõ p ∈ {1, 2, · · · , 12} è |Lx| = 4 äëÿ âñåõ x ∈ {1, 2, · · · , 9}.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |Sp1 ∩ Sp2| ≧ 2 äëÿ íåêîòîðûõ p1, p2. Ïîñêîëü-

êó C ÿâëÿåòñÿ (1,2) êîäîì, è |Spi| = 3, äîëæíà áûòü ñòðîêà x òà-

êàÿ, ÷òî Lx = {p}, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî,

|Sp1 ∩Sp2| ≦ 1 äëÿ ëþáûõ p1, p2 in {1, 2, · · · , 12}. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî
C ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé èíöèíäåíòíîñòè 1− (12, 4, 3) áëîê ñõåìû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé èíöèíäåíò-

íîñòè 2− (9, 3, 1) áëîê ñõåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî |Lx ∩Ly| = 1

äëÿ ëþáûõ x, y èç {1, 2, · · · , 9}. Ïîñêîëüêó |Sp| = 3 äëÿ ëþáîãî

p ∈ {1, 2, · · · , 12} ÷èñëî åäèíèö â C ðàâíî 72. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ïîñêîëüêó |Sp1 ∩ Sp2| ≤ 1 äëÿ âñåõ p1 ̸= p2, ñóùåñòâóåò íå áîëåå îä-

íîãî p òàê, ÷òî cxp = cyp = 1 äëÿ êàæäîé ïàðû (x, y) èç {1, 2, · · · , 9}.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî

(︁
1
1

)︁
â C íå áîëåå, ÷åì 72, ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîç-
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ìîæíî òîëüêî êîãäà |Lx ∩ Ly| = 1 äëÿ âñåõ x ̸= y. Ýòî äîêàçûâàåò,

÷òî C ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé èíöèíäåíòíîñòè 2− (9, 3, 1) áëîê ñõåìû.

Èç îïðåäåëåíèÿ êîäà, ñâîáîäíîãî îò (w, r) ïåðåêðûòèé, ñðàçó

âûòåêàåò, ÷òî äëÿ w òî÷åê p1, p2, . . . , pw òàêèõ, ÷òî |Lx| > w äëÿ

x ∈ Sp1

⋂︁
Sp2

⋂︁
· · ·
⋂︁
Spw ñïðàâåäëèâî

|Sp1

⋂︂
Sp2

⋂︂
· · ·
⋂︂

Spw| ≥ r + 1.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äâîè÷íàÿ ìàòðèöà C ÿâëÿåòñÿ (2, 2) êîäîì ðàç-

ìåðà 14 × 8 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ìàò-

ðèöåé èíöèäåíòíîñòè 3− (8, 4, 1) áëîê ñõåìû.

Óæå áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, ÷òî 3 − (8, 4, 1) áëîê ñõåìà ÿâëÿåòñÿ

2 − (8, 4, 3) ñóïåð ïðîñòûì äèçàéíîì. Ïóñòü C ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé

3− (8, 4, 1) áëîê ñõåìû. Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ (2, 2)

êîäîì ðàçìåðà 14× 8.

Òåïåðü, ïóñòü C ÿâëÿåòñÿ (2, 2) êîäîì ðàçìåðà 14×8. Åñëè |Lx|=
2 èëè 3 äëÿ êàêîãî òî x ∈ {1, 2, · · · 14} òîãäà ñóùåñòâóåò (2, 2) êîä

ðàçìåðà 14×6 ñ |Lx|=0 èëè 1. Íî òîãäà ñóùåñòâóåò (2, 2) êîä ðàçìåðà
13×6, ÷åãî íå ìîæåò áûòü. Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî íåò

òàêîãî x ∈ {1, 2, · · · , 14} òàê, ÷òî |Lx|=5 èëè 6. Çíà÷èò Lx = 4 äëÿ

âñåõ x ∈ {1, 2, . . . 14}. Çíà÷èò |Sp1

⋂︁
Sp2| ≥ 3 äëÿ ëþáûõ p1, p2 èç

{1, 2, · · · , 8}. Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî ïîäìàòðèö (1, 1)′s â C è ïîëó÷èì

|Sp1

⋂︁
Sp2| = 3 äëÿ ëþáûõ p1, p2. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ

2 − (8, 4, 3) áëîê ñõåìîé. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òðè

òî÷êè p1, p2 è p3 òàê, ÷òî |Sp1

⋂︁
Sp2

⋂︁
Sp3| ≥ 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò íå

áîëåå îäíîé ñòðîêè x êîòîðàÿ ñîäåðæèò p1, p2 è íå ñîäåðæèò p3. Ïóñòü

p4 êàêàÿ òî äðóãàÿ òî÷êà, îòëè÷íàÿ îò p1, p2, p3, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ

â x. Íå íàéäåòñÿ ñòðîêè y òàêîé, ÷òî cyp1 = cyp2 = 1 è cyp3 = cyp4 =
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0, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ

2−(8, 4, 3) ñóïåð ïðîñòûì äèçàéíîì, ñëåäîâàòåëüíî, 3−(8, 4, 1) áëîê

ñõåìîé.

È, íàêîíåö, äîêàæåì, ÷òî äâîè÷íàÿ ìàòðèöà C ÿâëÿåòñÿ (2, 3)

êîäîì ðàçìåðà 30 × 10 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èíöèäåíòíà

ìàòðèöå 3− (10, 4, 1) áëîê ñõåìû.

Ðàíåå ìû îòìå÷àëè, ÷òî ìàòðèöà 3− (10, 4, 1) îáðàçóåò (2, 3) êîä

ðàçìåðà 30× 10 è áûëî äîêàçàíî, ÷òî ýòîò êîä îïòèìàëåí.

Ïóñòü òåïåðü C ÿâëÿåòñÿ (2, 3) êîäîì ðàçìåðà 30×10. Ïîñêîëüêó

N(9; 2, 2) = 18 è N(9; 1, 3) = 9, ïîëó÷àåì 9 ≤ |Sp| ≤ 12 äëÿ âñåõ

p ∈ {1, 2, · · · , 10}. Èç ãðàíè÷û Ïëîòêèíà è òîãî, ÷òî N(8; 1, 2) = 8

ñëåäóåò d(C) = 16. Çíà÷èò |Sp1 ∩ Sp2| ≤ 4 äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê p1

è p2.

Ïóñòü Ai ýòî ÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû C âåñà i, ò.å. Ai = |{x
⃓⃓
|Lx| =

i}|. Ïîäñ÷èòàâ ÷èñëî ïîäìàòðèö (1, 1) è (1, 0) â ìàòðèöå C, ïîëó÷èì

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

A2 + A3 + · · ·+ A7 = 30 (64)

7∑︂
i=2

Ai ·
(︃
i

2

)︃
≤ 180. (65)

7∑︂
i=2

Ai · i(10− i) ≥ 720. (66)

Ïîëó÷àåì, ÷òî

A5 ≥ 8A2 + 3A3 + 3A7 (67)

è

4A5 + 9A6 + 15A7 ≤ 5A2 + 3A3 (68)
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Çíà÷èò

27A2 + 9A3 + 9A6 + 27A7 ≤ 0 (69)

Çíà÷èò A3 = A2 = A6 = A7 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, A5 = 0 è A4 =

30. Ýòî äîêàçûâàåò òî, ÷òî |Lx| = 4 äëÿ âñåõ x ∈ {1, 2, · · · , 30}.
Ïîäñ÷èòàâ ÷èñëî 1 â ìàòðèöå C ìû ïîëó÷àåì, ÷òî |Sp| = 12 äëÿ

âñåõ p. Ñëåäîâàòåëüíî, |Sp1 ∩ Sp2| = 4 äëÿ ëþáûõ äâóõ p1 è p2. Ýòî

äîêàçûâàåò, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ 2 − (10, 4, 4) áëîê ñõåìîé. Ñ ïîìîùüþ

àíàëîãè÷íûõ àðãóìåíòîâ ïðèâåäåííûì ðàíåå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî C

áóäåò 2− (10, 4, 4) ñóïåð ïðîñòîé áëîê ñõåìîé, è, ñëåäîâàòåëüíî, 3−
(10, 4, 1) áëîê ñõåìîé.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî 2-(9,3,1), 3-(8,4,1) è 3-(10,4,1) áëîê ñõåìû

åäèíñòâåííû. Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà 7 äîêàçàíà.

3.5 Àñèìïòîòè÷åñêèå ãðàíèöû äëÿ ñêîðîñòè êî-

äîâ

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êîäà C ðàçìåðà N × T , åãî ñêîðîñòü R(C)

îïðåäåëÿåòñÿ êàê log2 T
N .

Îïðåäåëåíèå 6. Äëÿ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ w è r, âåëè÷èíà

R(w, r) = lim
T→∞

log2 T

N(T ;w, r)

íàçûâàåòñÿ àñèìòîòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ (w, r) êîäà.

Îïèøåì ñíà÷àëà êàñêàäíóþ êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ èñïîëüçîâà-

ëàñü äëÿ êîíñòðóêöèè êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò ïåðåêðûòèé. Äàííàÿ êîí-

ñòðóêöèÿ õîðîøî èçâåñòíà (ñì. [127], [171] ). (îòìåòèì, ÷òî â òåîðèè

êîäèðîâàíèÿ èäåÿ êàñêàäíîé êîíñòðóêöèè ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ñì., íà-

ïðèìåð, [49], [51], [54], [55], [57]. )
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Íàïîìíèì, ÷òî êîä C íàä àëôàâèòîì [q] íàçûâàåòñÿ q-è÷íûì

(w, r) ðàçäåëÿþùèì êîäîì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ìíîæåñòâ I, J ⊂
[T ] òàêèõ, ÷òî |I| = w, |J | = r è I ∩ J = ∅, ñóùåñòâóåò öåëîå an

x ∈ [N ] òàêîå, ÷òî {cxi, i ∈ I} è {cxj, j ∈ J} íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Ïóñòü B ÿâëÿåòñÿ (âíåøíèì) q-ûì êîäîì ðàçìåðà Nq×Tq è ïóñòü

C ÿâëÿåòñÿ (âíóòðåííèì) êîäîì ðàçìåðà N1 × T1 ñ T1 = q. Òîãäà

ìîæíî ïîñòðîèòü êàñêàäíûé êîä B⋄C ðàçìåðà N×T , ãäå N = NqN1

è T = Tq, ò.å. êàæäûé q-è÷íûé ýëåìåíò θ ∈ [q] â êîäîâîé ìàòðèöå

âíåøíåãî êîäà B çàìåíÿåòñÿ íà θ-îå êîäîâîå ñëîâî âíóòðåííåãî êîäà

C.

Äüÿ÷êîâ è ïð. ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Óòâåðæäåíèå 29. (êàñêàäíàÿ êîíñòðóêöèÿ) [127] Ïóñòü B ÿâ-

ëÿåòñÿ q-è÷íûì (w, r) ðàçäåëÿþùèì êîäîì ðàçìåðà Nq × Tq è C

ÿâëÿåòñÿ (w, r) êîäîì ðàçìåðà N1 × T1 ñ T1 = q. Òîãäà êàñêàäíûé

êîä B⋄C áóäåò (w, r) êîäîì ðàçìåðà N×T , ãäå N = NqN1 è T = Tq.

Óòâåðæäåíèå 30. [127] Ïóñòü w, r ≥ 1 è λ ≥ 1 öåëûå ÷èñëà è

q ≥ wrλ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî. Òîãäà

N(qλ+1;w, r) ≤ N(q;w, r)wrλ+ 1.

Ñ ïîìîùüþ êàñêàäíîé êîíñòðóêöèè ìîæíî ñòðîèòü êîäû.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü âåðõíèå ãðàíèöû, îáîáùèì ëåììó, äî-

êàçàííóþ âûøå. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ââåñòè ïîíÿòèå îáîá-

ùåííîãî ðàññòîÿíèÿ.

Ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ äëÿ íàñ âåëè÷èíà áóäåò îïðåäåëåíà äëÿ ïðî-

èçâîëüíîãî äâîè÷íîãî êîäà C ðàçìåðà N × T . Ýòà âåëè÷èíà õàðàê-

òåðèçóåò ñâîéñòâà ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà êîäîâûõ ñëîâ, è ìû áóäåì

íàçûâàòü åå êîìïîçèöèîííûì ðàññòîÿíèåì äëÿ ýòîãî íàáîðà, èñõî-
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äÿ èç òîãî, ÷òî äëÿ íàáîðà èç äâóõ ñëîâ ýòà âåëè÷èíà ñîâïàäàåò ñ

ðàññòîÿíèåì Õýììèíãà äëÿ ýòèõ êîäîâûõ ñëîâ.

Ðàññìîòðèì öåëûå ïîëîæèòåëüíûå x è y. Çàôèêñèðóåì íàáîð I,

ñîñòîÿùèé èç x+ y êîäîâûõ ñëîâ, è îáîçíà÷èì ïîäìàòðèöó ìàòðèöû

C, îáðàçîâàííóþ ýòèìè êîäîâûìè ñëîâàìè, ÷åðåç Cx,y(I).

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Cx,y(I) èìååò ðàçìåð N × (x+ y). Íàçî-

âåì êîìïîçèöèîííûì ðàññòîÿíèåì äëÿ íàáîðà I ÷èñëî ñòðîê ìàòðè-

öû Cx,y(I) âåñà x è îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç d(Cx,y(I)).

Äðóãèìè ñëîâàìè, d(Cx,y(I)) ðàâíî ÷èñëó ñòðîê i ïîäìàòðèöû

Cx,y(I) òàêèõ, ÷òî
x+y∑︂
j=1

cij = x

Îïðåäåëåíèå 7. Ìèíèìàëüíûì êîìïîçèöèîííûì ðàññòîÿíèåì

äëÿ äâîè÷íîãî êîäà C íàçîâåì âåëè÷èíó dx,y = minI=x+y d(Cx,y(I)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rd ñêîðîñòü äâîè÷íîãî êîäà äëèíû N ñ ìè-

íèìàëüíûì êîìïîçèöèîííûì ðàññòîÿíèåì dx,y. Äàëåå ìû äîêàæåì

âåðõíèå ãðàíèöû äëÿ ñêîðîñòè êîäà ñ ìèíèìàëüíûì êîìïîçèöèîí-

íûì ðàññòîÿíèåì dx,y, à çàòåì ïîêàæåì, êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü

ýòè ãðàíèöû äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ âåðõíèõ ãðàíèö äëÿ

ñêîðîñòè êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (w, r) ïåðåêðûòèé.

Ðàññìîòðèì äâîè÷íûé êîä C ðàçìåðà N×T . Çàôèêñèðóåì öåëûå

ïîëîæèòåëüíûå x, y.

Óòâåðæäåíèå 31. Äëÿ äâîè÷íîãî êîäà C äëèíû N ñ ìèíèìàëü-

íûì êîìïîçèöèîííûì ðàññòîÿíèåì dx,y ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

R(dx,y) ≤ 1− (x+ y)x+ydx,y

xxyy
(︁
x+y
x

)︁
N

.
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Ëåììà 7. Åñëè ñóùåñòâóåò êîä Ñ, ñâîáîäíûé îò (w, r) ïåðåêðû-

òèé, ðàçìåðà N×T , òî ñóùåñòâóåò êîä, ñâîáîäíûé îò (w−x, r−y)

ïåðåêðûòèé, ðàçìåðà

dx,y(︁
x+y
x

)︁ × (T − x− y).

Äîêàçàòåëüñòâî . Ðàññìîòðèì êîä C. Ïóñòü I(|I| = x + y) -

íàáîð íîìåðîâ êîäîâûõ ñëîâ, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìàëüíîå

êîìïîçèöèîííîå ðàññòîÿíèå dx,y. Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî I íà äâà ïîä-

ìíîæåñòâà I1 è I2 ìîùíîñòè x è y òàê, ÷òîáû ÷èñëî ïîçèöèé, â êî-

òîðûõ ñëîâà èç ïåðâîãî ïîäìíîæåñòâà ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 1, à èç

âòîðîãî 0, áûëî ìèíèìàëüíûì. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ ïîçèöèé

÷åðåç I3. Î÷åâèäíî, ÷òî I3 ≤ dx,y

(x+y
x )
. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäìàòðèöó

êîäà C, îáðàçîâàííóþ ñòðîêàìè èç I3 è ñòîëáöàìè èç [T ]−{I1 ∪ I2}.
Èç îïðåäåëåíèÿ êîäà ñëåäóåò, ÷òî ýòà ïîäìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ êîäîì,

ñâîáîäíûì îò (w − x, r − y) ïåðåêðûòèé, ÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó.

Ñëåäñòâèå 13. Åñëè ñóùåñòâóåò êîä C, ñâîáîäíûé îò (w, r)

ïåðåêðûòèé, ñ îáúåìîì T è ìèíèìàëüíûì êîìïîçèöèîííûì ðàñ-

ñòîÿíèåì dx,y, òî äëÿ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ x, y òàêèõ, ÷òî

x < w, y < r ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

N(T − x− y, w − x, r − y) ≤ dx,y(︁
x+y
x

)︁
Òåîðåìà 8. Äëÿ ñêîðîñòè êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (w, r) ïåðåêðû-

òèé, ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ãðàíèö

R(w, r) ≤ min
0<x<w

min
0<y<r

R(w − x, r − y)

R(w − x, r − y) + (x+ y)x+y/(xxyy)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îïòèìàëüíûé êîä, ñâîáîäíûé îò

(w, r) ïåðåêðûòèé, ñ îáúåìîì T , äëèíîé N(T,w, r) è ñêîðîñòüþ R.

Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 4, ïîëó÷èì

R ≤ 1− (x+ y)x+yN(T − x− y, w − x, r − y)

xxyyN(T,w, r)
.

Ïðèìåíèì îïðåäåëåíèå äëÿ âåëè÷èíû R(w − x, r − y) è ïåðåéäåì ê

ïðåäåëó â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ äîêàçàííîãî âûøå íåðàâåíñòâà. Â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðåêóððåíòíîå íåðàâåíñòâî äëÿ ñêîðîñòè R(w, r),

êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

R(w, r)(1 +
(x+ y)x+y

xxyyR(w − x, r − y)
) ≤ 1.

Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 8 äàåò íàèëó÷øèå íà äàííîå âðåìÿ àñèìïòîòè÷åñêèå

âåðõíèå ãðàíèöû äëÿ ñêîðîñòè êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (w, r) ïåðåêðû-

òèé, äëÿ r > w > 2.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñëåäóþùèõ òàáëèö áóäåì èñïîëüçîâàòü âåðõíèå

ãðàíèöû R(1, 2) ≤ 0.321928, R(1, 3) ≤ 0.199282, è R(1, 4) ≤ 0.140457,

êîòîðûå ïîëó÷åíû â ðàáîòå [30].

Òàáëèöà. ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ âåðõíåé ãðàíèöû ñêîðîñòè êî-

äà R(w, r)

(w, r) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6) (3,4) (3,5)

R(w, r) ≤ 0.07448 0.04552 0.02867 0.02038 0.01828 0.01091

(w, r) (4,4) (4,5) (4,6) (5,5) (5,6)

R(w, r) ≤ 0.009578 0.004549 0.002567 0.002388 0.001136
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3.6 Òðèâèàëüíûå êîäû, ñâîáîäíûå îò (w, r) ïåðå-

êðûòèé

Íàèáîëåå ïðîñòûå ïðèìåðû êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (w, r) ïåðåêðû-

òèé, äàåò ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó, ñòðîêàìè

êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå ðàçëè÷íûå âåêòîðà âåñà w. Òîãäà ýòà ìàòðèöà

çàäàåò êîä, ñâîáîäíûé îò (w, r) ïåðåêðûòèé, äëÿ ëþáîãî r ≤ T − w.

Ìû áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ìàòðèöó òðèâèàëüíûì êîäîì, ñâîáîäíûì

îò (w, r) ïåðåêðûòèé. Òàêèì îáðàçîì, òðèâèàëüíûé êîä èìååò ðàç-

ìåð N × T , ãäå N =
(︁
T
w

)︁
. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî T , òàêîãî ÷òî

T ≥ w + r ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

N(T,w, r) ≤
(︃
T

w

)︃
.

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì èñêàòü óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êî-

òîðûõ òðèâèàëüíûå êîäû ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè, òî åñòü

N(T,w, r) =

(︃
T

w

)︃
.

Ïîäîáíàÿ çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ íîâîé, ïîýòîìó ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû,

ïîëó÷åííûå ðàíåå. Â [128] îòìå÷åíî, ÷òî N(T,w, r) =
(︁
T
w

)︁
, åñëè T =

w + r. Áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå äîêàçàíî â [133]:

Óòâåðæäåíèå 32. Åñëè T ≤ w + r + r/w, òî N(T,w, r) =
(︁
T
w

)︁
.

Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ñëó÷àé r ≥ w ≥ 2.

Äëÿ êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ñ w = 1 åùå â 1975 ãîäó Ë.À.Áàññàëûãî

îòìåòèë, ÷òî ïðè N ≤
(︁
r+2
2

)︁
íåòðèâèàëüíûõ êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò

(1, r) ïåðåêðûòèé, íå ñóùåñòâóåò. Ýòîò ôàêò ñëåäóåò èç ðåêóðåíòíîãî

ñîîòíîøåíèÿ

N(T, 1, r) ≥ N(T − 1, 1, r − 1) + (r + 1),
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ñïðàâåäëèâîãî äëÿ íåòðèâèàëüíûõ (1, r) êîäîâ. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå (w = 1) òðèâèàëüíûå êîäû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé åäèíè÷íûå

ìàòðèöû (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòðîê). Òàêèì îáðàçîì,

N(T, 1, r) = T, åñëè T ≤
(︃
r + 2

2

)︃
Â ðàáîòå [136] ÷åðåç n(r) áûëà îáîçíà÷åíà ìèíèìàëüíàÿ äëèíà êîäà,

ñâîáîäíîãî îò (1, r) ïåðåêðûòèé, îòëè÷íîãî îò òðèâèàëüíîãî. Àâòîðû

[136] âûñêàçàëè ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî limn(r)/r2 = 1, îòìåòèâ, ÷òî

îíè ìîãóò äîêàçàòü ðàâåíñòâî n(r) = (r + 1)2 ëèøü äëÿ r ≤ 3. Äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî r â [136] äîêàçàíî, ÷òî

5/6r2(1 + o(1)) ≤ n(r) < r2(1 + o(1)) r → ∞

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè ñëó÷àÿ r ≥ w ≥ 2 ìû ââåäåì ñëåäóþùåå

îáîçíà÷åíèå:

Îïðåäåëåíèå 8. Îáîçíà÷èì ÷åðåç TR(w, r) òàêîå ìàêñèìàëü-

íîå T , ïðè êîòîðîì N(T,w, r) =
(︁
T
w

)︁
.

Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå 1 äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðà-

âåíñòâà

TR(w, r) ≥ w + r + r/w

ïðè r ≥ w ≥ 2.

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà w ôèêñèðîâàíî, à r âåëèêî. Èç (3)

âûòåêàåò, ÷òî TR(w, r) ≥ w+1
w r + w. Ìû äîêàæåì ãðàíèöó, êîòîðàÿ

ïðè ôèêñèðîâàííîì w è áîëüøèõ r ñëåãêà óëó÷øàåò êîíñòàíòó ïðè

r. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ãðàíèöû íàì ïîíàäîáèòñÿ ðåêóðåíòíîå

íåðàâåíñòâî, êîòîðîå ìû ñôîðìóëèðóåì â âèäå Ëåììû. Äëÿ óäîáñòâà

çàïèñè ââåäåì îáîçíà÷åíèå F (T, x, y) = ⌊x(T+1)
x+y ⌋
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Ëåììà 8. Äëÿ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ x, y (x < w, y < r) ñïðà-

âåäëèâî íåðàâåíñòâî

N(T,w, r) ≥ N(T − x− y, w − x, r − y) ·
(︁

T
x+y

)︁(︁
x+y
x

)︁(︁
F (T,x,y)

x

)︁(︁
T−F (T,x,y)

y

)︁ .
Òåîðåìà 9. Äëÿ ëþáûõ w ≥ 2 è r ≥ (w−1)(w+

√
18w+81+9)
2 ñïðàâåä-

ëèâî íåðàâåíñòâî

TR(w, r) ≥ w + 1

w − 1
r −

√︃
36r

w − 1

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ çàäàííûõ w è r, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-

âèþ òåîðåìû, ïîëîæèì x = w − 1, y = ⌊x(T+1)
x+2 ⌋ − x+ 1.

Â ýòîì ñëó÷àå F (T, x, y) = x+1. Äåéñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû,

íåðàâåíñòâî x(T+1)
x+y < x+ 2 ñðàçó æå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ y.

x(T + 1) < (x+ 2)(x+ ⌊x(T+1)
x+2 ⌋ − x+ 1)

x(T + 1) < (x+ 2)(⌊x(T + 1)

x+ 2
⌋+ 1)

Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî

x(T + 1)

x+ 2
< ⌊x(T + 1)

x+ 2
⌋+ 1

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî x(T+1)
x+y ≥ x + 1

áóäåò âûïîëíåíî ïðè íàøåì âûáîðå

T =
w + 1

w − 1
r −

√︃
36r

w − 1

Ïîäñòàâèì ýòî T â íåðàâåíñòâî

T + 1 ≥ (x+ 1)(x+ y)

x
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Òàêèì îáðàçîì, íàäî ïîêàçàòü, ÷òî

r +
2

w − 1
r −

√︃
36r

w − 1
+ 1 ≥ y + y/(w − 1) + w

Ïðè w > 2

r − y ≥ w − 1

w + 1

√︃
36r

w − 1

Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî T ≥ w + r, òðåáóåìîå íåðà-

âåíñòâî çàâåäîìî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ w è r, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèþ òåîðåìû.

Äëÿ w = 2 âûïîëíåíèå òîãî, ÷òî F (T, x, y) = x + 1 ìîæíî ïðî-

âåðèòü íåïîñðåäñòâåííî.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì ëåììû ïðè íàøåì âûáîðå x è y.

N(T,w, r) ≥ N(T − x− y, w − x, r − y)

(︁
T

x+y

)︁(︁
x+y
x

)︁
(x+ 1)

(︁
T−x−1

y

)︁ .
Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî

N(T,w, r) ≥
N(T − x− y, 1, r − y)

(︁
T
w

)︁
T − x− y

Ïîëîæèì T = w+1
w−1r −

√︂
36r
w−1 . Óñëîâèå r ≥ (w−1)(w+

√
18w+81+9)
2 îáåñïå-

÷èâàåò òî, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå T ≥ w + r. Êðîìå òîãî,

r − y ≥ x

x+ 2

√︃
36r

x
, T − x− y <

2

x
r

Èç ýòèõ äâóõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî

T − x− y ≤ (r − y)2/2,

è, çíà÷èò, âûòåêàåò, ÷òî

N(T − x− y, 1, r − y) = T − x− y.
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Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè T = x+2
x r −

√︂
36r
x

N(T,w, r) ≥
(︃
T

w

)︃
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Êàñêàäíàÿ êîíñòðóêöèÿ êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (w, r) ïåðåêðûòèé,

õîðîøî èçâåñòíà [128] [87] [171] è áûëà êðàòêî îïèñàíà â ïðåäûäó-

ùåì ïàðàãðàôå. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ñëåäñòâèé ýòîé êîíñòðóêöèè

ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Óòâåðæäåíèå 33 [128]. Ïóñòü q ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî

÷èñëà è q ≥ wr. Òîãäà

N(q2, w, r) ≤ N(q, w, r)(wr + 1).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âçÿòü ïðîñòîå q òàê, ÷òî wr ≤ q ≤ 2wr, òî äëÿ

T = q2 ïîëó÷èìN ≤
(︁
q
w

)︁
(wr+1). Âû÷åðêíåì q2−C(w)r(w+1)/w ñòîëá-

öîâ èç ïîëó÷åííîé ìàòðèöû. Ïîëó÷èòñÿ êîä, ñâîáîäíûé îò (w, r) ïå-

ðåêðûòèé, ðàçìåðà N×C(w)r(w+1)/w. Ïðè áîëüøèõ r, âûáèðàÿ C(w)

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ÷èñëî ñòðîê â ïîñòðîåíîì êîäå áûëî ìåíüøå,

÷åì
(︁
C(w)r(w+1)/w

w

)︁
, ìû ïîëó÷èì ïðèìåð íåòðèâèàëüíîãî êîäà. Òàêèì

îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 34. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî w ≥ 2 ïðè áîëüøèõ r

ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C(w) òàêàÿ, ÷òî

TR(w, r) ≤ C(w)r(w+1)/w.

Äðóãèå èçâåñòíûå êîíñòðóêöèè êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (w, r) ïåðåêðû-

òèé, (ñì., íàïðèìåð, [151]) äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ óëó÷øàþò êîí-

ñòàíòó C(w), íî ïîðÿäîê ñòåïåíè ïðè r îñòàåòñÿ òåì æå. Ïîýòîìó,
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î÷åíü èíòåðåñíûìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ëþáûå ïðèìåðû ñåìåéñòâ íåòðè-

âèàëüíûõ êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (w, r) ïåðåêðûòèé, êîòîðûå ïîçâîëèëè

áû óëó÷øèòü ïîðÿäîê ñòåïåíè ïðè r â âåðõíåé îöåíêå äëÿ TR(w, r).

Íàïîìíèì, ÷òî íèæíÿÿ ãðàíèöà äëÿ TR(w, r) ïðè w = r óòâåð-

æäàåò, ÷òî TR(w, r) ≥ w+ r+1. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî TR(2, 2) = 5,

è â êà÷åñòâå ïðèìåðà íåòðèâèàëüíîãî (2, 2) êîäà ñ T = 6 ìîæíî âçÿòü

ëþáûå 6 ñòîëáöîâ ìàòðèöû. Ìû ïðèâåäåì åùå äâà ïðèìåðà íåòðèâè-

àëüíûõ êîäîâ, ïîêàçûâàþùèõ, ÷òî ýòà ãðàíèöà äîñòèãàåòñÿ äëÿ (3, 3)

è (5, 5) êîäîâ.

Óòâåðæäåíèå 35. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî N(8, 3, 3) ≤ 52.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(i) ìàòðèöó ðàçìåðà 4 ×(︁
4
i

)︁
, ñîäåðæàùóþ â êà÷åñòâå ñòîëáöîâ âñå ñëîâà âåñà i äëèíû 4. ×å-

ðåç 0 è 1 îáîçíà÷èì âåêòîð-ñòîëáåö äëèíû 4, ñîñòîÿùèé èç 0 è 1

ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìàòðèöó ðàçìåðà 8× 52:

A(3) 0 A(1) 1 A(2)

0 A(3) 1 A(1) A(2)

Ðàñïîëîæåíèå ìàòðèöû A íàä ìàòðèöåé B îçíà÷àåò, ÷òî ìû áå-

ðåì â êà÷åñòâå ñòîëáöîâ âñå ðàçëè÷íûå âåêòîðà âèäà (a, b), ãäå a

ñòîëáåö èç A, à b ñòîëáåö èç B. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà,

òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê ïðèâåäåííîé, çàäàåò êîä, ñâîáîäíûé îò (3, 3)

ïåðåêðûòèé. Òàêèì îáðàçîì, TR(3, 3) = 7.

Óòâåðæäåíèå 36. Äëÿ êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (5, 5) ïåðåêðûòèé,

èìååì TR(5, 5) = 11.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ èç óòâåðæäåíèÿ 4, íî

ñ äëèíîé 6, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìàòðèöó ðàçìåðà 12× 784:
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A(5) 0 A(1) 1 A(2) A(5) A(4) A(1) A(3)

0 A(5) 1 A(1) A(5) A(2) A(1) A(4) A(3)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê ïðèâåäåí-

íîé, çàäàåò êîä, ñâîáîäíûé îò (5, 5) ïåðåêðûòèé.

Çàìå÷àíèå 9. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 5 ìû ïðèâåëè

ïðèìåð êîäà, ñâîáîäíîãî îò (5, 5) ïåðåêðûòèé, ðàçìåðà 784× 12. Îä-

íàêî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî N(12, 5, 5) ≤ 774.

Ïåðåäåì òåïåðü ê èçó÷åíèþ îïòèìàëüíîñòè è åäèíñòâåííîñòè

òðèâèàëüíûõ êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (w, r) ïåðåêðûòèé.

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî îöåíêó íà ðàçìåð êîäà ìîæíî óòî÷íèòü â

ñëó÷àå, êîãäà F (T, x, y) ≤ w, ãäå F (T, x, y) = ⌊x(T+1)
x+y ⌋.

Óòâåðæäåíèå 37. Åñëè F (T, x, y) ≤ w, òî äëÿ öåëûõ ïîëîæè-

òåëüíûõ x, y (x < w, y < r) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

N(T,w, r) ≥ N(T − x− y, w − x, r − y) ·
(︁

T
x+y

)︁(︁
x+y
x

)︁(︁
w
x

)︁(︁
T−w
y

)︁ .
Áîëåå òîãî, ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

âåñ ëþáîé ñòðîêè äëÿ ìàòðèöû êîäà, ñâîáîäíîãî îò ïåðåêðûòèé

ðàâåí w.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó C, ÿâëÿþùåéñÿ ìàòðè-

öåé îïòèìàëüíîãî êîäà, ñâîáîäíîãî îò (w, r) ïåðåêðûòèé. Ïîäñ÷èòà-

åì ÷èñëî ïîäìàòðèö ìàòðèöû C, òàêèõ ÷òî èõ ðàçìåð ðàâåí 1 íà

(x+ y), à ÷èñëî åäèíèö ðàâíî x. Åñëè âåñòè ïîäñ÷åò ïî ñòîëáöàì, òî

÷èñëî òàêèõ ïîäìàòðèö áóäåò íå ìåíüøå, ÷åì

N(T − x− y, w − x, r − y) ·
(︃

T

x+ y

)︃
·
(︃
x+ y

x

)︃
.
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Äåéñòâèòåëüíî, êîãäà ìû ôèêñèðóåì âûáîð (x+ y) ñòîëáöîâ è â íèõ

âûáîð x ñòîëáöîâ, â êîòîðûõ ñòîÿò åäèíèöû, òî ÷èñëè ñòðîê, â êî-

òîðûõ èìåííî òàêîå ðàñïîëîæåíèå íóëåé è åäèíèö, íå ìîæåò áûòü

ìåíüøå, ÷åì N(T − x − y, w − x, r − y), ïîñêîëüêó òîëüêî â òàêèõ

ñòðîêàõ äàííîå ðàñïîëîæåíèå åäèíèö è íóëåé è ïîäìàòðèöà, ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ òàêèì ñòðîêàì è ñòîëáöàì, íå âõîäÿùèì â âûáðàííûå,

îáðàçóåò êîä, ñâîáîäíûé îò (w − x, r − y) ïåðåêðûòèé.

Åñëè âåñòè ïîäñ÷åò ïî ñòðîêàì, òî ÷èñëî òàêèõ ïîäìàòðèö ðàâíî

n∑︂
i=1

(︃
ai
x

)︃(︃
T − ai

y

)︃
,

ãäå ÷åðåç ai îáîçíà÷åíî ÷èñëî åäèíèö â i-îé ñòðîêå ìàòðèöû C.

Ñëåäîâàòåëüíî,

N(T − x− y, w− x, r− y) ·
(︃

T

x+ y

)︃(︃
x+ y

x

)︃
≤ N max

a

(︃
a

x

)︃(︃
T − a

y

)︃
.

Ìàêñèìóì ôóíêöèè f(a) =
(︁
a
x

)︁(︁
T−a
y

)︁
èùåòñÿ ïî öåëûì çíà÷åíèÿì a,

ïîýòîìó òî÷êà ìàêñèìóìà ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (x−1, T −y+1),

íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f(a) ïîëîæèòåëüíà è âûïóêëà ââåðõ. Íà ýòîì

èíòåðâàëå f(a) ≥ f(a−1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a ≤ F (T, x, y).

Äåéñòâèòåëüíî, ðàçäåëèì f(a) íà f(a−1) è ðàñïèøåì áèíîìèàëüíûå

êîýôôèöèåíòû ÷åðåç ôàêòîðèàëû. Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ïîëó÷èì

a(T − a+ 1− y)

(a− x)(T − a+ 1)
≥ 1,

÷òî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî a(x+ y) ≤ x(T + 1).

Ïîýòîìó

max
a

(︃
a

x

)︃(︃
T − a

y

)︃
=

(︃
F (T, x, y)

x

)︃(︃
T − F (T, x, y)

y

)︃
,
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îòêóäà è âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ.

Ïðè ýòîì, åñëè F (T, x, y) ≤ w, òî ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå

a = w, òàê êàê âåñ ëþáîé ñòðîêè ìàòðèöû, êîòîðàÿ çàäàåò îïòè-

ìàëüíûé êîä, ñâîáîäíûé îò (w, r) ïåðåêðûòèé, íå ìåíüøå ÷åì w.

Äåéñòâèòåëüíî, ëþáóþ ñòðî÷êó ñ ìåíüøèì âåñîì ìîæíî óäàëèòü è

êîä îñòàíåòñÿ êîäîì, ñâîáîäíûì îò (w, r) ïåðåêðûòèé - ýòî ñðàçó âû-

òåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ òàêîãî êîäà. Èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ

ñðàçó âèäíî, ÷òî ðàâåíñòâî â ôîðìóëèðîâêå óòâåðæäåíèÿ âîçìîæíî

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåñ ëþáîé ñòðîêè ðàâåí w.

3.7 Êîäû, ñâîáîäíûå îò (w, r) ïåðåêðûòèé, ñ îãðà-

íè÷åíèÿìè íà âîçìîæíûå êîàëèöèè

Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ïðèëîæåíèé êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò

(w, r)- ïåðåêðûòèé, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ ïðîáëå-

ìà (ñì., íàïðèìåð, [161]). Èìååòñÿ T ïîëüçîâàòåëåé è N ñåêðåòíûõ

êëþ÷åé. Êàæäûé ïîëüçîâàòåëü èìååò ñâîé íàáîð êëþ÷åé, è ãðóï-

ïà ïîëüçîâàòåëåé ìîæåò âåñòè îáìåí èíôîðìàöèåé, åñëè íàéäåòñÿ

îáùèé äëÿ âñåé ãðóïïû ñåêðåòíûé êëþ÷. Äâîè÷íûé êîä â äàííîé

çàäà÷å èñïîëüçóåòñÿ êàê ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè, çàäàþùàÿ ðàñïðå-

äåëåíèå êëþ÷åé ìåæäó ïîëüçîâàòåëÿìè. Êîä, ñâîáîäíûé îò (w, r)

ïåðåêðûòèé, ãàðàíòèðóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïû èç w ïîëüçîâàòå-

ëåé è ãðóïïû èç r äðóãèõ ïîëüçîâàòåëåé íàéäåòñÿ òàêîé êëþ÷, ÷òî

âñå ïîëüçîâàòåëè ïåðâîé ãðóïïû èìåþò ýòîò êëþ÷ (è, ïîýòîìó, ìîãóò

âåñòè îáìåí èíôîðìàöèåé), òîãäà êàê íè ó îäíîãî èç r ïîëüçîâàòå-

ëåé âòîðîé ãðóïïû ýòîãî êëþ÷à íåò. Òåì ñàìûì, ïîëüçîâàòåëè ïåðâîé

ãðóïïû ìîãóò îáìåíèâàòüñÿ èíôîðìàöèåé ñåêðåòíî îò ïîëüçîâàòåëåé
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âòîðîé ãðóïïû. Îäíàêî, íåòðóäíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ñèòóàöèþ, êîãäà

íåêîòîðûå ïîëüçîâàòåëè íèêîãäà îäíîâðåìåííî íå âîéäóò â ïåðâóþ

ãðóïïó ïî òåì èëè èíûì ïðè÷èíàì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì çàäàíî

ìíîæåñòâî S, ñîñòîÿùåå èç w-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ [T ], ïîêàçû-

âàþùèõ, êàêèå íàáîðû ïîëüçîâàòåëåé ìîãóò âîéòè â ïåðâóþ ãðóïïó.

Â ýòîé ñèòóàöèè åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëå-

íèå.

Îïðåäåëåíèå 9. Äâîè÷íàÿ ìàòðèöà C = ∥cij∥ ðàçìåðà N × T

íàçûâàåòñÿ êîäîì, ñâîáîäíûì îò (w, r) ïåðåêðûòèé, ñ îãðàíè÷åíè-

ÿìè S (S ⊂ 2T ) íà âîçìîæíûå êîàëèöèè, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ J1 ∈ S, J2 ⊂ [T ] ìîùíîñòè |J1| = w è

|J2| = r ñóùåñòâóåò i ∈ [N ] òàêîå, ÷òî cij = 1 äëÿ âñåõ j ∈ J1 è

cij = 0 äëÿ âñåõ j ∈ J2.

Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî T ≥ w + r è

w ≤ r. Îáîçíà÷èì ÷åðåç NS(T,w, r) ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñòðîê äëÿ

êîäà, ñâîáîäíîãî îò (w, r) ïåðåêðûòèé, ñ îãðàíè÷åíèÿìè S íà âîç-

ìîæíûå êîàëèöèè c çàäàííûì ÷èñëîì ñòîëáöîâ T . Áóäåì íàçûâàòü

êîä òðèâèàëüíûì, åñëè NS(T,w, r) = |S|.
Óòâåðæäåíèå 38. a) Äëÿ ëþáîãî S

N(T,w, r) ≤ NS(T,w, r) +

(︃
T

w

)︃
− |S|.

b) Äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ T , w + r ≤ T ≤ TR(w, r) èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

N(T,w, r) =

(︃
T

w

)︃
.

c) Åñëè TR(w, r) ≥ T, òî äëÿ ëþáîãî S

NS(T,w, r) = |S|.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ê ìàòðèöå êîäà, ñâîáîäíî-

ãî îò (w, r) ïåðåêðûòèé, ñ îãðàíè÷åíèÿìè S íà âîçìîæíûå êîàëè-

öèè ìîæíî äîáàâèòü
(︁
T
w

)︁
− |S| ñòðîê âåñà w òàê, ÷òî ïîëó÷èòñÿ êîä,

ñâîáîäíûé îò (w, r) ïåðåêðûòèé. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâîñòü ï.

à) äîêàçàíà. Òåïåðü, åñëè N(T,w, r) =
(︁
T
w

)︁
äëÿ íåêîòîðîãî T , òî äëÿ

T−1 óòâåðæäåíèå ï. b) òîæå âåðíî. Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëèì ñèñòå-

ìó S, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå w-ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà [T ],

íå ñîäåðæàùèå íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà (ò.å. íà ñàìîì

äåëå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà [T −1]). Ïîäñòàâëÿÿ â ï. a) óêàçàííîå

ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷àåì:

N(T − 1, w, r) ≥ N(T,w, r)−
(︃
T

w

)︃
+ |S|.

Òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå N(T −1, w, r) =
(︁
T−1
w

)︁
âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî

N(T,w, r) =
(︁
T
w

)︁
è |S| =

(︁
T−1
w

)︁
. Óòâåðæäåíèå ï. c) òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìûì ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèÿ èç ï. a) è îïðåäåëåíèÿ òðèâèàëü-

íîãî êîäà.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü S1 = {
(︁
T
2

)︁
\{1, 3}\{4, 5}\{2, 6}}. Ðàññìîòðèì

ñëåäóþùèé êîä, ñâîáîäíûé îò (2, 2) ïåðåêðûòèé, ñ îãðàíè÷åíèÿìè

S1 íà âîçìîæíûå êîàëèöèè:
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1 1 0 1 0 0

0 1 1 0 1 0

0 0 1 1 0 1

1 0 0 0 1 1

1 1 1 0 0 1

0 1 1 1 0 0

1 0 1 1 1 0

0 1 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1

1 0 0 1 0 1

1 1 0 0 1 0

Èç óòâåðæäåíèÿ 6 è òîãî, ÷òî N(8, 2, 2) = 14 âûòåêàåò, ÷òî êîä,

ñâîáîäíûé îò (2, 2) ïåðåêðûòèé, ñ îãðàíè÷åíèÿìè S1 íà âîçìîæíûå

êîàëèöèè, ïðèâåäåííûé â ïðèìåðå, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì è íåòðè-

âèàëüíûì.

3.8 Êîäû, ñâîáîäíûå îò ïåðåêðûòèé, è ðàçäåëÿ-

þùèå êîäû

Êîäû, ñâîáîäíûå îò (w, r) ïåðåêðûòèé, òåñíî ñâÿçàíû ñ ðàçäåëÿ-

þùèìè (w, r) êîäàìè.

Îïðåäåëåíèå 10. Äâîè÷íàÿ ìàòðèöà C = ∥cij∥ ðàçìåðà N × T

íàçûâàåòñÿ ðàçäåëÿþùèì (w, r) êîäîì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ J1, J2 ⊂ [T ] ìîùíîñòè |J1| = w è

|J2| = r ñóùåñòâóåò êîîðäèíàòà i ∈ [N ] òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâà

cij, ãäå j ∈ J1 è cij, ãäå j ∈ J2 íå ïåðåñåêàþòñÿ.

135



Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äâîè÷íûõ ðàçäåëÿþùèõ êîäîâ ëèáî cij = 1

äëÿ âñåõ j ∈ J1 è cij = 0 äëÿ âñåõ j ∈ J2, ëèáî íàîáîðîò cij = 0 äëÿ

âñåõ j ∈ J1 è cij = 1 äëÿ âñåõ j ∈ J2.

Äîñòàòî÷íî ïîäðîáíóþ áèáëèîãðàôèþ ïî ðàçäåëÿþùèì êîäàì

ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [87] è [151].

Êîäû îïðåäåëÿþòñÿ êàê ìàòðèöû, â êîòîðîé êàæäûé ñòîëáåö ÿâ-

ëÿåòñÿ êîäîâûì ñëîâîì. Êàê îáû÷íî, çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè

íàèáîëüøåãî êîëè÷åñòâà êîäîâûõ ñëîâ ïðè ôèêñèðîâàííîé äëèíå êî-

äà. Ìàòðèöà êîäà íàïðÿìóþ ñâÿçàíû ñ ãðóïïîâûì òåñòèðîâàíèåì,

ïðè ýòîì êîäîâàÿ çàäà÷à ñîãëàñóåòñÿ ñ çàäà÷åé ïîèñêà (íàõîæäå-

íèå ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà âîïðîñîâ ïðè ôèêñèðîâàííîì êîëè÷åñòâå

ýëåìåíòîâ â ðàññìàòðèâàåìîì ìíîæåñòâå). Êàæäóþ ñòðîêó ìàòðèöû

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âîïðîñ. Ýëåìåíò j, 1 ≤ j ≤ T âõîäèò â

ïîäìíîæåñòâî Si, 1 ≤ i ≤ N òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà cij = 1.

Â îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòå [149] ïîêàçàíî, ÷òî (1, d) êîäû, ñâî-

áîäíûå îò ïåðåêðûòèé, ðàçìåðà N × T ïîçâîëÿþò çà N âîïðîñîâ

îïðåäåëèòü íå áîëåå, ÷åì d äåôåêòîâ â ìíîæåñòâå îáúåìà T â íåàäàï-

òèâíîé êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ïîèñêà.

Ìû ïîñòðîèì íîâóþ ìîäåëü ãðóïïîâîãî òåñòèðîâàíèÿ, ñâÿçàííî-

óþ ñ ðàçäåëÿþùèìè êîäàìè è êîäàìè, ñâîáîäíûìè îò ïåðåêðûòèé.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäåëü ãðóïïîâîãî òåñòèðîâàíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî S1 = S è S0 = T \ S, à âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ ïðîèç-

âîëüíîå ïîäìíîæåñòâî S ìíîæåñòâà [T ]. Îäíàêî îòâåòû ìû òåïåðü

áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå:

V (S) =

⎧⎨⎩1 åñëè |S1 ∩D| > |S0 ∩D|

0 åñëè |S1 ∩D| < |S0 ∩D|
(70)
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Äëÿ îñòàâøåãîñÿ ñëó÷àÿ, êîãäà | S1∩D |=| S0∩D |, ìîæíî ðàññìîò-
ðåòü íåñêîëüêî âàðèàíòîâ îòâåòîâ:

I1. îòâåò ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì.

I2. îòâåò 1, åñëè |S1| ≥ |S0| è îòâåò 0, åñëè |S1| < |S0|
I3. îòâåò 1 âñåãäà, êîãäà | S1 ∩D |=| S0 ∩D |.
I4. îòâåò ∗ âñåãäà, êîãäà | S1 ∩ D |=| S0 ∩ D |. (òîãäà îòâåòû

íà âîïðîñû îáðàçóþò ìíîæåñòâî 0, 1, ∗ è òàêàÿ ìîäåëü íàïîìèíàåò

îòûñêàíèå ôàëüøèâûõ ìîíåò ñ ïîìîùüþ âçâåøèâàíèé íà ÷àøå÷íûõ

âåñàõ).

Ìû ðàçáåðåì òîëüêî ñëó÷àé I3. Íî ñíà÷àëà ðàññìîòðèì íàèáî-

ëåå ïðîñòîé âàðèàíò, êîãäà äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî äå-

ôåêòíûõ ýëåìåíòîâ íå÷åòíî. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îòíîñÿòñÿ èìåííî

ê òàêîìó ñëó÷àþ, è â íåé èçó÷àåòñÿ íåàäàïòèâíîå òåñòèðîâàíèå.

Åùå ðàç íàïîìíèì, ÷òî d′ ýòî ÷èñëî äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ (d′ ≤ d

).

Òåîðåìà 10. Ïóñòü èìååòñÿ (w,w) ðàçäåëÿþùèé êîä ðàçìåðà

N×T . Òîãäà çà N âîïðîñîâ ìîæíî íàéòè âñå äåôåêòíûå ýëåìåíòû,

åñëè d = 2w − 1, à îòâåòû íà âîïðîñû äàþòñÿ ñîãëàñíî I3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäóþ ñòðîêó ìàòðèöû ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê âîïðîñ. Ýëåìåíò j, 1 ≤ j ≤ T âõîäèò â ïîäìíîæåñòâî

Si, 1 ≤ i ≤ N òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà cij = 1.

Ðàññìîòðèì íàáîðû, ñîñòîÿùèå èç r ñòîëáöîâ ìàòðèöû ðàçäåëÿ-

þùåãî êîäà, ãäå r = 1, 2 . . . , w. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî íàáîðà A áóäåì

ïðîâåðÿòü ñëåäóþùåå óñëîâèå. Ïóñòü íàáîð A ñîñòîèò èç ñòîëáöîâ

j1, j2, . . . , jr. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L0(A) è L1(A) ìíîæåñòâî ñòðîê, äëÿ

êîòîðûõ cij1 = cij2 = . . . = cijr = 0 è cij1 = cij2 = . . . = cijr = 1

ñîîòâåòñòâåííî.
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Ñêàæåì, ÷òî íà íàáîðå A âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå G1(r), åñëè íàáîð

A òàêîâ, ÷òî íà ëþáîé âîïðîñ èç L0(A) äàåòñÿ îòâåò 0, à íà âîïðîñ

èç L1(A) âñåãäà äàåòñÿ îòâåò 1.

Åñëè d′ = 2r− 1, òî íàéäåòñÿ ðîâíî
(︁

d′

(d′+1)/2

)︁
íàáîðîâ èç r ñòîëá-

öîâ, íà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå G1(r).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íàáîðA, |A| = r öåëèêîì ñîñòîèò èç äåôåêò-

íûõ ýëåìåíòîâ, òî íà íàáîðå A âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå G1(r). Åñëè â

íàáîðå A åñòü õîòü îäèí íå äåôåêòíûé ñòîëáåö, òî âíå ýòîãî íàáîðà

áóäåò íå ìåíåå, ÷åì r äåôåêòîâ. Ïóñòü ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ B ñîäåð-

æèò r äåôåêòíûõ ñòîëáöîâ, íå âõîäÿùèõ â A. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ

ðàçäåëÿþùåãî êîäà ñ J1 = A è J2 = B âûòåêàåò, ÷òî äëÿ òàêîãî

íàáîðà A óñëîâèå G1(r) íå áóäåò âûïîëíåíî.

Åñëè d′ ≥ 2r + 1, òî íå íàéäåòñÿ íè îäíîãî íàáîðà, íà êîòîðîì

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå G1(r).

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ðàçäåëÿþùåãî êîäà è

òîãî, ÷òî ëþáîé íàáîð A, |A| = r ìîæåò áûòü äîïîëíåí äî ìíîæåñòâà

èç w ñòîëáöîâ òàê, ÷òî â ýòîì ìíîæåñòâå ÷èñëî äåôåêòîâ ìåíüøå,

÷åì â íåêîì äðóãîì íàáîðå èç w ñòîëáöîâ (íàëè÷èå â ìàòðèöå õîòü

îäíîãî íå äåôåêòíîãî ñòîëáöà âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî T ≥ 2w).

Òàêèì îáðàçîì, ìû â êàêîé-òî ìîìåíò íàéäåì íàèìåíüøåå r äëÿ

êîòîðîãî íàéäåòñÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî (ðîâíî
(︁

d′

(d′+1)/2

)︁
) íàáîðîâ èç

r ñòîëáöîâ íà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå G1(r) è ñëåäîâàòåëüíî

ìû âîññòàíîâèì âñå äåôåêòíûå ýëåìåíòû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìîäåëü, êîãäà îòâåòû íà âîïðîñû äàþòñÿ ñî-
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ãëàñíî I3.

V (S) =

⎧⎨⎩1 åñëè |S1 ∩D| ≥ |S0 ∩D|

0 åñëè |S1 ∩D| < |S0 ∩D|
(71)

Òåîðåìà 11. Ïóñòü T > 2w è ìàòðèöà âîïðîñîâ îáëàäàåò ñâîé-

ñòâîì (w,w) êîäà, ñâîáîäíîãî îò ïåðåêðûòèé ðàçìåðà N × T äëÿ

d = 2w − 1 èëè ñâîéñòâîì (w,w + 1) êîäà, ñâîáîäíîãî îò ïåðåêðû-

òèé ðàçìåðà N ×T äëÿ d = 2w. Òîãäà çà N âîïðîñîâ ìîæíî íàéòè

âñå äåôåêòíûå ýëåìåíòû, åñëè îòâåòû äàþòñÿ ñîãëàñíî I4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ìíîæåñòâ èç r ñòîëáöîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç

L1(A) ìíîæåñòâî ñòðîê, äëÿ êîòîðûõ cij1 = cij2 = . . . = cijr = 1, ãäå

r = 1, 2 . . . , w.

Íà íàáîðå A âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå G2(r), åñëè íàáîð A òàêîâ, ÷òî

íà ëþáîé âîïðîñ èç L1(A) âñåãäà äàåòñÿ îòâåò 1.

Åñëè d′ = 2r − 1, òî íàéäåòñÿ ðîâíî
(︁

d′

(d′+1)/2

)︁
íàáîðîâ A, |A| = r

íà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå G2(r).

Åñëè d′ = 2r, òî íàéäåòñÿ ðîâíî
(︁

d′

d′/2

)︁
íàáîðîâ A, |A| = r íà

êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå G2(r).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íàáîð A, |A| = r öåëèêîì ñîñòîèò èç äå-

ôåêòíûõ ýëåìåíòîâ, òî íà òàêîì íàáîðå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå G2(r).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íà ìíîæåñòâå èç r ñòîëáöîâ, ñîäåðæàùåì õîòü îäèí

íå äåôåêòíûé ñòîëáåö óñëîâèå G2(r) íå âûïîëíÿëîñü íàäî, ÷òîáû

ìàòðèöà âîïðîñîâ îáëàäàëà ñâîéñòâîì (r, w) êîäà, ñâîáîäíîãî îò ïå-

ðåêðûòèé, äëÿ d = 2w − 1 è ñâîéñòâîì (r, w + 1) êîäà, ñâîáîäíîãî

îò ïåðåêðûòèé äëÿ ñëó÷àÿ d = 2w. Ïîñêîëüêó r ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ

îò 1 äî w, òî ïîëó÷èì óñëîâèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå â òåîðåìå. Áîëåå

òîãî, âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå d = 2w− 1 îò ìàòðèöû âîïðîñîâ äîñòàòî÷-
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íî ñâîéñòâà (w − 1, w) êîäà, ñâîáîäíîãî îò ïåðåêðûòèé, è ñâîéñòâîì

(w,w) ðàçäåëÿþùåãî êîäà, íî ïðè ýòîì íàäî ïðîâåðÿòü íå òîëüêî

óñëîâèå G2(r), íî è óñëîâèå G1(r) èç òåîðåìû 1.

Åñëè d′ ≥ 2r + 1, òî íå íàéäåòñÿ íè îäíîãî íàáîðà, íà êîòîðîì

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå G2(r).

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî B èç w ñòîëáöîâ òàê, ÷òî

â ýòî ìíîæåñòâî âõîäèò äåôåêòíûõ ñòîëáöîâ íå ìåíüøå, ÷åì

min{w, ⌊(d′ + 1)/2⌋}. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ êîäà, ñâîáîäíîãî îò

ïåðåêðûòèé, ñëåäóåò, ÷òî íà ëþáîì íàáîðå èç r ñòîëáöîâ ïðè r ≤
(d′ − 1)/2 óñëîâèå G2(r) íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ.

Ñëó÷àé d′ = 2r − 1 ìû ìîæåì îòëè÷èòü îò ñëó÷àÿ d′ = 2r ïî

÷èñëó íàáîðîâ A, |A| = r íà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå G2(r).

Çàìå÷àíèå 10. Êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, â ñëó÷àå

d = 2w − 1 äëÿ ìàòðèöû âîïðîñîâ äîñòàòî÷íî ñâîéñòâà (w − 1, w)

êîäà, ñâîáîäíîãî îò ïåðåêðûòèé, è ñâîéñòâà (w,w) ðàçäåëÿþùåãî êî-

äà. Åñëè ìàòðèöà îáëàäàåò ñâîéñòâîì (w,w) êîäà, ñâîáîäíîãî îò ïå-

ðåêðûòèé, òî, ýòè ñâîéñòâà, î÷åâèäíî, áóäóò âûïîëíÿòüñÿ. Åùå ðàç

îòìåòèì, ÷òî òîëüêî ñâîéñòâà (w,w) ðàçäåëÿþùåãî êîäà çäåñü áó-

äåò íåäîñòàòî÷íî. Çäåñü ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ðàçëè÷èå ìåæäó

êîäàìè, ñâîáîäíûìè îò ïåðåêðûòèé, è ðàçäåëÿþùèìè êîäàìè.

3.9 Îêðàøåííûå êîäû, ñâîáîäíûå îò ïåðåêðûòèé

Îäíî èç íàèáîëåå âàæíûõ ïðèëîæåíèé êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (w,

ã) ïåðåêðûòèé, îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé êðèïòîãðàôè÷åñêîé ïðîáëå-

ìîé.

Èìååòñÿ T ïîëüçîâàòåëåé è N ñåêðåòíûõ êëþ÷åé. Êàæäûé ïîëü-
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çîâàòåëü èìååò ñâîé íàáîð êëþ÷åé, è ãðóïïà ïîëüçîâàòåëåé ìîæåò

âåñòè îáìåí èíôîðìàöèåé, åñëè íàéäåòñÿ îáùèé äëÿ âñåé ãðóïïû

ñåêðåòíûé êëþ÷. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äëÿ ëþáîé ãðóïïû èç w ïîëüçî-

âàòåëåé è ãðóïïû èç r äðóãèõ ïîëüçîâàòåëåé íàøåëñÿ òàêîé êëþ÷,

÷òî âñå ïîëüçîâàòåëè ïåðâîé ãðóïïû èìåþò ýòîò êëþ÷, è òåì ñàìûì,

ìîãóò âåñòè îáìåí èíôîðìàöèåé, òîãäà êàê íè ó îäíîãî èç r ïîëüçî-

âàòåëåé âòîðîé ãðóïïû ýòîãî êëþ÷à íåò.

Òåì ñàìûì, ïîëüçîâàòåëè ïåðâîé ãðóïïû ìîãóò îáìåíèâàòüñÿ èí-

ôîðìàöèåé ñåêðåòíî îò ïîëüçîâàòåëåé âòîðîé ãðóïïû.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ó âñåõ ïîëüçîâàòåëåé èìååòñÿ îäèíà-

êîâûé íàáîð êëþ÷åé, íî êàæäûé êëþ÷ èìååò íåñêîëüêî ñîñòîÿíèé,

â êîòîðûõ îí ìîæåò íàõîäèòüñÿ.

Ïðè÷åì, ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû âñå êëþ÷è èìåþò îäíî è òî æå ÷èñëî

òàêèõ ñîñòîÿíèé.

Ïîëüçîâàòåëü íå ìîæåò ïîìåíÿòü ñîñòîÿíèå êëþ÷à è ìîæåò îá-

ìåíèâàòüñÿ èíôîðìàöèåé ñ ïîëüçîâàòåëÿìè, èäåíòè÷íûé êëþ÷ êî-

òîðûõ íàõîäèòñÿ â òîì æå ñîñòîÿíèè.

Ïóñòü òåïåðü èìååòñÿ íåñêîëüêî ãðóïï ïîëüçîâàòåëåé (÷èñëî òà-

êèõ ãðóïï íå áîëüøå ÷èñëà ñîñòîÿíèé êëþ÷à).

Ìû õîòèì, ÷òîáû íàøåëñÿ êëþ÷ òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïû

ïîëüçîâàòåëåé îí èìååò îäèíàêîâîå ñîñòîÿíèå (à äëÿ ðàçíûõ ãðóïï -

ðàçíûå ñîñòîÿíèÿ), è òåì ñàìûì, ïîëüçîâàòåëè âíóòðè êàæäîé ãðóï-

ïû ìîãëè áû âåñòè îáìåí èíôîðìàöèåé ñåêðåòíî îò äðóãèõ ãðóïï.

Åñòåñòâåííî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ýòó ñèòóàöèþ â âèäå q-è÷íîé ìàò-

ðèöû C = c(ij) ðàçìåðà N ×T , â êîòîðîé cij = k, åñëè ó j-òî ïîëüçî-

âàòåëÿ i-é ñåêðåòíûé êëþ÷ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè k. Òîãäà îïèñàííîå

âûøå ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ãðóïï R0, R1 . . . Rq−1 ⊂ [T ]
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ðàçìåðà |Rs| = rs ñóùåñòâóåò êîîðäèíàòà i ∈ [N ] òàêàÿ, ÷òî cij = s

äëÿ âñåõ j ∈ Rs, ãäå s = 0, 1, . . . , q − 1.

Ìû áóäåì â äàëüíåéøåì íàçûâàòü òàêóþ ìàòðèöó êîäîì, ñâîáîä-

íûì îò (r0, r1, . . . , rq−1) ïåðåêðûòèé, èëè îêðàøåííûì êîäîì, ñâîáîä-

íûì îò ïåðåêðûòèé.

Íàì áû õîòåëîñü ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî ñåêðåòíûõ êëþ÷åé ïðè

ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå ïîëüçîâàòåëåé, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ìàêñè-

ìèçèðîâàòü ÷èñëî ïîëüçîâàòåëåé ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå êëþ÷åé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè òàêîé ìàòðèöû

C, ÷òî óêàçàííîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ, à ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèöû

ïî âîçìîæíîñòè ìàêñèìàëüíî. ×àñòî ìû áóäåì íàçûâàòü ñòîëáöû

ìàòðèöû Ñ êîäîâûìè ñëîâàìè, à ñàìó ìàòðèöó q-è÷íûì êîäîì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(T, r0, r1, . . . , rq−1) ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ

äëèíó äëÿ êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (r0, r1, . . . , rq−1) ïåðåêðûòèé, äàííîé

ìîùíîñòè T .

Îêðàøåííûé êîä áóäåò íàçûâàòüñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè

N = N(T, r0, r1, . . . , rq−1). Ñêîðîñòüþ q-è÷íîãî êîäà äëèíû N è

ìîùíîñòè T íàçûâàåòñÿ, êàê îáû÷íî, âåëè÷èíà R = logq T/N . Â äàí-

íîé ñòàòüå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñêî-

ðîñòè òàêèõ (îïòèìàëüíûõ) êîäîâ.

Îïðåäåëåíèå 11. q-è÷íàÿ ìàòðèöà C = ∥cij∥ ðàçìåðà N × T

ÿâëÿåòñÿ (r0, r1, . . . , rq−1) êîäîì, ñâîáîäíûì îò ïåðåêðûòèé, åñëè

äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ R0, R1 . . . Rq−1 ⊂ [T ] ðàçìåðà |Rs| = rs

ñóùåñòâóåò êîîðäèíàòà i ∈ [N ] òàêàÿ, ÷òî cij = s äëÿ âñåõ j ∈ Rs,

ãäå s = 0, 1, . . . , q − 1.

Åñëè äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ R0, R1 . . . Rq−1 ⊂ [T ], ó êîòîðûõ

|Rs| = rs ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà òàêàÿ êîîðäèíàòà, òî ìû ñêàæåì,
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÷òî òàêîé êîä ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì îêðàøåííûì êîäîì, ñâîáîäíûì

îò ïåðåêðûòèé.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé r0 = r1 = . . . = rq−1 = 1.

Ïóñòü T = q + x è x ≤ q. Ãðàíèöà Ïëîòêèíà óòâåðæäàåò, ÷òî

N =
(q + x)!

2xx!
.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé x = q, êîòîðûé âûãëÿäèò íàèáîëåå èíòåðåñíûì.

Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èìååì

Ni =
(q + x− 1)!

2(x−1)x!
= N/q,

ãäå Ni ýòî ÷èñëî ýëåìåíòîâ i â ïåðâîì ñòîëáöå.

Çíà÷èò, åñëè q = 2s, òî N = (2q − 1)!! íå äåëèòñÿ íà q è, ñëåäî-

âàòåëüíî, íå ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííûõ êîäîâ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nm1,m2,...,mk
÷èñëî ñòðîê, êîòîðûå ñîäåðæàò ýëå-

ìåíò mj â j-ì ñòîëáöå.

Nm1,m2,...,mk
=

(2q − s)!

2(q−k)q!

Åñëè q ̸= 2s − 1, òî íå ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííûõ êîäîâ äëÿ ýòîãî

ñëó÷àÿ ñ T = 2q.

Óòâåðæäåíèå 39. Ïóñòü C ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì

(r0, r1, . . . , rq−1) îêðàøåííûì êîäîì, ñâîáîäíûì îò ïåðåêðûòèé ðàç-

ìåðà T . Òîãäà ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííûé (1, r0, r1, . . . , rq−1) îêðàøåí-

íûé êîä, ñâîáîäíûé îò ïåðåêðûòèé ðàçìåðà T ′ = T + 1.

N(6, 1, 1, 1) = 15
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0 0 1 2 2 1

0 1 0 1 2 2

0 2 1 0 1 2

0 2 2 1 0 1

0 1 2 2 1 0

1 1 2 0 0 2

1 2 1 2 0 0

1 0 2 1 2 0

1 0 0 2 1 2

1 2 0 0 2 1

2 2 0 1 1 0

2 0 2 0 1 1

2 1 0 2 0 1

2 1 1 0 2 0

2 0 1 1 0 2

N(5, 1, 1, 1) = 15

Ìû ìîæåì óäàëèòü ñòîëáåö èç ïðèìåðà è ïîëó÷èì îïÿòü ñîâåðøåí-

íûé êîä.

N(4, 1, 1, 1) = 12

Åñëè ìû óäàëèì äâà ñòîëáöà èç ïðèìåðà, òî ó íàñ âîçíèêíåò òðè

ñòðîêè, ñîäåðæàùèå òîëüêî ïî äâà ýëåìåíòà. Óäàëÿÿ ýòè ñòðîêè,

îïÿòü ïîëó÷èì ñîâåðøåííûé êîä.

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òðèâèàëüíûé ñîâåðøåííûé êîä ñ T =

q + 1, çíà÷èò äëÿ T = 4 ñóùåñòâóåò êàê ìèíèìóì äâà íåýêâèâàëåíò-

íûõ êîäà.
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Èç Óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò êîäû ñ T = q + 2 è

T = q + 3 äëÿ âñåõ q. Ñëåäîâàòåëüíî ïåðâûé ñëó÷àé, äëÿ êîòîðîãî

íåèçâåñòíî ñóùåñòâîâàíèå ñîâåðøåííîãî êîäà, ýòî ñëó÷àé q = 5 è

T = 9.

Áûëî áû èíòåðåñíî íàéòè (1,1,1,1,1) ñîâåðøåííûé êîä ñ T = 9,

èëè äîêàçàòü åãî íåñóùåñòâîâàíèå.

Àíàëîãè÷íî, áû èíòåðåñíî íàéòè (1,1,1,1,1,1,1) ñîâåðøåííûé êîä

ñ T = 14, èëè äîêàçàòü åãî íåñóùåñòâîâàíèå.

Íàèáîëåå ïðîñòûå ïðèìåðû îêðàøåííûõ êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò ïå-

ðåêðûòèé, äàåò ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî r0 ≤ r1 ≤ . . . ≤ rq−1. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó,

ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå ðàçëè÷íûå íàáîðû, ñîäåðæàùèå ýëå-

ìåíò rs ðîâíî s ðàç, ãäå s = 0, 1, . . . , q − 2, à ýëåìåíò q − 1 çàíèìàåò

âñå îñòàâøèåñÿ ïîçèöèè â ñòðîêå. Ìû áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ìàòðèöó

òðèâèàëüíûì îêðàøåííûì êîäîì, ñâîáîäíûì îò ïåðåêðûòèé.

Áîëåå òî÷íî: âûáåðåì ïîçèöèè, êîòîðûå áóäåò çàíèìàòü ýëåìåíò

íîëü. ×èñëî âàðèàíòîâ òàêîãî âûáîðà ðàâíî
(︁
T
r0

)︁
. Äëÿ êàæäîãî âàðè-

àíòà ðàñïîëîæåíèÿ íóëÿ ðàññìîòðèì âñå âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ r1

åäèíèö. Ýòî áóäóò ðàçíûå ïîçèöèè, íî èõ ÷èñëî âñåãäà áóäåò ðàâíî(︁
T−r0
r1

)︁
. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ ïîëó÷èì ìàòðèöó ðàçìåðà N × T ,

ãäå

N =

(︃
T

r0

)︃(︃
T − r0
r1

)︃
. . .

(︃
T − r0 − r1 − . . .− rq−3

rq−2

)︃
Óòâåðæäåíèå 40. Ïóñòü r0 ≤ r1 ≤ . . . ≤ rq−1, ïðè÷åì ri ≥

lri−1. Òîãäà, åñëè T ≤ r0 + r1 + . . . + rq−1 + l, òî òðèâèàëüíûé

îêðàøåííûé êîä, ñâîáîäíûé îò ïåðåêðûòèé, îïòèìàëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó C ïðîèçâîëüíîãî îêðà-

øåííîãî êîäà, ñâîáîäíîãî îò ïåðåêðûòèé. Óäàëèì âñå ñòðîêè, â êî-
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òîðûõ íàéäåòñÿ ýëåìåíò s, âñòðå÷àþùèéñÿ ðåæå ÷åì rs ðàç. Ïîëó-

÷åííûé êîä, î÷åâèäíî, òîæå áóäåò îêðàøåííûì êîäîì, ñâîáîäíûì îò

ïåðåêðûòèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñòðîêå ýëåìåíò s âñòðå÷àåòñÿ Ts

ðàç. Òîãäà ýòà ñòðîêà îáðàçóåò

F =

(︃
T0

r0

)︃(︃
T1

r1

)︃
. . .

(︃
Tq−1

rq−1

)︃
ðàçëè÷íûõ ïîäìàòðèö ðàçìåðà 1 × (r0 + r1 + . . . + rq−1), êîòîðûå

ñîäåðæàò rs ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ çíà÷åíèå s äëÿ âñåõ s = 0, 1, . . . , q−
1.

Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìóì F äîñòèãàåòñÿ, êîãäà Ts = rs äëÿ

s = 0, 1, . . . , q − 2 è Tq−1 = rq−1 + l. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ñêîëüêî âñåãî

èìååòñÿ òàêèõ ïîäìàòðèö âî âñåé ìàòðèöå C, ïîëó÷èì

N ≥
(︃
T

r0

)︃(︃
T − r0
r1

)︃
. . .

(︃
T − r0 − r1 − . . .− rq−3

rq−2

)︃(︃
rq−1 + l

rq−1

)︃
/F,

÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,

÷òî åñëè êàêîå-òî Ti ≥ ri äëÿ i ∈ 0, 1, . . . , q − 2, òî óìåíüøàÿ ýòî

Ti íà åäèíèöó è, ñîîòâåòñòâåííî, óâåëè÷èâàÿ Ti íà åäèíèöó, ìû íå

óìåíüøèì âåëè÷èíó F . À ýòî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî(︃
rq−1 + b+ 1

rq−1

)︃(︃
ri + a− 1

ri

)︃
≥
(︃
rq−1 + b

rq−1

)︃(︃
ri + a

ri

)︃
ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

arq−1 ≥ (b+ 1)ri,

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî, ïîñêîëüêó

a ≥ 1 è b ≤ l − 1.

Ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ äëÿ íàñ âåëè÷èíà áóäåò îïðåäåëåíà äëÿ ïðî-

èçâîëüíîãî q-è÷íîãî êîäà C ðàçìåðà N × T .
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Ðàññìîòðèì öåëûå ïîëîæèòåëüíûå (x0, x1, . . . , xq−1) Çàôèêñèðó-

åì íàáîð I, ñîñòîÿùèé èç T = x0 + x1 + . . . + xq−1 êîäîâûõ ñëîâ, è

îáîçíà÷èì ïîäìàòðèöó ìàòðèöû C, îáðàçîâàííóþ ýòèìè êîäîâûìè

ñëîâàìè, ÷åðåç CX(I).

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà CX(I) èìååò ðàçìåð N × X. Íàçîâåì

Õ-ðàññòîÿíèåì äëÿ íàáîðà I ÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû CX(I), òàêèõ ÷òî

êàæäàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò xs ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ çíà÷åíèå s äëÿ âñåõ

s îò 0 äî q − 1. Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç d(CX(I)).

Îïðåäåëåíèå 12. Ìèíèìàëüíûì X-ðàññòîÿíèåì äëÿ q-è÷íîãî

êîäà C íàçîâåì âåëè÷èíó dX = min|I|=X d(CX(I)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç RN(dX) ñêîðîñòü q-è÷íîãî êîäà äëèíû N ñ ìè-

íèìàëüíûì X-ðàññòîÿíèåì dX . Äàëåå ìû äîêàæåì âåðõíèå ãðàíèöû

äëÿ ñêîðîñòè êîäà ñ ìèíèìàëüíûì X-ðàññòîÿíèåì dX , à çàòåì ïîêà-

æåì, êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýòè ãðàíèöû äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòî-

òè÷åñêèõ âåðõíèõ ãðàíèö äëÿ ñêîðîñòè îêðàøåííûõ êîäîâ, ñâîáîä-

íûõ îò ïåðåêðûòèé.

Òåîðåìà 12. Äëÿ q-è÷íîãî êîäà C äëèíû N ñ ìèíèìàëüíûì X-

ðàññòîÿíèåì dX ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ãðàíèöà:

RN(dX) ≤

(︄
1− XXx0!x1! . . . xq−1!dX

xx0
0 xx1

1 . . . x
xq−1

q−1 X!N

)︄
(1− logq(q − 1))

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî ïîäìàòðèö ìàòðèöû C, òà-

êèõ ÷òî èõ ðàçìåð ðàâåí 1 × X, à ÷èñëî ýëåìåíòîâ s ðàâíî xs, ãäå

s + 0, 1, . . . , q − 1. Åñëè âåñòè ïîäñ÷åò ïî ñòîëáöàì, òî ÷èñëî òàêèõ

ïîäìàòðèö íå ìåíüøå ÷åì
(︁
T
X

)︁
dX .

Òåïåðü áóäåì âåñòè ïîäñ÷åò ïî ñòðîêàì. Åñëè â ñòðîêå ýëåìåíò s

âñòðå÷àåòñÿ Ts ðàç, òî àñèìïòîòè÷åñêè ÷èñëî òàêèõ ïîäìàòðèö äëÿ
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êàæäîé ñòðîêè ðàâíî (︃
T0

x0

)︃(︃
T1

x1

)︃
. . .

(︃
Tq−1

xq−1

)︃
Àñèìïòîòè÷åñêè âåëè÷èíà

(︁
Ti

xi

)︁
ýêâèâàëåíòíà T

xi
i

xi!
, ïîñêîëüêó âñå xi-å

ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè.

Ìàêñèìóì ôóíêöèè

x0 lnT0 + x1 lnT1 + . . .+ xq−1 lnTq−1

ïðè îãðàíè÷åíèè x0 + x1 + . . . + xq−1 = T äîñòèãàåòñÿ ïðè Ti =
xiT
X ,

ïîýòîìó àñèìïòîòè÷åñêè ÷èñëî ïîäìàòðèö ìàòðèöû C ìåíüøå ÷åì

xx0
0 xx1

1 . . . x
xq−1

q−1 T
X

X

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

(T −X + 1)XdX
X!

≤
xx0
0 xx1

1 . . . x
xq−1

q−1 NTX

XXx0!x1! . . . xq−1!
(1 + o(1)).

Äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà ñëîâ êîäà ñ ìèíèìàëüíûì X-ðàññòîÿíèåì

dX ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

T (N, dX) ≤
qT (N − 1, dX)

q − 1

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü C - ìàòðèöà ðàçìåðà N × T , ñîñòàâëåííàÿ èç

êîäîâûõ ñëîâ ñ ìèíèìàëüíûìX-ðàññòîÿíèåì dX . Ðàññìîòðèì ïðîèç-

âîëüíóþ ñòðîêó â ýòîé ìàòðèöå è íàéäåì ýëåìåíò b, êîòîðûé âñòðå-

÷àåòñÿ ðåæå äðóãèõ â ýòîé ñòðîêå. Ïóñòü J - ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ, êî-

òîðûå â âûáðàííîé ñòðîêå èìåþò ýëåìåíò b. Óäàëÿÿ äàííóþ ñòðîêó

è ñòîëáöû ìíîæåñòâà J , ïîëó÷èì êîä C1 ðàçìåðà N1×T1, y êîòîðîãî
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T1 ≥ T (q−1)/q, à X-ðàññòîÿíèåì dX íå ìåíüøå, ÷åì â èñõîäíîì êîäå

C.

Ïðèìåíèì ýòî ñîîòíîøåíèå i ðàç è âûáåðåì íàèìåíüøåå öåëîå i,

òàêîå ÷òî

N − i ≤ XXdXx0!x1! . . . xq−1!

xx0
0 xx1

1 . . . x
xq−1

q−1 X!
.

Ïîñëå ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ïî îñíîâàíèþ q èìååì

logq T (N, dX) ≤ i− i logq(q − 1) + logq T (N − i, dX)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïîëó÷àåì òðå-

áóåìîå íåðàâåíñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåïåðü äîêàæåì ëåììó, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, êàê ñâÿçàíà âåëè÷è-

íà dX ñ êîäàìè, ñâîáîäíûìè îò (r0, r1, . . . , rq−1) ïåðåêðûòèé.

Ëåììà 8. Åñëè ñóùåñòâóåò îêðàøåííûé êîä C, ñâîáîäíûé îò

(r0, r1, . . . , rq−1) ïåðåêðûòèé, ðàçìåðà N × T , òî ñóùåñòâóåò îêðà-

øåííûé êîä, ñâîáîäíûé îò (r0−x0, r1−x1, . . . , rq−1−xq−1) ïåðåêðû-

òèé, ðàçìåðà

(dXx0!x1! . . . xq−1!/X!)× (T −X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîä C. Ïóñòü I íàáîð íîìåðîâ

ìîùíîñòè |I| = X òåõ êîäîâûõ ñëîâ, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìè-

íèìàëüíîå X-ðàññòîÿíèå dX . Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî I íà q ïîäìíî-

æåñòâ I0, I1, . . . , Iq−1) ìîùíîñòè Is = xs, òàê ÷òîáû ÷èñëî ïîçèöèé,

â êîòîðûõ ñëîâà èç s-ro ïîäìíîæåñòâà ïðèíèìàþò çíà÷åíèå s áû-

ëî ìèíèìàëüíûì. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ ïîçèöèé ÷åðåç I(q).

Î÷åâèäíî, ÷òî
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäìàòðèöó êîäà C, îáðàçîâàííóþ ñòðîêàìè

èç I(q) è ñòîëáöàìè èç [T ] I0 I1, . . . Iq−1. Èç îïðåäåëåíèÿ êîäà ñëåäó-

åò, ÷òî ýòà ïîäìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ êîäîì, ñâîáîäíûì îò (r0 − x0, r1 −
x1, . . . , rq−1 − xq−1) ïåðåêðûòèé, ÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó 3.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñóùåñòâóåò (r0, r1, . . . , rq−1) îêðàøåííûé

êîä C ìîùíîñòè T ñ ìèíèìàëüíûì X-ðàññòîÿíèåì dX , òî, äëÿ íàòó-

ðàëüíûõ xs (xs < rs), èìååì

N(T −X, r0 − x0, r1 − x1, . . . , rq−1 − xq−1) ≤
dXx0!x1! . . . xq−1!

X!
.

Òåîðåìà 13. Äëÿ ñêîðîñòè êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (r0, r1, . . . , rq−1)

ïåðåêðûòèé, ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ãðàíèöà:

R ≤ R(r0 − x0, r1 − x1, . . . , rq−1 − xq−1)

R(r0−x0, . . . , rq−1−xq−1)/(1−logq(q − 1)) +XX/(xx0
0 . . . x

xq−1

q−1 )
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îïòèìàëüíûé (r0, r1, . . . , rq−1)

êîä ìîùíîñòè T , äëèíû N(T, r0, r1, . . . , rq−1) ñî ñêîðîñòüþ

RT (r0, r1, . . . , rq−1). Èç òåîðåìû 12 âûòåêàåò, ÷òî ïðè T → ∞

RT ≤ (1− XXdXx0!x1! . . . xq−1!

xx0
0 xx1

1 . . . x
xq−1

q−1 X!N(T, r0, r1, . . . , rq−1)
)(1−logq(q−1))+o(1)

Çíà÷èò èìååì

RT ≤ (1−XXN(T−X, r0−x0, r1−x1, . . . , rq−1−xq−1)

xx0
0 xx1

1 . . . x
xq−1

q−1 N(T, r0, r1, . . . , rq−1)
)(1−logq(q−1)).

Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì RT−X(r0−x0, r1−x1, . . . , rq−1−xq−1) è

ïåðåäåì ê ïðåäåëó ïðè T → ∞. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðåêóððåíòíîå

íåðàâåíñòâî

R(1+
XX(1− logq(q − 1))

xx0
0 xx1

1 . . . x
xq−1

q−1 R(r0−x0, r1−x1, . . . , rq−1−xq−1)
) ≤ 1−logq(q−1).

Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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3.10 Âûâîäû

Â äàííîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ êîäû, ñâîáîäíûå îò (w, r) ïåðåêðûòèé.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì òðåòüåãî ïàðàãðàôà äàííîé ãëàâû ÿâëÿ-

åòñÿ Òåîðåìà 6. Îíà ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî íåêîòîðûå êîäû ÿâ-

ëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü íåêîòîðûõ

èç ýòèõ êîäîâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàåò Òåîðåìà 7.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ïÿòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿþòñÿ Òåîðåìà 8

è Óòâåðæäåíèå 31. Îíè ïîêàçûâàþò, êàê ìîæíî ïîëó÷àòü âåðõíèå

ãðàíèöû íà ñêîðîñòü êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò (w, r) ïåðåêðûòèé. Äëÿ

ýòîãî â ïÿòîì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ êîìïîçèöèîííîå ðàññòîÿíèå, ïîç-

âîëÿþùåå ïðèìåíèòü ïîäõîä ïîëó÷åíèÿ âåðõíèõ ãðàíèö íà ìîùíîñòü

êîäà èç òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.

Â øåñòîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû äëÿ òðèâèàëüíûõ

êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò ïåðåêðûòèé. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì øåñòîãî ïà-

ðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ Óòâåðæäåíèå 32.

Êðîìå òîãî, â äàííîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ êîäû ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà

âîçìîæíûå êîàëèöèè è îêðàøåííûå êîäû, ñâîáîäíûå îò ïåðåêðûòèé.

Äëÿ íèõ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â Òåîðåìå 12 è 13.

Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [66], [67], [68],

[69], [151], [152].
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4 Ñóììèðóþùèé êàíàë ìíîæåñòâåííîãî

äîñòóïà

Ìíîæåñòâî B = {b1, . . . , bm} ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà B íà-

çûâàåòñÿ ðàçðåøàþùèì ìíîæåñòâîì (resolving set [142]), åñëè ëþ-

áàÿ òî÷êà x ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàññòîÿíèÿìè

ρ1 = d(x, b1), . . . , ρm = d(x, bm) äî òî÷åê B. Èíà÷å ãîâîðÿ, èç òîãî ÷òî

d(x, bi) = d(y, bi) äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m ñëåäóåò x = y. Ìèíèìàëüíàÿ

ìîùíîñòü ðàçðåøàþùåãî ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêîé ðàç-

ìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà B. Ôîðìàëüíî ýòî îïðåäåëåíèå âïåðâûå

ïîÿâèëîñü â ñòàòüÿõ [142],[169] êàê ìåòðè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ãðàôîâ,

êîãäà ñàì ãðàô (íåîðèåíòèðîâàííûé) ïðåâðàùàåòñÿ â ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì - ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ âåð-

øèíàìè ãðàôà ðàâíî ìèíèìàëüíîé äëèíå ïóòè ìåæäó ýòèìè âåðøè-

íàìè, èçìåðÿåìîé ÷èñëîì ðåáåð. Íî ñàìî ýòî ïîíÿòèå âñòðå÷àåòñÿ â

íåÿâíîì âèäå åùå â ñòàòüå Ýðäåøà è Ðåíüè [134] è, áîëåå òîãî, â êîí-

òåêñòå ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè ïðîñòðàíñòâà Õýììèíãà (äâîè÷íîãî).

Çàìåòèì, ÷òî ìåòðè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü n-ìåðíîãî åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà ðàâíà n+ 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Hn
q = {x = (x(1), . . . , x(n)) : x(i) ∈ {0, 1, . . . , q − 1}}

n-ìåðíîå q-è÷íîå ïðîñòðàíñòâî Õýììèíãà, ñîñòîÿùåå èç qn ñëîâ äëè-

íû n íàä àëôàâèòîì {0, 1, . . . , q − 1} è ñíàáæåííîå ìåòðèêîé Õýì-

ìèíãà d(x, y) = |{i : x(i) ̸= y(i)∥. Ìåòðè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü ïðî-

ñòðàíñòâà Hn
q áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç mn,q.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî øàð ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â òî÷êå 0 ÿâëÿåòñÿ
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ðàçðåøàþùèì ìíîæåñòâîì äëÿ ïðîñòðàíñòâà Hn
q è, ñëåäîâàòåëüíî,

mn,q ≤ 1 + (q − 1)n (72)

Ýðäåø è Ðåíüè äîêàçàëè, ÷òî

2
n

log2 n
(1 + o(1)) ≤ mn,2 ≤ 3

n

log2 n
(1 + o(1)), (73)

ãäå âåðõíÿÿ ãðàíèöà áûëà ïîëó÷åíà òàê íàçûâàåìûì âåðîÿòíîñòíûì

ìåòîäîì èëè ìåòîäîì ñëó÷àéíîãî êîäèðîâàíèÿ. ßâíûå êîíñòðóêöèè

ðàçðåøàþùèõ ìíîæåñòâ äëÿ äâîè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ Õýììèíãà, ïðåä-

ëîæåííûå â [158] è [106], ïîçâîëèëè äîêàçàòü, ÷òî

mn,2 = 2
n

log2 n
(1 + o(1)) (74)

Â íåäâîè÷íîì ñëó÷àå íèæíÿÿ ãðàíèöà ìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ïðî-

ñòðàíñòâ Õýììèíãà èìååò òîò æå âèä (ñ çàìåíîé îñíîâàíèÿ ëîãàðèô-

ìà ñ 2 íà q), à èìåííî,

mn,q ≥ 2
n

logq n
(1 + o(1)), (75)

à âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä äàåò ñëåäóþùóþ âåðõíþþ ãðàíèöó [147]

mn,q ≤ 2(2 + logq 2)
n

logq n
(1 + o(1)) (76)

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

mn,q = 2
n

logq n
(1 + o(1)), (77)

äëÿ âñåõ q, è äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü (77) äëÿ q = 3 è q = 4 (ýòîò

ðåçóëüòàò áûë àíîíñèðîâàí àâòîðàìè â [148]).
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Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî îáîáùåíèé ýòèõ çàäà÷ íà íåäâîè÷íûé ñëó-

÷àé.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îáîáøåíèå, ïðåäëîæåííîå è èñ-

ñëåäîâàííîå Ëèíäñòðåìîì [159]. Ìíîæåñòâî q-è÷íûõ âåêòîðîâ

{h1, . . . , hr} â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ îáíà-

ðóæèâàþùèì ìíîæåñòâîì (detecting set, [159]), åñëè ëþáîé q-è÷íûé

âåêòîð x = (x(1), . . . , x(n)) : x(i) ∈ {0, 1, . . . , q − 1} ïðîñòðàíñòâà

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè ñ âåê-

òîðàìè {h1, . . . , hr}. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ r× n-ìàòðèöû H, ñòðîêà-

ìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû hi, â ñèíäðîìíîì ñîîòíîøåíèè âñå

qn ñèíäðîìîâ s ðàçëè÷íû. Ëèíäñòðåì [159]) íàøåë àñèìïòîòè÷åñêè

òî÷íûé (ïðè n → ∞) îòâåò äëÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ q-è÷íîãî âåê-

òîðà x ïî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèÿì (x, hi), ïðè ýòîì ïîñòðîåííûå

âåêòîðû hi ÿâëÿþòñÿ äâîè÷íûìè âåêòîðàìè, íå óõóäøàÿ àñèìïòîòè-

÷åñêèé îòâåò, à èìåííî, ìèíèìàëüíîå r = 2n
logq n

(1 + o(1)). Íèæå ìû

âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ðåçóëüòàòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòèêè rn,3.

Îòìåòèì, ÷òî â äâîè÷íîì ñëó÷àå èìååòñÿ ïðîñòàÿ ñâÿçü ìåæäó

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è ðàññòîÿíèåì Õýììèíãà

d(x, h) = wt(x) + wt(h)− 2(x, h),

ãäå wt(a)�ýòî ÷èñëî íåíóëåâûõ êîîðäèíàò âåêòîðà a (âåñ Õýììèíãà).

Ïîýòîìó, ñòðîêè ðàçðåøàþùåém×n ìàòðèöû âìåñòå ñ äîáàâëåííûì

âåêòîðîì 1 ÿâëÿþòñÿ ðàçðåøàþùèì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå Hn
2 .

Ê ñîæàëåíèþ, ïîäîáíîãî ñîîòíîøåíèÿ íåò â ñëó÷àå q > 2.
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4.1 Ìåòðè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâ Õýì-

ìèíãà

Ïóñòü B = {b1, . . . , bm} - ýòî ðàçðåøàþùåå ìíîæåñòâî ïðîñòðàí-
ñòâà Hn

q , è d(x,B) = (d(x, b1), . . . , d(x, bm)) - ýòî âåêòîð ðàññòîÿíèé

îò òî÷êè x äî òî÷åê B. Ðàçíûì òî÷êàì ïðîñòðàíñòâà, à èõ qn, ñîîò-

âåòñòâóþò ðàçíûå âåêòîðû ðàññòîÿíèé, êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, íå

áîëåå ÷åì (n+ 1)m. Ñëåäîâàòåëüíî, qn ≤ (n+ 1)m èëè

m ≥ n

logq(n+ 1)
(78)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè áû ìû ìîãëè âûáèðàòü òî÷êè ìíîæåñòâà B =

{b1, . . . , bm} øàã çà øàãîì, ò.å., óçíàâ d(x, b1), . . . , d(x, bi), ìû âûáè-

ðàëè áû òî÷êó xi+1 (àäàïòèâíûé ïîèñê, ïðè êîòîðîì ìíîæåñòâî B

çàâèñèò îò òî÷êè x), òî íåèçâåñòíà íèæíÿÿ ãðàíèöà, áîëåå ñèëüíàÿ

÷åì (78).

Äëÿ ìîùíîñòè ðàçðåøàþùèõ ìíîæåñòâ ñïðàâåäëèâà â äâà ðàçà áîëåå

ñèëüíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ãðàíèöà (75). Èçâåñòíû äâà åå äîêàçàòåëü-

ñòâà - ýíòðîïèéíîå è ìåòîäîì Ìîçåðà. Íèæå ìû äàäèì ïðîñòîå äî-

êàçàòåëüñòâî ýòîé ãðàíèöû, êîòîðîå àíàëîãè÷íî äàííîìó âûøå äëÿ

ãðàíèöû (78).

Óòâåðæäåíèå 41. Åñëè B ðàçðåøàþùåå ìíîæåñòâî ïðîñòðàí-

ñòâà Hn
q , òî |B| ≥ 2 n

logq n
(1 + o(1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè b ∈ Hn
q ðàññìîòðèì

ìíîæåñòâî òî÷åê

Sb = {x ∈ Hn
q : |d(b, x)− q − 1

q
n| <

√
n lnn}
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Åãî ìîùíîñòü ðàâíà

L+l∑︂
i=L−l

C i
n(q − 1)i = qn

L+l∑︂
i=L−l

C i
n(
q − 1

q
)i(

1

q
)n−i,

ãäå L = (q − 1)nq−1 è l =
√
n lnn. Èç íåðàâåíñòâà Õ¼ôôäèí-

ãà [146] äëÿ áåðíóëèåâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñëåäóåò, ÷òî |Sb| ≥
(1− 2n−2)qn. Òàê êàê m = |B| ≤ n äëÿ ìèíèìàëüíîãî ðàçðåøàþùå-

ãî ìíîæåñòâà B, òî ìíîæåñòâî S(B) =
⋂︁

b∈B Sb èìååò ìîùíîñòü íå

ìåíüøå ÷åì (1−2n−1)qn. Ðàçíûì òî÷êàì S(B) ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå

âåêòîðû ðàññòîÿíèé, êîòîðûõ íå áîëåå ÷åì (2
√
n lnn)m. Òåì ñàìûì,

(1− 2n−1)qn ≤ (2
√
n lnn)m è, ñëåäîâàòåëüíî,

m ≥ 2
n

logq n
(1 + o(1)) (79)

Ââåäåì ðÿä îáîçíà÷åíèé, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ x, a ∈ Hn
q , x = (x(1), . . . , x(n)), a =

(a(1), . . . , a(n)) îïðåäåëèì èõ ñõîäñòâî

s(x, a) = |{i : x(i) = a(i)}| = n− d(x, a) (80)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà a ∈ Hn
q îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Aα = {i ∈ [n] : a(i) = α}, (81)

à äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ x, a ∈ HN
q îïðåäåëèì âåëè÷èíó

wuv(x, a) = |{j ∈ [n] : x(j) = u, a(j) = v}| = |Xu
⋂︂

Av| (82)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî

s(x, a) =

q−1∑︂
i=0

wii(x, a) (83)
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Óòâåðæäåíèå 42. Äëÿ ìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè rn,3 òðîè÷-

íîãî ïðîñòðàíñòâà Õýììèíãà ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåí-

ñòâî

mn,3 =
2n

log3 n
(1 + o(1))

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, â [159] áûëè ïî-

ñòðîåíû ìíîæåñòâà èç r = 2n
logq n

(1 + o(1)) äâîè÷íûõ âåêòîðîâ {hi},
i = 1, . . . , r òàêèõ, ÷òî ëþáîé q-è÷íûé âåêòîð x n-ìåðíîãî åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ åãî r ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿ-

ìè (x, hi). Âîçüìåì ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî {hi : i = 1, . . . , r}
äëÿ q = 3 è îïðåäåëèì âåêòîð bi êàê âåêòîð, ïîëó÷åííûé èç âåê-

òîðà hi çàìåíîé âñåõ åäèíèö íà äâîéêè. Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà

b ∈ B = {b1, . . . , br} ñïðàâåäëèâî

s(x, b) = w00(x, b) + w22(x, b)

Ìû õîòèì íàéòè âåëè÷èíó ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (x, h), h ∈
{h1, . . . , hr} ÷åðåç s(x, b) è çàòåì ïðèìåíèòü ðåçóëüòàò Ëèíäñòðåìà

[159]. Âåëè÷èíà (x, h) ðàâíà

(x, h) = w11(x, h) + 2w21(x, h) = w12(x, b) + 2w22(x, b) (84)

Ïðåîáðàçóÿ ïðàâóþ ÷àñòü (84), ïîëó÷àåì

(x, h) = |B2|+ s(x, b)− |X0|.

Âåëè÷èíà |B2| = w02(x, b) + w12(x, b) + w22(x, b), ðàâíàÿ ÷èñëó åäè-

íèö â ñîîòâåòñòâóþùåì âåêòîðå h, íàì èçâåñòíà. Âåëè÷èíà |X0| =
w00(x, b) +w02(x, b) ðàâíà ÷èñëó íóëåé â âåêòîðå x è îíà óçíàåòñÿ çà

îäèí äîïîëíèòåëüíûé âîïðîñ (÷åìó ðàâíî s(x, 0)). Òàêèì îáðàçîì,

òåîðåìà äîêàçàíà. □
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Ïóñòü A = {a1, . . . , am} è B = {b1, . . . , bm} ýòî ðàçðåøàþùèå

ìíîæåñòâà ìîùíîñòè m (ãäå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè m ÷åòíî)

ïðîñòðàíñòâ Hk1
4 è H2k2

2 ñîîòâåòñòâåííî. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ìíîæåñòâ

ìû ïîñòðîèì â òåîðåìå 2 ðàçðåøàþùåå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè 2m+8

ïðîñòðàíñòâà H
k1+k2+

m
2

4 .

Òåîðåìà 14. Äëÿ ìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ÷åòâåðè÷íîãî ïðî-

ñòðàíñòâà Õýììèíãà ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

mn,4 =
2n

log4 n
(1 + o(1). (85)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ Φ: äâîè÷íî-

ìó âåêòîðó τ = (τ(1), . . . , τ(2k)) äëèíû 2k ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå

÷åòâåðè÷íûé âåêòîð Φ(τ) äëèíû k, òàê, ÷òî

Φ(τ) = (φ(τ(1), τ(2)), φ(τ(3), τ(4)), . . . , φ(τ(2k − 1), τ(2k))),

ãäå

φ(0, 0) = 0, φ(0, 1) = 1, φ(1, 0) = 2, φ(1, 1) = 3.

Èç äâîè÷íîãî ðàçðåøàþùåãî ìíîæåñòâà B ⊂ H2k2
2 ìîùíîñòè m ñ

ïîìîùüþ îïåðàöèè Φ ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî C = {c1, c2, . . . , cm}
òîé æå ìîùíîñòè â ïðîñòðàíñòâå Hk2

4 .

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ G = {g1, g2, . . . , g2m+8} ìîùíî-

ñòè 2m+ 8 â ïðîñòðàíñòâå H
k1+k2+

m
2

4 ñëåäóþùèì îáðàçîì

Â ñëó÷àå 1 ≤ i ≤ m/2

gi(j) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ai(j), åñëè 1 ≤ j ≤ k1,

ci(j − k1), åñëè k1 + 1 ≤ j ≤ k1 + k2,

0, åñëè k1 + k2 + 1 ≤ j ≤ k1 + k2 +m/2.

(86)
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Â ñëó÷àå m/2 + 1 ≤ i ≤ m

gi(j) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ai(j), åñëè 1 ≤ j ≤ k1,

ci(j − k1), åñëè k1 + 1 ≤ j ≤ k1 + k2,

1, åñëè j = k1 + k2 + i−m/2,

0, äëÿ îñòàëüíûõ j .

(87)

Â ñëó÷àå m+ 1 ≤ i ≤ 3m/2

gi(j) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ai(j), åñëè 1 ≤ j ≤ k1,

3− ci(j − k1), åñëè k1 + 1 ≤ j ≤ k1 + k2,

1, åñëè j = k1 + k2 + i−m,

0, äëÿ îñòàëüíûõ j .

(88)

Â ñëó÷àå 3m/2 + 1 ≤ i ≤ 2m

gi(j) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ai(j), åñëè 1 ≤ j ≤ k1,

3− ci(j − k1), åñëè k1 + 1 ≤ j ≤ k1 + k2,

2, åñëè j = k1 + k2 + i− 3m/2,

0, äëÿ îñòàëüíûõ j .

(89)

Â ñëó÷àå 2m+ 1 ≤ i ≤ 2m+ 4

gi(j) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
i− 2m− 1, åñëè 1 ≤ j ≤ k1,

1, åñëè k1 + 1 ≤ j ≤ k1 + k2,

i− 2m− 1, åñëè k1 + k2 + 1 ≤ j ≤ k1 + k2 +m/2.

(90)

159



Â ñëó÷àå 2m+ 5 ≤ i ≤ 2m+ 8

gi(j) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
i− 2m− 5, åñëè 1 ≤ j ≤ k1,

2, åñëè k1 + 1 ≤ j ≤ k1 + k2,

i− 2m− 5, åñëè k1 + k2 + 1 ≤ j ≤ k1 + k2 +m/2.

(91)

Îïðåäåëèì îïåðàöèþ ñîïðÿæåíèÿ â àëôàâèòå {0, 1, 2, 3} êàê ˆ︁q = 3−
q, è ñîîòâåòñòâåííî â ïðîñòðàíñòâå Hn

4 êàê ˆ︁a = (ˆ︃a(1), . . . , ˆ︃a(n)).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ïåðâûõ 2m âåêòîðîâ

ìíîæåñòâà G = {g1, g2, . . . , g2m+8}, èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:⎛⎜⎜⎜⎜⎝
A1 C1 0

A2 C2 E

A1
ˆ︂C1 E

A2
ˆ︂C2 2E

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
ãäå ìàòðèöû A1, C1 ñîñòàâëåíû èç âåêòîðîâ ai è ci äëÿ 1 ≤ i ≤ m/2,

ìàòðèöû A2, C2 ñîñòàâëåíû èç âåêòîðîâ ai è ci äëÿ
m
2 + 1 ≤ i ≤ m,

à E - ýòî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m/2×m/2.

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé âåêòîð x èç ïðîñòðàíñòâà H
k1+k2+

m
2

4 îïðåäå-

ëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ïî ðàññòîÿíèÿì (èëè ñõîäñòâàì) äî âåêòîðîâ ìíî-

æåñòâà G = {g1, g2, . . . , g2m+8}. Ðàçîáüåì âîññòàíàâëèâàåìûé âåêòîð

x íà òðè ÷àñòè y1, y2, z, ãäå êîìïîíåíòû yi èìåþò äëèíû ki, à z èìååò

äëèíó m/2.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 43. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ a è x èç ïðî-

ñòðàíñòâà Hn
4 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

s(x, a) + s(x,ˆ︁a) ≡ |X1|+ |X2|+ |A0|+ |A3| mod 2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, èìååì

s(x,ˆ︁a) = w03(x, a) + w12(x, a) + w21(x, a) + w30(x, a). (92)

Ñëåäîâàòåëüíî,

s(x, a) + s(x,ˆ︁a) =
(w00(x, a) + w10(x, a) + w20(x, a) + w30(x, a))+

(w03(x, a) + w13(x, a) + w23(x, a) + w33(x, a))+

(w10(x, a) + w11(x, a) + w12(x, a) + w13(x, a))+

(w20(x, a) + w21(x, a) + w22(x, a) + w23(x, a))−

2(w10(x, a) + w20(x, a) + w13(x, a) + w23(x, a)) =

|X1|+ |X2|+ |A0|+ |A3|−

2(w10(x, a) + w20(x, a) + w13(x, a) + w23(x, a)).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ðàññòîÿíèÿ îò x äî ïîñëåäíèõ âîñüìè âåêòîðîâ ìíîæåñòâà G ïîç-

âîëÿþò îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî åäèíèö è äâîåê â y2. Òîãäà èç Ëåììû

1 âûòåêàåò, ÷òî ñ ïîìîùüþ ñóììû ðàññòîÿíèé îò âåêòîðà x äî i-ãî

è (i + m)-ãî âåêòîðîâ ïðè i ∈ [1,m/2] ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åòíîñòü

ñóììû s(z(i), 0) + s(z(i), 1), à ñ ïîìîùüþ ñóììû ðàññòîÿíèé îò âåê-

òîðà x äî j-ãî è (j + m)-ãî âåêòîðîâ ïðè j ∈ [m/2 + 1,m] ìîæíî

îïðåäåëèòü ÷åòíîñòü ñóììû s(z(i), 1) + s(z(i), 2), ãäå i = j −m/2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü âñå çíà÷åíèÿ z(i). Äåé-

ñòâèòåëüíî, èç òîãî, ÷òî s(z(i), 0) + s(z(i), 1) ÷åòíî, ñëåäóåò, ÷òî

z(i) ∈ {2, 3}, à èç òîãî, ÷òî s(z(i), 0)+s(z(i), 1) íå÷åòíî, ñëåäóåò, ÷òî

z(i) ∈ {0, 1}. Àíàëîãè÷íî, èç òîãî, ÷òî s(z(i), 1) + s(z(i), 2) ÷åòíî,

ñëåäóåò, ÷òî z(i) ∈ {0, 3}, à èç òîãî, ÷òî s(z(i), 1)+s(z(i), 2) íå÷åòíî,

ñëåäóåò, ÷òî z(i) ∈ {1, 2}.
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Óòâåðæäåíèå 44. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ a è x èç ïðî-

ñòðàíñòâà HN
4 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

s(x, a)− s(x,ˆ︁a) +N = s(Φ−1(x), Φ−1(a))

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî

N =
∑︂
i,j

wij(x, a)

ïîëó÷àåì

s(x, a)− s(x,ˆ︁a) +N =

(2w00(x, a) + w01(x, a) + w02(x, a) + 0)+

(w10(x, a) + 2w11(x, a) + 0 + w13(x, a))+

(w20(x, a) + 0 + 2w22(x, a) + w23(x, a))+

(0 + w31(x, a) + w32(x, a) + 2w33(x, a)) =

s(Φ−1(x), Φ−1(a)),

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ðàññòîÿíèé îò âåêòîðà x äî i-ãî è

(i + m)-ãî âåêòîðîâ ìíîæåñòâà G ïðè i ∈ [1,m]. Äëÿ íåèçâåñòíîãî

âåêòîðà x = (y1, y2, z) ìû óæå íàøëè åãî êîìïîíåíòó z, à òàê êàê

ïåðâûå êîìïîíåíòû i-ãî è i +m-ãî âåêòîðîâ ìíîæåñòâà G ñîâïàäà-

þò, òî èç ðàññìàòðèâàåìîé ðàçíîñòè ìû íàõîäèì ðàçíèöó ðàññòîÿ-

íèé ìåæäó âòîðîé êîìïîíåíòîé x äî ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòåé i-ãî è

(i+m)-ãî âåêòîðîâ ìíîæåñòâà G. Òåïåðü èç óòâåðæäåíèÿ 27 è òîãî,

÷òî B ýòî ðàçðåøàþùåå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà H2k2
2 , íàõîäèì âåê-

òîð y2. Îñòàëîñü òîëüêî ïî çíà÷åíèÿì s(x, a) âîññòàíîâèòü âåêòîð-

êîìïîíåíòó y1, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ

ðàçðåøàþùèì ìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà Hk1
4 .
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Òåïåðü èç ïðîñòûõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé âûòåêàåò ðàâåí-

ñòâî (85).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçðåøàþùèõ ìíî-

æåñòâ ìîùíîñòèmi+1 ïðîñòðàíñòâàH
k1,i+1

4 ñòðîèòñÿ îïèñàííûì âûøå

ïóòåì, èñïîëüçóÿ äâîè÷íûå ðàçðåøàþùèå ìíîæåñòâà ìîùíîñòè mi

ïðîñòðàíñòâà H
2k2,i
2 . Òîãäà

mi+1 = 2mi + 8,

k1,i+1 = k1,i + k2,i +mi/2.

Åñëè âçÿòü

mi = c12
i − 8,

k1,i = c1(i− c2)2
i−2 + 8,

k2,i = c1(i− c2)2
i−2 + 4,

ãäå i ≥ c2, òî ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ áóäóò âûïîëíÿòüñÿ. Êîí-

ñòàíòû c1 è c2 ìîæíî âçÿòü, ê ïðèìåðó, ðàâíûìè 6 è 3 ñîîòâåòñòâåí-

íî, òîãäà ñóùåñòâîâàíèå äâîè÷íûõ ðàçðåøàþùèõ ìíîæåñòâ íóæíîé

ìîùíîñòè ñëåäóåò èç (74), à ñóùåñòâîâàíèå ðàçðåøàþùåãî ìíîæå-

ñòâà ìîùíîñòè 40 ïðîñòðàíñòâà H8
4 (äëÿ íà÷àëüíîãî øàãà êîíñòðóê-

öèè i = 3) ñëåäóåò èç (72).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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4.2 Àäàïòèâíûé ïîèñê îäíîãî äåôåêòíîãî ýëå-

ìåíòà äëÿ àääèòèâíîé ìîäåëè ãðóïïîâîãî òå-

ñòèðîâàíèÿ.

Â êîìáèíàòîðíîì ãðóïïîâîì òåñòèðîâàíèè êëàññè÷åñêîé ÿâëÿ-

åòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ d äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå èç N

ýëåìåíòîâ. Ðåçóëüòàòû òåîðèè ãðóïïîâîãî òåñòèðîâàíèÿ èìåþò ìíî-

ãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ, â ÷àñòíîñòè â ìîëå-

êóëÿðíîé áèîëîãèè, ìåäèöèíå, òåîðèè ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà è

äðóãèõ. Îïèñàíèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ è ïðèëîæåíèé òåîðèè ãðóï-

ïîâîãî òåñòèðîâàíèÿ ìîæíî íàéòè â [89], [131] è [132].

Ïóñòü [N ] := {1, 2, . . . , N} ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî N .

Ïóñòü èìååòñÿ D ⊂ [N ] ïîäìíîæåñòâî, êîòîðîå ìû áóäåì íàçû-

âàòü ìíîæåñòâîì äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d = |D|
ìîùíîñòü ìíîæåñòâà D è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèå d èçâåñòíî íà

ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè.

Òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç [i, j] ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë {x ∈ N :

i ≤ x ≤ j} è ÷åðåç 2[N ] ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà [N ].

Îáîáùàÿ èäåþ èç ãëàâû äâà, ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó íàõîæäå-

íèÿ ìíîæåñòâà G ⊂ [N ], ñîñòîÿùåãî èç ÷àñòè äåôåêòíûõ ýëåìåí-

òîâ è ïðèíàäëåæàùåìó íåêîòîðîìó ñåìåéñòâó ïîäìíîæåñòâ Ψ =

{G1, G2, . . . Gl}. Òî, êàêèì îáðàçîì ìû áóäåì çàäàâàòü ñåìåéñòâî ïîä-

ìíîæåñòâ Ψ áóäåò îïðåäåëÿòü íîâóþ êîìáèíàòîðíóþ ïðîáëåìó ïî-

èñêà. Â äàííîé ðàáîòå ìû íàéäåì îïòèìàëüíûé îòâåò äëÿ ñëó÷àÿ

|Gi| = 1 â àääèòèâíîé ìîäåëè ïîèñêà, òî åñòü òîãäà, êîãäà ñåìåéñòâî

Ψ ñîñòîèò èç îäíîýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿG, ìû ìîæåì âûáèðàòü â êà÷åñòâå âîïðîñîâ ïîä-
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ìíîæåñòâà Si ⊂ [N ] äëÿ 1 ≤ i ≤ n è â êà÷åñòâå îòâåòîâ ïîëó÷àòü

çíà÷åíèÿ t(Si) íåêîòîðîé òåñòîâîé ôóíêöèè t : 2[N ] → R. Îòìåòèì,

÷òî ôóíêöèÿ t(S) = tD(S) çàâèñèò îò ìíîæåñòâà äåôåêòîâ D, íî ìû

äëÿ êðàòêîñòè áóäåì â äàëüíåéøåì îïóñêàòü èíäåêñ D. Ïî âîïðîñàì

òåñòà è îòâåòàì íà íèõ ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò òåñòà - ìíîæåñòâî G.

Îïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü èìåþòñÿ ñåìåéñòâî

Ψ = {G1, G2, . . . Gl} ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà D, òåñòîâàÿ ôóíê-

öèÿ t, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s = (S1, S2, . . . , Sn) ïîäìíîæåñòâ (âî-

ïðîñîâ) Si ⊂ [N ] è îòâåòû t(s) := (t(S1), . . . , t(Sn)).

Íàçîâåì (s, t(s),Φ(s, t(s)), n) òåñòîì äëèíû n, ãäå Φ - ýòî íåêîòî-

ðîå îòîáðàæåíèå èç (2[N ] ×R)n â 2[N ].

Íàçîâåì òåñò (s, t(s),Φ(s, t(s)), n) óñïåøíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ìíî-

æåñòâà äåôåêòîâ D ñïðàâåäëèâî Φ(s, t(s)) ∈ Ψ.

Äëÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ãðóïïîâîãî òåñòèðîâàíèÿ òåñòîâàÿ

ôóíêöèÿ t : 2[N ] → {0, 1} îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

t(Cla)(S) =

⎧⎨⎩0, åñëè |S ∩D| = 0,

1, åñëè |S ∩D| > 0.
(93)

Ðàññìîòðèì òàêæå òåñòîâóþ ôóíêöèþ

t(Thr)(S) =

{︄
0, åñëè |S ∩D| < u,

1, åñëè |S ∩D| ≥ u.
(94)

Äàííàÿ ìîäåëü áûëà âïåðâûå ðàññìîòðåíà â [115] è íàçûâàåòñÿ ïî-

ðîãîâîé ìîäåëüþ áåç çàçîðà.

Äëÿ àääèòèâíîé ìîäåëè òåñòîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

t(Add)(S) = |S ∩D| (95)
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Êëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ãðóïïîâîãî òåñòèðîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî-

áû íàéòè íåèçâåñòíîå ïîäìíîæåñòâî D äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ. Òàêèì

îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå Ψ = {D}.
Ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè. Êàæäûé ñëó÷àé ïîðîæäà-

åò íîâóþ ïðîáëåìó â òåîðèè êîìáèíàòîðíîãî ïîèñêà. Ïóñòü D =

{i1, . . . , id}, ãäå i1 < i2 < . . . < id.

Ñëó÷àé 1. Ψ = {i1, . . . , id}.
Ñëó÷àé 2. Ψ = {ij} äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî j.

Ïðîáëåìà ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè óñïåøíîãî òåñòà ñ ìèíèìàëüíî

âîçìîæíûì ÷èñëîì âîïðîñîâ äëÿ âñåâîçìîæíûõ âàðèàíòîâ îòâåòîâ

(ò.å. ðàññìàòðèâàåòñÿ íàèõóäøèé ñëó÷àé).

Òàêæå èíòåðåñåí

Ñëó÷àé 3. Ψ = {Gi}, Gi ⊂ D, |G(i)| = m, i = 1, 2, . . . ,
(︁
d
m

)︁
,

íî ìû â ýòîé ñòàòüå åãî èçó÷àòü íå áóäåì.

Òåñò ìîæåò áûòü àäàïòèâíûì è íåàäàïòèâíûì. Â íåàäàïòèâíîì

òåñòå âñå âîïðîñû çàäàþòñÿ îäíîâðåìåííî. Â àäàïòèâíîì òåñòå âî-

ïðîñ Si çàâèñèò îò ðåçóëüòàòîâ (t(S1), . . . , t(Si−1)). Ìû áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü òîëüêî àäàïòèâíûå òåñòû.

Ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà âîïðîñîâ â óñïåø-

íîì òåñòå ýêâèâàëåíòíà ïðîáëåìå íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà

ýëåìåíòîâ äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò óñïåøíûé òåñò äëèííû n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçN(Cla)(n, d) (N(Thr)(n, d, u)) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî

ýëåìåíòîâ, ñðåäè êîòîðûõ ìû ìîæåì íàéòè îäèí äåôåêòíûé çà n

âîïðîñîâ â êëàññè÷åñêîé (ïîðîãîâîé) ìîäåëè.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Èìååì N(Cla)(n, d) = 2n + d− 1.

Ïóñòü d ≥ u, òîãäà N(Thr)(n, d, u) = 2n + d− 1.
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Ìû ðàññìîòðèì ìîäåëü ñ àääèòèâíîé òåñòîâîé ôóíêöèåé. Áó-

äåò ïîêàçàíî, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ñðåäè êîòîðûõ ìû ìîæåì íàéòè

îäèí äåôåêòíûé ýëåìåíò çà n âîïðîñîâ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ

èç ïðèâåäåííîãî ðåçóëüòàòà. Ýòî íåñêîëüêî íåîæèäàííî. Íà ïåðâûé

âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî ïîëó÷àåìîé èíôîðìàöèè

ïîñëå îòâåòîâ íà âîïðîñû â àääèòèâíîé ìîäåëè ñóùåñòâåííî áîëü-

øå, ÷åì äëÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòîé

èíôîðìàöèåé è óâåëè÷èòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ ñðåäè êîòîðûõ ìû ìî-

æåì íàéòè îäèí äåôåêòíûé ýëåìåíò çà n âîïðîñîâ.

4.3 Ïîèñê ïðîèçâîëüíîãî äåôåêòíîãî ýëåìåíòà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì àääèòèâíîå òåñòèðîâàíèå. Íà-

ïîìíèì, ÷òî t(Add)(S) = |S ∩D|.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(Add)(n, d) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ñðå-

äè êîòîðûõ ìû ìîæåì íàéòè îäèí äåôåêòíûé ýëåìåíò çà n âîïðîñîâ

(ïîñòðîèòü óñïåøíûé òåñò äëèíû n äëÿ ñëó÷àÿ 1).

Òåîðåìà 15. Èìååì

N(Add)(n, d) = 2n + d− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äàäèì ÷óòü ïîçæå. Ïîñêîëüêó äëÿ àääè-

òèâíîé ìîäåëè ïîñëå êàæäîãî âîïðîñà ìû ïîëó÷àåì áîëüøå èíôîð-

ìàöèè, ÷åì â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî

ýëåìåíòîâ íå ìîæåò áûòü áîëüøå óêàçàííîãî â òåîðåìå. Îñíîâíóþ

èäåþ ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðîùå ïîíÿòü â ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ

äâà äåôåêòíûõ ýëåìåíòà (ðåçóëüòàòû äëÿ ïîèñêà äâóõ äåôåêòíûõ

ýëåìåíòîâ â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [23]). Ñôîð-

167



ìóëèðóåì óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ, ðàñ-

ïîëîæåííûõ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, â êà÷åñòâå Ëåììû.

Ëåììà 8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäèí äåôåêòíûé ýëåìåíò íàõîäèò-

ñÿ ñðåäè ïåðâûõ 2r−1 + 1 ýëåìåíòîâ, à âòîðîé äåôåêòíûé ñðåäè ïî-

ñëåäóþùèõ 2r−1+1 ýëåìåíòîâ äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî r. Òîãäà

ïîòðåáóåòñÿ êàê ìèíèìóì r âîïðîñîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ îäíîãî äåôåêò-

íîãî ýëåìåíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 8.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà T0 = [1, 2r−1 + 1] è T1 = [2r−1 + 2, 2r + 2].

Â êàæäîì èç íèõ ñîäåðæèòñÿ ïî îäíîìó äåôåêòíîìó ýëåìåíòó.

Äëÿ r = 1 óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ

ìíîæåñòâ [1, 2] è [3, 4] ìû íå çíàåì 1-ûé, 2-îé, 3-èé èëè 4-ûé ýëåìåíò

äåôåêòíûé. Ïîòðåáóåòñÿ êàê ìèíèìóì îäèí âîïðîñ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî r ðàññìîòðèì âîïðîñ S, S ⊆
[1, 2r + 2] è îáîçíà÷èì

T01 = S
⋂︁
T0, T00 = T0\T01, T11 = S

⋂︁
T1, T10 = T1\T11.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå îòâåòà íà âîïðîñ S íàì íåêèì îáðàçîì

áóäåò äîñòóïíà äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ: ñêîëüêî â òî÷íîñòè äå-

ôåêòíûõ ýëåìåíòîâ ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâàõ T01, T00, T11, T10. Òîãäà

îáîçíà÷èì

A =

{︄
T00, åñëè |T01| ≤ |T00|
T01, åñëè |T00| < |T01|.

(96)

è

B =

{︄
T10 åñëè |T11| ≤ |T10|
T11 åñëè |T10| < |T11|.

(97)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âîïðîñà S âîçìîæåí òàêîé îòâåò, ÷òî îäèí äå-

ôåêòíûé ýëåìåíò íàõîäèòñÿ â ìíîæåñòâå A, à âòîðîé äåôåêòíûé

ýëåìåíò íàõîäèòñÿ â ìíîæåñòâå B.
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Ïîñêîëüêó |A| ≥ 2r−2 + 1 è |B| ≥ 2r−2 + 1, â íàèõóäøåì ñëó-

÷àå ïîòðåáóåòñÿ êàê ìèíèìóì r âîïðîñîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ îäíîãî

äåôåêòíîãî ýëåìåíòà, è óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.

Çíà÷èò, åñëè ó íàñ èìååòñÿ 2n+2 ýëåìåíò, òî ïîñëå âîïðîñà, äåëÿ-

ùåãî ýëåìåíòû ïîïîëàì (÷òî, êîíå÷íî æå íåîáÿçàòåëüíî), âîçìîæåí

îòâåò 1, ÷òî ïðèâîäèò íàñ ê ñèòóàöèè èç Ëåììû 1 ñ r = n è, ñëå-

äîâàòåëüíî, ïîòðåáóþòñÿ åùå äîïîëíèòåëüíî n âîïðîñîâ. Ýòî ïîêà-

çûâàåò, ÷òî Ëåììà 1 ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû, äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà êîòîðîé íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

Êàæäîå ïîäìíîæåñòâî Si ⊂ N âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ai = (ai(1), ai(2), . . . , ai(N)) ∈ {0, 1}N ,

ãäå ai(j) = 1, åñëè j ∈ Si è ai(j) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òàêèì

îáðàçîì, ìû ìîæåì çàïèñàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîïðîñîâ êàê ìàò-

ðèöó (ai(j))i=1,...,n; j=1,...,N ñ n ñòðîêàìè è N ñòîëáöàìè. Íàïîìíèì,

÷òî â àäàïòèâíîì òåñòèðîâàíèè iòàÿ ñòðîêà îïðåäåëÿåòñÿ ïî i − 1

ïðåäûäóùèì ñòðîêàì è ïîëó÷åííûì îòâåòàì íà ïðåäûäóùèå i − 1

âîïðîñû. Ïóñòü h1, h2, . . . hs ∈ {0, 1}. Ïîëîæèì

Th1h2...hs
:= {1 ≤ j ≤ N : ∀i ∈ [1, s] ai(j) = hi} (98)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî N(Add)(n, d) ≥ N(Thr)(n, d, 1) = 2n + d− 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òîN = 2n+d. Ïîêàæåì, ÷òî â íàèõóäøåì ñëó÷àå

íåâîçìîæíî íàéòè îäèí äåôåêòíûé ýëåìåíò çà n âîïðîñîâ.

Ïîñëå r âîïðîñîâ ìû ïîëó÷àåì ðàçáèåíèå N ýëåìåíòîâ ïî 2r ìíî-

æåñòâàì

Th1h2...hr
, hi ∈ {0, 1},
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êîòîðûå îïðåäåëåíû âûøå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì ñòàëà äîñòóïíà äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîð-

ìàöèÿ - ñêîëüêî äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ ñîäåðæèòñÿ â êàæäîì ìíîæå-

ñòâå Th1h2...hr
è îáîçíà÷èì ýòî êîëè÷åñòâî ÷åðåç Dh1h2...hr

.

Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî äàæå èñïîëüçóÿ äîïîëíèòåëüíóþ èíôîð-

ìàöèþ ìû íå ñìîæåì ïîñòðîèòü óñïåøíûé òåñò äëèíû n, òî ýòî áó-

äåò îçíà÷àòü, ÷òî è áåç ýòîé èíôîðìàöèè íåâîçìîæíî íàéòè îäèí

äåôåêòíûé ýëåìåíò çà n âîïðîñîâ.

Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, èç êîòîðîãî ñðàçó áóäåò ñëå-

äîâàòü òåîðåìà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà Th1h2...hs
, ñîäåðæàùåãî êàê ìèíè-

ìóì îäèí äåôåêòèâíûé ýëåìåíò è èìåþùåãî ìîùíîñòü

|Th1h2...hs
| = 2n−s +Dh1h2...hs

ïîòðåáóåòñÿ áîëüøå, ÷åì n− s âîïðîñîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ îäíîãî äå-

ôåêòíîãî ýëåìåíòà.

Äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî n− s.

n − s = 0 : Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ |Th1h2...hs
| =

1 + Dh1h2...hs
. Çíà÷èò â ìíîæåñòâå Th1h2...hs

èìååòñÿ îäèí íå äåôåêò-

íûé ýëåìåíò è íåâîçìîæíî óêàçàòü äåôåêòíûé ýëåìåíò íå çàäàâàÿ

âîïðîñîâ.

n − s = 1 : Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ |Th1h2...hs
| =

2 +Dh1h2...hs
è â íàèõóäøåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü îäèí äå-

ôåêòíûé ýëåìåíò çà îäèí âîïðîñ.

Äîêàæåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò n − s ê n − s + 1. Âîïðîñ

Ss ðàçáèâàåò êàæäîå ìíîæåñòâî Th1h2...hs−1
, ñîäåðæàùåå äåôåêòíûå

ýëåìåíòû íà ìíîæåñòâà Th1h2...hs−10 è Th1h2...hs−11.
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Âîçìîæåí òàêîé îòâåò, ÷òî

t(Add) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, åñëè |Th1h2...hs

| ≤ 2n−s

Dh1h2...hs−1
, åñëè |Th1h2...hs

| ≥ 2n−s +Dh1h2...hs−1

|Th1h2...hs
| − 2n−s, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ .

(99)

(Ìû èñïîëüçóåì òî, ÷òî Dh1h2...hs−11 +Dh1h2...hs−10 = Dh1h2...hs
).

Äëÿ òðåòüåãî ñëó÷àÿ ñïðàâåäëèâî |Th1h2...hs
| = 2n−s + Dh1h2...hs

è

îáà ìíîæåñòâà Th1h2...hs−11 è Th1h2...hs−10 ñîäåðæàò äåôåêòíûå ýëåìåí-

òû.

Ðàññìîòðèì ïåðâûé èëè âòîðîé ñëó÷àè.

È âíîâü ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì ñòàëà äîñòóïíà äîïîëíèòåëüíàÿ

èíôîðìàöèÿ î òîì, êàêèå ýëåìåíòû íå ÿâëÿþòñÿ äåôåêòíûìè òàê,

÷òî ñóììàðíîå ÷èñëî ýòèõ ýëåìåíòîâ ðàâíî 2n−s. Ìû ìîæåì áîëüøå

íå ðàññìàòðèâàòü ýòè ýëåìåíòû. Â îñòàâøåìñÿ ìíîæåñòâå íàõîäÿòñÿ

Dh1h2...hs
äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ è åãî ìîùíîñòü ðàâíà (hs = 0 èëè

hs = 1) âåëè÷èíå

|Th1h2...hs
| = 2n−s +Dh1h2...hs

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, íàì

ïîíàäîáèòñÿ áîëüøå, ÷åì n− s+ 1 âîïðîñ, óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ïîñòàíîâêó çàäà÷è, â êîòîðîé èçíà÷àëüíî èç-

âåñòíî, ÷òî îáùåå ÷èñëî äåôåêòîâ ðàâíî d. Çíà÷èò òåñò óñïåøåí òîëü-

êî êîãäà N ≤ 2n + d− 1.

À ìû ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ, êîãäà äåôåêòíûå ýëåìåíòû óïîðÿäî÷å-

íû è ìû õîòèì íàéòè íå ïðîèçâîëüíûé äåôåêòíûé ýëåìåíò, à êàêîé-

òî îïðåäåëåííûé.
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4.4 Íàõîæäåíèå j-îãî äåôåêòíîãî ýëåìåíòà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(Add)(n, d, j) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ,

ñðåäè êîòîðûõ ìû ìîæåì íàéòè j-ûé äåôåêòíûé ýëåìåíò çà n âîïðî-

ñîâ (ïîñòðîèòü óñïåøíûé òåñò äëÿ ïðîáëåìû äâà ñ òåñòîâîé äëèíîé

n).

Òåîðåìà 16. Èìååì äëÿ 1 ≤ j ≤ d

N(Add)(n, d, j) = 2n + d− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî

Íàõîæäåíèå jîãî äåôåêòíîãî ýëåìåíòà dj íå ìîæåò áûòü ïðîùå

íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî äåôåêòíîãî ýëåìåíòà.

N(Add)(n, d, j) ≤ N(Add)(n, d) = 2n + d− 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàì äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü óñïåøíûé òåñò äëèíû

N = 2n + d − 1, à òî, ÷òî íåëüçÿ ñäåëàòü ëó÷øå âûòåêàåò èç òåî-

ðåìû 2.

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè ïî n, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà T

ìîùíîñòè |T | ≤ 2n+x− 1, ñîäåðæàùåãî x äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ ìû

ìîæåì íàéòè dz çà n âîïðîñîâ äëÿ 1 ≤ z ≤ x.

Äëÿ n = 1 â êà÷åñòâå ïåðâîãî âîïðîñà ðàññìîòðèì S1 = [1, z]. Ïî-

ñêîëüêó èìååòñÿ x äåôåêòíûõ è òîëüêî îäèí íåäåôåêòíûé ýëåìåíò,

òî ïî îòâåòó îïðåäåëÿåì dz

t(Add)(S1) =

{︄
z − 1 òîãäà dz = z + 1,

z òîãäà dz = z.
(100)

Ñëåäîâàòåëüíî, èíäóêöèîííàÿ ãèïîòåçà ñïðàâåäëèâà äëÿ n = 1.
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Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ n − 1 èíäóêöèîííàÿ ãèïîòåçà ñïðàâåäëèâà è

ðàññìîòðèì [N ] = [1, 2n + x− 1] ýëåìåíòîâ ñðåäè êîòîðûõ x äåôåêò-

íûõ, à ìû õîòèì íàéòè dz äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 1 ≤ z ≤ x. Ðàññìîòðèì

ïåðâûé âîïðîñ S1 = [1, 2n−1 + z − 1].

Ïóñòü t(Add)(S1) = k. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû.

k≥z Â ýòîì ñëó÷àå T ′ = S1, x
′ = k è z′ = z.

Ñëåäîâàòåëüíî, |T ′| = 2n−1 + z − 1 ≤ 2n−1 + k − 1. Çàäà÷à

ñâåëàñü ê èñõîäíîé ñ ïàðàìåòðàìè T ′, x′, z′ è ìîæíî ïðèìåíèòü

ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè.

k<z Â ýòîì ñëó÷àå T ′ = [N ]\S1, x
′ = x− k, z′ = z − k.

Ïîñêîëüêó T ′ = [2n−1 + z, 2n + x− 1] ìû èìååì

|T ′| = 2n−1 + x− z ≤ 2n−1 + x− k − 1. Çàäà÷à ñâåëàñü ê èñõîä-

íîé ñ ïàðàìåòðàìè T ′, x′, z′ è ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå

èíäóêöèè äëÿ n− 1 âîïðîñà.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ òåñòîâ â ñëó÷àå íåèçâåñòíîãî D íåîáõîäèìî N

òåñòîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îäíîãî äåôåêòíîãî ýëåìåíòà èëè óñòàíîâëå-

íèÿ èõ îòñóòñòâèÿ. Åñëè D èçâåñòíî, òî ìîæíî òåñòèðîâàòü N − D

ýëåìåíòîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ îäíîãî äåôåêòíîãî, èëè æå èñïîëüçîâàòü

êîä, ñâîáîäíûé îò (D, 1) ïåðåêðûòèé, äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ äåôåêò-

íûõ ýëåìåíòîâ è òåì ñàìûì îäíîãî.

Íåàäàïòèâíàÿ ìîäåëü äëÿ ìàæîðèòàðíîãî ãðóïïîâîãî òåñòèðîâà-

íèÿ ðàññìàòðèâàëàñü â [70]. Â ýòîé ðàáîòå öåëüþ áûëî îïðåäåëåíèå

âñåõ äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ.
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Ðåçóëüòàòû ðàáîòû [30] äëÿ êîäîâ ñî âçâåøåííûìè ñòðîêàìè ìî-

ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðàòåãèé äëÿ òåñòîâ, åñëè

÷èñëî äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ èçâåñòíî.

4.5 Âûâîäû

Â äàííîé ãëàâå ðåøàëàñü çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìåòðè÷åñêîé ðàç-

ìåðíîñòè íåäâîè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà Õýììèíãà. Îñíîâíûì ðåçóëüòà-

òîì ãëàâû ÿâëÿåòñÿ Òåîðåìà 14. Â íåé äîêàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå

ðàâåíñòâî äëÿ ìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ÷åòâåðè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà

Õýììèíãà.

Êðîìå òîãî, â òðåòåì ïàðàãðàôå äàííîé ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ Òåî-

ðåìà 15. Îíà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ çàäà÷è ïîèñêà òîëüêî îäíîãî èç d

äåôåêòíîãî ýëåìåíòà ñóììèðóþùàÿ ìîäåëü íå äàåò ïðåèìóùåñòâà

ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ.

Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [65], [73].
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê íåêîòîðûì çàäà÷àì

êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ïîèñêà. Ýòè çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷-

êè çðåíèÿ êàíàëà ìíîæåñòâåííîãî äîñòóïà. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ïîäõî-

äó óäàëîñü ïåðåíåñòè íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ äâîè÷íîãî êàíàëà

ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ íà q-è÷íûé ñëó÷àé è äëÿ äèçúþíêòèâíîé ìîäåëè

ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íûå âåðõíèå ãðàíèöû äëÿ ñêîðîñòè êîäîâ, ñâî-

áîäíûõ îò (w, r) ïåðåêðûòèé. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â

äèññåðòàöèè, ïåðå÷èñëåíû íèæå.

1. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ïî q-è÷íîìó êàíà-

ëó ñ áåçîøèáî÷íîé îáðàòíîé ñâÿçüþ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îïòè-

ìàëüíûì äëÿ áîëüøîé äîëè îøèáîê â êàíàëå.

2. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîèñêà äâóõ äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ, óëó÷-

øàþùèé ðàíåå èçâåñòíûå àëãîðèòìû.

3. Ïîñòðîåíû êîäû, ñâîáîäíûå îò (w, r) ïåðåêðûòèé, è äîêàçàíà

îïòèìàëüíîñòü è åäèíñòâåííîñòü íåêîòîðûõ èç íèõ.

4. Ââåäåíî ïîíÿòèå êîìïîçèöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ è ïîëó÷åíà ãðà-

íèöà íà ñêîðîñòü êîäîâ ñ òàêèì êîìïîçèöèîííûì ðàññòîÿíèåì.

5. Ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ ãðàíèöà íà ñêîðîñòü êîäîâ, ñâîáîäíûõ îò

(w, r) ïåðåêðûòèé.

6. Äëÿ ñóììèðóþùåãî êàíàëà îáîáùåí ðåçóëüòàò Ëèíäñòðåìà íà

ñëó÷àé q = 3 è q = 4.
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7. Ïîëó÷åí îïòèìàëüíûé îòâåò äëÿ çàäà÷è ïîèñêà òîëüêî îäíîãî

äåôåêòíîãî ýëåìåíòà äëÿ êëàññè÷åñêîé è ñóììèðóþùåé ìîäåëè

ïîèñêà, êîãäà èçâåñòíî, ÷òî äåôåêòíûõ ýëåìåíòîâ ðîâíî d.

Ýòîò ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâà-

íèÿõ â îáëàñòè òåîðèè êîäèðîâàíèÿ, êðèïòîãðàôèè è êîìáèíàòîð-

íîãî ïîèñêà. Òàêæå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â

ðàçíûõ ïðàêòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ � â ïðàêòè÷åñêîé êðèïòîãðàôèè, ìå-

äèöèíå, áèîëîãèè è äð.
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