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ОПЫТ ПОСТРОЕНИЯ ТЕЛА ЦВЕТОВЫХ ОЩУЩЕНИЙ ПРИ ЗАДАННОМ ОСВЕЩЕНИИ.

ZUM AUFBAU DES PIGMENTFARBENKÖRPERS IM RAUME ALLER LICHTEMPFINDUNGEN.
N. Nyberg.                                                                                                                                H. Д. Нюберг.

Der Verfasser macht im Helmholzischen dreidimensionalen Raume aller Licht-empfindungen einen Aufbau des Körpers soleher Empfindungen, die von Pigmentfarben bei einer bestimmter Beleuchtung hervorgerufen sein konnen. Die Abhangigkeit der Form des Körpers vom Spektralbestand der Beleuchtung wird nachgewiesen. Es werden die Gleiclungen der Oberflache des Körpers gegeben und einige Eigenschaften desselben ausgefürt. Eine kritische Beurteilung der verbreitesten Formeln für Messung der Helligkeit, Sattigung und Farbton wird vom Verfasser gemacht. Er weistauch auf eine besondere Eigenschaft der Farbe,— seine Volligkeit, die sich von Sättigung und Helligkeit wesentlich unterscheidet. Die Ostwaldischen Vollfarben sind solche Pigmentfarben, die die maximale Völlikgeit besitzen und auf der Oberfläche des Körpers eine vollfarbige convexe Kurve (nicht flache!) bilden; die Punkte der lezten entsprechen den Maximen der Entfernung von der achromatischen Axe. Es wird bewiesen, dass mittels einer Mischung der Vollfarben mit Schwarz und Weiss nicht alle, bei gegebenen Beleuchtung mogliche, Empfindugen erhalten sein können. Es gibt also solche Pigmentfarben für denen die Ostwaldische Koordinaten,— Schwarzgehalt und Weissgehalt überhaubt keinen Sinnhaben.
§ 1. Введение. Тема настоящей статьи, несмотря на ее чисто абстрактный характер, затрагивает насущные вопросы практики. Недаром в последние годы к вопросам цветоведения проявляется со стороны как науки, так и промышленности повышенный интерес. Глаз вообще является одним из наиболее чувствительных органов чувств, и потому об очень многих качествах предметов мы можем судить именно по внешнему виду, причем цвет предмета играет зачастую крайне важную роль.
Следует помнить, что даже о физической (спектральной) природе света мы практически судим по производимому им или его частями зрительному впечатлению. Отделу Материаловедения Государственного Экспериментального Электротехнического Института в его оценке продукции неминуемо пришлось столкнуться с вопросом о цвете материалов, по которому часто можно судить и о других свойствах, не говоря уже о тех случаях, когда, как, например, для красителей, важен сам цвет по существу.
Большим препятствием в этой области было отсутствие объективной теории зрительного восприятия окрашенных или прозрачных (но не светящихся) предметов. Теория Оствальда, несмотря на ряд ценных замечаний, по существу вся построена на ошибках, на что многими справедливо указывалось. Разработанная Максвеллом, Грассманом, Гельмгольцем и в последнее время дополненная работами ряда физиков
 теория видимых цветов, хотя и построена безупречно в смысле логичности, но имеет своим предметом свет вообще, т. е. рассматривает, в сущности, впечатления от излучающих (светящихся) тел и только отчасти приложима к телам, собственного света не имеющим. Цвет таких окрашенных тел может быть определен только в зависимости от того освещения, при котором их рассматривают. Поэтому зрительные ощущения от источников такого рода мы будем называть «зависимыми» ощущениями. Всякие попытки изучать цвета не излучающих предметов без рассмотрения состава освещения вообще не могут дать верных результатов, так как в этом случае мы ничего не можем сказать о впечатлении, произведенном данной поверхностью. Поэтому мы поставили себе задачей изучение впечатлений, возможных от отражающих поверхностей (или светопроницаемых тел) при заданном освещении в отношении ко всем вообще доступным нашему глазу цветовым ощущением. Таким образом, наша задача является попутно и светотехнической задачей. В своих рассуждениях мы будем целиком исходить из работ, посвященных общей теории видимых цветов и, главным образом, из пространственных интерпретаций Грассмана и Гельмгольца.
Грассманом было показано, что независимо от какой-либо психофизиологической гипотезы пространство цветовых ощущений является аффинным векторным пространством трех измерений
. Построение такого пространства, как это сделано Гельмгольцем, а также проекции его на плоскость, известной под именем треугольника Ньютона, изложено нами ниже.
Следует оговориться, что, хотя мы пользуемся в дальнейших рассуждениях тремя функциями раздражимости нервных центров по Гельмгольцу, всё же самое построение от гипотезы остается совершенно независимым. Все приведенные ниже формулы могут быть выведены непосредственно из принципов Грассмана, а функции раздражимости, определенные из опыта, можно рассматривать просто как систему численных характеристик, не приписывая им никакого физиологического смысла.
Интересно отметить, что вообще всякой физиологической гипотезе, предполагающей наличие трех независимых нервных центров, будут соответствовать в нашем пространстве прямолинейные системы координат, и обратно.
Для всякой иной гипотезы величины раздражений трех нервных центров Гельмгольца будут только некоторой условной характеристикой данного цветового впечатления.
Физически свет определяется функцией распределения интенсивности в зависимости от длины волны:
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Если мы имеем какой-либо нервный центр, характеризуемый некоторой чувствительностью тоже в зависимости от длины волны,
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то, очевидно, раздражение этого центра светом данного состава будет:
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Если другой по составу луч, определяемый равенством 
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производит то же зрительное впечатление, то это означает, что раздражения всех трех центров А, В и С в обоих случаях равны, а потому мы получаем условие психологической тождественности различных по составу лучей в виде трех равенств:
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или иначе:
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Интеграция во всех случаях распространена на всю видимую часть спектра. Функции (1((( и (2(((, очевидно, ( 0 для любого (. Функции же А, В, С могут, вообще говоря, быть и отрицательными в зависимости от принятой нами психофизиологической гипотезы. Для гипотезы Гельмгольца они принимают только положительные значения.
§ 2. Операции сложения. Источники зрительных ощущений в широком смысле делятся на две отдельные группы: лучеиспускающие тела, или собственно источники света, с одной стороны, и тела с избирательным поглощением или отражением, т. е. видоизменяющие состав освещения — с другой.
Раздражение, вызываемое первыми, всегда остается неизменным, и впечатление, производимое ими, может изменяться только при изменениях чувствительности нашего зрительного аппарата. Раздражение, вызываемое вторыми, зависит, кроме их собственной характеристики, от того освещения, при котором мы их рассматриваем. При одновременном действии нескольких причин первого или второго рода у нас создается впечатление, которое мы условно назовем суммою тех впечатлений, которые на нас произвели бы эти причины, действуя в определенных условиях порознь. Оказывается, что основных типов сложения будет три: 1) мультипликативное, 2) аддитивное и 3) сложение-смешение.
§ 3. Мультипликативное сложение или сложение-умножение. Примером мультипликативного сложения может служить случай наложения двух светофильтров друг на друга. Этот тип сложения Гельмгольц назвал субстрактивным смешением, но мы расширяем понятие и на случаи взаимодействия двух разнородных причин, когда говорить о каком-либо смешении трудно. Действительно, при падении света на какую-либо отражающую поверхность или проникании какого-либо цветного света через полупрозрачную среду, у нас получается, в сущности, та же самая картина наложения функции, определяющей свет, на функцию частичного поглощения этого света. Если свет характеризуется равенством
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а отражение (или проницаемость)
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где отношение I/J есть отношение интенсивностей отраженного и падающего света, то, очевидно, результирующий свет будет характеризоваться равенством:
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Формула эта справедлива для всех вышеуказанных случаев и, исходя из нее, я присвоил этому типу название мультипликативного сложения или сложения-умножения. Мультипликативному сложению можно дать только физическое определение, так как результат его существенно зависит от физического состава света, а не только от производимого компонентами впечатления. Действительно, из уравнений:
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еще не следует, что
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что необходимо для тождественности психологического восприятия результатов.

§ 4. Аддитивное сложение. Если два или несколько пучков света отражаются одновременно от той же самой поверхности, то очевидно, для всякой длины волны суммарная интенсивность будет равна сумме интенсивностей данной длины волны в каждом из слагаемых, а потому:
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(3)
Впечатление от результирующего пучка будет характеризоваться тремя интегралами:
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(4()

Из равенств (4) следует, что аддитивные суммы тождественных по психологическому впечатлению слагаемых будут тождественны в этом смысле независимо от физического состава компонент.

Сложение-смешение. Примером сложения-смешения могут служить, во-первых, смешение двух или нескольких окрашенных секторов на быстро вращающемся диске и, во-вторых, пуантеллистическое смешение, когда близко-лежащие окрашенные частицы малого размера сливаются в нашем восприятии в однородное целое. Следует заметить, что, когда мы говорим об интенсивности отраженного света, то под интенсивностью мы подразумеваем количество света, отнесенного к единице отражающей поверхности, точно так же, как интенсивность освещающего света мы тоже относим к единице освещаемой поверхности.

Предположим, на диск нанесены цветные секторы площадями
k1, k2, k3,..., kn,
цвет которых определяется равенствами:
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При некотором освещении 
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 количество света, отражаемого каждым сектором, будет:
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а общее количество света будет:
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По приведении диска во вращение, весь этот отраженный свет равномерно распределится по всей площади диска, а потому количество света, отнесенное к единице поверхности, т. е. интенсивность, выразится так:
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(5)

Формула (5) показывает, что впечатление от вращающегося диска будет такое же, как если бы мы имели дело с поверхностью, отражающая способность которой:
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Для любой длины волны отражение от вращающегося диска равно среднему арифметическому отражений от каждого из секторов, в отдельности взятых, с весами пропорционально их  площадям.

Положив в формуле (5) k1 = k2 = k3 = ... = kn  и сравнивая с формулой (4), мы увидим, что результаты аддитивного сложения и сложения-смешения различаются только постоянным множителем, т. е. только интенсивностью. Формула (5) впервые, если не ошибаемся, предложена Грассманом. Оствальд, таким образом, напрасно считал, что им впервые отмечена разница между двумя упомянутыми типами сложения.

§ 5. Построение пространства видимых цветов. По теории Гельмгольца всякий свет, характеризуемый равенством 
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, вызывает в нас впечатление в зависимости от величин раздражения трех нервных центров, чувствительность которых определяется тремя функциями длины волны B((), G(() и R((), а потому величины раздражения, вызванные данным светом, будут: 
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Если на осях прямоугольных координат трех измерений откладывать эти величины, то каждой комбинации их, а, следовательно, любому впечатлению, будет соответствовать некоторая точка внутри трехгранного угла, образуемого положительными направлениями осей. Этот трехгранный угол мы назовем областью мыслимых впечатлений. Обратно, каждой точке области мыслимых впечатлений будет соответствовать некоторая комбинация раздражений нервных центров, но так как под влиянием воздействия света не всякая комбинация раздражений может осуществиться (например, раздражение только одного нервного центра при отсутствии раздражений других), то из области мыслимых ощущений выделится меньшая область ощущений, возможных под влиянием светового воздействия.
Докажем положение: если какая-либо точка принадлежит к области возможных ощущений, то к ней принадлежит и вся прямая, проходящая через начало координат и через данную точку.
Действительно, пусть впечатление, соответствующее данной точке, вызывается светом, определяемым равенством:
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Ее координаты, на основании уравнения (6), будут:
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Возьмем другой пучок света, определяемый равенством:
J( = H(((),
где Н — некоторый параметр, не зависящий от (. Такой свет будет отличаться от (7) только яркостью, а координаты соответственной ему точки будут, как легко видеть:
b( = Hb; g( = Hg; r( = Hr.

(8)
При переменном H равенства (8) превратятся в уравнение прямой, проходящей через точки 0,0,0, и b,g,r, и, следовательно, положение доказано.
Попутно мы доказали, что цветовые впечатления, различающиеся только интенсивностью, лежат на прямых линиях, проходящих через начало координат, что, впрочем, само собой очевидно. Прямым следствием доказанного будет также то, что область возможных ощущений ограничена конической поверхностью с вершиной в начале координат.
Аддитивное сложение в нашем пространстве будет векторным сложением.
Действительно, равенства (4() в нашем случае перепишутся в виде:
bs = (bi; gs = (g; rs = (r,

(9)
причем bs, gs, rs, bi, gi и ri будут соответственно координатами суммы и слагаемых. Если мы проведем в каждую точку вектор из начала координат, то координаты точки будут служить компонентами векторам, и формулы (9) дадут нам правило сложения этих векторов.
Рассматривая формулу сложения-смешения (5), мы легко выведем, что результирующий цвет будет лежать в центре тяжести, если приписать каждой точке вес пропорционально площади соответствующего сектора. В случае двух точек результат будет лежать на прямой, соединяющей эти точки. Если при этом площади равны, то результат будет лежать на середине прямой, их соединяющей, т. е. на той же прямой, исходящей из начала координат, что и результат аддитивного сложения. Так как область возможных ощущений замкнута по отношению к этим операциям, то мы можем сказать, что конус, ограничивающий ее, не может иметь вогнутостей.
§ 6. Конус возможных ощущений. Форму конуса можно определить, исходя из рассмотрения трех кривых раздражимости. Так как всякий свет по своему составу есть аддитивная (т. е. векторная) сумма отдельных спектральных полос, то, определив векторы, соответствующие спектральным тонам, мы можем любую точку получить как сумму таких векторов. Если мы рассечем наши оси координат плоскостью, отсекающей на осях равные отрезки, и будем проектировать из начала координат точки нашего пространства на эту плоскость, то на ней мы получим следующее. Координатные плоскости дадут прямые линии, по которым эти плоскости пересекаются с секущей плоскостью. Эти прямые образуют равносторонний треугольник. Вершинами его будут следы осей координат. Все точки, различающиеся только яркостью, будут проектироваться в одну и ту же точку. Поверхность конуса возможных ощущений даст, в частности, кривую, которую можно рассматривать как направляющую этого конуса. Легко видеть, что полученный треугольник есть треугольник Ньютона, а направляющая конуса есть вычисленная Кенигом и Дитеричи кривая спектральных тонов, которой пользовался Гельмгольц (см. фиг. 1 и 2).
Во всем вышеизложенном мы привели, главным образом, построения, проведенные Гельмгольцем, Грассманом и др., но возвращение от двухмерного пространства, которым пользовались до сих пор обычно, к трехмерному, оказалось для нас существенно необходимым при дальнейшем исследовании тела «зависимых» впечатлений, т. е. впечатлений, зависящих от заданного освещения. Такое тело (или, вернее, такие тела) и есть то, что Оствальд пытался исследовать под именем тела «соотнесенных» тонов, но данное им весьма сбивчивое определение того, что под этим следует понимать, ввело многих в заблуждение и заставляет меня отказаться, во избежание недоразумений, от введенного им термина. 

§ 7. Тело зависимых ощущений. Для построения тела зависимых ощущений нам должно быть задано освещение. Задано оно должно быть полностью по его спектральному составу, так как отражение и проникновение через прозрачную среду определяется формулами мультипликативного сложения, а потому его результат существенно зависит от состава света. Кроме того, сила света должна быть отнесена к единице освещаемой поверхности. Цветом освещения мы будем называть цвет идеально белой поверхности
 при данном освещении. Очевидно, всякая другая поверхность может отражать любые лучи только в меньшей степени, чем идеально белая поверхность, а потому и раздражение какого-либо нервного центра, производимое такой поверхностью, может быть только меньшим, чем раздражение, производимое белой поверхностью.
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Фиг. 1. Кривые раздражимости зрительных центров.
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Фиг. 2. Треугольник Ньютона.
Таким образом, если при данном освещении белая поверхность вызовет раздражения нервных центров b0, g0, r0, которые будут служить координатами данного впечатления в нашем пространстве, то координаты впечатления от всякой другой поверхности при том же освещении будут b ( b0, g ( g0, r ( r0. Отсюда следует, что, если на координатах абсолютно белой поверхности мы построим параллелепипед, то искомое тело зависимых ощущений целиком будет лежать внутри этого параллелепипеда. Однако оно займет только часть его, и мы, чтобы выяснить его форму, введем новое понятие. Мы назовем два цветовых впечатления «дополняющими» друг друга по отношению к некоторому третьему, если это последнее является их аддитивной суммой. Две отражающие поверхности мы назовем дополняющими друг друга при данном освещении, если производимые ими при этом освещении впечатления являются дополняющими к впечатлению от абсолютно белой поверхности при данном же освещении. В частности, если две поверхности характеризуются функциями
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удовлетворяющими тождеству
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независимо от (, то, как легко видеть, такие две поверхности будут дополняющими при любом освещении. Такие поверхности мы назовем дополняющими поверхностями. Из последнего следует, что при любом освещении, если возможно какое-либо впечатление, то всегда будет возможно при том же освещении и впечатление, его дополняющее. Если мы в построенном нами параллелепипеде проведем из начала координат диагональный вектор и будем его разлагать по правилу параллелограмма на суммы двух векторов, то, очевидно, будем получать пары, дополняющие по отношению к данному освещению. Но так как диагонали параллелограмма делят друг друга пополам, то мы можем сказать, что дополняющие при данном освещении цветовые впечатления будут расположены симметрично относительно центра параллелепипеда, соответствующего этому освещению. Выше было сказано, что, если при данном освещении возможно какое-либо впечатление, то будет возможно и впечатление, его дополняющее, а потому мы можем высказать фундаментальное для нашего построения положение, что тело зависимых ощущений симметрично относительно центра параллелепипеда того освещения, от которого оно зависит
.
Это положение дает возможность выяснить форму тела. Мы указывали, что тело лежит целиком внутри построенного нами параллелепипеда. Кроме того, оно, конечно, не может выйти за пределы конуса всех возможных ощущений, а, следовательно, в силу симметрии, и за пределы конуса, ему симметричного относительно центра параллелепипеда. Вершина этого второго конуса, конечно, будет лежать в углу параллелепипеда, противоположном началу координат. Эту вершину мы будем называть белой точкой так же, как начало координат назовем черной точкой, а диагональ параллелепипеда, их соединяющую, ахроматической осью. Если мы имеем дело с нормальным белым освещением, то эти названия будут соответствовать и нашим ощущениям.
Однако тело не займет всего пространства, ограниченного и вышеуказанным двойным конусом, а будет только касаться его в белой и черной точках, плавно (если спектр освещения непрерывен) переходя от черной точки к белой и образуя сигарообразное, нигде не вогнутое тело, симметричное относительно центра параллелепипеда. Подробнее этот процесс перехода можно представить следующим образом. Пусть какая-либо поверхность отражает только крайне узкий участок спектра, остальные же лучи целиком поглощает. В этом случае, как легко видеть, абсолютная величина раздражений нервных центров будет крайне мала, отношения же трех раздражений, если участок взят достаточно узкий, будет очень близок к отношению раздражений, производимых монохромным спектральным светом. Следовательно, вблизи начала координат тело будет иметь точки, крайне близкие к конусу возможных ощущений. Если бы мы имели дело с источником света в тесном смысле, то мы могли бы произвольно увеличивать яркость, не меняя состава света, и получили бы весь конус возможных ощущений. Увеличить яркость света, отражаемого поверхностью, в противоположность этому, мы можем, только расширяя область раздражения, т. е. понижая насыщенность тона, приближаясь тем самым к ахроматической оси и одновременно удаляясь от конуса возможных ощущений. Когда интервал отражения возрастет до того, что охватит полностью весь спектр, то, очевидно, мы получим белую точку нашего тела там, где оно коснется симметричного конуса так же, как оно коснулось конуса возможных ощущений в черной точке. Особенно важно отметить плавность перехода потому, что в этом лежит коренное отличие нашего тела от построенного Оствальдом двойного конуса, имеющего острое ребро на полноцветном круге. Так как спектральные тона представляют выпуклую коническую поверхность, а все впечатления зависимого тела могут быть получены при суммировании отдельных спектральных элементов, то легко видеть, что на периферии тéла будут всегда лежать впечатления от поверхностей, функция отражения которых определяется следующими условиями:
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Поэтому мы можем написать уравнения поверхности тела, выраженные через функции раздражимости Гельмгольца, и функцию освещения с помощью двух переменных параметров и и v в виде:
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§ 8. Метрика пространства. Белое освещение. В построенном нами цветовом пространстве метрика, которой мы пользовались, была метрикой физической, метрикой раздражения. Действительно, мы откладывали на осях координат раздражения, полагая их пропорциональными количеству света, т. е. пользовались чисто физической характеристикой количества впечатления. Психологически количество, как известно, не совпадает с физическим количеством и, чтобы определить в нашем пространстве психологическое расстояние, надо ввести и соответствующую метрику, метрику ощущений. Следует заметить, что по отношению к метрике раздражений наше пространство является аффинным, так как по любой оси мы можем выбрать масштаб произвольно, сообразно с тем, что в выражения трех функций раздражимости В((), G(() и R(() входят произвольные постоянные множители. Косвенно, ссылаясь на плоское построение Гельмгольца, мы тем самым выбрали эти множители. Действительно, Гельмгольц, строя кривые раздражимости, выбрал постоянные множители так, чтобы очерчиваемые ими площади были равны. Это равносильно предположению, что свет, интенсивность которого равномерно распределена по всему видимому спектру, одинаково раздражает все три нервных центра. Вообще говоря, выбрать масштаб по осям,— значит выбрать свет, равно раздражающий нервные центры, и обратно. Далее, ставя в центре треугольника белый цвет, Гельмгольц делает новое предположение, что такой равномерно распределенный по спектру свет дает нам впечатление белого. Это предположение уже несколько произвольно, а, главное, делает незаконным употребление этого построения для отражающих поверхностей при солнечном или «нормальном дневном» освещении. Например, понятие дополняющих, а, следовательно, и понятие дополнительных тонов зависят: первое — от выбора освещения, для которого данные цвета являются дополняющими, второе — от того, какой свет мы назовем белым.
Этот последний вопрос остается до сих пор мало выясненным тем более, что свет как освещение мы должны задать не только психологически по отношению, например, к впечатлению от белой поверхности, но и по его физическому составу, так как не можем же мы считать за белый — свет, составленный, например, из двух монохромных дополнительных лучей. При таком освещении, хотя белая поверхность и будет производить то же впечатление, что и при непрерывном спектре, но всё красочное многообразие сведется только к двум дополнительным тонам и тонам, между ними переходным. От выбора же нормального освещения зависит и форма нормального зависимого тела. Кроме вышеуказанного равномерного освещения, за белое чаще всего принимают солнечный дневной свет; это как будто вероятнее, по крайней мере, генетически; однако прямой солнечный свет, конечно, не белый, а желтый, и с этим едва ли можно не согласиться.
§ 9. Психологическая метрика цветового пространства. Даже и при выборе нормального освещения метрика нашего пространства вовсе еще не будет соответствовать психологическому представлению о расстоянии. Например, опыты показывают, что в пределах того же тона впечатление возрастает не пропорционально раздражению, а следует более или менее закону Вебера—Фехнера, но со своим множителем в зависимости от цвета. Поэтому равностоящие по впечатлению тона вовсе не будут равностоящими по раздражениям. Однако всё же мы считаем необходимым сохранить метрику раздражений, и на ней только в виде неравномерной шкалы, дать метрику ощущений. Сохранение метрики раздражений необходимо, так как во многих отношениях она имеет крупные преимущества, в частности, аддитивное сложение, очевидно, будет векторным только при метрике раздражений.
Целесообразнее всего дать психологическое расстояние в виде функции от координат раздражения, т. е. в виде:
d = D(a1, b1, c1, a2, b2, c2),

(10)
сохранив соответственную метрику. Это дает нам возможность пользоваться той или другой метрикой, смотря по необходимости.
Наиболее естественной и чисто практической единицей психологического расстояния является ступень различимости. Правда, эта единица может сильно варьировать от индивидуума к индивидууму и даже у одного и того же наблюдателя может изменяться в зависимости от упражнения или утомления. Под влиянием утомления, более того: ступени различимости могут повышаться в одном направлении, мало изменяясь или даже понижаясь в другом. Однако при некоторых определенных условиях и за исключением анормального зрения дальтоников отношение величин ступеней различимости по различным направлениям остаются у разных людей, по-видимому, достаточно близкими. Изменения ступеней различимости под влиянием утомления дают хороший повод применения нашего тела для исследования таких влияний и может послужить одним из способов проверки теории Гельмгольца. Однако эти вопросы остаются за пределами настоящей статьи.
Если подходить к решению проблемы метрики ощущений теоретически априорно, наподобие того, как это делал Оствальд, применением закона Фехнера, то естественнее всего было бы, приняв определенную физиологическую гипотезу, применить его к каждому из нервных центров в отдельности со своим для каждого коэффициентом, а внутри строить метрику уже по ним, анализируя кривую вероятностей, определяющую ступени различимости. Во всяком случае, такое построение связано с большими опытными работами и пересмотром имеющегося материала.
§ 10. Координаты Гельмгольца: цветность, яркость, насыщенность. Геометрическое место различных цветовых ощущений, обладающих в равной мере каким-либо качеством, даст в нашем пространстве различные поверхности, а при неизменности еще какого-либо качества — различные кривые.
Гельмгольцем предложены были для характеристики любого цветового впечатления три его качества: 1) цветность, 2) яркость и 3) насыщенность.
Цветность есть одна из наиболее легко выделяемых нашим сознанием характеристик световых впечатлений, и почти все исследователи выделяют ее как особое качество.
Нетрудно видеть, что в нашем пространстве поверхности равных цветностей будут полуплоскости, проходящие через ахроматическую ось. Следовательно, измерять цветность мы можем углом поворота от какой-либо плоскости, выбранной за начало.
Если мы за такую плоскость выберем плоскость, соответствующую красному концу спектра, то угол поворота можем отсчитывать по направляющей конуса возможных ощущений в длинах волн соответственного спектрального тона или для пурпуровых цветов ( в длинах волн дополнительного тона.
Легко видеть, что формула, предложенная П.П. Лазаревым —
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есть не что иное, как коэффициент, определяющий положение плоскости, проходящей через прямую, одинаково наклоненную к осям координат, и данную точку, т. е. она справедлива при предположении о равнораздражаемости нервных центров белым светом. Вообще говоря, понятие цветности зависит от выбора белого света, а в формуле Лазарева — от того, каким впечатлениям будут соответствовать точки прямой, равнонаклонной к осям координат, или центр в треугольнике Ньютона. Обычно в центре треугольника Ньютона помещается впечатление, соответствующее свету равномерной интенсивности по спектру, которое едва ли в действительности вызовет ощущение белого света, а потому эта формула в данном случае может дать неверные результаты, особенно для мало насыщенных тонов. 
Яркость мы определили как качество, возрастающее вместе с возрастанием количества света; так же понимал его и Гельмгольц. Мы уже указывали, что при одинаковых цветности и насыщенности яркость увеличивается вместе с увеличением расстояния от начала координат, однако, сравнение по яркости цветов, различных по цветности и насыщенности, крайне затруднительно. Единственно мы можем сказать, что если один цвет раздражает все три нервных центра в большей степени, чем другой, то его яркость тоже будет больше. Это означает, что если мы через данную точку проведем три плоскости, параллельные координатным плоскостям, то получим, с одной стороны, параллелепипед, который будет областью точек менее ярких, чем данные, а с другой — трехгранный угол более ярких точек. Между ними остается область цветов, таким методом по яркости не сравнимых. Всякое семейство охватывающих друг друга поверхностей, удовлетворяющих тому условию, чтобы для каждой точки, принадлежащей такой поверхности, область больших яркостей лежала бы целиком по одну сторону поверхности, а область меньших яркостей — по другую, может быть принята для сравнения яркостей без нарушения высказанного нами условия.
Вестник ТЭЭТ, №7, 248-252

Если мы поставим еще требование, чтобы при сложении-смешении двух цветов одинаковой яркости результат был бы той же самой яркости, то семейство этих поверхностей будет семейством параллельных плоскостей. Такое определение яркости давали, с одной стороны, Экснер и, с другой, Кольрауш, предположив, что яркость есть линейная функция раздражений трех нервных центров
. Отношения коэффициентов ими даны:

Экснер ………(((:( = 1 : 0,756 : 0,024,

Кольрауш……(((:( = 1 : 0,618 : 0,047.

Такое резкое расхождение результатов лишний раз указывает на трудность сравнения по яркости различных тонов.

Аналогичным способом определяется яркость и по Джедду.

В статье Федорова
 для коэффициентов даны значения:

a : b :с = 0,44 : 0,55 : 0,015.

Однако надо иметь в виду, что эти коэффициенты даны не для Гельмгольцовских центров, а для несколько иных, и потому для сравнения с вышеприведенными требуют пересчета.

Интересный метод сравнения по яркости может быть выведен из кривой относительной чувствительности глаза к различным спектральным тонам. Такая кривая приведена в цитированной статье Федорова на стр. 28. Как им и указано, эта кривая может служить мерилом яркости различных спектральных тонов. Для измерения яркости прочих цветовых впечатлений можно поступить так. На образующих конуса возможных ощущений будем откладывать отрезки, пропорциональные соответствующим чувствительностям. Мы получим, таким образом, на поверхности конуса семейство кривых, которые можем принять за кривые одинаковой яркости. Если теперь сделать допущение, содержащееся в вышеприведенных формулах, что при сложении-смешении двух цветов одинаковой яркости мы получим цвет той же яркости, то, проводя всевозможные прямые, пересекающие одну из кривых построенного семейства в двух точках, мы получим, вообще говоря, область, которая выродится в плоскость только в случае, если кривые будут плоскими. В последнем случае такие плоскости и будут плоскостями равной яркости. В общем случае, если верно наше предположение, мы внутри построенной области не сможем различать тонов по яркости, и у нас получится некоторая область цветов, не сравнимых по яркости. Существование такой области не только не противоречит непосредственному опыту, а скорее им подтверждается.

Понятие яркости не зависит от выбора белого освещения, но формула ее будет зависеть от выбора масштабов по осям координат. Яркость дает нам возможность подойти к вопросу о нахождении этих масштабов, так как мне думается, что при надлежаще выбранной метрике поверхности равных яркостей должны приблизительно совпадать с плоскостями, перпендикулярными к ахроматической оси. Из последнего видно, что в этом случае выбор масштабов будет, кроме того, зависеть от выбора белого света.

Н а с ы ще н н о с т ь – третье характеристическое свойство, данное Гельмгольцем. В цветовом треугольнике оно при равенстве по цветности характеризуется расстоянием от белой точки. Если к этому добавить, как это предполагал и Гельмгольц, что при изменении силы света без изменения состава насыщенность не меняется, то прямые, исходящие в нашем пространстве из начала координат, будут прямыми равных насыщенностей, а потому можно сказать, что при неизменности цветности насыщенность возрастает вместе с углом между соответственной прямой и ахроматической осью. Сравнение по насыщенности тонов, различных и по цветности,— задача весьма трудно разрешимая.

Экснером дана формула (цитирую по статье Н.Т. Федорова), определяющая «абсолютную» насыщенность в виде:

при   min (B, R, G) = В:
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или, точнее, с учетом яркости:
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Эта формула принимает за точки, обладающие равной насыщенностью, точки, лежащие на координатных плоскостях. Равнонасыщенными при этом будут считаться точки прямых, выходящих из начала координат, для которых наименьшие из углов, образуемых ими с координатными плоскостями, равны. Поверхностями равных насыщенностей в этом случае будут грани трехгранных углов, образованных в начале координат плоскостями, одинаково наклоненными к координатным плоскостям. Для различных спектральных тонов абсолютная насыщенность будет различна: наибольшая для желтых и наименьшая для зеленых. Отношение абсолютной насыщенности какого-либо света к насыщенности спектрального тона той же цветности или относительная насыщенность дает нам конические поверхности с образующими, равнонаклоненными к соответственным образующим конуса возможных ощущений.

Геометрический смысл приведенных выше формул будет следующий. Всякое впечатление можно разложить как вектор на два: один по ахроматической оси и другой, параллельный одной из координатных плоскостей (см. фиг. 3). Из чертежа видно, что насыщенность измеряется отношением модулей векторов WM к SW: очевидно, она будет изменяться при неизменной цветности обратно пропорционально cos(, т. е. косинусу угла наклона вектора данного цвета к ахроматической оси. Косинус этого угла выразится так:

cos( = 
[image: image54.wmf].
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Вообще мерилом насыщенности может служить любая однозначная монотонная функция этого угла. Если сравнивать по насыщенности тона различной цветности, то мы, очевидно, должны получить формулу вида:
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где F выражает цветность. Если предположить, что насыщенность зависит только от угла, как, по-видимому, склонен был считать Грассман, то формула примет вид:
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Это даст поверхности равных насыщенностей в виде круглых конусов с общей вершиной в начале координат.
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a, а — образующие конуса возможных ощущений,

b, b — границы светового тела,

c, с — сечение плоскостями координат,

SW — ахроматическая ось.

Фиг. 3.

Чтобы насыщенность измерялась величинами, пропорциональными изменению психологического впечатления, функция 
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 должна быть выбрана так, чтобы она соответствовала ступеням различимости по насыщенности при неизменной цветности и изменениям этих ступеней в зависимости от цветности.

По самому определению понятие насыщенности зависит от выбора белого освещения, а потому всякая формула, ее выражающая, должна быть отнесена к некоторому впечатлению, которое мы условились принимать за белое; поэтому применение формул, упомянутых выше, не вполне законно в треугольнике Ньютона, поскольку в его центре находится не настоящее белое впечатление, а впечатление, вызываемое светом, равномерно распределенным по спектру.

В цитированной выше статье Федорова, в формулах (12) и (12(), вместо Гельмгольцовских раздражений B, G, R подставлены некоторые совершенно произвольные практические координаты. Это, конечно, совершенно незаконно, так как в таком случае было бы даже странным ожидать какого-либо совпадения с непосредственным представлением о насыщенности. Вычисленная с помощью этих формул насыщенность света экономической лампочки в 72% (!?) говорит только о полной непригодности формул, с помощью которых она вычислялась.

§ 11. Координаты Оствальда. Полнота цвета. Оствальд при построении своего тела вводит понятие полноцветного круга. Он считал тона полноцветного круга тонами, максимально насыщенными, но был блестяще опровергнут Кольраушем, доказавшим, что полноцветные тона значительно уступают в насыщенности монохромному свету. Мы постараемся показать, что полнота цвета или количество цветности есть особое качество, отличное от насыщенности и притом играющее чрезвычайно важную роль в зависимом теле.

Действительно, практически в жизни мы воспринимаем цветные впечатления почти исключительно от отражающих поверхностей при некотором определенном освещении, т. е. вращаемся в области цветов зависимого тела.

Зададимся вопросом, какие же поверхности мы назовем максимально цветными. Легко увидеть, что максимальная насыщенность вовсе не соответствует максимальному количеству цветности отражающих поверхностей. Действительно, тело зависимых ощущений касается конуса возможных ощущений в черной точке, но далее всё более и более от него отходит, но так как насыщенность измеряется углом вектора цвета с ахроматической осью, яркость же возрастает вместе с расстоянием от начала координат, то при увеличении яркости насыщенность быстро уменьшается (см. фиг. 4). Наоборот, если бы мы захотели добиться большой насыщенности, нам пришлось бы сильно уменьшать яркость
. Таким образом, с увеличением насыщенности цвет отражающей поверхности в конце концов приближается к черному, который нам и пришлось бы считать максимально цветным, если бы мы захотели количество цветности мерить насыщенностью. Яркость тоже, очевидно, не может служить мерою количества цветности, так как максимально ярким тоном будет совершенно бесцветный-белый. Очевидно, количество цветности является особым качеством, зависящим сразу и от насыщенности, и от яркости.
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SW — ахроматическая ось,

V1, V2, V3 — точки расположения полноцветных тонов,

_____ ( образующие конуса возможных ощущении и


         симметричного конуса,

…….. − границы тела цветов, рассматриваемых Оствальдом.

Фиг. 4. Меридианальные сечения тела для освещения (((( = const.

Оствальд опытным путем нашел, что наиболее полноцветное впечатление производят тона, область отражения которых тянется от одного дополнительного до другого. Мы покажем, что полноцветный тон есть тон максимально удаленный от ахроматической оси из всех тонов данной цветности.
Возьмем какое-либо сечение зависимого тела однотонной плоскостью, т. е. плоскостью, проходящей через ахроматическую ось, и будем составлять из участков спектра тона, соответствующие цветности данной плоскости. В силу выпуклого расположения в пространстве спектральных тонов очевидно, что мы будем получать точки на периферии тела, если будем брать полностью сплошные участки спектра. Если мы возьмем крайне узкую полосу спектра, то получим вектор, малый по абсолютной величине, но составляющий с ахроматической осью угол, близкий к углу, составляемому с нею соответственным монохромным спектральным вектором. Если мы расширим интервал так, чтобы цветность при этом не изменилась, то мы прибавим к первоначальной полосе еще два кусочка по краям, которые дадут вектор, составляющий меньший угол с ахроматической осью. Сложив первоначальный вектор с данным по правилам аддитивного, т. е. векторного сложения, мы можем снова расширить интервал и поступить, как прежде. Мы будем получать всё новые и новые точки на поверхности тела.
Когда интервал захватит спектр от одного тона до другого, ему дополнительного, если мы прибавим к его концам еще два крайне малых куска, то эти куски как лежащие около дополнительных тонов в сумме дадут белый цвет нашего освещения, а потому соответственный вектор будет направлен параллельно ахроматической оси, откуда следует, что, когда интервал захватит весь промежуток спектра между двумя дополнительными тонами в соответствующей ему периферической точке тела, касательная к линии пересечения тела с однотонной плоскостью будет параллельна ахроматической оси. А это и значит, что полноцветный тон Оствальда лежит как раз в точке, максимально удаленной от ахроматической оси в пределах данной цветности. Это замечательное свойство полноцветных тонов делает честь экспериментальному открытию Оствальда.
§ 12. Полноцветное кольцо. Найдя подобные максимумы для возможных меридианальных сечений тела,
 мы, очевидно, получим на поверхности тела полноцветное кольцо. Это кольцо по самому определению полноцветных тонов будет состоять из дополняющих пар, а потому будет симметрично относительно центра тела, т. е. относительно «нейтрально-серой» точки. Однако, вообще говоря, это кольцо не только не будет кругом, но не составит даже плоской кривой, за исключением освещения, удовлетворяющего вполне определенным условиям. При пересечении этого кольца плоскостями равных яркостей, как легко видеть хотя бы из атласа Оствальда, кольцо будет иметь максимум яркости в желто-оранжевой части и минимум — в синей. Произведенные нами подсчеты как по формуле, данной для яркости Кольраушем, так и по формуле Экснера, дали максимум для тона, примерно соответствующего по Оствальду № 4 и минимум для № 54. Дополнительными тонами равной яркости оказались приблизительно № 13, 17 — № 63, 67. Последнее нам кажется не вполне согласным с непосредственным опытом, что отчасти может объясняться некоторым несоответствием в определениях дополнительных цветов по Оствальду и по Кольраушу. Местных максимумов и минимумов яркости вполне в соответствии с непосредственным наблюдением нами не было обнаружено.
§ 13. Содержание белого и черного. Кроме полноцветности, которую Оствальд совершенно неосновательно смешивает с насыщенностью, им введены еще координаты: содержание черного и содержание белого. К сожалению, эти координаты (как почти все иногда очень ценные мысли Оствальда) страдают отсутствием точной формулировки. С одной стороны, Оствальд крайне туманно поясняет, чтó следует понимать под смесью с черным и белым, и дает чертеж, называя долями черного, белого и цветного расстояние от точки до сторон треугольника, но в виду того, что его цветное пространство никак не определено, а вводимая метрика совершенно произвольна, остается неясным, что собственно может означать в таком случае расстояние. С другой стороны, Оствальд дает прибор для определения якобы этих координат с помощью светофильтров. Н.Т. Федоров в цитировавшейся выше статье совершено справедливо анализирует этот метод и приходит к выводу, что результат измерений зависит от освещения и, следовательно, не измеряет свойства только отражающей поверхности. К тому же выводу приходит и Клеменс Шефер
. Добавлю еще, что этот метод вообще не измеряет никакого качества видимого отраженного света. Указанные статьи делают совершенно излишней дальнейшую критику в этом направлении, поэтому мы попытаемся разобраться в том, что мог иметь в виду Оствальд в своих теоретических рассуждениях.
Самые названия «примесь белого» и «примесь черного» говорят о каком-то смешении; геометрическое построение имеет аналогии с геометрическими построениями в треугольнике Ньютона. Это последнее прямо определило бы нам, что здесь подразумевается то, что мы называем сложением-смешением, если бы в пространстве Оствальда имела место та же геометрическая интерпретация сложения-смешения, как и в треугольнике Ньютона. Оствальд, по-видимому, предполагал, что это так; однако достаточно беглого взгляда, чтобы убедиться в противном. Всё же сделаем предположение, что содержание белого, черного и цветного будет именно результат сложения-смешения их в соответственных пропорциях. Если за цветное взять полноцветное кольцо (заменяющее у нас полноцветный круг Оствальда) и провести через него две конические поверхности из белой и черной точек, то мы получим некоторое тело, целиком лежащее, как легко видеть, внутри тела зависимых цветов. Это тело мы назовем исправленным телом Оствальда. Всякая точка внутри этого тела может быть представлена как результат смешения в некоторых количествах белого, черного и некоторого полноцветного. Отношения их количеств можно получить по правилу разложения параллельно направленных сил. Обратно, всяким положительным соотношениям количеств белого, черного и цветного будет соответствовать точка внутри этого тела. Однако тело Оствальда даже в исправленном виде, содержась целиком внутри тела зависимых цветов, не охватывает его полностью. Если бы мы захотели для какой-нибудь точки внутри этого последнего, но вне тела Оствальда, определять содержание белого и черного, то мы получили бы для одного из них отрицательное значение. Более того, в силу выпуклости тела зависимых цветов, мы можем сказать, что все его точки не могут быть получены путем сложения-смешения из цветов какой-либо кривой внутри или на поверхности этого тела и двух других, лежащих вне ее. Тело, построенное Оствальдом, конечно, может рассматриваться как первое приближение к полному телу зависимых цветов, если только совершенно отказаться от его метрики и вместо плоского полноцветного круга взять пространственную кривую полноцветного кольца. Эта кривая, хотя и симметричная относительно точки, всё же довольно сложна по своей форме. Построить ее можно, пользуясь как направляющей конуса с вершиной в начале координат кривой, данной Кольраушем в Physikalische Zeitschrift (1920, стр. 401), в треугольнике Ньютона. Симметричный относительно центра параллелепипеда конус, построенный из белой точки, как первый построен из черной, пересекаясь с этим последним, дает искомую кривую.
Можно показать очень просто, что, например, цвета отражающих поверхностей, имеющих отражательную функцию вида
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где интервал меньше расстояния между двумя дополнительными, а также цвета поверхностей с функцией отражения, достаточно близкой к вышеуказанной, не могут быть получены из смешения полноцветных с черным и белым.
Отражающие поверхности редко бывают такими, но для прозрачных сред, рассматриваемых на просвет, функция проницаемости бывает часто близка к такому типу.
Из того, что сделано Оствальдом в области цветоведения, пользуется наиболее широким вниманием и применением вполне заслуженно его цветовой атлас; однако и здесь приходится высказать некоторое сожаление. Даже при беглом обзоре атласа бросается в глаза его неполнота по отношению к сильно насыщенным тонам. Это объясняется тем, что Оствальд, считая блеск особым качеством цветового восприятия, пользовался исключительно матовыми красителями; но матовость по самому своему существу есть примесь белого, а потому большая насыщенность матовыми красителями достигнута быть не может. Достаточно вспомнить матовые красителя, как темпера и пастель, с одной стороны, и картины, например, старых голландцев, как Доу, Мирис, а, в особенности, яичные краски русских иконописцев, с другой.
Матовость поверхности, как уже неоднократно указывалось, происходит оттого, что свет, кроме избирательного отражения, испытывает также и полное бесцветное отражение от граней беспорядочно разбросанных крупинок красителя. Это есть тот же самый блеск с той только разницей, что от блеска гладкой поверхности мы всегда можем избавиться, выбрав соответствующую точку зрения, а от блеска матовой поверхности отделаться невозможно, и она поэтому дает примесь белого света, сильно понижающего насыщенность.
Это показал и спектральный анализ полноцветных тонов Оствальда, произведенный Кольраушем
. Прозрачные среды, рассматриваемые на просвет, например, vitreaux старых соборов, тем и отличаются от отражающих поверхностей, что не имеют этого поверхностного блеска. Вообще, красителем может быть достигнута тем большая насыщенность, чем больше у него отношение прозрачности к полному поверхностному отражению отдельных его частиц. Независимо от этого, для получения больших насыщенностей будет выгоднее всегда гладкая («блестящая») поверхность, а не шероховатая (матовая), так как при гладкой блестящей поверхности от полного отражения с самой поверхности красителя можно отделаться полностью выбором точки зрения.
§ 14. Координаты Геринга. Четырех- и трехтоновая системы цветов. Если мы возьмем за начало координат центр параллелепипеда, а за оси — ахроматическую ось и две прямые, одну в направлении от синего к желтому, а другую от красного к зеленому, и предположим, что раздражение в нервных центрах может быть в ту или другую сторону вдоль этих осей, то, очевидно, мы получим психо-физиологическую гипотезу Геринга. Это построение показывает, что и для нее возможен вывод количественных соотношений, в чем сомневался Кольрауш, однако она, очевидно, имеет ряд очень крупных недостатков. Во-первых, придется предположить, что одно и то же состояние нервных центров, соответствующее, например, нейтрально-серому тону, должно возникать при перемене освещения в результате совершенно иных раздражителей, и наоборот. Кроме того, изучение области всех вообще возможных ощущений становится невозможной, так как область захватывает всё пространство, и конус возможных ощущений удаляется в бесконечность.
В заслугу теории Геринга ставилась четырехцветность его системы (синий – желтый, красный — зеленый) вместо трехцветной системы Гельмгольца, что якобы более соответствует нашему непосредственному восприятию. Несмотря на рискованность подобных рассуждений, постараюсь, поскольку возможно, провести аналогии этим психолого-лингвистическим особенностям. Нам в жизни редко приходится наблюдать разнообразные источники света в собственном смысле. Естественно, наши представления связаны с цветами отражающих поверхностей при заданном и относительно постоянном (дневном) освещении, т. е., в нашей терминологии,− с зависимым телом. В частности, как указывал Оствальд, особенное значение при этом имеют полноцветные тона. 

Рассмотрим, какие цветности занимают особое положение на полноцветном кольце в теле зависимых цветов. Во-первых, обратим внимание, что нам придется всегда говорить о парах дополняющих цветов, так как, в силу симметрии тела, из особого положения какого-либо цвета в теле сейчас же следует, что точно такое же особое положение занимает и дополняющий его цвет. Таким образом, мы, первым долгом, из трех особых тонов Гельмгольца и трех к ним дополнительных получили шесть особых цветов. Но не все эти шесть занимают одинаково исключительное положение. Уже из рассмотрения трех кривых раздражимости Гельмгольца видно, что в то время, как область раздражимости синего центра почти целиком лежит вне раздражимости остальных, другие два сильно перекрывают друг друга. В соответствии с этим в треугольнике Ньютона синий угол спектральной кривой очень сильно вытянут по отношению к двум другим. Обращаясь теперь к полноцветному кольцу, тона которого играют несомненно решающую роль в нашем восприятии, мы замечаем, что максимум и минимум по яркости опять-таки лежит в том же сине-желтом направлении. Далее замечаем, что тело, касаясь в белой и черной точках конуса возможных ощущений, вблизи них сохраняет его треугольную форму, а потом всё более и более от нее отклоняется к середине тела. Полноцветные синий и желтый, очевидно, близки соответственно к черной и к белой точкам, тогда как полноцветные красный и зеленый, будучи более близки к середине тела, дают более мягкие контуры, где выпуклости, соответствовавшие зеленому основному и зеленому дополнительному, начинают уже переходить одна в другую, и аналогично красная выпуклость сближается совершенно симметрично с пурпуровой. В силу всего сказанного, мы видим и произведенные приблизительные подсчеты это подтвердили (см. фиг. 5), что в теле совершенно исключительное положение занимают синий и дополнительный ему желтый; красный же, переходящий через ряд оттенков от пурпурового к алому, и зеленый с рядом оттенков от темно-сине-зеленых к светло-желто-зеленым являются основными разделяющими областями. Вопросы дальнейших цветовых подразделений возможно детально разобрать только по определении подробной метрики ощущений и выбора белого освещения.
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V— проекция полноцветного кольца, 

А — сечение через центр тела, 

B1, В2, B3 — другие сечения, 

BGR — проекции координатных осей. 

Фиг. 5. Сечения тела плоскостями, перпендикулярными 

ахроматической оси при освещении (((( = const.
Укажем на еще одно теоретическое применение построенного тела. Построение тела основано на предположении некоторого освещения, заданного интенсивностью, как функцией длины волны, освещающего некоторую поверхность, определяемую отражательной функцией, т. е. построение тела и отыскание в нем точки есть геометрическая интерпретация сложения-умножения, а потому применимо, очевидно, к исследованию вообще всякого сложения-умножения. Исследованию такого рода мы надеемся посвятить наши последующие работы.
Заканчивая статью, считаем своим долгом принести благодарность А.Н. Колмогорову, оказавшему мне большую помощь дружеской поддержкой и ценными советами.
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� Аффинное — математический термин, означающий, что масштабы по осям координат могут быть выбраны независимо друг от друга. Векторное — в том смысле, что сложение в нем производится по правилу сложения векторов.


�; Т. е. поверхности, отражающей полностью все падающие на нее лучи независимо от длины волны; ее определяющей функцией будет � EMBED Equation.3  ��� независимо от (.


� Под симметрией здесь, конечно, надо понимать простую симметрию относительно точки, а не сферическую симметрию.


� Kohlrausch. Physikalische Zeitschrift. 1920.


� Журнал Прикладной Физики. 1928. т. V, вып. 4, стр. 25.


� В статье Федорова эти формулы выведены не для Гельмгольцовских центров, а дли нескольких иных, практически более удобных для пользования. Следует указать, что с данном случае применять координатные плоскости за плоскости равных насыщенностей совершенно неосновательно.


� Факт, неоднократно отмечавшийся многими художниками.


�  Проводя касательный к телу цилиндр с образующими, параллельными ахроматической оси.


� Schäfer. Physikalische Zeitschrift, 1927; перевод Федорова в журнале „Успехи Физических Наук", за 1928 г.


� Physik. Zeitschr., 1920.
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