Рукопись-15


из рабочего журнала (в архиве Е.Н. Юстовой) 

Н.Д. Нюберг
ЧТО МОЖНО a prioi СКАЗАТЬ ОБ ОБЪЕКТИВНОМ КОЛОРИМЕТРЕ

1. Общие условия для допустимых кривых чувствительности
Задача заключается в том, чтобы выбрать три фотоэлемента с соответствующими фильтрами такие, чтобы их показания давали исчерпывающую и непротиворечивую характеристику цвета. Показания фотоэлементов выражаются в виде:
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где fi ( показание фотоэлемента, Рi(() ( его спектральная чувствительность, Е(() ( распределение энергии в спектре действующего света. Характеристики цвета, даваемые фотоэлементами, будут исчерпывающими и непротиворечивыми тогда и только тогда, когда для любых двух потоков света Е1(() и Е2(() будут одновременно иметь место три равенства:
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если эти потоки света одинаковы по цвету и только в этом случае.

Действительно, допустим обратное, что для каких-то двух потоков света Е1(() и Е2((), не равных по цвету, равенства (2) имеют место; это значит, что наш колориметр с данными тремя фотоэлементами не дает исчерпывающей характеристики цвета. Все левые части равенств (2) суть показания трех фотоэлементов под действием света Е1((), все правые – показания под действием света Е2((). Равенства (2) показывают совпадение показаний соответствующих фотоэлементов в случаях потока Е1(() и потока Е2((). Если эти потоки не одинаковы по цвету, совпадение показаний, следовательно, не гарантирует совпадения цветов – характеристика цвета не полна. Если, наоборот, при равенстве по цвету Е1(() и Е2(() равенства (2) могут не осуществляться, то это означало бы, что совпадение цветов не гарантирует еще совпадение показаний прибора, один и тот же цвет может получать разные характеристики, т.е. характеристики были бы противоречивыми.
2. Наличие линейной связи между допустимыми кривыми
Пусть Р1((), Р2(() и Р3(() образуют систему кривых, удовлетворяющих поставленным условиям, и пусть мы имеем некоторую функцию (кривую) Р4(() такую, что для любых функций Е1 и Е2, удовлетворяющих условиям (2),
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 (2()
Перепишем эти условия в несколько другой форме, обозначив Е1(() ( Е2(() через D((). Какова бы ни была функция, коль скоро 
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всегда будет иметь место равенство
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Докажем, что это возможно тогда и только тогда, когда Р4 = а1Р1 + а2Р2 + а3Р3, т.е. когда функция Р4 есть линейная комбинация функций Р1, Р2, Р3. Очевидно, что Р1, Р2, Р3 – линейно независимы, т.к. если бы имело место соотношение вида:
b1Р1 + b2Р2 + b3Р3 ( 0, 




 (4)
то, очевидно,
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 (5)
где ((() – произвольная функция.
Если эта функция такова, что первые два члена равенства (5) обращаются в нуль, то на основании равенства (5) и третье обязательно должно обращаться в нуль. Иначе говоря, если бы имело место равенство (4), то третье из равенств (3) было бы следствием двух первых, и цвет мог бы быть охарактеризован всего двумя числами, что, как известно, неверно (закон Грассмана). Таким образом, Р1, Р2, Р3 – линейно независимы.
В этом случае мы можем, как выражаются, подвергнуть функции Р1, Р2, Р3 ортогонализации и нормировке. Процесс ортогонализации заключается в отыскании трех новых функций Q1, Q2, Q3, удовлетворяющих следующим условиям:
Qi = xi1P1+ xi2P2+ xi3P3
(i = 1,2,3),
где xij – постоянные числа, причем
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 (6)
при любых i(j=1,2,3.
Если, к тому же,
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 (6()
то функции Qi называются нормированными.

Для нахождения коэффициентов xij  поступим так. Положим:
Q1 = y11P1; Q2 = y21Q1 + y22P2; Q3 = y31Q1 + y32Q2 + y33P3.
На основании (6() имеем:
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далее
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откуда 
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Аналогичным путем находим y31, y32 и y33.

Т.к. найденные функции Q1, Q2, Q3 связаны линейно с функциями Р1, Р2, Р3, то всякая новая функция, связанная линейно с функциями Q, будет выражаться линейно и через функции Р.
Приступим к доказательству основного положения, что функция Р4 есть линейная комбинация функций Р1, Р2, Р3 или, что то же, функций Q1, Q2, Q3. Составим новую функцию
((() = P4 – a1Q1 – a2 Q2 – a3Q3,



 (7)
причем коэффициенты а1, а2, а3 соответственно равны:
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 (8)
Составим выражение:
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или на основании (6), (6׳) и (8):  
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а1 – а1 = 0.
Совершенно аналогично имеем:
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и, следовательно, на основании (3) и (3׳):  
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Теперь умножим равенство (7) на Δ и проинтегрируем:
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Это, очевидно, возможно, только если во всем интервале интегрирования функция тождественно равна нулю. Мы можем переписать равенство (7) в виде

Р4 = а1Q1 + а2Q2 + а3Q3,
что и требовалось доказать.

Практический вывод из всего доказанного тот, что для объективного колориметра допустимыми кривыми чувствительности фотоэлементов являются кривые семейства, являющиеся линейными комбинациями некоторых трех линейно независимых кривых. За таковые можно взять, например, экспериментальные кривые сложения Гилда и Райта. В качестве кривых чувствительности можно брать любые кривые семейства, если только все три кривые взаимно линейно независимы. Это будет иметь место, очевидно, тогда и только тогда, когда коэффициенты линейных соотношений, связывающих взятые три кривые чувствительности с кривыми Гилда, дают детерминант, не равный нулю.
Если рассматривать интегралы, вычисленные с помощью кривых Гилда, как некоторые координаты (компоненты) цвета относительно некоторых пространственных осей, то показания объективного колориметра будут давать непосредственно компоненты цвета тоже по каким-то, вообще говоря, другим прямолинейным осям.

В самом деле, компоненты по осям Гилда равны:
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Показания фотоэлементов р1, р2, р3  равны:
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но по условию 
P1 = a1R + a2G + a3B
P2 = b1R + b2G + b3B
P3 = c1R + c2G + c3B,

причем
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Отсюда следует, что
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 (9)
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Формулы (9) суть формулы перехода от одной системы координат к другой, т.к. детерминант системы (9) не равен 0. Если коэффициенты а1, а2, а3 и т.д. известны, то положение новых осей найти нетрудно.

Таким образом, выбор фотоэлементов и фильтров для объективного колориметра равносилен выбору системы осей в пространстве или, что то же, выбору положения треугольника на плоскости.
3. Зависимость точности показаний объективного колориметра от выбора осей
Вопрос о точности прибора распадается на два: 
- во-первых, об условиях получения с максимальной точностью координат относительно заданных осей и, 
- во-вторых, какова будет точность в определении цвета при заданной точности (относительной) в определении координат, т.к. в некоторых случаях весьма малые ошибки в определении координат могут повлечь очень большие ошибки в отношении цвета.
Начнем с анализа второго случая. Возьмем график локуса в треугольнике, соответствующем выбранным кривым чувствительности. Пусть точность прибора 0,01; это значит, что мы с помощью данного прибора можем сделать по каждой координате 100 уверенно различимых установок. Разграфим треугольник по этим установкам; тогда мы получим сетку, указывающую нам графически, в каком месте треугольника какую цветовую точность дает нам наш прибор. Цвета, лежащие в пределах одной клетки, будут различаться прибором лишь неуверенно.
Очевидно, что если углы треугольника выбраны лежащими далеко за пределами локуса, так что этот последний занимает только небольшую часть площади треугольника, то, принимая общее число клеток сетки постоянным, мы приходим к выводу, что чем больше треугольник, тем меньшее число клеток будет лежать в области реальных цветов, т.е. число уверенно различимых рабочих установок будет меньшим, а, следовательно, вообще говоря, будет меньшей и точность. Таким образом, поскольку это не происходит за счет точности в определениях самих координат (за счет точности показаний самих фотоэлементов), точность будет тем выше, чем меньше взять треугольник.
Если ограничивать себя условием, что кривая чувствительности должна быть положительна (отрицательные кривые потребовали бы дополнительных фотоэлементов сверх трех), то весь локус должен лежать внутри треугольника. При этих условиях наивыгоднейшим представляется треугольник, возможно тесней прилежащий к локусу. Таким образом определяется положение красной вершины треугольника в крайнем красном конце спектра, направление красно-зеленой стороны вдоль линии желтых цветов спектра и красно-синей стороны, которая должна идти от крайнего красного к крайнему фиолетовому цвету локуса. Что касается третьей стороны, то ее положение менее определенно. Она должна, по возможности, быть касательной к локусу где-нибудь в интервале от 500 до 440 m(, верней всего – в середине этого интервала.
Следует оговориться, что некоторые (небольшие) отступления от этих условий особенно большого вреда не принесут и могут быть, в случае нужды, сделаны из соображений удобства подгонки кривых чувствительности.
�  Можно видеть, что функции Q1, Q2, Q3 будут отличаться от тождественного нуля.
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