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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Çàäà÷à îáåñïå÷åíèÿ íàäåæíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ
âûâîäîâ âñåãäà ðàññìàòðèâàëàñü êàê âàæíåéøàÿ çàäà÷à â îáðàáîòêå äàí-
íûõ íàáëþäåíèé. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ íàèáîëåå âàæíûìè ñòàíîâÿòñÿ òàêèå
çàäà÷è ïðè ðàçðàáîòêå àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ òåõíîëîãè-
÷åñêèìè ïðîöåññàìè è òðàíñïîðòíûìè ñðåäñòâàìè. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî
èìåòü ââèäó, ÷òî ïîñòóïàþùèå â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè äàííûå ìîãóò
áûòü ïîäâåðãíóòû âîçäåéñòâèþ íåêîíòðîëèðóåìûõ âíåøíèõ ïðè÷èí, êîòî-
ðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîãóò ïðèâîäèòü è ê ïîòåðå ÷àñòè äàííûõ èëè ê ñó-
ùåñòâåííîìó èñêàæåíèþ äàííûõ. Ó÷åò îñîáåííîñòåé ôîðìèðîâàíèÿ äîñòóï-
íûõ äàííûõ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî òàêèå îñîáåííîñòè ìîãóò áûòü àäåêâàòíî
îïèñàíû ñ ïîìîùüþ ëèøü íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ ðàñïðåäåëåíèé.

Íàèáîëåå ñëîæíûìè äëÿ èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ òðå-
áóåòñÿ ïîëó÷àòü ðåøåíèÿ ñ ãàðàíòèðîâàííûì êà÷åñòâîì. Ýòî ïðèíöèïèàëü-
íî îòëè÷àåò ðàññìàòðèâàåìóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è îò áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà,
êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü ïðåäëîæåííóþ Âàëüäîì êîíñòðóêöèþ ðåøà-
þùåãî ïðàâèëà, íî ïðè ýòîì êðèòåðèåì êà÷åñòâà ðåøàþùåãî ïðàâèëà ÿâëÿ-
åòñÿ ñðåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïî-
ñòðîåíèÿ ðåøàþùèõ ïðàâèë, ãàðàíòèðóþùèõ, ÷òî ÷òî âåðîÿòíîñòü îøèáêè
äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäåíèé íå ïðåâîñõîäèò çàäàí-
íûé óðîâåíü.

Îêàçàëîñü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è â òàêîé ïîäñòàíîâêå ñóùåñòâåííî ñëîæ-
íåå, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå öåëîãî ñå-
ìåéñòâà îòíîøåíèé ïðàâäîïîäîáèÿ, êîòîðîå, êàê óêàçàíî âûøå, ÿâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íîìåðíûì.

Ïîíÿòíî, ÷òî ðåøåíèå äîëæíî ïðèíèìàòüñÿ çà ìèíèìàëüíî êîðîòêîå
âðåìÿ, ÷òî îñîáåííî âàæíî ïðè óïðàâëåíèè ïðîöåññàìè â ðåæèìå ðåàëüíîãî
âðåìåíè. Ïîýòîìó ñòðîÿùèåñÿ ïðàâèëà äîëæíû èìåòü ñâîéñòâà, áëèçêèå ê
îïòèìàëüíûì ïî ñðåäíåé ïðîäîëæèòåëüíîñòè íåîáõîäèìûõ íàáëþäåíèé. Òà-
êèì îáðàçîì âîçíèêàåò ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ãàðàíòèéíîãî ñòàòèñòè÷åñêî-
ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîâåðêè íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåç,
òðåáóþùåãî ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà íàáëþäåíèé ïðè ëþáîì âîçìîæíîì
íåáëàãîïðèÿòíîì ðàñïðåäåëåíèè.

Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ïðîâåðêà ãèïîòåç ñòàëà ðàçâèâàòüñÿ ñ 1940-ûõ ãîäîâ.
Ïåðâûå ðåçóëüòàòû, ëåãøèå â îñíîâó òåîðèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ ðåøåíèé, ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ A. Wald, H. Cherno� è äð. Áîëüøîå êî-
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ëè÷åñòâî ðàáîò ïîñâÿùåíî àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðî-
âåðêè ãèïîòåç (G. Schwarz, J. Kiefer, J. Sacks, G. Lorden, À.À. Íîâèêîâ, Ì.Á.
Ìàëþòîâ, È.È. Öèòîâè÷ è äð.). Ì.Á. Ìàëþòîâûì è È.È. Öèòîâè÷åì áû-
ëà ïðåäëîæåíà àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñòðàòåãèÿ
ïðîâåðêè íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåç ïðè íàëè÷èè óïðàâëåíèÿ íàáëþäåíè-
ÿìè è çîíû áåçðàçëè÷èÿ ñ ãàðàíòèéíûì ðåøàþùèì ïðàâèëîì. Â îñíîâå ýòîé
ñòðàòåãèè ëåæèò òåñò Âàëüäà, íî äëÿ åå ðåàëèçàöèè èñïîëüçóåòñÿ íà ïåðâîì
ýòàïå ïîñòðîåíèå ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêè èñòèííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñ ïðàê-
òè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå ñëîæíîé, ÷åì ïðîâåðêà ãèïîòåç, îñîáåííî â
ñëó÷àå, êîãäà ðàñïðåäåëåíèÿ áëèçêè, ïîýòîìó ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ òà-
êîé ñòðàòåãèè ìîæåò îêàçàòüñÿ íåïðèåìëåìîé.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íàäåæíîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ âûâîäîâ
àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ãàðàíòèéíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîâåðêè íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåç, ïîç-
âîëÿþùàÿ ìèíèìèçèðîâàòü ñðåäíåå çíà÷åíèå íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà íà-
áëþäåíèé ïðè ëþáîì âîçìîæíîì íåáëàãîïðèÿòíîì ðàñïðåäåëåíèè, íî
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèé èçâåñòíû
ëèøü ñ îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîçâîëÿåò èçáå-
æàòü òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíèåì ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ íàáëþäåíèé.

Öåëü ðàáîòû. Ðàçðàáîòàòü íåïàðàìåòðè÷åñêèå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè
íàáëþäåíèé â çàâèñèìîñòè îò àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î âîçìîæíûõ ïîãðåø-
íîñòÿõ â ðàñïðåäåëåíèè íàáëþäåíèé. Ïîñòðîèòü ñóáîïòèìàëüíûå (áëèçêèå ê
îïòèìàëüíûì) ïîñëåäîâàòåëüíûå ãàðàíòèéíûå ïðîöåäóðû ïðîâåðêè ãèïîòåç
äëÿ òàêèõ ìîäåëåé è èññëåäîâàòü èõ ñâîéñòâà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé, ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, òåîðèè îïòèìèçàöèè, êîìïüþòåðíîå
ìîäåëèðîâàíèå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû. Ïðåäëîæåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðîâåðêè
ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç, â êîòîðîé ìîæíî îáåñïå÷èòü ãàðàíòèéíûå ñòàòèñòè-
÷åñêèå ðåøåíèÿ, áëèçêèå ê îïòèìàëüíûì, íå èñïîëüçóÿ ïðåäâàðèòåëüíóþ
îöåíêó ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäåíèé. Ïîëó÷åííûå íåàñèìïòîòè÷åñêèå îöåí-
êè ôóíêöèè ðèñêà ïðîöåäóðû ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü àíàëèç ñòàòèñòè÷åñêèõ
ìîäåëåé çàäà÷è è âûáèðàòü òó èç íèõ, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò íàèáîëåå ýô-
ôåêòèâíîå ðåøåíèå çàäà÷è ïðîâåðêè ãèïîòåç ïðè çàäàííûõ àïðèîðíûõ ñâå-
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äåíèÿõ î âîçìîæíûõ îøèáêàõ â íàáëþäåíèÿõ.
Ëè÷íûé âêëàä. Âñå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû, ïðèâåä¼ííûå â äèññåðòàöè-

îííîé ðàáîòå, ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî.
Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü è ðåàëèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. Ðà-

áîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Âñå ïîëó÷åííûå â ðàáîòå îöåíêè ïðî-
äîëæèòåëüíîñòè ïðîöåäóðû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåàñèìïòîòè÷å-
ñêèìè, à ðåøàþùèå ïðàâèëà ÿâíî çàäàííûìè èñõîäÿ èç äîñòóïíûõ àïðè-
îðíûõ ñâåäåíèé î òî÷íîñòè äàííûõ íàáëþäåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò èõ èñïîëü-
çîâàòü íà ïðàêòèêå è ñòðîèòü ñòàòèñòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñ áëèçêèìè ê îï-
òèìàëüíûì ñâîéñòâàìè. Ïîëó÷åííûå îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ãàðàíòèéíûõ
ñòàòèñòè÷åñêèõ ðåøåíèé ïîçâîëÿþò ïîêàçàòü âëèÿíèå àïðèîðíûõ ïðåäïîëî-
æåíèé î ðàñïðåäåëåíèè íàáëþäåíèé íà âåñ íàáëþäåíèé, êîòîðûå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ êàê âûáðîñû. Ðàññìàòðèâàåìûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü èññëå-
äîâàíèå îáëàñòåé èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè, â êîòîðûõ
ïðèìåíåíèå îïðåäåëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ýô-
ôåêòèâíûì.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû
äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà: 14-é Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî âå-
ðîÿòíîñòè è ñòàòèñòèêå (Ñîçîïîë, Áîëãàðèÿ, 2008), XI Âñåðîññèéñêîì ñèì-
ïîçèóìå ïî ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêå (Êèñëîâîäñê, 2010),
30-é � 33-é êîíôåðåíöèÿõ ìîëîäûõ ó÷¼íûõ è ñïåöèàëèñòîâ ÈÏÏÈ ÐÀÍ:
Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè è ñèñòåìû (2007)�(2010), íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ
ÈÏÏÈ.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 9 ðàáîò, â òîì ÷èñëå
3 â èçäàíèÿõ èç Ñïèñêà ÂÀÊ.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Ðàçðàáîòàíî ïîíÿòèå ñóáîïòèìàëüíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ðåøàþùåãî
ïðàâèëà, ïîçâîëÿþùåãî ïîëó÷àòü áëèçêèå ê îïòèìàëüíûì ðîáàñòíûå
ñòàòèñòè÷åñêèå ðåøåíèÿ î ïðîâåðêå ãèïîòåç.

2. Ñóáîïòèìàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîâåð-
êè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç ñ ãàðàíòèéíûì ðåøàþùèì ïðàâèëîì ïðè
íàëè÷èè àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ðàâíîìåðíîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåø-
íîñòè â ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäåíèé è åå ìíîãîýòàïíàÿ ìîäè-
ôèêàöèÿ.

3. Ñâîéñòâà ïîñòðîåííûõ ñóáîïòèìàëüíûõ ïðîöåäóð äëÿ çàäà÷è ïîñëåäî-
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âàòåëüíîé ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç ñ ãàðàíòèéíûì ðåøàþùèì
ïðàâèëîì ïðè íàëè÷èè àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ñêîðîñòè óáûâàíèÿ
õâîñòîâ ðàñïðåäåëåíèé.

4. Óñòàíîâëåíû íåàñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ôóíêöèè ðèñêà è ïðèâåäå-
íû ïðèìåðû îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è ïðîâåðêè ãèïîòåç ñ ó÷åòîì äîñòóïíîé àïðèîðíîé èíôîðìà-
öèè.

5. Àíàëèç ñâîéñòâ χ2�êðèòåðèÿ êàê ñóáîïòèìàëüíîé ïðîöåäóðû ïðè íà-
ëè÷èè íåêîòîðîãî àïðèîðíîãî ñâîéñòâà ðåãóëÿðíîñòè.

Îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 4 ãëàâ çàêàí÷èâàþ-
ùèõñÿ âûâîäàìè ïî ãëàâå, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà èñïîëüçîâàííîé ëèòåðàòó-
ðû. Ðàáîòà èçëîæåíà íà 153 ñòðàíèöàõ ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà, ñîäåðæèò 7
ðèñóíêîâ è 7 òàáëèö îáùèì îáúåìîì 5 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ-
÷àåò 73 íàèìåíîâàíèÿ.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè äàíà îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû è ïðèâåäåíî åå îñíîâíîå
ñîäåðæàíèå.

Â ïåðâîé ãëàâå èçëàãàåòñÿ èñòîðèÿ âîïðîñà, ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå
îïðåäåëåíèÿ è ïîñòàíîâêè çàäà÷.

Ââåäåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü (X,B) èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî
(äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî X ⊆ R) ñ σ-àääèòèâíîé ìåðîé µ; x1, . . . ,
xn, . . . � íàáëþäåíèÿ, ò.å. çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí xi : Ω → X, ãäå
(Ω,F ,P) � íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Â ðàìêàõ íàñòîÿùåé
äèññåðòàöèè ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî xi íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è èìå-
þò ïëîòíîñòü f(x) îòíîñèòåëüíî ìåðû µ. Ïóñòü íà (X,B) çàäàí êëàññ âå-
ðîÿòíîñòíûõ ìåð P ∋ Pf , àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ îòíîñèòåëüíî µ (ñîîò-
âåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî ïëîòíîñòåé îáîçíà÷èì ÷åðåç G), à òàêæå âçàèìíî
àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ.

Åñëè çàäàíû ôóíêöèè g1, . . . , gm ∈ G, òîãäà çàäàíà çàäà÷à ïðîâåðêè
ïðîñòûõ ãèïîòåç:

H0
1 : f = g1, . . . ,H0

m : f = gm. (1)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðîáàñòíûõ ïðàâèë ïðîâåðêè èñõîäíûõ ïðîñòûõ ãèïîòåç íå-
îáõîäèìî çàäàòü îêðåñòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé g1, . . . , gm èñõîäÿ èç àïðèîðíûõ
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ñâåäåíèé î âîçìîæíûõ îøèáêàõ. Ýòè îêðåñòíîñòè G1, . . . ,Gm ⊂ G äîëæ-
íû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì ∀i ̸= j, i, j = 1, . . . ,m, Gi ∩ Gj = ∅, g1 ∈
G1, . . . , gm ∈ Gm. Òîãäà íà X çàäàíà çàäà÷à ïðîâåðêè ñëîæíûõ ãèïîòåç, êî-
òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì (1):

H1 : f ∈ G1, . . . ,Hm : f ∈ Gm. (2)

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âèäà ìíîæåñòâ Gi, êîòîðûå íàçû-
âàþòñÿ îêðåñòíîñòÿìè ïëîòíîñòåé gi.

Â ðàçäåëå 1.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî X, ãäå â êà÷å-
ñòâå ìíîæåñòâ Gi ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîæåñòâà ôóíêöèé g̃i, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

|g̃i(x)− gi(x)| ≤ εgi(x), x ∈ X, (3)∫
X

g̃i(x) dµ(x) = 1 (4)

Â ãëàâå 1 ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ äàííûå
îêðåñòíîñòè ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè íàëè÷èè âûáðîñîâ â ìîäåëè Òüþêè�
Õóáåðà:

P = (1− λ)Pf + λQ,

ãäå λ > 0 � äîëÿ çàñîðÿþùèõ ïðåäïîëàãàåìîå òåîðåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå
Pf íàáëþäåíèé, Q � ðàñïðåäåëåíèå çàñîðÿþùèõ íàáëþäåíèé, êîòîðîå ñ÷èòà-
åòñÿ íåèçâåñòíûì è ìîæåò áûòü âåñüìà ïðîèçâîëüíûì; à òàêæå â ñèòóàöèè,
êîãäà ðåçóëüòàò íàáëþäåíèé èñêàæàåòñÿ ìàëûì øóìîì ξ:

y = x+ ξ,

ãäå y � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ðåçóëüòàò íàáëþäåíèé,
x � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå Pf , à ξ � ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà, çàäàþùàÿ øóì.

Â ðàçäåëå 1.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííîå X, êîãäà ïðè ôîðìè-
ðîâàíèè îêðåñòíîñòåé gi íåîáõîäèìî îöåíèòü ñâåðõó ïîâåäåíèå ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ íà õâîñòàõ (t−i (x) è t+i (x)), ñîîòâåòñòâåííî â êà÷åñòâå Gi ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ìíîæåñòâà ôóíêöèé g̃i, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëî-
âèÿì:

|g̃i(x)− gi(x)| ≤ εgi(x), x ∈ Ai = [a−i ; a
+
i ], (5)
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g̃i(x) ≤ t−i (x), x < a−i , (6)

g̃i(x) ≤ t+i (x), x > a+i , (7)

Gi :=

a+i∫
a−i

gi(x) dµ(x) < 1. (8)

inf
x∈Ai

gi(x) ≥ g0i > 0. (9)

Çäåñü îòðåçêè Ai ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè, íà êîòîðûõ ñîñðåäîòî÷åíà á�îëü-
øàÿ ÷àñòü íàáëþäåíèé, åñëè ñïðàâåäëèâà ãèïîòåçà Hi, à èìåííî Gi=Pgi(Ai).

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðîöåäóðû
ñ îãðàíè÷åííîé âåëè÷èíîé ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé îøèáêè, ò.å.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïðîöåäóðà d = ⟨τ, δ⟩ äëÿ çàäà÷è ïðîâåðêè ãèïîòåç

(2) íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. τ � ìàðêîâñêèé ìîìåíò îñòàíîâêè îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííî ôèëü-

òðàöèè
{
Fn = σ(x1, . . . , xn)

}
, ò.å. ∀ n ∈ N

{
ω : τ(ω) ≤ n

}
∈ Fn è

P(τ < ∞) = 1.

2. δ(·) ÿâëÿåòñÿ Fτ -èçìåðèìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

3. Ïðîöåäóðà d îáåñïå÷èâàåò çàäàííûé óðîâåíü âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïðè-

íÿòèÿ íåïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ, ò.å.

∀ i = 1, . . . ,m, sup
g∈Gi

Pg(δ(x1, . . . , xτ) ̸= i) ≤ α < 1.

Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïðîöåäóð äëÿ çàäàííîãî óðîâíÿ âåðîÿòíîñòè
ïðèíÿòèÿ îøèáî÷íîãî ðåøåíèÿ α îáîçíà÷èì ÷åðåç D(α). Â ãëàâå 1 ïîêàçàíî,
÷òî ïîñòðîåíèå äîïóñòèìûõ ïðîöåäóð íåâîçìîæíî áåç íàëîæåíèÿ íåêîòîðûõ
àïðèîðíûõ ïðåäïîëîæåíèé ðåãóëÿðíîñòè íà ìíîæåñòâî ìåð P .

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ôóíêöèåé ðèñêà äîïóñòèìîé ïðîöåäóðû d = ⟨τ, δ⟩
äëÿ çàäà÷è ïðîâåðêè ãèïîòåç (2) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ñðåäíÿÿ ïðîäîë-

æèòåëüíîñòü ïðîöåäóðû, ò.å. ïðè ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû Hi:

Ri(d) = sup
g∈Gi

Eg τ.

Â ðàçäåëå 1.6 ââîäÿòñÿ ìíîãîýòàïíûå ïðîöåäóðû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.
Ðàññìîòðåíèå ìíîãîýòàïíûõ ïðîöåäóð îáóñëîâëåíî â ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè
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çðåíèÿ, ïîñêîëüêó ÷àñòî (íàïðèìåð, â ìåäèöèíñêèõ èññëåäîâàíèÿõ) íåâîç-
ìîæíî âûïîëíÿòü íàáëþäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, èëè æå âûïîëíåíèå íàáëþ-
äåíèé ñåðèÿìè ñóùåñòâåííî äåøåâëå è áûñòðåå. Ïóñòü c � ñòîèìîñòü ïðî-
âåäåíèÿ îäíîãî íàáëþäåíèÿ (åñëè íàáëþäåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñåðèÿìè), à M
� ñòîèìîñòü ïðîâåäåíèÿ ýòàïà íàáëþäåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïðîöåäóðà d = ⟨τ, δ⟩ ∈ D(α) äëÿ çàäà÷è ïðîâåðêè

ãèïîòåç (2) íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé ìíîãîýòàïíîé ïðîöåäóðîé, åñëè âû-

ïîëíåíû ñëåäóþùèå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ:

1. çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîäîëæèòåëüíîñòè ýòàïîâ íàáëþäåíèé

N1 > 0, N2 > 0, . . . , à τ0 = 0, τk = τk−1 + Nk, k > 0, . . . � ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ îñòàíîâêè ýòàïîâ íàáëþäåíèé; ïðè

ýòîì Nk ÿâëÿåòñÿ Fτk−1
-èçìåðèìîé öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé;

2. ìîìåíò çàâåðøåíèÿ íàáëþäåíèé τ ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ìîìåíòîâ τk.
Îïðåäåëåíèå 1.5. Ôóíêöèåé ðèñêà ìíîãîýòàïíîé ïðîöåäóðû d = ⟨τ, δ⟩

äëÿ çàäà÷è ïðîâåðêè ãèïîòåç (2) íàçîâåì ìàêñèìàëüíóþ ñðåäíþþ ïðîäîë-

æèòåëüíîñòü ïðîöåäóðû ñ ó÷åòîì ñòîèìîñòè ýòàïîâ, ò.å. ïðè ñïðàâåä-

ëèâîñòè ãèïîòåçû Hi

Ri(d) = sup
g∈Gi

Eg(cτ +Mk∗),

ãäå k∗ � êîëè÷åñòâî ýòàïîâ.

Â ðàçäåëå 1.4 ïðîâîäèòñÿ îáîñíîâàíèå ïîñòàíîâêè çàäà÷è, ðàññìàòðèâàå-
ìîé â äèññåðòàöèè, íà îñíîâå àíàëèçà ñâîéñòâ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîöåäóð. Ýòî ïîçâîëÿåò â ðàçäåëå 1.5 ñôîðìóëèðîâàòü
ïîíÿòèå ñóáîïòèìàëüíîé ïðîöåäóðû.

Íà îñíîâàíèè îöåíêè ñíèçó äëÿ ñðåäíåé ïðîäîëæèòåëüíîñòè òåñòà Âàëü-
äà äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé ïðîöåäóðû d ∈ D(α) ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) ñïðàâåä-
ëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñíèçó:

Ri(d) ≥
C(α)

min
{k: k ̸=i}

I (gi, gk)
,

ãäå I(f, g) � èíôîðìàöèîííîå óêëîíåíèå Êóëüáàêà�Ëåéáíåðà

I(f, g) := Efzf,g(x) =

∫
X

zf,g(x)f(x) dµ(x),

ãäå zf,g(x) = ln f(x)
g(x) , C(α) := −(1− α) lnα− α ln(1− α).
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Ãëàâíûé ÷ëåí ôóíêöèè ðèñêà ïðè α → 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ji = lim
α→0

Ri(d)

| lnα|
.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Íàçîâåì äîïóñòèìóþ ïðîöåäóðó d∗ ∈ D(α) ðåøåíèÿ
çàäà÷è ïðîâåðêè ãèïîòåç (2) ñóáîïòèìàëüíîé, åñëè

lim
ε→ 0

Ji(d
∗) = lim

ε→ 0
inf

d∈D(α)
Ji(d). (10)

Ñìûñë îïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ñæàòèè îêðåñòíîñòåé çà-
äàííûõ ðàñïðåäåëåíèé gi äî íóëÿ (ε → 0) ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêè (ïðè
α → 0) îïòèìàëüíóþ ïðîöåäóðó.

Âî âòîðîé ãëàâå ïðåäëîæåíà ïðîöåäóðà d0 =< τ0; δ0 > ðåøåíèÿ çàäà÷è
(2), êîãäà ìíîæåñòâà Gi çàäàíû ñîîòíîøåíèÿìè (3) è (4), è èññëåäîâàíû
ñâîéñòâà äàííîé ïðîöåäóðû.

Ïóñòü g ∈ G =
m∪
i=1

Gi, òîãäà ÷åðåç A(P) îáîçíà÷èì àëüòåðíàòèâíîå ìíî-

æåñòâî, ò.å. A(g) :=
∪
i̸=j

Gi, åñëè g ∈ Gj. Îïðåäåëèì ñòàòèñòèêó Li(n) êàê

Li(n) := inf
g∈A(gi)

n∑
k=1

zgi,g(xk).

Äëÿ îêðåñòíîñòåé (3) è (4) ïîëó÷àåì, íàïðèìåð ïðè m = 2,

L1(n) =
n∑

i=1

ln
g1(xi)

g2(xi)
− n ln(1 + ε),

L2(n) = −
n∑

i=1

ln
g1(xi)

g2(xi)
− n ln(1 + ε),

(11)

êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò êëàññè÷åñêîãî òåñòà Âàëüäà òîëüêî âû÷èòàíèåì èç
ëîãàðèôìà îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ êàæäîãî íàáëþäåíèÿ ïîñòîÿííîé âå-
ëè÷èíû, îáóñëîâëåííîé íåòî÷íîñòüþ çàäàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè çàäà-
÷è.

Ïóñòü β = α
m−1 , òîãäà ìîìåíò îñòàíîâêè τ0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

τ0 := min

{
n : max

i=1,...,m
Li(n) ≥ − ln β

}
(12)
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è ðåøàþùåå ïðàâèëî: δ0

δ0 = i, åñëè Li(τ) ≥ − ln β. (13)

Äëÿ ïðîöåäóðû d0 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
Òåîðåìà 2.2. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà b > 0, òàêàÿ ÷òî

∀i, j = 1, . . . ,m Egi

∣∣∣∣ln gi(x)

gi(x)

∣∣∣∣1+b

< ∞,

òî ïðîöåäóðà ïðîâåðêè ãèïîòåç (2) d0 ∈ D(α), åñëè ìíîæåñòâà Gi çàäà-

þòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3) è (4).
Äëÿ ïðîöåäóðû d0 ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ íåàñèìïòîòè÷åñêàÿ ãðàíèöà äëÿ

ôóíêöèè ðèñêà (äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ôîðìóëèðîâêà ïðèâîäèòñÿ ïðè
m = 2).
Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà 1 > b > 0 ñóùåñòâóåò êîí-

ñòàíòà C1 òàêàÿ, ÷òî Eg1 | ln
g1(x)
g2(x)

| 1+b ≤ C1 < ∞. Òîãäà ôóíêöèÿ ðèñêà

ïðîöåäóðû d0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

R1(d0) ≤
| lnα|+K1| lnα|1−b +K2| lnα|1−2b +K3

(1− ε)Eg1(zg1,g2(x))
+ − (1 + ε)Eg1(zg1,g2(x))

− − ln(1 + ε)
,

ãäå a+ := max(a, 0), a− := max(−a, 0), êîíñòàíòû K1, K2 è K3 çàäàþòñÿ

ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè

K1 :=
(1 + ε)

b(1− b)((1− ε)Eg1(zg1,g2(x))
+ − (1 + ε)Eg1(zg1,g2(x))

−)
,

K2 :=
(1 + ε)(1− b)C2

b(1− 2b)((1− ε)Eg1(zg1,g2(x))
+ − (1 + ε)Eg1(zg1,g2(x))

−)
,

K3 :=
(1 + ε)

(1− ε)Eg1(zg1,g2(x))
+ − (1 + ε)Eg1(zg1,g2(x))

−×

×
[(

u0 +
1

bub0

)
(u0 + C2u

1−b
0 )− u1−b

0

b(1− b)2
− C2u

1−2b
0

b(1− 2b)

]
.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Eg1 | ln
g1(x)
g2(x)

|2 ≤ C1 < ∞, òî ñóùåñòâóåò

êîíñòàíòà K4, òàêàÿ ÷òî ôóíêöèÿ ðèñêà ïðîöåäóðû d0 óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ

R1(d0) ≤
| lnα|+K4

(1− ε)Eg1(zg1,g2(x))
+ − (1 + ε)Eg1(zg1,g2(x))

− − ln(1 + ε)
. (14)
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Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

inf
x∈X

g1(x) =: G−
1 > 0, sup

x∈X
g1(x) =: G+

1 < ∞

inf
x∈X

g2(x) =: G−
2 > 0, sup

x∈X
g2(x) =: G+

2 < ∞,

òî ôóíêöèÿ ðèñêà ïðîöåäóðû d0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ äëÿ çàäà÷è (14) ñ

K4 =
G+

1

G−
2
.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà b > 0 Egi| ln
g1(x)
g2(x)

|1+b ≤ Ci < ∞.
Òîãäà ïðîöåäóðà d0 ÿâëÿåòñÿ ñóáîïòèìàëüíîé, ïðè ýòîì ñêîðîñòü ñõîäè-

ìîñòè â (10) ïîðÿäêà ε:

Ji(d0) ≤
1

I (gi, gj)
+

1 + Egi(zgi,gj(x))
+ + Egi(zgi,gj(x))

−

I (gi, gj)
2

ε+ o(ε),

lim
ε→0

Ji(d0) =
1

I (gi, gj)
= lim

ε→0
inf

d∈D(α)
Ji(d).

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìîòðåíà ìíîãîýòàïíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïðîöåäóðû d0,
êîòîðóþ îáîçíà÷èì d̃0. Ïðåäëàãàåìàÿ ïðîöåäóðà ñîñòîèò èç 3-õ ýòàïîâ, ïðè
ýòîì ìîæåò ïðîèçâîäèòñÿ íåñêîëüêî èòåðàöèé 3-ãî ýòàïà; óñëîâèå îñòàíîâêè
τ̃0 è ðåøàþùåå ïðàâèëî δ̃0 ñîâïàäàþò, ñîîòâåòñòâåííî, ñ τ0 è δ0, îïðåäåëåí-
íûìè â (12), ãäå n çàìåíåíî íà Ni, è (13). Äëÿ íåå ïîëó÷åíà íåàñèìïòî-
òè÷åñêàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ ôóíêöèè ðèñêà. Ýòî ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü
ñóáîïòèìàëüíîñòü d̃0 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ, ÷òî M = O(| lnα|) (åñëè
M = o(| lnα|), òî îãðàíè÷åíèå íà ÷èñëî ýòàïîâ ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ñëàáûì
îãðàíè÷åíèåì ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîíÿòèÿ ñóáîïòèìàëüíîñòè).

Â òðåòüåé ãëàâà ïðåäëîæåíà ïðîöåäóðà d0 ðåøåíèÿ çàäà÷è (2), êîãäà
ìíîæåñòâà Gi çàäàíû ñîîòíîøåíèÿìè (5)�(9), è èññëåäîâàíû ñâîéñòâà äàí-
íîé ïðîöåäóðû. Â ðàçäåëå 3.2 ðàññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ïëîòíîñòè
èç G èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèå õâîñòû, ò.å. âìåñòî (6) è (7) âû-
ïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà

(1− ε) gi(a
−
i ) e

r−i (x−a−i ) ≤ g̃i(x) ≤ (1 + ε) gi(a
−
i ) e

k−i (x−a−i ), x < a−i , (15)

(1− ε) gi(a
+
i ) e

−r+i (x−a+i ) ≤ g̃i(x) ≤ (1 + ε) gi(a
+
i ) e

−k+i (x−a+i ), x > a+i . (16)
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Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîæåñòâ (15) è (16) ñòàòèñòèêà Li(n) ñòðîèòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

Li(n) := inf
g∈A(gi)

n∑
i=1

zg∗i ,g(xi),

ãäå

g∗i (x) =


gi(a

−
i )(1 + ci) e

k−i (x−a−i ), åñëè x < a−i ;

gi(x)(1 + ci), åñëè a−i ≤ x ≤ a+i ;

gi(a
+
i )(1 + ci) e

−k+i (x−a+i ), åñëè x > a+i .

(17)

Çíà÷åíèå ci îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè
+∞∫
−∞
g∗i (x)dµ(x)=1. Ïðè ýòîì

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå |ci| ≤ ε, êîòîðîå ñëåäóåò èç (15) è (16). Ìîìåíò
îñòàíîâêè τ0 è δ0 îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî (12) è (13).

Â äèññåðòàöèè ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà ñòàòèñòèê Li(n) äëÿ
ìíîæåñòâ Gi, çàäàâàåìûõ (5), (15), (16), (8) è (9). Äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà ïðè-
âåäåì îäèí ïðèìåð ôîðìóëû äëÿ ñòàòèñòèêè L1(n):

L1(n) = n ln

(
1 + c1
1 + ε

)
+

∑
i:xi≤a−1

(
ln

(
g1(a

−
1 )

g2(a
−
2 )

)
+ k−1 (xi− a−1 )− k−2 (xi− a−2 )

)
+

+
∑

i:a−1 <xi≤a−2

(
ln

(
g1(xi)

g2(a
−
2 )

)
− k−2 (xi − a−2 )

)
+

∑
i:a−2 <xi≤a+1

ln

(
g1(xi)

g2(xi)

)
+

+
∑

i:a+1 <xi≤a+2

(
ln

(
g1(a

+
1 )

g2(xi)

)
− k+1 (xi − a+1 )

)
+

+
∑

i:xi>a+2

(
ln

(
g1(a

+
1 )

g2(a
+
2 )

)
− k+1 (xi − a+1 ) + k+2 (xi − a+2 )

)
.

Òàêèì îáðàçîì, âèä ñòàòèñòèê Li(n) ñóùåñòâåííî óñëîæíèëñÿ ïî ñðàâíå-
íèþ ñ (11). Íîâàÿ ñòàòèñòèêà çàâèñèò îò ãðàíèö ñêîðîñòè óáûâàíèÿ õâîñòîâ
ðàñïðåäåëåíèé.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïàðàìåòðàìè ìî-
äåëè, êîòîðûå îêàçûâàþò êà÷åñòâåííîå âëèÿíèå íà âèä ñòàòèñòèê L1(n) è
L2(n). Ïåðâûé ñëó÷àé � ñîâïàäåíèå ìèíèìàëüíûõ ñêîðîñòåé óáûâàíèÿ õâî-
ñòîâ ðàñïðåäåëåíèé äëÿ îáåèõ ãèïîòåç. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèðàùåíèÿ âåëè÷èí
Li(n) îãðàíè÷åíû. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì âûâîä, êîòîðûé ÷àñòî ïîä-
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�èñ 3.2 �ðà�èê ïðèÐèñ.3.4. Ãðàôèê ∆L1(x)

òâåðæäàåòñÿ íà ïðàêòèêå: âû-
áðîñû â íàáëþäåíèÿõ íóæíî
ó÷èòûâàòü ñ îãðàíè÷åííûìè âå-
ñàìè. Âòîðîé ñëó÷àé � êîãäà
íà −∞ ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü
óáûâàíèÿ õâîñòîâ ðàñïðåäåëå-
íèé ó ïåðâîé ãèïîòåçû áîëüøå,
÷åì ó âòîðîé, à íà +∞ íàîáî-
ðîò. Âèä ïðèðàùåíèÿ âåëè÷èíû
L1(n) ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.4. Â
ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ñîâåð-
øåííî äðóãîé âûâîä: âûáðîñû
â íàáëþäåíèÿõ íåëüçÿ îòáðàñû-
âàòü, áîëåå òîãî, âåñ òàêèõ íà-
áëþäåíèé áóäåò îòðèöàòåëüíûì
è ìîæåò ïðèíèìàòü íåîãðàíè-
÷åííûå çíà÷åíèÿ.

Ïðèâåäåííûìè ïðèìåðàìè íå îïèñûâàåòñÿ âñå ìíîæåñòâî âàðèàíòîâ ñî-
îòíîøåíèé ìåæäó ïàðàìåòðàìè ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè, êîòîðûå ïðèâî-
äÿò ê ðàçëè÷íîìó âèäó ñòàòèñòèê Li(n). Îäíàêî ïðèâåäåííûå ïðèìåðû óêà-
çûâàþò íà ïðèíöèïèàëüíûå îñîáåííîñòè ñòàòèñòèê Li(n) ïðè íàëè÷èè ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòè óáûâàíèÿ õâîñòîâ ðàñïðåäåëåíèé: ïðè îïðåäåëåí-
íûõ ñèòóàöèÿõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ ïðèðàùåíèé ñòàòèñòèê Li(n), îáåñïå÷èâàþùèõ ðîáàñòíîå ðåøåíèå çà-
äà÷è ïðîâåðêè ãèïîòåç, à â äðóãèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçîâàíèå îãðàíè÷åííûõ
ôóíêöèé äëÿ ñòàòèñòèê Li(n), îáåñïå÷èâàþùèõ ðîáàñòíîå ðåøåíèå çàäà÷è
ïðîâåðêè ãèïîòåç, íåâîçìîæíî.

Ââåäåíà õàðàêòåðèñòèêà I1(p), ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷èòü àíàëîã óòâåðæäå-
íèÿ (14). Êðîìå òîãî, äîêàçàíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå d0 ÿâëÿåòñÿ
ñóáîïòèìàëüíîé ïðîöåäóðîé. Âìåñòå ñ òåì, ýòîò ðåçóëüòàò ïðèíöèïèàëüíî
îòëè÷àåòñÿ îò ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 2. Â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå ãðàíèöû ñóáîï-
òèìàëüíîé ïðîöåäóðû è ïðîöåäóðû Âàëüäà ïðîâåðêè ãèïîòåç (1) àñèìïòî-
òè÷åñêè ñîâïàäàëè. Ñåé÷àñ ýòî ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ, åñëè ó íàáëþäàåìîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ õâîñòà ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ñîîò-
âåòñòâóþùåé õàðàêòåðèñòèêè â (17).

Â ðàçäåëå 3.3 ðàññìîòðåí îáùèé ñëó÷àé, êîãäà îêðåñòíîñòè çàäàþòñÿ

14



óñëîâèÿìè (5)�(9). Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü äëÿ p1 ∈ G1 äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà 1 > b > 0 ñóùå-

ñòâóåò êîíñòàíòà C1 òàêàÿ, ÷òî Ep1 |∆L1|1+b ≤ C1 < ∞. Òîãäà ñóùå-

ñòâóþò êîíñòàíòû K1, K2 è K3, òàêèå ÷òî ôóíêöèÿ ðèñêà ïðîöåäóðû d0
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

R1(d0) ≤
| lnα|+K1| lnα|1−b +K2| lnα|1−2b +K3

I1(p1)
.

Åñëè äëÿ p1 ∈ G1 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C1 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå Ep1|∆L1|2 ≤ C1 < ∞, òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà K4, òàêàÿ ÷òî

ôóíêöèÿ ðèñêà ïðîöåäóðû d0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

R1(d0) ≤
| lnα|+K4

I1(p1)
. (18)

Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ supx∈X ∆L1 ≤ K5, òî ôóíêöèÿ ðèñêà ïðî-

öåäóðû d0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (18) ñ K4 = K5.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ p2 ∈ G2.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èñ-
ñëåäîâàíèé ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëàãàåìûõ ïðîöåäóð. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëü-
íûé àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè îïòèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîöåäóðû
Âàëüäà ïðîâåðêè ïðîñòûõ ãèïîòåç (2) è ñóáîïòèìàëüíûõ ïðîöåäóð ïðîâåð-
êè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëîæíûõ ãèïîòåç ïðè ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îá
àïðèîðíûõ ñâåäåíèÿõ î âîçìîæíûõ ïîãðåøíîñòÿõ â ðàñïðåäåëåíèè íàáëþ-
äåíèé. Êðîìå ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïðîöåäóð âû÷èñ-
ëÿåòñÿ è òî÷íîñòü ïðèíèìàåìîãî ðåøåíèÿ. Ðàññ÷èòàííîå ñðåäíåå çíà÷åíèå
ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç R äëÿ ñóáîïòèìàëüíîé ïðîöåäóðû
è RW äëÿ ïðîöåäóðû Âàëüäà. Âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ íåâåðíîé ãèïîòåçû H2

(ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðåäïîëàãàåì, ÷òî m = 2 è ñïðàâåäëèâà ãèïîòåçà H1)
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç p äëÿ ñóáîïòèìàëüíîé ïðîöåäóðû è pW äëÿ ïðîöåäó-
ðû Âàëüäà. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâà-
íèÿ (10000 ýêñïåðèìåíòîâ) ñóáîïòèìàëüíîé ïðîöåäóðû, êîãäà îêðåñòíîñòè
èñõîäíûõ ðàñïðåäåëåíèé gi çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3) è (4).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðèìåíåíèå êëàññè÷åñêîé ïðî-
öåäóðû Âàëüäà ìîæåò ïðèâîäèòü ê òîìó, ÷òî îíà íå îáåñïå÷èâàåò çàäàí-
íûå óðîâíè îøèáîê. Â òàáëèöå âûäåëåíû òå ðåçóëüòàòû, êîãäà âåðîÿòíîñòü
îòêëîíåíèÿ ãèïîòåçû H1 îêàçàëàñü âûøå çàäàííîãî óðîâíÿ α. Ïðèâåäåí-
íûå ðåçóëüòàòû íå ìîãóò áûòü îáúÿñíåíû ñòàòèñòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòüþ,
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ïîñêîëüêó çíà÷åíèå α íå ïîïàäàåò â äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ PW óðîâ-
íÿ 0.995.

Òàáëèöà 4.1 Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ

ñóáîïòèìàëüíîñòè ïðè ðàâíîìåðíîé îöåíêå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé

α ε RW R pW p

0.01 0.01 10.21 10.61 0.0086 0.0085
0.01 0.05 11.06 12.40 0.0130 0.0074
0.001 0.05 16.59 18.39 0.0021 0.0009
0.01 0.1 12.16 16.35 0.0201 0.0051
0.001 0.1 18.36 23.79 0.0041 0.0005
0.01 0.15 13.37 23.63 0.0296 0.0030
0.001 0.15 20.64 33.82 0.0053 0.0005

Â ðàçäåëå 4.6 ïðèâåäåí ïðèìåð óïðîùåíèÿ ìîäåëè, êîãäà ðåäóêöèÿ ïðè-
âîäèò ê óâåëè÷åíèþ èíôîðìàöèîííîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ãèïîòåçàìè.

Â ðàçäåëå 4.7 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó χ2-êðèòåðèåì è ñóáîïòè-
ìàëüíûìè ðåøàþùèìè ïðàâèëàìè, ðàññìàòðèâàåìûìè â ðàáîòå. Ïîêàçàíî,
÷òî ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè: ìîíîòîííîñòè îò-
íîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ, ñòàòèñòèêà χ2-êðèòåðèÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå
áëèçêà ê ñòàòèñòèêå L2(n), îðèåíòèðîâàííîé íà ïðèíÿòèå àëüòåðíàòèâû,
à ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ çíàêîâ � ê ñòàòèñòèêå L1(n), îðèåíòèðîâàííîé íà
ïðèíÿòèå îñíîâíîé ãèïîòåçû. Òàêæå ïîëó÷åíû ïîïðàâî÷íûå êîýôôèöèåí-
òû äëÿ ñòàòèñòèêè χ2-êðèòåðèÿ, ïîçâîëÿþùèå îáåñïå÷èòü åãî ðîáàñòíîñòü
â ïðåäïîëîæåíèÿõ ãëàâû 2.

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè:

1. Ïîñòðîåíû ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè îêðåñòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèé, ó÷è-
òûâàþùèå àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ î âîçìîæíûõ îøèáêàõ â ðåçóëü-
òàòàõ èçìåðåíèé è î íåîïðåäåëåííîñòÿõ â îïèñàíèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðå-
çóëüòàòîâ íàáëþäåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ýòîì âîçíèêàþò íåïàðàìåò-
ðè÷åñêèå ìíîæåñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ïîýòîìó ðîáàñòíûå
ñòàòèñòè÷åñêèå ðåøåíèÿ î ñïðàâåäëèâîñòè îäíîé èç ïðîñòûõ ãèïîòåç
ïðèâîäÿò ê çàäà÷å ïðîâåðêè íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåç. Ïîêàçàíî, ÷òî
â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé X âîçìîæíû
ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè îêðåñòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèé ñ ðàâíîìåðíîé îò-
íîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé.
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2. Ââåäåíî ïîíÿòèÿ ñóáîïòèìàëüíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ðåøàþùåãî ïðàâè-
ëà, ïîçâîëÿþùåãî âûäåëÿòü èç âñåãî ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé
áëèçêèå ê îïòèìàëüíûì ðîáàñòíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ðåøåíèÿ î ïðîâåðêå
ãèïîòåç.

3. Ïîñòðîåíû ñóáîïòèìàëüíûå ðåøàþùèå ïðàâèëà â çàäà÷å ïîñëåäîâà-
òåëüíîé ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç ñ ãàðàíòèéíûì ðåøàþùèì
ïðàâèëîì ïðè íàëè÷èè àïðèîðíîé èíôîðìàöèè îá ðàâíîìåðíîé îòíîñè-
òåëüíîé ïîãðåøíîñòè â ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäåíèé, âêëþ÷àÿ
ìíîãîýòàïíûå ïðîöåäóðû, à òàê æå ïðè íàëè÷èè àïðèîðíîé èíôîðìà-
öèè îá ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòè óáûâàíèÿ õâîñòîâ ðàñïðåäåëåíèé.

4. Äëÿ ïîñòðîåííûõ ïðîöåäóð ïîëó÷åíû íåàñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ôóíê-
öèè ðèñêà. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå îöåíêè äëÿ âûáîðà
ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè, îáåñïå÷èâàþùåé íàèáîëåå ýôôåêòèâíîå ðåøå-
íèå çàäà÷è ïðîâåðêè ãèïîòåç ñ ó÷åòîì äîñòóïíîé àïðèîðíîé èíôîðìà-
öèè.

5. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ñêîðîñòè
óáûâàíèÿ õâîñòîâ ðàñïðåäåëåíèé íà ãàðàíòèéíîå ðåøàþùåå ïðàâèëî.
Ïîêàçàíî, ÷òî òðàäèöèîííûå ìåòîäû îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ íàáëþäå-
íèé ñ öåëüþ îáåñïå÷åíèÿ ðîáàñòíîñòè ïîñëåäóþùèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ðå-
øåíèé ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ìîãóò áûòü íåýôôåêòèâíûìè è íå
îáåñïå÷èâàòü ðîáàñòíîñòü ýòèõ ðåøåíèé.

6. Ïðîâåäåííîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîäòâåðäèëî òåîðåòè÷åñêèå ïî-
ëîæåíèÿ îá îáåñïå÷åíèè ïðåäëàãàåìûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè
çàäàííîãî óðîâíÿ îøèáîê. Ñóáîïòèìàëüíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ðåøåíèÿ
ïðè ìàëûõ ïîãðåøíîñòÿõ â çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè îáåñïå÷èâà-
þò ïðàêòè÷åñêè òå æå èëè áëèçêèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðèñêà, ÷òî è
ñòàíäàðòíûé òåñò Âàëüäà.

7. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè îòíîøåíèÿ ïðàâäî-
ïîäîáèÿ, âûïîëíÿþùåãîñÿ ñ îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ, êðèòåðèé χ2 ïî-
ñòðîåí íà îñíîâàíèè ñòàòèñòèêè, êîòîðàÿ àñèìïòîòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ñóá-
îïòèìàëüíîé, ÷òî îáúÿñíÿåò ÷àñòî íàáëþäàåìóþ ýôôåêòèâíîñòü ýòîãî
êðèòåðèÿ. Ââåäåíèå ïîïðàâî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ, âûòåêàþùèõ èç ñî-
îòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ñóáîïòèìàëüíûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë,
ïîçâîëÿåò óñòðàíèòü òèïè÷íûå ïîãðåøíîñòè êðèòåðèÿ: íèçêóþ ýôôåê-
òèâíîñòü äëÿ ìàëûõ è î÷åíü áîëüøèõ âûáîðîê. Êðîìå òîãî, ïîäõîä íà
îñíîâàíèè ïîñòðîåíèÿ ñóáîïòèìàëüíûõ ïðîöåäóð ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
îáîñíîâàíèå ïðàâèë ãðóïïèðîâàíèÿ äàííûõ íàáëþäåíèé.
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