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Аннотация

Изучаются геометрические характеристики совокупностей режимов си-
стем управления, обладающих свойством квазиуправляемости, родствен-
ным свойству управляемости по Калману. Показывается, что взаимосвязи
между устойчивостью, асимптотической устойчивостью и неустойчивостью
указанных совокупностей аналогичны взаимосвязям между соответствую-
щими свойствами совокупностей решений линейного дифференциального
или разностного уравнения в случае простоты ведущего собственного зна-
чения матрицы, определяющей это уравнение. Предложен новый подход к
оценке величины перерегулирования переходных режимов в квазиуправля-
емых системах, идейно близкий к принципу отсутствия ограниченных ре-
жимов в проблеме абсолютной устойчивости. Он заключается в получении
априорных конструктивных оценок степени перерегулирования переходных
режимов, получаемых в терминах так называемой меры квазиуправляемо-
сти.

Введение
Одним из необходимых атрибутов реальной системы управления считается такое
ее свойство как устойчивость. При проектировании систем разработчики тради-
ционно стремятся сделать систему управления “как можно более устойчивой”.
При этом иногда упускается из виду то обстоятельство, что достаточно большой
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запас устойчивости у системы еще не является гарантией ее “хорошего” поведе-
ния. Причина этого заключается в том, что свойство устойчивости характеризу-
ет лишь асимптотическое поведение системы, и в то же время практически не
учитывает ее поведение во время так называемого “переходного режима”. В си-
лу этого, например, состояние устойчивой системы может во время переходного
процесса иметь очень большие выбросы — “пики”, приводящие к полной потере
ее работоспособности.

Простейший и вместе с тем типичный пример подобной ситуации предостав-
ляет линейная систем описываемая уравнениями

xn+1 = Axn + bx1n, xn = {x1n, x2n} ∈ ℝ2, n = 0, 1, 2, . . . . (1)

Здесь b ∈ ℝ2 — вектор обратной связи подлежащий определению, а матрица

A =

(
a "
" a

)
зависит от малого параметра "

С точки зрения “наилучшего асимптотического поведения” в качестве b следу-
ет взять вектор (−2a,−a2+"2

"
). В этом случае оба собственных значения матрицы

A∗ =

(
−a "

−a2

"
a

)
замкнутой системы

xn+1 = A∗xn ≡ Axn + bx1n, n = 0, 1, 2, . . . ,

оказываются равными нулю, и векторы xn попадают в нулевое положение рав-
новесия уже при n = 2.

В то же самое время для малых " амплитуда вектора x1 при почти любом
начальном условии x0 оказывается “опасно большой” — порядка 1

"
∥x0∥. Другими

словами, во время переходного режима системы (1) наблюдается “пик” порядка
1
"
∥x0∥.
Первые примеры линейных систем с пиками были упомянуты, по-видимому,

в работах [3, 4] и [20]. Эти работы привлекли внимание специалистов к пик—
эффекту. В [21, 22, 26, 27, 30] изучался пик—эффект в системах со скалярными
входами или выходами. В [11] были разработаны некоторые методы синтеза ли-
нейных систем, реализующих переходные процессы с малыми пиками. В то же
самое время в работах [6, 7, 9, 10, 23] было замечено, что когда в системе “объект—
регулятор” регулятор выбирается с таким расчетом, чтобы обеспечить как мож-
но более высокую степень устойчивости системы, то одновременно возрастают
и выбросы переменного вектора состояния системы во время переходного режи-
ма, т.е. усиливается пик—эффект. Эта особенность систем с высокой степенью
устойчивости была отмечена также в работах [25, 29] и др.

Вместе с тем в последнее время растет число примеров систем, которые прак-
тически постоянно работают как бы в переходном режиме. Это, например, гибкие
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производственные системы, системы адаптивного управления с большим уров-
нем внешних помех, так называемые рассинхронизованные или асинхронные рас-
пределенные системы [1, 12, 13] и многие другие. В связи с этим возникает необ-
ходимость в разработке эффективных и простых критериев, позволяющих оце-
нивать амплитуды вектора состояния на всем временном интервале функциони-
рования системы, включая как начальный интервал переходного режима, так
и следующий за ним бесконечный интервал режима “стремления к положению
равновесия”.

В настоящей работе разрабатывается подход, позволяющий достаточно эф-
фективно и просто решить задачу оценки амплитуды вектора состояния систе-
мы на всем временном интервале. Оказалось, что значительную роль здесь иг-
рает так называемое свойство квазиуправляемости системы, близкое к понятию
управляемости по Калману, но более слабое чем последнее. Степень квазиуправ-
ляемости системы может быть охарактеризована некоторой числовой величи-
ной, называемой ниже мерой квазиуправляемости. Основной результат работы
заключается в доказательстве (при достаточно общих предположениях) следую-
щей альтернативы: квазиуправляемая система либо является неустойчивой, либо
она устойчива и тогда нормы всех траекторий ее переменного вектора состояния
выходящих из единичного шара в некоторой норме ограничены сверху величи-
ной, обратной к мере квазиуправляемости. Учитывая, что мера квазиуправляе-
мости может быть конструктивно вычислена, сформулированная альтернатива
оказывается эффективным инструментом анализа переходных режимов систем
управления.

В заключительной части работы выясняются взаимосвязи свойства квазиу-
правляемости со свойствами устойчивости и неустойчивости. Смысл этих вза-
имосвязей в том, что для квазиуправляемых систем свойства устойчивости и
неустойчивости оказываются робастными по отношению к малым возмущениям
параметров системы.

Настоящая работа содержит полные доказательства результатов, ранее анон-
сированных в [14–16]. Заметим также, что понятия, близкие к квазиуправляемо-
сти, были предложены и исследованы с алгебраических позиций в [2, 5].

1 Квазиуправляемые семейства матриц
В этом разделе вводится ключевое в работе понятие квазиуправляемости си-
стемы, близкое к понятию управляемости по Калману, но более слабое чем по-
следнее. Степень квазиуправляемости характеризуется некоторой числовой ве-
личиной, называемой ниже мерой квазиуправляемости. Описываются основные
свойства меры квазиуправляемости.

1.1 Определения и основные свойства

Пусть A = {A1, A2, . . . , AM} — семейство (вещественных) квадратных матриц
порядка N .
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Определение 1.1 Семейство A назовем квазиуправляемым, если не существу-
ет собственного ненулевого подпространства пространства ℝN , инвариантно-
го для всех матриц из A.

Обозначим через Ak (k = 1, 2, . . .) множество всех конечных произведений
матриц из A

∪
{I}, содержащих не более k сомножителей. Через Ak(x) обозначим

множество всех векторов Lx, где L ∈ Ak; через co(W ) и span(W ) обозначим,
соответственно, выпуклую и линейную оболочку множества векторов W ∈ ℝN ;
положим absco(W ) = co(W

∪
−W ) и назовем множество absco(W ) абсолютно

выпуклой оболочкой множества W . Пусть ∥ ⋅ ∥ — некоторая норма в ℝN ; шар
радиуса t в соответствующей норме обозначим через S(t).

Теорема 1.2 Пусть p ≥ N − 1. Семейство матриц A квазиуправляемо, если и
только если для любого ненулевого x ∈ ℝN верно соотношение span{Ap(x)} =
ℝN .

Доказательство. Пусть семейство A квазиуправляемо. Зададимся произ-
вольным ненулевым x ∈ ℝN и положим ℒ0 = span{x}, ℒk = span{Ak(x)} (k ≥ 1).
Тогда

ℒ0 ⊆ ℒ1 ⊆ . . . ⊆ ℒp ⊆ ℝN . (2)

Поэтому
1 ≤ dimℒ0 ≤ dimℒ1 ≤ . . . ≤ dimℒp ≤ N. (3)

При этом
Aiℒj ⊆ ℒj+1 (Ai ∈ A, 0 ≤ j ≤ p− 1). (4)

Если dimℒp = N , то ℒp = span{Ap(x)} = ℝN . Если же dimℒp < N , то си-
лу (3) и условия p ≥ N − 1 при некотором j ∈ [0, p− 1] выполняется равенство
dimℒj = dimℒj+1. Тогда в силу (2) ℒj = ℒj+1, а в силу (4) ℒj — ненулевое инва-
риантное относительно матриц из A подпространство пространства ℝN ; в силу
квазиуправляемости семейства матриц A это подпространство обязано совпадать
с ℝN . Следовательно, ℒj = ℒj+1 = . . . = ℒp = span{Ap(x)} = ℝN .

Пусть теперь span{Ap(x)} = ℝN , но семейство матриц A не является квазиу-
правляемым. Тогда найдется инвариантное относительно матриц из A ненулевое
собственное подпространство ℒ пространства ℝN . В этом случае для любого век-
тора x ∈ ℒ имеет место соотношение span{Ap(x)} ⊆ ℒ и, значит, span{Ap(x)} ∕=
ℝN . Полученное противоречие доказывает квазиуправляемость семейства A. Лем-
ма доказана.

Определение 1.3 Назовем p-мерой квазиуправляемости (в норме ∥ ⋅ ∥) семей-
ства матриц A число �p(A), определяемое равенством

�p(A) = inf
x∈ℝN ,∥x∥=1

sup{t : S(t) ⊆ absco{Ap(x)}}.

Теорема 1.4 Пусть p ≥ N − 1. Семейство матриц A квазиуправляемо, если и
только если �p(A) ∕= 0.
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Доказательство. Пусть �p(A) ∕= 0. Тогда для любого ненулевого вектора
x ∈ ℝN верно включение S[∥x∥�p(A)] ⊆ absco{Ap(x)}, а значит, и равенство ℝN =
span{Ap(x)}. Следовательно, по теореме 1.2 семейство матриц A квазиуправляе-
мо.

Пусть теперь семейство матриц A квазиуправляемо, но �p(A) = 0. Тогда
найдутся xn ∈ ℝN (∥xn∥ = 1) и yn ∈ absco{Ap(xn)} такие, что yn → 0, tyn ∕∈
absco{Ap(xn)} при t > 1. Без ограничения общности можно считать, что после-
довательности {xn} и { yn

∥yn∥} сходятся: xn → x, yn
∥yn∥ → z.

По теореме 1.2 линейная оболочка множества векторов {Ap(x)} совпадает с
ℝN . Поэтому найдутся такие матрицы L1, L2, . . . , LN ∈ Ap, для которых векто-
ры L1x, L2x, . . . , LNx линейно независимы. Тогда при всех достаточно больших
n линейно независимыми являются и векторы L1xn, L2xn, . . . , LNxn. Следова-
тельно, при каждом n найдутся такие числа

�
(n)
1 , �

(n)
2 , . . . , �

(n)
N ,

N∑
i=1

�
(n)
i = 1,

при которых вектор

zn =
N∑
i=1

�
(n)
i Lixn (5)

коллинеарен вектору yn, т.е. zn = �nyn (�n > 0). Но так как

zn ∈ absco{L1xn, L2xn, . . . , LNxn} ⊆ absco{Ap(xn)},

а tyn по определению не принадлежит множеству Ap(xn) при t > 1, то �n ≤ 1.
Отсюда и из условия yn → 0 следует, что и zn → 0. Переходя теперь к преде-
лу в (5) (последовательности {�(n)1 }, {�

(n)
2 }, . . . , {�

(n)
N } при этом можно считать

сходящимися к некоторым пределам �1, �2, . . . , �N , соответственно), получаем:

N∑
i=1

�iLix = 0,
N∑
i=1

�i = 1,

чего не может быть в силу линейной независимости векторов L1x, L2x, . . . , LNx.
Полученное противоречие завершает доказательство теоремы 1.4.

В случае семейств матриц, зависящих от параметра, полезна следующая

Теорема 1.5 Пусть p ≥ N − 1. Пусть A1(�), A2(�), . . . , AM(�) — непрерыв-
но зависящие в точке 0 от вещественного параметра � квадратные матрицы
порядка N . Пусть семейство матриц A(�) = {A1(�), A2(�), . . . , AM(�)} квази-
управляемо при � = 0. Тогда это семейство квазиуправляемо при всех доста-
точно малых � , и функция �p[A(�)] непрерывна в точке � = 0.

Доказательство. Покажем сначала, что в условиях теоремы найдется такое
число � > 0, для которого

�p[A(�)] ≥ � (6)
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при всех достаточно малых значениях � . Пусть это не верно. Тогда найдутся
�n → 0, xn ∈ ℝN (∥xn∥ = 1) и

yn ∈ absco{Ap(�n, xn)}

такие, что
yn → 0, tyn ∕∈ absco{Ap(�n, xn)} t > 1.

Без ограничения общности можно считать, что последовательности {xn} и { yn
∥yn∥}

сходятся: xn → x, yn
∥yn∥ → z.

По теореме 1.2 линейная оболочка множества векторов {Ap(0, x)} совпадает
с ℝN . Поэтому найдутся такие матрицы L1(0), L2(0), . . . , LN(0) ∈ Ap(0), для
которых векторы L1(0)x, L2(0)x, . . . , LN(0)x линейно независимы. Тогда при
всех достаточно больших n линейно независимыми являются и векторы L1(�n)xn,
L2(�n)xn, . . . , LN(�n)xn. Следовательно, при каждом n найдутся такие числа

�
(n)
1 , �

(n)
2 , . . . , �

(n)
N ,

N∑
i=1

�
(n)
i = 1,

при которых вектор

zn =
N∑
i=1

�
(n)
i Li(�n)xn (7)

коллинеарен вектору yn, т.е. zn = �nyn (�n > 0). Но так как

zn ∈ absco{L1(�n)xn, L2(�n)xn, . . . , LN(�n)xn} ⊆ absco{Ap(�n, xn)},

а tyn по определению не принадлежит множеству Ap(�n, xn) при t > 1, то �n ≤ 1.
Отсюда и из условия yn → 0 следует, что и zn → 0. Переходя теперь к преде-
лу в (7) (последовательности {�(n)1 }, {�

(n)
2 }, . . . , {�

(n)
N } при этом можно считать

сходящимися к некоторым пределам �1, �2, . . . , �N , соответственно), получаем:

N∑
i=1

�iLi(0)x = 0,
N∑
i=1

�i = 1,

чего не может быть в силу линейной независимости векторов L1(0)x, L2(0)x, . . . ,
LN(0)x. Полученное противоречие завершает доказательство оценки (6).

Продолжим доказательство теоремы. Положим

' = lim
�→0

�p[A(�)],  = lim
�→0

�p[A(�)].

Пусть Ap(�) = {L1(�), L2(�), . . . , LQ(�)}. Покажем сначала, что

 ≤ �p[A(0)]. (8)
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Зададимся произвольными векторами x ∈ S(1) и y ∈ S( ). Тогда найдутся по-
следовательность �n → 0, последовательность yn → y (yn ∈ S{�p[A(�n)]}) и по-
следовательности чисел �(n)1 , �(n)2 , . . . , �(n)Q , для которых верны соотношения

yn =
N∑
i=1

�
(n)
i Li(�n)x,

N∑
i=1

�
(n)
i ≤ 1. (9)

Без ограничения общности последовательности {�(n)1 }, {�
(n)
2 }, . . . , {�

(n)
Q } можно

считать сходящимися:

�
(n)
1 → �1, �

(n)
2 → �2, . . . , �

(n)
Q → �Q.

Перейдем тогда в (9) к пределу:

y =
N∑
i=1

�iLi(0)x,
N∑
i=1

�i ≤ 1. (10)

Мы получили, что для любого вектора x ∈ S(1) любой вектор y ∈ S( ) предста-
вим в виде (10). Отсюда вытекает справедливость соотношения (8).

Покажем теперь, что
' ≥ �p[A(0)]; (11)

так как ' ≤  , то из (8) и (11) будет следовать утверждение теоремы 1.5.
Если �p[A(0)] = 0, то неравенство (11) очевидно. Поэтому будем считать, что

�p[A(0)] > 0 и зададимся произвольным 
 > 0, для которого

�p[A(0)]− 
 > 0. (12)

Зафиксируем произвольный вектор x ∈ S(1) и покажем, что при выполнении
условия

∥Li(�)− Li(0)∥ ≤

�

�p[A(0)]− 

(13)

где � — число из (6), будет выполняться включение

S(�p[A(0)]− 
) ⊆ absco{Ap(�)x}. (14)

Действительно, пусть y — произвольный вектор из S(�p[A(0)]− 
). Тогда най-
дутся такие �1, �2, . . . , �Q, что

y =

Q∑
i=1

�p[A(0)]− 

�p[A(0)]

�iLi(0)x,

Q∑
i=1

�i ≤ 1. (15)
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Следовательно,

y =

Q∑
i=1

�p[A(0)]− 

�p[A(0)]

�iLi(�)x+ z, (16)

где

z =

Q∑
i=1

�p[A(0)]− 

�p[A(0)]

�i(Li(0)− Li(�))x.

В силу (13) и (15) для вектора z справедлива оценка

∥z∥ ≤ 
�

�p[A(0)]− 

.

Тогда в силу (6) найдутся такие �1(�), �2(�), . . . , �Q(�), что

z =

Q∑
i=1




�p[A(0)]− 

�i(�)Li(�)x,

Q∑
i=1

�i(�) ≤ 1. (17)

Положив теперь

�i(�) =
�p[A(0)]− 

�p[A(0)]

�i +



�p[A(0)]− 

�i(�), (18)

получаем из (16) и (17), что

y =

Q∑
i=1

�i(�)Li(�)x,

где в силу (15), (17) и (18)
N∑
i=1

�i(�) ≤ 1.

Мы показали, что для всех � , при которых выполнены условия (13), верно вклю-
чение (14). Следовательно, при этих значениях �

�p[A(�)] ≥ S(�p[A(0)]− 
).

Отсюда, переходя к нижнему пределу при � → 0, получаем, что

� ≥ �p[A(0)]− 
.

Из полученного неравенства в силу произвольности 
 > 0 следует неравенство
(12).

Итак, верны неравенства (8) и (11), откуда и вытекает утверждение теоре-
мы 1.5.
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1.2 Примеры

Рассмотрим скалярную квадратную матрицу A = (aij) порядка N и векторы-
столбцы b, c ∈ ℝN . Образуем с их помощью семейство A = A(A, b, c), состоящее
из матрицы A и матрицы Q = (qij) = bcT с элементами qij = bicj, i, j = 1, . . . , N .

Пример 1.6 Семейство матриц A(A, b, c) квазиуправляемо, если и только если
пара (A, b) полностью управляема по Калману, а пара (A, c) полностью наблю-
даема.

Доказательство. Как нетрудно видеть, подпространство E ⊂ ℝN инвари-
антно относительно матрицы Q тогда и только тогда, когда либо b ∈ E, либо
E ⊂ C0, где

C0 =

{
x ∈ ℝN :

N∑
i=1

xici = 0

}
.

Заметим теперь, что матрица A может иметь собственное инвариантное под-
пространство E, содержащее вектор b, в том и только том случае, когда

span{b, Ab, . . . , AN−1b} ⊆ E ∕= ℝN ,

т.е. в том и только том случае, когда пара (A, b) не является полностью управ-
ляемой. С другой стороны, матрица A может иметь собственное инвариантное
подпространство E, содержащееся в подпространстве C0, в том и только том
случае, когда

span{c, AT c, . . . , (AT )N−1c} ∕= ℝN ,

т.е. в том и только том случае, когда пара (A, c) не является полностью наблю-
даемой.

Таким образом, матрицы A и Q могут иметь общее собственное инвариантное
подпространство в том и только том случае, когда либо пара (A, b) не является
полностью управляемой, либо пара (A, c) не является полностью наблюдаемой.
Утверждение полностью доказано.

Следующий пример важен в теории рассинхронизованных систем (см., напри-
мер, [1, 12]). Рассмотрим скалярную квадратную матрицу A = (aij) порядка N
и образуем с ее помощью семейство матриц P1(A) = {A1, A2, . . . , AN} вида

Ai =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 . . . 0 . . . 0
0 1 . . . 0 . . . 0
...

... . . . ... . . . ...
ai1 ai2 . . . aii . . . aiN
...

... . . . ... . . . ...
0 0 . . . 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (19)

Напомним, что матрица A называется неразложимой, если никакой перестанов-
кой строк и соответствующих столбцов ее нельзя представить в блочно-треугольном
виде

A =

(
B C
0 D

)
.

9



Неразложимость матрицы A равносильна отсутствию у нее собственного инва-
риантного подпространства, натянутого на некоторое количество базисных век-
торов

ei = {0, 0, . . . , 1, . . . , 0}, i = 1, 2, . . . , N.

Пусть норма ∥ ⋅ ∥ в ℝN определяется равенством ∥x∥ = ∣x1∣+ ∣x2∣+ . . .+ ∣xN ∣.
Положим

� =
1

2N
min{∥(A− I)x∥ : ∥x∥ = 1}, � =

1

2
min{∣aij∣ : i ∕= j, aij ∕= 0}.

Пример 1.7 Семейство матриц P1(A) квазиуправляемо, если и только если
число 1 не является собственным значением матрицы A и матрица A нераз-
ложима. При этом �N [P1(A)] ≥ ��N−1.

Доказательство. Пусть 1 — собственное значение матрицы A и ему отвечает
собственный вектор x∗. Тогда x∗ является собственным вектором, отвечающим
собственному значению 1 и каждой матрицы A1, A2, . . . , AN . Следовательно, в
этом случае семейство матриц P1(A) не является квазиуправляемым.

Пусть матрица A разложима. В этом случае не ограничивая общности мож-
но считать, что некоторое подпространство Ep = span{e1, e2, . . . , ep}, где p < N ,
инвариантно относительно матрицы A. Но тогда подпространство Ep инвариант-
но и относительно каждой из матриц A1, A2, . . . , AN . Следовательно, и в этом
случае семейство матриц P1(A) не является квазиуправляемым.

Докажем теперь, что семейство матриц A = P1(A) квазиуправляемо, если чис-
ло 1 не является собственным значением матрицы A и матрица A неразложима.
Для этого достаточно показать, что для любого ненулевого вектора x ∈ ℝN спра-
ведливо равенство

span{AN(x)} = ℝN . (20)

Зададимся произвольным вектором x ∈ ℝN , ∥x∥ = 1, и рассмотрим векторы
(A1 − I)x, (A2 − I)x, . . . , (AN − I)x ∈ span{A1(x)}. Так как

(A− I)x = (A1 − I)x+ (A2 − I)x+ . . .+ (AN − I)x,

и число 1 не является собственным значением матрицы A, то по крайней ме-
ре один из векторов (A1 − I)x, (A2 − I)x, . . . , (AN − I)x отличен от нуля. Без
ограничения общности можно считать, что (A1 − I)x ∕= 0, причем ∥(A1 − I)x∥ ≥
1
N
∥(A− I)x∥ ≥ 2�. Но так как

(Ai − I)x = ⟨ãi, x⟩ei, i = 1, 2, . . . , N, (21)

где ⟨⋅, ⋅⟩ обозначает евклидово скалярное произведение в ℝN , а векторы ãi имеют
вид

ãi = {ai1, ai2, . . . , aii − 1, . . . , aiN}, i = 1, 2, . . . , N,

то ⟨ã1, x⟩e1 ∕= 0, ⟨ã1, x⟩e1 ∈ span{A1(x)}, причем ∥⟨ã1, x⟩e1∥ ≥ 2�. Отсюда следует,
что

e1 ∈ span{A1(x)} (22)
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а вектор 1
2
⟨ã1, x⟩e1 = 1

2
A1x− 1

2
x принадлежит absco{A1(x)}, а значит и множеству

absco{AN(x)}. Следовательно,

�e1 ∈ absco{AN(x)}.

В силу неразложимости матрицы A подпространство span{e1} не является ин-
вариантным относительно матрицы A. Поэтому по крайней мере одна коорди-
ната вектора Ae1 с номером, не равным 1, отлична от нуля; без ограничения
общности можно считать отличной от нуля вторую координату вектора Ae1. Но
вторая координата вектора Ae1 совпадает со второй координатой вектора A2e1,
а значит, и вектора (A2 − I)e1. Следовательно, (A2 − I)e1 ∕= 0, а в силу (22)
(A2 − I)e1 ∈ span{A2(x)}. Отсюда в силу (21) следует, что

e2 ∈ span{A2(x)}

а вектор 1
2
a21e2 =

1
2
⟨ã2, e1⟩e2 = 1

2
A2e1 − 1

2
e1 принадлежит absco{A2(e1)}, а значит

и absco{AN(e1)}. Следовательно,

��e2 ∈ absco{AN(x)}.

Продолжая аналогичные построения из неразложимости матрицы A нетрудно
вывести, что при подходящей перенумерации базисных векторов e1, e2, e3, . . . ,
eN будут выполняться включения

ei ∈ span{Ai(x)}, ��i−1ei ∈ absco{AN(x)} (i = 1, 2, . . . , N). (23)

Из соотношений (23) вытекает равенство (20), а также оценка

�N [P1(A)] ≥ ��N−1;

утверждение примера полностью доказано.

Рассмотрим еще один пример, на который обратил внимание авторов Е. Каж-
куревич. Пусть семейство V(A) состоит из матриц A, D1A, D2A,. . . , DNA. Здесь
A — скалярная N ×N матрица с элементами aij, а Di (i = 1, 2, . . . , N) — диаго-
нальные матрицы вида

Di = diag{d1i, d2i, . . . , dii, . . . , dNi},

где dij = 1 при i ∕= j, dij = −1 при i = j.
Пусть снова норма ∥ ⋅ ∥ в ℝN определяется равенством ∥x∥ = ∣x1∣+ ∣x2∣+ . . .+

∣xN ∣. Положим

�̃ =
1

N
min{∥Ax∥ : ∥x∥ = 1}, �̃ = min{∣aij∣ : i ∕= j, aij ∕= 0}.

Пример 1.8 Семейство матриц V(A) квазиуправляемо, если и только если
число 0 не является собственным значением матрицы A и матрица A нераз-
ложима. При этом �N [V(A)] ≥ �̃�̃N−1.
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2 Квазиуправляемость и пик—эффект
В разделе показывается, как свойство квазиуправляемости влияет на устойчи-
вость, неустойчивость и переходные режимы динамических систем, описываемых
линейными разностными уравнениями вида

x(n+ 1) = A(n)x(n). (24)

Предлагается идейно простой и эффективный способ оценки норм решений раз-
ностных уравнений на всем временном интервале их существования, включая
как начальный интервал переходного режима, так и следующий за ним беско-
нечный интервал режима “стремления к положению равновесия”.

2.1 Априорная оценка меры перерегулирования

Определение 2.1 Пусть A — некоторое семейство квадратных матриц по-
рядка N . Уравнение (24) называется абсолютно устойчивым в классе правых
частей A, если найдется такое число � <∞, что при любой последовательно-
сти матриц A(n) ∈ A для каждого решения x(⋅) соответствующего уравнения
справедлива оценка

sup
n≥0
∥x(n)∥ ≤ �∥x(0)∥. (25)

Определение 2.2 Наименьшее число �, при котором справедливы оценки (25)
назовем мерой перерегулирования уравнения (24) в классе правых частей A и
обозначим через �(A).

Теорема 2.3 Если уравнение (24) абсолютно устойчиво в квазиуправляемом
классе A, то

�(A) ≤ inf
p≥N−1

1

�p(A)
. (26)

Приведенная теорема является центральным результатом статьи, её доказа-
тельство вынесено в раздел 3. Здесь же обсудим некоторые приложения нера-
венства (26). Очевидно, абсолютная устойчивость по Ляпунову уравнения (24)
в классе правых частей A равносильна абсолютной устойчивости по Ляпунову
разностного включения

x(n+ 1) ∈ FA(x(n)). (27)

где многозначное отображение FA(⋅) определяется равенством

FA(x) = co{Ax : A ∈ A}.

Это дает возможность при оценке меры перерегулирования систем управления
комбинировать классические методы теории абсолютной устойчивости с теоре-
мой 2.3. Укажем лишь самые простые примеры такого рода.
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Следствие 2.4 Пусть семейство A квазиуправляемо и пусть каждое равно-
мерно ограниченное решение . . . , x−n, . . . , x−2, x−1, x0 включения (27) тождествен-
но равно нулю. Тогда для любого p ≥ 1 каждое решение xn, n = 0, 1, . . ., включе-
ния (27) удовлетворяет неравенству ∥xn∥ ≤ �−1p (A)∥x0∥.

Доказательство. Утверждение следствия вытекает из теоремы 2.3 и из
принципа отсутствия ограниченных решений в теории абсолютной устойчиво-
сти (см., например, [17, 18]).

Рассмотрим теперь разностное уравнение

xn+1 = Axn + bun, n = 0, 1, . . . , (28)

где b ∈ ℝN , а скалярные управления un удовлетворяют при некотором фиксиро-
ванном c ∈ ℝN неравенству

∣un∣ ≤ 
∣⟨c, xn⟩∣

с некоторым вещественным параметром 
 (здесь ⟨⋅, ⋅⟩ обозначает эвклидово ска-
лярное произведение в ℝN). Уравнения такого рода типичны в теории управле-
ния, см., например, [19].

Следствие 2.5 Пусть пара (A, b) полностью управляема, а пара (A, c) полно-
стью наблюдаема, и пусть max∣!∣=1 
∣⟨c, (!I − A)−1b⟩∣ < 1. Тогда для любого
p ≥ 1 каждое решение xn, n = 0, 1, . . ., уравнения (28) удовлетворяет неравен-
ству ∥xn∥ ≤ �−1p (A∗)∥x0∥, где A∗ = {A− 
 bcT , A+ 
 bcT}.

Доказательство. Как показано в примере 1.6 класс A∗ квазиуправляем. То-
гда утверждение настоящего следствия непосредственно вытекает из теоремы 2.3
и кругового критерия абсолютной устойчивости (см., например, [17, 19]).

В заключение настоящего раздела рассмотрим одно приложение теоремы 2.3
к анализу устойчивости рассинхронизованных систем, т.е. многокомпонентных
систем с несинхронно взаимодействующими компонентами (см., например. [1,
12, 13]). Примерами такого рода систем являются системы с ошибками в кана-
лах передачи данных, многопроцессорные вычислительные и телекоммуникаци-
онные системы, гибкие производственные системы и пр. Как оказывается, при
слабых и естественных предположениях такие системы обладают рядом сильных
свойств типа робастности. В приложениях робастность часто интерпретируется
как устойчивость функционирования системы по отношению к широкому спек-
тру возмущений — например, к изменению со временем параметров системы,
искажениям в каналах передачи данных и т.п.

Напомним основные понятия теории рассинхронизованных систем. Рассмот-
рим систему S состоящую из N подсистем S1, S2, . . . , SN взаимодействующих
лишь в некоторые дискретные моменты времени {T n}, −∞ < n < ∞. Моменты
взаимодействия могут определяться некоторым детерминистическим или стоха-
стическим законом, но в общем случае они заранее неизвестны. Пусть, наконец,
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вектор состояния каждой подсистемы Si постоянен внутри каждого временного
интервала [T n, T n+1) и равен величине xi(n), −∞ < n <∞.

Допустим, что в каждый момент времени T n ∈ {T k : −∞ < k < ∞} лишь
одна из подсистем Si (например, с индексом i = i(n) ∈ {−∞ < k < ∞}) может
изменять своё состояние, причем закон изменения состояния линеен:

xi(n+ 1) =
N∑
j=1

aijxj(n), i = i(n).

Тогда динамика системы S будет описываться разностным уравнением

x(n+ 1) = Ai(n)x(n), −∞ < n <∞, (29)

с матрицами Ai определяемыми равенствами (19). Описанная система называет-
ся рассинхронизованной линейной системой.

Теорема 2.6 Пусть 1 не является собственным значением матрицы A = (aij)
и пусть матрица A неприводима. Пусть, кроме того, рассинхронизованная си-
стема (29) устойчива при любом выборе последовательности {i(n)} измене-
ния состояния её подсистем (или, что равносильно, уравнение (24) абсолютно
устойчиво в классе правых частей P1). Тогда

�(P1) ≤
1

��N−1
.

Доказательство. Немедленно вытекает из теоремы 2.3 и примера 1.7.

3 Доказательство теоремы 2.3
Прежде чем приступить к доказательству теоремы 2.3, приведем два вспомога-
тельных утверждения. Обозначим через ℜ множество всех конечных произведе-
ний матриц из A. Длиной матрицы R ∈ ℜ назовем наименьшее число сомножи-
телей A1, A2, . . . , Aq ∈ A в представлении R = A1A2 . . . Aq.

Лемма 3.1 Пусть семейство матриц A квазиуправляемо. Если при некоторых
x∗ ∈ ℝN (x∗ ∕= 0), p ≥ N − 1, R ∈ ℜ имеют место неравенства

∥Rx∗∥ > �
1

�p(A)
∥x∗∥, � > 1, (30)

то для любого x ∈ ℝN , x ∕= 0, найдется такая матрица Rx ∈ ℜ, что ∥Rxx∥ ≥
�∥x∥. При этом длина матрицы Rx не превосходит увеличенной на p длины
матрицы R.
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Доказательство. Зададимся произвольным x ∈ ℝN , x ∕= 0. По определе-
нию меры квазиуправляемости вектор �p(A)x∗ принадлежит абсолютно выпук-
лой оболочке векторов Ap(

∥x∗∥
∥x∥ x). Поэтому найдутся такие числа �1, �2, . . . , �Q,

Q∑
i=1

∣�i∣ ≤ 1, (31)

и матрицы L1, L2, . . . , LQ ∈ Ap, что

Q∑
i=1

�i
∥x∗∥
∥x∥

Lix = �p(A)x∗.

Следовательно,
Q∑
i=1

�iRLix = �p(A)
∥x∥
∥x∗∥

Rx∗,

откуда в силу (30)
Q∑
i=1

∥�iLiRx∥ ≥ �∥x∥.

Но тогда (см. (31)) найдется такой индекс i, 1 ≤ i ≤ Q, при котором для матрицы
Rx = LiR верна оценка ∥Rxx∥ ≥ �∥x∥.

Осталось заметить, что так как Li ∈ Ap, то независимо от x длина матрицы
Rx = LiR не превосходит увеличенной на p длины матрицы R. Лемма доказана.

Определение 3.2 Уравнение (24) назовем абсолютно экспоненциально неус-
тойчивым (с показателем � > 1) в классе A, если при некотором � > 0 для
любого вектора x ∈ ℝN , x ∕= 0, найдется такая последовательность матриц
A(n) ∈ A, что для решения x(n) соответствующего уравнения (24), удовлетво-
ряющего начальному условию x(0) = x, справедлива оценка

∥x(n)∥ ≥ ��n∥x(0)∥, n = 0, 1, 2, . . . . (32)

Лемма 3.3 Пусть семейство матриц A ограничено. Тогда в условиях лем-
мы 3.1 уравнение (24) абсолютно экспоненциально неустойчиво в классе A.

Доказательство. Зададимся произвольным вектором x ∈ ℝN , x ∕= 0, и
построим вспомогательную последовательность векторов {z(m)}, m = 0, 1, . . .,
полагая z(0) = x,

z(m) = Rz(m−1)z(m− 1), m = 1, 2, . . . ,

где Rz(m) — матрицы определяемые леммой 3.1 по соответствующим векторам.
Тогда в силу леммы 3.1 справедливы оценки

∥z(m)∥ ≥ �m∥z(0)∥, m = 0, 1, 2, . . . . (33)
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По определению, для матриц Rz(m), m = 0, 1, . . ., справедливо представление

Rz(m) = Am,l(m), . . . , Am,2, Am,1, Am,j ∈ A,

где l(m) — длина матрицы Rz(m). Обозначим через {A(n)}, n = 0, 1, . . ., последо-
вательность матриц

A0,1, A0,2, . . . , A0,l(0), A1,1, A1,2, . . . , A1,l(1), . . . , Am,1, Am,2, . . . , Am,l(m), . . . ,

и рассмотрим решение x(n) соответствующего уравнения (24), удовлетворяющее
начальному условию x(0) = x. Тогда будут справедливы соотношения

x(qm) = z(m), m = 0, 1, . . . ,

где q0 = 0,

qm =
m−1∑
i=0

l(i), m = 1, 2, . . . .

Из оценок (33) теперь получаем, что

∥x(n)∥ ≥ �m∥x(0)∥, n = qm, m = 0, 1, . . . . (34)

Так как нормы матриц из семейства A по условию леммы равномерно огра-
ничены и в силу леммы 3.1 верны оценки

qm − qm−1 = l(m− 1) ≤ K m = 1, 2, . . . , (35)

то неравенство (34), несколько ослабив, можно распространить на значения n из
промежутка (qm−1, qm]:

∥x(n)∥ ≥ ��m∥x(0)∥, � > 0, qm−1 < n ≤ qm, m = 0, 1, . . . . (36)

Учитывая теперь, что в силу (35) qm ≤ mK, m = 0, 1, . . ., из (36) при подходящем
выборе чисел � > 0 и � > 1 получим оценку (32). Лемма 3.3 доказана.

Приступим теперь к доказательству теоремы 2.3. Если утверждение теоремы
не верно, то найдется последовательность матриц {A(n) ∈ A, n = 0, 1, . . . } и
решение x(n) соответствующего уравнения (24), для которого при некоторых
n0 ≥ 1, p ≥ N − 1, выполняется неравенство

∥x(n0)∥ >
1

�p(A)
∥x(0)∥,

а с ним — и неравенство

∥A(n0 − 1) . . . A(1)A(0)x(0)∥ > 1

�p(A)
∥x(0)∥.

Тогда в силу леммы 3.3 уравнение (24) абсолютно экспоненциально неустойчиво
в классе правых частей A, а значит и подавно не является абсолютно устойчивым
в этом классе правых частей. Полученное противоречие доказывает теорему 2.3.

16



3.1 Робастность неустойчивости

Рассмотрим разностное уравнение (24), в котором матрицы A(n) принадлежат
некоторому семейству матриц A(�) = {A1(�), A2(�), . . . , AM(�)}, зависящих от
некоторого параметра � (который не ограничивая общности можно считать ве-
щественным). Возникает вопрос об изменении свойств разностного уравнения
(24) при изменении параметра � .

Теорема 3.4 Пусть семейство матриц A(�) квазиуправляемо и непрерывно в
точке � = 0. Если уравнение (24) не является абсолютно устойчивым в классе
правых частей A(0), то оно не является абсолютно устойчивым (более того
— оно абсолютно экспоненциально неустойчиво) в классе A(�) при всех доста-
точно малых значениях � .

Доказательство. Пусть уравнение (24) не является абсолютно устойчивым
в классе правых частей A(0). Тогда найдутся такие матрицы A(n, �) ∈ A(�), n =
0, 1, . . ., которым при � = 0 отвечает решение x(⋅) соответствующего уравнения
(24), удовлетворяющее при некотором n0 > 0 неравенству

∥x(n0)∥ >
1

�N−1[A(0)]
∥x(0)∥.

Поэтому

∥A(n0 − 1, 0) . . . A(1, 0)A(0, 0)x(0)∥ > 1

�N−1[A(0)]
∥x(0)∥.

А тогда в силу непрерывности в точке � = 0 матриц {A(n, �)} и функции
�N−1[A(�)] (см. теорему 1.5) при всех достаточно малых � будут выполняться
неравенства

∥A(n0 − 1, �) . . . A(1, �)A(0, �)x(0)∥ > 1

�N−1[A(�)]
∥x(0)∥.

Следовательно, по лемме 3.3 при всех достаточно малых � уравнение (24) абсо-
лютно экспоненциально неустойчиво в классе A(�). Теорема 3.4 доказана.

В некоторых случаях полезно следующее следствие из теорем 1.5, 2.3 и 3.4.

Следствие 3.5 Пусть квазиуправляемое семейство A = {A1, A2, . . . , AM} яв-
ляется пределом семейств матриц Am = {A1,m, A2,m, . . . , AM,m}. Если уравнение
(24) абсолютно устойчиво в классах правых частей Am, m = 1, 2, . . ., то оно аб-
солютно устойчиво и в классе правых частей A. При этом семейства матриц
Am квазиуправляемы, а меры перерегулирования �(Am) равномерно ограничены.

Как показывают следующие два примера утверждение следствия 3.5 не верно
без предположения о квазиуправляемости семейства A.
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Пример 3.6 Рассмотрим последовательность семейств матриц Em = {Em},
каждое из которых состоит из единственной матрицы

Em =

(
1− 1

m
1

0 1− 1
m

)
.

Предельное для {Em} семейство E состоит из матрицы

E =

(
1 1
0 1

)
,

и потому не является квазиуправляемым. И хотя уравнение (24) эспоненци-
ально устойчиво в классах правых частей Em, оно но не является устойчивым
в классе E.

Пример 3.7 Рассмотрим последовательность семейств матриц Fm = {Fm},
каждое из которых состоит из единственной матрицы

Fm =

(
1− 1

m2
1
m

0 1− 1
m2

)
.

Предельное для {Fm} семейство матриц F состоит из тождественной мат-
рицы I, и потому не является квазиуправляемым. При этом уравнение (24)
устойчиво как в классе правых частей F, так и в классах правых частей Fm,
m = 1, 2, . . .. В то же время меры перерегулирования �(Fm) не ограничены в
совокупности.
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