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В в е д е н и е . 

В 1965 году А.Н.Колмогоров ввел понятие сложности, или 
энтропии*] конечного объекта (см. [V] , [̂ 7 ). Говоря нефор­
мально, энтропия объекта есть количество двоичных знаков, 
необходимых для описания (задания, определения) этого объекта. 
Разумеется, это количество зависит от выбора ' способа описания; 
таким образом, каждому способу описания соответствует своя фун­
кция сложности. Открытие Колмогорова как раз и состояло в том, 
что при естественном определении понятия "способ описания" сре­
ди всех таких способов существует оптимальный - такой, при ко­
тором сложность объектов меньше, чем при любом другом ( с точ­
ностью до ограниченного слагаемого). Если имеются два разных 
оптимальных способа описания, то соответствующие им сложности 
отличаются, очевидно, на ограниченное слагаемое. Таким образом, 
возможно дать не зависящее от выбора способа описания оцреде-
ление энтропии конечного объекта как его сложности при оптималь­
ном способе описания. :^еденную Колмогоровым энтропию мы будем 
называть простой колмогоровской энтропией. 

Позднее были предложены другие варианты понятия энтропии 
конечного объекта - сложность (энтропия) разрешения (см. [б^ ), 
префиксная энтропия, монотонная энтропия (о двух последних см. 
И ). Хотя эти понятия основаны на родственных идеях - все 
они тем или иным способом уточняют описанный выше замысел Кол­
могорова,- их формальные оцределения никак не были связаны 
друг с другом. Ниже предлагается некоторая общая схема, част-
х) Мы предпочитаем термин "энтропия", чтобы избежать смешения 
со "сложност([ями вычисления" (временной, емкостной и т.п.) 



ными случаями которой являются все перечисленные (а также 
некоторые другие) варианты определения понятия энтропии ко­
нечного объекта. 

Эта схема использует понятие ^^ -пространства в смысле 
Ю.Л.Ершова [fij . Понятие ^^^ -пространства является чрезвы­
чайно удобным средством для оцределения вычислимости отобра­
жений, область определения которых состоит из объектов более 
сложной природы, чем натуральные числа (функций, последова­
тельностей и т.д.). Поясним это понятие на следующем важном 
примере. 

Цусть мы имеем отображение , область оцределе­
ния которого состоит из (частичных) функций из /IV в /f\/ . 
Цгсть это отображение в каком-то смысле вычислимо. Естественно 
считать, что к любому моменту процесса вычисления значения 

^ на функции ^ используется не вся информация о ^ 
(ибо как может алгоритмический процесс успеть использовать 
бесконечно много информации об ^ ?!), а лишь конечное чис­
ло равенств вида ^(а) -= § , Другими словшж, значение ото­
бражения б? на функции f определяется значениями это­
го отображения на конечных частях f . Ясно также, что 
по мере увеличения использованной информации об -а̂  будет 
получаться все больше и больше информации о результате при­
менения dl к f (если этот результат также является фун­
кцией, то будут становиться известныгш ее значения во все 
большем числе точе!^ 

Эти соображения показывают, что при оцределении поня­
тия вычислшлости для функций из некоторого множества л 
в другое множество Y ^ множествах X ^ Y естествен­
но ввделять "конечные" элементы (в примере - функции с конеч­
ными областями определения) и вводить отношение "элемент а' 
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информативнее элемента а " (в примере - фзгнкция / про­
должает функцию ^ ). Более форматсьно, ^-пространством 
называется глножество л , в котором введено отношение час­
тичного порядка 1L < x ^ (читаемое " эс информативнее ос ", 
" х' продолжает ос " ш ш " "Х есть часть о^'") и ввде-
лено некоторое подмножество Л ^ с ^ Х , элементы которого 
называются конечными, причем выполнены некоторые свойства 
(см. п. I.I). В нашем цримере X есть множество всех 
(частичных) функций из 5\/ в W с указанными выше под­
множеством конечных элементов и отношением "быть более инфор­
мативные/!". Высказанные выше соображения можно теперь, с по­
мощью понятия -f^ -цространства, сформулировать более точно: 
вычислимое отображение (J\^ из f̂i -цространства X в 
-^-пространство Y должно быть монотонныгл (т.е. X < X ^ 

OlC^) < Ог(:}с') ) и значение ^ на х должно опреде­
ляться значениявли 01 на конечных частях х , т.е. на тех 
^о 6 Ло , дая которых осо^^ . См. об этом подробно в 

пп. 1.4 и 1.5. 
Другая важная идея, которую использует описываемая схе­

ма определения энтропии - идея интерпретации операций логи­
ки высказываний (конъюнкции, дтзъюшщии, импликации) как 
операций не над утверздениями, а над задачатли. Эта идея была 
предложена А.Н.Колмогоровым в [7sJ и уточнена впоследствии 
Ю.Т.Медведевым в fp] . Говоря неформально, задача определяэт-
ся двумя множествами - множеством д "возможных решений" 
задачи и его подглножеством А - подмножеством "действи­
тельно решений". Наприглер, задачу "перечислить все элементы 
множества Q̂ cfl̂  " можно рассматривать как пару таких мно­
жеств: множеством возможных решений считается множество, всех 
последовательностей натуральных чисел, а действительными ре-



шениями считаются те последовательности И i-̂  ЗС^, для кото­
рых ^XPV]T\6 i N } = Q • Можно сказать, что задача <^Х^А^ 
есть задача "отыскания среди элементов X элемента, при­
надлежащего Д ". 

Наш вариант уточнения понятия задачи отличается тем, 
что в нем используются '^^ -пространства в качестве мно­
жеств возможных решений и соответствующим образом оцределяют-
ся операции над задачами. 

Опишем в общих чертах предлагаещю схеццг определения 
энтропии. Цусть имеются два Ĵ j, - цространства - X ^ ^ • 
Элементы первого мы будем считать описаниями (кодами), а 
элементы второго - описываемыгли (кодируемыми) объектами. 
I^CTb на множестве конечных объектов пространства К введена 
функция объема (сопоставляющая кадцог.^ конечному объекту 
некоторое число). Способами описания будем считать вычисли­
мые (в смысле, описываемом в 1.5) отображения -̂ : X -^ У. 
Сложность задачи <^V^A^ в пространстве У при спосо­
бе описания / определяется как миншлальный среди объемов 
тех описаний о с ^ Х ^ » для которых :f(oc)eA. 
При некоторых условиях на пространство X (см. п. 2.3) 
среди всех способов описания существует оптимальный; слож­
ность задачи: ^Уу Р^ при оптимальном способе описания 
мы и назовем энтропией этой задачи. Если X и У выбраны 
из числа пространств (пространства натуральных 
чисел и пространства последовательностей нулей и единиц, 
описание которых дано:в 1.2), возможны четыре варианта, изо­
браженные в таблице: 
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пространство описы­
ваемых объектов 

ipocTpaHCTBo 
)писаний 

Ы^ ,2 
fWx к KR 

9 к? ки 

в ней указано, каким из запоминавшихся выше вариантов понятия 
энтропии соответствует возникающее при данных пространствах 
описываемых объектов и описаний понятие энтропии задачи: 

IC - простая колглогоровс1шя энтропия, КЯ - энтропия 
(сложность) разрешения, f^P - префиксная энтропия, КМ 
- монотонная энтропия. 

В работе исследуются свойства описанной схемы. Устанав­
ливается ее связь с интуиционистской логикой высказываний. 
С точки зрения этой схеьш исследуется также понятие априорной 
вероятности. Дaдmvl теперь более подробный обзор содержания 
работы. 

Глава I носит вспомогательный харшстер и содержит поня­
тия и результаты, в основном не являющиеся новыми (см. p j ). 
Мы сочли нунныгл поместить здесь этот материал, т.к. изложе­
ние его в виде, используемом в последующих разделах, в лите­
ратуре отсутствует. Эта глава посвящена понятию Подпростран­
ства и связанным с ним конструкциягл. 

В п. I.I дается определение j^^ -пространства и вводит­
ся связанныя с ним терминология. Именно, j-^ -пространством на­
зывается тройка <̂  X , S J XJ^ ( X - некоторое множество, 



^ - частичный порядок на нем, X © - некоторое подмно­
жество множества X ), обладающая оцределенныгж свойствими 
(см. подробнее п. I.I). сйементы множества X называются 
объектами, отношение х < зс' читается " х ^ продолжает эс" 
ш ш " JC, есть часть х'", объекты, входящие в X ̂^ , называ­
ются конечными. Наименьший в смысле введенного порядка объект 
называется неоцределенностью и обозначается -L- . 

В п. 1.2 строятся основные примеры ^^^-пространств, су­
щественные для дальнейшего. Среди них - уже упоминавшиеся 
цространства /A/L (натуральных чисел) и _iir (последова­
тельностей нулей и единиц). 

В п. 1.3 вводится понятие полного /о -цространства и 
показывается, что всякое ^ -цространство можно рассматри­
вать как часть полного. Это позволяет в дальнейшем ограничить­
ся рассмотрением полных пространств. Доказываются свойства 
полных пространств, используемые далее. 

В п. 1.4 вводятся операции над -fo -пространствами. 
Именно, для любых двух цространств X и / оцределяются 
цространства X ^ V (произведение). Х-*- Y (сутдала) 
и С(Х; К) (цространство непрерывных функций из X в Y ). 
Для определения непрерывности в -j-^ -пространствах вводится 
топология. Дается простой критерий непрерывности функции (ле^ь 
ма 4). Устанавливается, что непрерывную функцию можно задать, 
указав ее значения на конечных объектах. Устанавливаются 
естественные изоморфизлш 

Чтобы оцределить понятие вычислимого объекта, в /^-про­
странстве нужно ввести дополнительную структуру, занумеровав 



все конечные объекты этого пространства натуральными числами. 
Пространство, снабженное такой нумераЕщей, называется эффек­
тивным j-f, -пространством, если выполнены некоторые естест­
венные требования; соответствующие определения даются в 1.5. 
В этом же пункте показано, как ввести стрзгктуру эффективного 
пространства в X ^ V , X+'Y , ^ ( ^ ; V / (если 

ффективные пространства), а также в ^^ -цро-
странствах, указанных в п. 1.2. 

В эффективных цространствах вводится понятие вычислшлого 
объекта. Вычислимые объекты цространства С(Х,У) естествен-
но рассматривать как вычислимые отображеши из X в Y . 
Они используются для определения относительной вычислимости: 
объект ̂ ^ У называется вычислимым относительно объекта хбХ 
если существует вычислимый объект f е CL^, У ) , для которо­
го =^(^) - Ч- . В п. 1.5 показывается, каЕсим образом изве­
стные варианты понятия относительной вычислимости становятся 
частными случаями этой схемы. Устанавливается используемое 
в дальнейшем (при доказательстве утверждения о существовании 
оптимального способа описания) предложение о перечислимости 
множества всех вычислимых объектов (предложение I). 

Наконец, в п. 1.6 на рассмотренных пространствах вводит­
ся объем.. 

Этим завершается изложение необходимых сведений об эффек­
тивных полных yi -пространствах (называемых в дальнейшем 
для краткости просто пространствами). 

В главе 2 определяется понятие задачи, среди всех задач 
вццеляются разрешимые, которые и классифицируются по "трудно­
сти решения" с помощью понятия энтропии. 
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- в п. 2.1 дается определение понятия задачи. Именно, 
задачей называется пара <С X ̂  Л ^ t где X - пространство, 
а А <̂  X • Среди задач выделяются монотонные (те, у ко­
торых любое продолжение решения является решением) и разре-
шимые (те, у которых среди решений'есть вычислимые). 

В п. 2.2 уточняется понятие способа описания объектов 
пространства X с помощью объектов пространства X - та­
кими способами считаются вычислимые объекты пространства 

СС^)^/ . Если на л задан объеме фиксирован способ 
описания ^ € ( 2 ( X , Y ) ,то можно определить сложность за­
дачи <^У^ А'^ црж способе описания f как 

tKi/ -{ tipc) \ • ос ^ конечный объект X , ^(^)^Aj. 
В п. 2.3 даны условия на гфостранство X . необходимые 

и достаточные для того, чтобы для любого пространства Y среди 
^ > ! всех способов описания из C(Xj У) существовал оптимальный. 

Пространства X с объемом t * рбладающие таким свойством, 
называются регулярными. 1^сть Л - регулярное пространство. 
Сложность задач1Ъ пространстве У при оптимальном способе 
описания f ^С(>^)У) мы называем энтропией (точнее, X -эн­
тропией). Произвол в выборе оптимального способа описания 
влечет за собой то^гчто энтропия определена с точностью до 
ограниченного слагаемого. Энтропия задачи оказывается конечной 
в том и только том случае, когда эта задача разрешима (пред­
ложение 2) 

В п. 2.4 приводятся примеры регулярных пространств с 
объемом ( Jhjj^ , JL f Cj ). Каадо||^ из них соответству­
ет свой вид энтропии. 

Их сравнению посвящен п. 2.5. Именно, таш дается ответ 
на следующий вопрос. Щгсть Х^ и Xg "" -^^ регулярных про­
странства. В каком случае для любой задачи </ выполнено 

vjtaaifer^fc/' -



неравенство 
(^Х^-энтропия oL ^ < ^1^ X-энтропия <и] ? 

(Более точную постановку вопроса, учитывающую то, что энтропия 
определена с точностью до ограниченного слагаемого, см. далее) 
Ответ на этот вопрос дается предложениями I и 2. С их помощью 
сравниваются пространства /l\/j_, Ji и а> . 

В п. 2.6 сравниваются, напротив, энтропии задач в раз­
ных пространствах при одном и том же пространстве описаний. 

Глава 3 посвящена связи между понятием задачи и интуици­
онистской логикой высказываний. 

В п. 3.1 определяются (в духе идей Колмогорова (VsJ , 
развитых Медведевым [5J ) логические операции над задачами 
(конъюнкция, дизъюшщия и импликация). Говоря неформально, 
возможными решениями задачи в̂  А & считаются пары 
<^возможное решение задачи d. ,. возможное решение задачи р ^ , 
а решениями - те пары, оба члена которых действительно являют­
ся решенишш соответствующих задач. Возможными решениями за­
дачи J. \ 0> считаются все возможные решения задачи oi , 
все возможные решения задачи р и объект J_ ; решениями 
считаются решения любой из задач Я и ^ . Возможными реше­
ниями задачи о<̂  :7 (3 считаются непрерывные (в этом главное 
отличие от [sj ) функции, переводящие возможные решения зада­
чи <?С в возможные решения задачи (3 ; функция f 6j]i,Q's 
считаться решением, если для любого решения х задачи oL 
объект £{у^ будет решением задачи В . Ложь интерпретиру­
ется как задача, у которой множество решений пусто, а мно­
жество возможных решений одноэлементно. 

В п. 3.2 рассматриваются энтропии задач o(,̂ p , «̂ Р̂ 
та oL^R . Выясняется, что энтропия задачи <̂ vp> определя­
ется энтропиями задач' oL ж б . Исследуются энтропии 
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задач (/. к^ ("энтропия пары") и о^^р ("условная энтропия 
Р при известном с^ " ) . 

В п. 3.3 определяется интерпретация интушщонистской 
логики высказьшаний с помощью задач. Именно, пусть 

Ф( "P^j •• /'V'Tu) - форглула логики высказываний, 
i/̂  = <Х^^ Ai") 5... р ô h- <'\^ А ^ - задачи. Тогда в соответст­
вии с описанной интерпретацией конъюнкции, дизъюнкции и иглшш-
кации возникает задача Ф(^4.у.., <^А) . Легко видеть, что 
множество возможных решений этой задачи зависит только от 
пространств Х^ (но не от множеств Ai )• Оказывается, 
что если Ф - выводимая в интуиционистской логике выска­
зываний формула, то в этом пространстве найдется вычислимый 
объект сг , являющийся решением задаш! Ф ^ ^ д ,--^>>^л) 
при любых ^ 1, -. , А ̂  . (Это утверздение является ана­
логом известного результата Ю.Т.Медведева [.9]) 

В п. 3.4 из этой теореглы выводится ряд неравенств для 
энтропии некоторых задач (предложение I и его следствия). 

В п. 3.5 исследуется логика задач, то есть множество 
Cl формул, общезначимых в описанном смысле. Как уже гово­

рилось, множество Н выводимых в интушщонистском исчисле­
нии высказываний форщл является подмножеством (3 , которое 
в свою очередь является поданожеством множества С пропо­
зициональных тавтологий. Устанавливается, что оба включения 

1-\ <z (^ и (X с О - строгие. 
Глава 4 посвящена дальнейшему исследованию введенного 

понятия энтропии. В п. 4.1 показано, какигл образом различ­
ные известные варианты понятия энтропии (цростая колглогоров-
ская энтропия ['7} , условная колглогоровская энтропия \У-~\ , 
энтропия (сложность) разрешения [f^ , префиксная энтропия р ] , 
монотонная энтропия [3.] , номер частично рекурсивной функции 



в ойтимальной нумеращи ^Ьф^{^1) ВБЖочаются в овдсанную 
схещг. 

В и. 4.2 жоказнвается, каким образом многочисленные не­
равенства, связывающие различные виды энтрожш, могут быть 
получены ка^дхедетвжя доказанных в глав^ 2 общих теорем._^ 
Доказываетоя, что некоторые оценки, связывающие четыре вари­
анта энтропии из приведенной выше таблицы ( /С , /С/?, КР , /СМ ) 
нельзя улучшить. 

В ж. 4.3 с точки зрения нашей схемы исследуется жонятие 
ажриорной вероятностж (см. {|3>И )• именно, для каадой зада­
чи <С ̂ ; Д ^ и для каадого способа описания -f е С (S^j X ) 
объектов пространства X с помощью двоичных последователь­
ностей определяется число PjK^K^) - вероятность того, что 
случайно взятая из ДГ последовательность будет описанием 
решения задачи <СХ^ 4 ^ . Среди всех сноеобов описания суще­
ствует оптимальный - тот, при котором Р^ максимальна (с 
точностью до ограниченного множителя). Функция Рх при опти­
мальном / ж называется априорной вероятностью. В простран­
ствах /!14 ш 2 она совпадает с так называемой максимальной. 
перечислимой мерой (см. /13^ [Щ ). Мы доказываем, что анало­
гичное свойство выполнено для всех пространств, в которых 
множество конечных объектов является деревом. Это условие 
существенно: н п. 4.3 приводится пример,йН0казывающжй, что 
в пространстве CL априорная верояз?ность не является макси­
мальной перечислимой мерой. 
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Глава I. Понятие -fo -пространства и его свойства. 

В этой главе определяется понятие •£-пространства, 
строятся примеры ^^-ДР^странотв, существенные для дальнейшего, 
и описываются простейшие конструкции, позволяющие получать но­
вые /̂  -пространства из уже имеювщхся. В ней также вводятся 
понятия полного J^-пространства, эффективного ^^-пространства, 
вычислимого объекта и доказываются связанные с этими понятиями 
утверждения, необходимые в дальнейшем. 

Последний пункт главы определяет понятие объема на 
4о -пространстве, играющее в дальнейшем важную роль. 



I>I. Определение jb-пространства. 

Цусть заданы множество )( с частичным порядком ^ на 
нем и подмножество Х(5^ X • Тройка <^)(. Х^. ^^ называется 

j-^ -пространством, если выполнены следующие свойства: 
(1) В X существует наименьший (в смысле частичного 

порядка на X ) элемент. Этот элемент (обозначаемый _L ) 
принадлежит К^ . 

(2) Если ^с,^ ̂ Х ( , , ^ ^ Х , З С ^ ^ , ^ ^ Н , т о 
32 и j^ имеют в X точную верхнвзю грань 1̂̂ р(:зс,̂ ) , 

лежащую в Х̂ ^ : длн всех it^X утверждения (эс^.-^^3>(^^'^) 
и -̂  up (X ,̂ ) ̂  -̂  равносильны. 

(3) Если ^ ^ ^ < ^ Х и о с ф ч , то существует эе^бХ^» 
для которого ЭСо i Х и X Q 4 ^ . 

Цгсть <(,Х- Xjj "̂̂  - ;f^-пространство; элементы тлно-
жества X мы будем называть объектами этого пространства, 
запись х < ч. читать "объект и п^одожает объект ос " или 
"объект :х1 есть часть объекта и. " ; объекты, входящие в 

У » будем называть к ш е ^ ш ш . Объект J_ мы будем назы­
вать неш^^еленностью. Объекты х. и и. , для которых суще­
ствует такой объект "Н. , что х ^ 2 и ц ^ ^ ,1лы будем 
называть совместными. . 



1.2, Основные примеры -/^t>-пространств. 

В этом пункте мы построим некоторые ;/у-пространства, 
которые будут полезны нам в дальнейшем. 

1.2.1. Простейшее ^^ -пространство состоит из единствен­
ного элемента _L . 

1.2.2. Пространство X = •{ -L "̂ ^̂  » f 
X — X » порядок таков: J_ < •)(- . ^ -L 

1.2.3. Пространство натуральных чисел, п 1 ^ -д 
дополненных объектом _L ; в нем \Х /"у^^ 

Х = -1Х, о, 1,2,...}, М ^ 
Х^ - X , порядок таков: .-L ^ /и для всех 1^= О, I, 2,.., 

и других неравенств нет. Это пространство мы будем обозначать 
/Л/х. 

1.2.4. Пространство конечных и бесконечных последова­
тельностей О и I. В этом пространстве объекты - конечные и бес­
конечные последовательности О и I, jx̂  ̂  ^ , если последова­
тельность ос, является началом последовательности ^ , 
конечными объектами являются конечные последовательности. 
Это пространство мы будем обозначать . В нем обозначение 
J- получает пустое слово. 

1.2.5. Пространство подмножеств Ц\] . Объектами являются 
подмножества /N , х < ч означает х^п^ч., конечные объекты 
суть конечные множества. Это пространство мы будем обозна-
чать 2 

1.2.6. Пространство частичных функций натурального аргу­
мента со значениями О и I. Его объектами являются частичные 
функции из 11\/ в {Oi-i") , X < u <t:̂  U есть продолжение ос, 
конечными объектами являются функции, области определения ко-
торых - конечные множества. Это пространство мы обозначим 

1.2.7. Заменив в пршлерах 1.2.4 и 1.2,6 множество 



{о^ /j- на множество Ш (т. е. рассматривая последовательно­
сти натуральных чисел и функции из 'А/ в /Л/ ) , мы приходим 
к пространству Р конечных и бесконечных последовательно­
стей натуральных чисел и к пространству /F частичных функций 
КЗ IN в IN . 

1.2.8. Любую верхнюю полурешетку с наименьшим элементом 
(частично упорядоченное множество, в котором любые два элемен­
та имеют точную верхнюю грань и есть наименьший элемент) мож­
но превратить в /̂  -пространство, объявив конечными все объ­
екты. 



1.3. Полные :/-с-пространства. 

В этом пункте мы изучим цростеишие свойства ^^^-простран­
ств; в частности, будет введено понятие полного ̂ ^-пространства. 

Цусть дано -f^ -цространство < X ̂  )( <^Ъ Назовем 
множество Х*^ Х^ Ж 5 5 ^ » ®̂ ^̂ ™ выполнены следующие свойства: 

(а) i. непусто; 
(б) Qom ^,^^ Х^ . ̂ ^ В , 2 ^.Г, то J^£l ; 
(в) если У,"^ 6 J , то У Ĵ  2. совместны и '^'•^р/Уз^Зб!. 

Сопоставим каждому объекту 'Хб X множество Xjc всех 
его конечных частей: 

Справедлива следующая цростая 
Лемма I. Множество 1 ^ является идеалом. ^ 
Таким образом, каждому элементу х сопоставлен неко­

торый идеал ly, . 
Демма 2. (а)^ ^ ^ ^ <=> 1:х ^ lu. 

(б) :?с = -̂ uf) l^c 
Доказательство, (а) Если ^<:u- , то, очевидно, j.^с: Ji. 

Если же :х ̂ '1^ , то по. свойству (3) определения j^^-прост­
ранства (I.I) существует Х^^Х^ » Д ^ которого Х^^^Д:, 
Хс,:^^ . Поэтому 1^<5^1^. 

(б) Цусть "Z - верхняя грань Х ^ . Докажем, что x<Z < 
Если это не так, то существует эс^ <: х, для которого ^ ^ 2 , 
что противоречит предположению о том, что 2 -верхняя грань 
глножества .1^ . g, 

Назовем ĵ ^ -пространство <̂ 'Х ^t> ^У полным, если 
всякий идеал в нем равен 1^ цри некотором :̂: б л . Рассмот­
ренные в 1.2 -/•-пространства, как легко проверить, полны. 

Частично упорядоченное гшожество Х ^ конечных объектов 
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конечных объектов ^/-^-пространства ( Х . Х , ^У обладает, 
очевидно, следующими свойствами: 

(а) В Хр существует наименьший элемент. 
(б) Если X , 4 , 2: - элементы X̂ j , X ^ г , g ̂  2г , 

то X и W, имеют ( в Х^ ) точную верхнюю грань. 
Оказывается, что верно и обратное утверждение: всякое 

частично упорядоченное множество, обладающее свойствами (а) 
и (б), может быть единственныгл образом расширено до полного 
^!,-пространства. Чтобы сформулировать это утверждение точно, 
нам понадобится следующее определение. 

Цгсть ((х^ Хо, 4 > ' < Y/r;, ̂ > - два £-пространств£ 
Отображение ĵ  : х -^Y назовем изомо^д^^ЕЗмш -f^-пространств, 
если -f является взаимно однозначным отображением X ^а 
У , сохраняющим порядок, при котором ^(Уу) = К • 

Предложение I (о пополнении). Цусть <( X ^^-частично 
упорядоченное множество, обладающее свойствами (а) и (б). 
Тогда: 

1. Существует полное пространство < Х^ Хс,.^> » мя. 
которого До является глножеством конечных объектов, а поря­
док на X продолжает исходный порядок на Х^ • 

2. Такое пространство единственно с точностью до изомор­
физма -f^-пространств, тождественного на Хо • 

3. Любое (не обязательно полное) -/^^-пространство, множе­
ством конечных объектов которого является X ̂ ; изоморфно части 
упомянутого полного пространства, причем изоморфизм товдестве-
нен на Ар. (Заметим, что если <(ХДо'^)- -^^-пространство, 

X - любое множество, для которого Х̂ ,<: X с X , то 
<( Х'', Хд ^ ^ также является ^^-пространством, которое мы на­
зываем частью пространства СХ > X <Ъ> •) 

Доказательство. Рассмотрим семейство всех идеалов в час-
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тично упорядоченном множестве Х^ , то есть семейство 

(VD^,^ ё Г ) ( З Ь б Х ^ ( . ^ " точная верхняя грань эс и î  в Xĵ J; 
Упорядочим множество ^ по включению: X ^ J , если X ^ J . 
Вложим Х^ в ЗС , сопоставив каждому х ^ Х<з глножество 
^ _ ^ u [ u , ^ j c ] - J отображение xv-^X^ecTb взашлно 

однозначное отображение Х̂ ^ на его образ в X , сохраняющее 
порядок (ср. лемму 2). Обозначим образ этого вложения через 

9£j> . Покажем, что <^t)C,^j^^<^ - ^ь-ДРОстранство. 
Наименьшим элементом является Xj_ = т̂  J_} , где X - наимень­
ший элемент в Х^ . Если 1^, Т и ^ ̂ , Х < ^ ^ , I^^^ X . 
X ^ c 3 , T o : > c , , j ^ ^ X и, следовательно, в Х^ существует 
их точная верхняя грань 2 , причем ^ ^ I . Итак, X ^ 2 , 
а ^ ^ , поэтому Ijt^T^, lo,^!^ • Докажем, что X g. - точ­
ная верхняя грань Х^^ и Хи в ^ . Если Т<^ -^ , Х ^ с J » 
jl ̂ i , то, как показано, зс , ^ ^ 1 и (так как 1 ^ ^ ) 
Н 6 1 » а значит и l ^ c j . Отоздествляя элементы Х^ 
с их образами в Ju^ , получаем пространство, лшожеством ко­
нечных объектов которого служит Хо • Чтобы доказать п.1 
предложения о пополнении , осталось проверить полноту постро­
енного Jl^-пространства. Пусть 7 - идеал в ЗС , 7, с9^^ 
Соответствующее множество в Х^ является элементом 5 ? . 
Обозначим его d . Докажем, что элемент 1 множества tX 
тогда и только тогда входит в Y , когда I <̂  J . В самом 
деле, Т ^ ^ 6 ^ Ф=> с̂ о ̂  J <=^ Х - ^ ^ J, 
Первое утверздение предложения о пополнении доказано. 

Цгсть теперь < Х , Л о / ^ > ^ < Х ' Х ^ ^ ^ > -
•f^-пространства с одним и тем же множеством конечных объектов 

и порядком на нем, причем л полно. Докажем, что суще­
ствует и единствен изоморфизм X на часть X » тоадествен-
s; Здесь и далее 1лы пишем кратко "пространство U " вместо 

более полной записи "пространство <(Uj U^ <У " 
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на л^, . Если f г Х - ^ Х - такой изоморфизм, то идеалы в 
Х о .задаваемые эс и ^(х)* совпадают. Отсюда вытекает един- | 

ственность. Докажем существоваше. Щгсть ЪсеХ ; рассмотрим ! 
идеал i-j^^X^ • Он будет идеалом и в пространстве ^ Х ^ У^^^> v 
так как верхние грани двух элементов Х^ в пространствах X 
и X совпадают. В силу полноты пространства X этот идеал 
порождается некоторым элементом цространства X . который мы 
и назовем /6^) . Монотонность и иньективность f вытекают 
из леммы 2. Третье утверждение цредложеюш о пополнении дока-
занр. 

Чтобы доказать второе утверждение, рассмотрим два полных 
I 

^^ -пространства < Х ^ Х^ ^ ) ^ С^") ^о^^ ^ одним и тем 
же множеством конечных объектов. По доказанному с^ествугот 
вложения :f̂  : X -^ X ^ fi - X -^ X i докажем, что они | 
обратны друг другу. В самом деле, J~j.^ J's есть отобра- ' 
жение <(Х / ^о/ ^У в себя, сохранящее порядок и тождественное 
на X Q , а таким отображением (в силу доказанной единствен­
ности) может быть только тождественное. 

Предложение о пополнении доказано. ^ 
В дальнейшем нам пригодится также следующее свойство пол­

ных пространств. 
1емма 3. Щгсть V - множество конечных объектов полного 

-f^ -пространства ' ('ХДо ^У^ любое конечное подглножество мно­
жества V имеет точнзпю верхнюю грань в л. . Тогда множество 
V гшеет точную верхнюю грань в X . 

Доказательство. Каждое конечное подмножество множества 
V имеет точную верхнюю грань, являющуюся конечным объек­

том. Рассмотрим множество X тех конечных объектов, которые 
меньше одной из таких точных верхних граней. Докажем, что это 
множество - идеал. Если х $ Vup(и^ ,̂. \х\ > ̂  - '̂ *̂ f C^/j. • ЛЧУ()^ 



то и X , и и не превосходят '0̂ ('̂ î;...,"U;v,'̂ î>'-.,4n̂  , 
значит, совместны и <и^р(^^^) <. .yuf i^i.^.,.^^rj,)» поэтому 
'^^ i"^!^^ ^ • В силу полноты идеал J равен J ^ для не­
которого Uf^^X • Очевидно, \)с/ - верхняя грань V (так как 
V <:: I ); если %/'- иная верхняя грань, то V ^ J>j^/ 
и 1 <^ i^^^ ; значит, W ^ w''. Лемма 3 доказана. ^ 



-23-
1.4. Операции над -f-̂ .-пространствами, 

В этом пункте 1ш опишем несколько операций, позволяющих 
получать новые ^^-пространства из узке тюющихся. 

I.4.I. Произведение. 
Пусть <̂ Х X ^У ^ <^^\^oj^y - -̂цространства. 

Оцределшл новое цространство, объектами которого являются пары 
<^:>с^^> ( .x<i X ,^ 6 Y ), порядок - покомпонентный, а 
конечныгли объектами являются те пары <j^<^j4y » У которых йс и 

Id конечны (в исходных пространствах). Это пространство гт 
будем называть произведением пространств <^^J ^а^ ^У и 
<(У, Ус <У и обозначать У\^\. ... • 

Лемма I. (а) Цроизведение :;f̂ j-npocTpaHCTB есть ̂ <^-црост-
ранство, 

(б) Цроизведение полных ^̂ ^̂ -пространств есть полное 
^-пространство. 

Доказательство, (а) Если -Lv " нашленьшии элемент X , 
J-y - наименьший элемент Y , то <^Л.^^~^\/У- наименьший 

элемент их цроизведения. Если <(Х/У> и <х'^^^>- конечные 
объекты цроизведения, <^^w> - их верхняя грань, то эс ̂ DO^^^^ 

Ч ,^ <^ , поэтоглу существуют и конечны 6 ^ ( с»::̂ зс9 и 
•y^pf<^ji^O ^ п^Р^ (^*-<р C^i^Or^^^^^^^'^y будет конечной 
точной верхней гранью <^<^;^> и <.^')^^У . Если 
<'и,т/> ^ '^•^л>> » I'o U ̂  а ш ш V"^,^ . Цусть, 
например, и^э^ , Тогда существует Ц^<ь Х^ , ДДя которого 

^с ^ ^ , 6/̂  ̂ х . Тогда < И о , Х у > < K^i-^ry , 

(б) Цусть 1с:: X^>^Yo - идеал» 3"^Хо , К ^ У с -
его проекции; они являются идеалами в X и Y » как легко 
х) Мы будем часто употреблять вольность речи, говоря " i-'o-про­
странство X " вместо " ̂ ^-пространство <Х^Хо^^/^ "» как 
это делается, например, для топологических пространств. 
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легко проверить. Докажем, что I = J ^ К , в самом деле, 
очевидно, "l^c: Z >- К \ если же J e Т , li& (< , то 
<• I; л > и i^-tj иу принадлежат I и <.j^ В. > ^ 

<Ъ1Л|р(<>/'Ь>/т^^к»б1, поэтому <:J,iky <zl . Пользуясь пол­
нотой X и I , находим j и 4- , для которых -̂  - ̂ j , 
К - 1^ ; тогда X - J ^K-Ij^Xj^ '= I </'^ \,у . Леглма 
доказана.^ 

1.4.2. Сумма. 

Пусть <СХ^Хс/0 ^ <^Y,V^5^^^-два пространства, причем 
множества X и 1̂  не пересекаются. Определим новое прост­
ранство, объекта1ли которого будут объекты X , объекты Y 
и дополнительный объект X , конечными объектами будут X 
и конечные объекты прострннств )( и У , отношение 4. 
определяется так: J- меньше любого объекта, внутри X ^ 
У порядок сохраняется, и объекты из X не сравнимы с объ-

ектаьш из У . Построенное пространство мы будем называть 
суммой пространств X и У и обозначать X "*" Y 
Если X и У пересекаются, заменим их на непересека­
ющиеся изоморфные пространства X и У и будем считать 
сушлой X и Y пространство X +- У . описанное выше. 

Лемма 2.(а)Сумма ĵ -̂npocTpancTB есть -^^^-пространство. 
(б) Сумма полных -̂ ^̂ ,-пространств есть полное ^цространство, 

Доказательство, (а) Если а , -о - конечные элементы 
пространства X -ьУ и они совместны, то или а = J_ , или 
^ ~ __L , или а, й <̂  X , или (L^ i ^V. Во всех случаях 
их точная верхняя грань существует и конечна. Если СХ ^ б 
возможны такие случаи: (I) с\б)(,^ё(=У ; (2) <лбУ^^^^; 
(3) ̂ -=i. , а d X ; (4) ̂ - _ 1 ^ а б У ; (5) а,ё<? X ; 
(6) а , ̂  <$ У . В первом и третьем случаях, взяв с^ равныгл 
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Х ^ (наименьшему элементу X )» получим сХ̂ , ̂  t.i , 

а^ ф 6 ; во втором и четвертом случаях возьмем ^̂^ ~ _L у ; 
в пятом и шестом случаях воспользуемся тем, что X и Y ~ 
^ -пространства. 

(б) Цусть X - идеал в построенном пространстве. Он 
не может одновременно пересекаться с X и Т (так как любой 
элемент из Х несравним с любым элементом из Y ), и, 
следовательно, получается из идеала в X (или в Y ) добавле­
нием X (или состоит только из .X ). Остается воспользоваться 
полнотой X и ^ • ̂  

1.4.3. Функциональное пространство. 
Цусть )(" ж Y - -^-пространства; глы построшл в этом 

пункте новое /^-пространство, элементами которого будут фун­
кции из Л в Y , но не все, а лишь непрерывные в некоторой 
естественной топологии. 

1.4.3.1. Топология в -^е.-пространстве. 
Цусть < Ху Хр^ < ^ - fp-пространство. С кавдым конечным 

элементом х^, ^X свяжем множество Г^.^ ~ {^сё:Х1 sc^ <У^} 
всех его продолжений. Если л:̂  и эс/ - два конечных элемента, 
то либо i х ^ и "̂а:'' не пересекаются, либо i л:̂  ^ ^ ci^i ^ 
- Г/>Ш5 (осс oc-i) • Поэтому семейство множеств Г̂ г̂̂  (для 
всех "XQ й Xjj ) можно объявить базой топологии. Этой топологи­
ей мы и будем всегда снабжать /^^-пространства. Открытые мно­
жества этой топологии имеют следующее простое описание. 

Лемма 3. Множество А <̂  X открыто тогда и только тог­
да, когда одновременно выполнены два следуюпщх условия: 

(1) рсб/1, xsji :=Ф^6 А ; 
(2) х<^^ е> C3oCo<^Ko)L^o'u У: ЬОС^^А^ 

Доказательство. Для базовых глножеств условия (I) и (2) 
выполнены, следовательно, они выполнены и для любого открытого 
множества. Обратно, пусть А - множество, удовлетворяющее ус-
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ловиям (I) и (2). Рассмотрим объединение А множеств Pv 
при всех X^th. Условие (I) гарантирует, что Д <̂  А . 
Условие (2) гарантирует, что /\ '^(К * ^ 

1.4»3.2. Непрерывные отображения. 
Цусть < Х ; Хо^ :0 . <Y^ Yc, < ^ - два ijj-пространства, 
снабженных указаннытуш топологиями, ^ : X '̂*' У - всюду 
определенная функция из X в У . Следующая лемма дает про­
стой критерий непрерывности функции f . 

Лемма 4. Функция f нецрерывна тогда и только тогда, 
когда одновременно выполнены два следующих условия: 

Доказательство. Пусть / непрерывна, х ^ рс', ̂ ^Ч^^Д'эсД 
Тогда существует Ĵ t. е X, » мя которого у^ ^ / б ^ ) ,J/t4 fi^'^-
Тогда X, содержится в :(.^ ( Г^^) , а х не содержится, что, 
согласно лемме 3, цротиворечит его открытости. Если же ^ 
непрерывна, y^^Yc . ^о^"^^^^ .то х б / ( '^о) / 
по леглме 3 существует Xo^Y^^ для которого Д^^<д: и Л!рб,|(г ], 
то есть У о ̂  ri^o)» 

Цусть теперь условия (I) и (2) выполнены; докажем непре­
рывность ^ . Достаточно проверить открытость прообраза од­
ного базового множества \% с помощью лемьш 3. В самом де­
ле, если Х.<:Эс^ , 1С(^-^ "'{ Г^^'), то ^o^-J^C^) i--f(^0 
и X е ^~ ( I'L̂ ) . Кроме того, если х ^ С^С Ы^) » ̂ ° 
и <: -f (х) ^ ̂ 0 свойству (2) функции ^ существует ос^&'^ь , 
для которого Xe,<X И U.^ < / "̂iiXTc), тоесть зс^^/' (^о)-^ 

1.4.3.3. Свойства непрерывных функций. 
Непрерывная функция однозначно задается своими значения^ж 

на конечных объектах, как показывает следующая 
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Демма 5. (а) Пусть ^ - непрерывная функция из уС -про­

странства <Х;Х^^ фв .jfy-пространство <У^ Yo^ ̂ ^ • Тогда 
для всех Х б У выполнено равенство 

в частности, У^ существует. 
(б) Если а - функция из К̂ ? в У , являющаяся моно­

тонной {Хс < ос^ ^ ^[-^о) ^9{^i)), а I полно, то о. может 
быть продолжена до непрерывной функции из X в У . 

Доказательство.(а) Очевидно, / (%) - верхняя грань ш о -
жества -(^ С:Хо) I ̂ с < х } , щ-сть U- любая другая верхняя 
грань и /(х^ ^ ^ . Тогда существует U^ ^ У^ , дая которо­
го Ц^ <. 4М » ^0 ^^ * В силу непрерывности f- существует 
Х(, С- Хо » даш'которого ̂ с^^ре *^t^^^i^-o) . Теперь получа­
ем j/^ <: f. (оСо) ^Ч ( J^ - верхняя грань), что противоречит 

(б) Цгсть ^ - монотонная функция из Хо^ ^ • Сопоста­
вим каждому хё X множество 

Докажем, что это идеал в V , в самом деле, вместе с каждым 
элементом он содержит все меньшие; если Чо , Я о ^ ^jc » '^^ 
существуют oCc,,ocJ ^ ОС^ , для которых Ч^о ^ Э- f'^'^) ' 
iJ-o ̂  ^(^о) •- ̂ ^^ ̂ ^^ '-̂ о» -̂ '/ совместны, можно рассмот­
реть Z ^ <H^fx^.x^j; имеем ^^^^{:>CoJ ^J.(z) , 
Но ^9'('^о)й^(^) ij- монотонна), значит, и^^ и Ц^ совместны, 
^ (^-^^О ^/ (^) и поэтому ^ff^c^j 6 I • 

В силу полноты [ идеал В ^ состоит из всех объектов, 
меньших некоторого; этот последний глы и возьмем в качестве 
-f (ос) . Функция ф^ продолжает ^ : если ::с ̂  X с» то 
g^- "̂ ^ < ^ ^ I 5о ̂  Ĵ  (̂ t> )3' Проверим непрерывность '^ , 
пользуясь леммой 4. Если х <. х^ , то S^^ ̂  В - / , поэто-
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Щ 4-Ы) й4(^') • Если ^^бУ ,^о^4^^^ , то 

J^o <^^.^ И ПОЭТОТЛУ Э-^о ^' ^ [(^о й^) &^о^ ^('^<')] " 

Осталось воспользоваться тем, что а продолжает ^ . Лемма 
5 доказана. ^ 

1.4.3.4. Функциональное пространство. Конечные элементы. 
Г^сть < Х ^ )('̂ ^ ̂ > , <Y, У^. <.> - /^-пространства. 

Определим пространство ССХуУ) . Его объекталш будут не­
прерывные всюду определенные функции из X в У . Порядок 
поточечный: / ̂ ^ » если для всех х е X выполнено 

-j-C^) ^9^(^) ( в смысле порядка на У ). Более сложно 
описать, какие объекты будут конечными. Цусть Х^ 6 X ^ * 

Чо ^ Уо . Определим функцию (х^ ^-^Jo) : X -^ У 
следующей формулой: 

ч / л J J^o р если осо < :>с 
^ L --^У ;, если ^о -Jb -̂  -

Эта функция удовлетворяет условиям (I) и (2) леммы 4, и, сле­
довательно, непрерывна. Точные верхние грани конечных семейств 
функций вида (^•^с^\—^Чо) (Д^ тех семейств, для которых они 
существуют), мы будем считать конечными объектами пространства 

C(YyY) . Определение пространства С (К, Y у завершено. 
Лешяа_6. (а) Пространство C(X,Y} является -^^-простран-

ством. 
(б) Если пространство У полно, то для всякого простран­

ства У пространство С(Х)У) полно. 
Презде чем дохсазывать эту леглму, дадим более явное описа­

ние конечных элементов пространства t [Х)У/, 
Лемма 7. Множество -{ (̂ ( ь ^ У О •. - • • ̂  ̂  -̂ «̂  >—^^^) } 

тогда и только тогда совместно (имеет верхнюю грань) в ^(Х,У)р 
когда для всякого JL <^ i'^^-i^'^}* мя которого «f::c- | ^ ̂  1 } 
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совместно в ^ , множество {Ч^и^Х} совместно в V . Вся­
кое совместное множество указанного вида имеет точную верхнюю 
грань. 

Доказательство. Пусть г - верхняя грань множества 

совместно и х -j^x- для всех t б J . Тогда £(oc):>,ioc^i-^u^\(pe) = 

— 4i и, следовательно,-(i^-/б^Х} совместно. Обратно, 
пусть условие выполнено. Рассмотрим функцию (̂ "1|̂ 1̂,.->-̂ »̂ '~̂ сУл) 
определенную формулой 

(рс,.-. ̂ ,̂.., X , 1-. ^.) (X.) с= <iup \ ^1 \ эс^ £ Х j 
(точная верхняя грань в правой части по предположению существу­
ет). С помощью леьшы 4 легко проверить ее непрерывность. Оче­
видно, (х^'-^^^г)С^) ̂  (з:^^|-^^1,.../?с^»-^^^(эе) 
поэтому построенная функция является верхней гранью множества 
^{-х^у^ п^^ ^ {ic^i,^^\i^ . Проверим, что эта верхняя 
грань - точная. В самом деле, если f - верхняя грань множества 

ДЛЯ всех тех 1 , для которых :>«:*< эс . ̂  
Учитывая лемму 7, можно сказать, что конечными объектами 

пространства СС){,У) являются функции вида (x^j-^u^ ..̂  
..., Х„ ^))v^ » ̂ Д® ̂ 1 ^ ^1 ~ наборы конечных объектов 
пространств X и У , для которых выполнено указанное в 
лемме 7 условие. Теперь мы можем дать 

Доказательство леммы 6. (а) Проверим, что условия, указа­
нные в определении /^-пространства, выполнены. Наименьшим 
объектом является объект (J-w —^ -Ly/« Если 
C^f»-',^!,... J < / и {;и̂ 1-̂ \П1.̂ ... ) ^ .-f , то 
все {ос^ ̂ _̂  U j) < / и все ( и* н-* U} ) ̂  ̂  » значит, суще­
ствует -̂tip (х^ ̂ -^,^1.,...^ ̂ д ̂-::, \Г^^ _) , который и 
будет конечной точной верхней гранью рассмотренных объектов. 



-30-
Цусть теперь j- ф 9 » то есть fC^O ^ ^(ос) для неко­

торого X , Этот X можно считать конечным, сославшись на 
пункт (а) леммы 5. Теперь возьмем конечное и , для которого 
И$: fix) ' ̂° ^ ^^i?^) • Имеем (х\-̂  и) < :^ , 

hch^u) ф ^ . Итак, Г.Ш проверили, что С{XУ) действительно 
является 4^ -пространством. 

(б) Докажем теперь полноту пространства СС)<^,У) . Цусть 
К - идеал в C(X)V/ . Для каждой точки л^б X рассмот­

рим множество fCj^ всех значений функций из К на X. . 
Так как влегкеЕтами. К являются конечные объекты C(X)Y) , 
то элементами К-^ будут конечные объекты Y . Докажем, что 

К-х. " идеал в Y . Цусть JelCy. , 2^ ^ , Z ̂  Х . . Дока­
жем, что 3. е К^ . Так как Ч 6 k]^ , то у - J'(^) и 
2 -$• •f(:>c) для некоторой функции / и з /С . В силу непрерыв­
ности ф имеем li^^l'Xxi) д ш нЬ^торого Л-^бХ^г ' ^'•^^^^ • 
Функция о - (ХоН>?) меньше ^ в сглысле порядка на СС>(\^) 
поэтому ^6 К , а 7^ - ^ (:к-) ^ к-х, . Щгсть теперь 
^ , ̂  ^ /С^ , ̂  - /Г:х:-) , 2- =^{а>) , / . ^ ^̂  ̂  • Раз 
•f , ^ ё- ^ , то существует / ^ /<! , для которого ^̂  ̂  А, 

^ < -̂  . Тогда / ^ х ; < /^fx^;, ^[ос)<: ^{рс) и ^г>:; ^ -̂ л-, 
значит, U, и 2 имеют мажоранту в К^ , поэтотлу они сов­
местны и их точная верхняя грань лежит в /^х • Итак, ^ -
идеал; так как i полно, то fe^x - It̂ /̂ )̂ » ^^^ '^ ~ некото­
рая фзшкция из X в У . Докажем, что "tt непрерывна. Если 
X < эс' , то ./!(%) <: ^Сх') дои^бой функции £ ё К , 
поэтому /<^ с 1<(^^ и -ti^)<.^ioc') . Если ̂ ^ т̂ ^̂ эс; , ^ о б Х , 
то U,f^ ^ /<̂ х ^ Уо^/f^) даш некоторой f еК ; так как 
^ непрерывна, а с/̂  конечен, то существует ^^.^XQ » №i^ ко­

торого ^^sfi^o) <: ?̂ f:̂ } =J;2-c, ^ ^o^ ^^эс^ ' TO есть 
f/_ .:£-t (эСо). Осталось доказать, что функция 
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'S — (̂ 4.i-->̂ -̂> -•/"'^^'^^h?) тогда и только тогда принадлежит 

:/ то К , когда 'Ь {?<^ <: -t(^) для всех OL . Если -̂  6 /̂  
0(х)ё)^л: ^ ^ W ^ ^ ( ^ ) . Напротив, если '^С^)б-^(х) при 
всех ^ , то (xiH^^i)(x) <ibH, ^^ ^ т̂  р^^) , ̂ ^ ̂  /^л:^ , 
^̂  - /f'oc-t) для некоторой /^ А̂  , C^f«-^>t)< ф (^ к. 
и поэтоглу "̂з:̂  ̂ ^ о ̂ ^ /;̂  . Аналогично fxj \-^4,i) ^ \^ при 
всех 6 , поэтому их точная верхняя грань - функция ^ 
также принадлежит К . Лемма 6 доказана. ̂  

1.4.4. Стандартные изомо"р̂ )измы. 
Демла 8. Имеют место естественные изоморфизмы ^^-Цро-

странств 
(а) (Тех, ссх г))^ cu>^s, ^ ) ; 

задаваемые фор^оглами ^ i » £ 

и f ц_^ <:^v^^ :^^> где ^(:х)=. <^Pv6^•)^f2<^^>• 
Haпoмним, что изоморфизмом f-'̂ ,-пространств называется 

взаимно однозначное отображение лшожеств объектов, сохраняющее 
порядок и конечность (1.3). 

Доказательство, (а) Покажем, что описанная формула зада­
ет элемент ? из С C^^Yj "Z) • Монотонность (условие I из 
леммы 4) очевидна. Проверим условие 2 этой лек-пш. Цгсть 
"̂  <̂  /to (множеству конечных объектов пространства ^ ), 

'^^< [{(%)]С^)' То^да (̂ °̂ fy'^)^C(y,2)) существует у ^ < ^ ^ 
и ^ Yc, > для которого ^^ < [f(^)'](4o] Теперь ясно, что 

{Чд^-^ ^ ^ ^(ос) и в силу непрерывности £ существует 
Хо<с Хо » "̂ о $ 5е , для которого (̂ ь̂-̂  ^о) < J^{oc^) . 
^о ̂  Г^С^о")1 (*̂ о) "̂  f ('̂-о̂ р̂)- Нецрерывность f доказана. 

Обратное отображение ставит в соответствие функции 
;̂  ̂  C ( X x Y / 2 ) функцию ^ : х »—^ Я ^ 
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где ^х'^^~^^(^>^^' Функция 0.^;^ принадлежит С(У, ̂ ) 
так Kajc если ^^ <̂  Z^ . ̂ о ̂  f ^ ^ P - ) ^/(^/^) » ̂ ° ^У^®" 
ствуит Хс <х , С'^<^ , ;Сс, ̂  Л'о ,и^ёУс » ̂^̂ ^ которых 
2о ̂<j? П^о.^о) S-J?fх.^р) =/>^ У^^ • ^^шхщя ос ^ ^ ^ при­
надлежит ССУ^ J C{Y, ^)) , так как если (ĵi i-̂ î j...) ^ ^ А ; , 
^ с <̂  Xi , 2- 6 £^ , то 2^ ̂ ^^ (^/,^s)'j ... и существуют 
^̂ t ^ ^0 , ̂ с' < X , для которых 2-̂. ^ S-(^c,J^t)' ^ ^^^^ 
9Сс, Г1 -гКыо Jt;* , имеем 2̂ . < S-i'^^jj^l) ^^*^^ ъо,ь1. <^ , то 
есть ^j \-^ ^^) ^JDCO ДЛЯ всех 1 и C^i*~^'^^^^ -) ^J^c 

Итак, обратное отображение определено корректно. Сохра­
нение порядка очевидно; проверим, что конечные объекты перехо-
дат в конечные . В С [У j CiYj 2)) конечныгли объектами являются 
точные верхние грани совместных конечных ьшожеств объектов 
вида С^;^'^(yif-^=2i,,..^^H'-^ ^^)) ( ^ * .^с , 

2' - конечные объекты X » ̂  , ̂  ). Так как указанный объ­
ект равен -Щ» ̂  (х^ /—9 f^ 1-^ ^л.))у...^ i^i ^-^ (̂ и '—^^мУ)^ ̂  
то можно ограничиться случаем ^ -i . Эти объекты переходят 
при описанном соответствии в объекты вида К^^ Ъ^^"^ ̂ i» 
точные верхние грани которых и образуют конечные объекты в 
с(:хху^2) . 

(б) Функции г/у и .^2 непрерывны, так как являются 
композициями функции ̂  и (непрерывных) проехщий У у ^ _ ^ у 
и Y ^ 2 - ^ Z« Обратно, если fy и .̂ ^ нецрерывны, то 
и £ непрерывна - как легко проверить, топология в Y ^ Z яв­
ляется произведением топологий в / и 2 . Конечные объекты 
в С[% Y^i) являются точными верхними гранями объектов 
вида (^ х^ I—=9 <yj, t^y) » которым соответствуют в 
С (̂ Х;У̂  X С (У/ г) объекты вида < Сх^ i-^^c); С ̂ о «-^ 2;с)>, 

которые конечны. Напротив, объекту <C("̂ ;t н? 4̂ ,) :̂>с, h^ £ )"]) 
соответствует объект {^^ь^^^ K^c^Ly^ /X-^\-^<J-sy^l.^) * который 
также конечен. 
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I»5» Эффективные fo -пространства. 

В этом пункте глы опишем, каким образом ^ -пространство можно 
снабдить дополнительной структурой, позволяющей говорить о 
вычислимости его объектов. 

I.5.I. Определение эффективного /о-пространства. Примеры. 
iĴ CTb <^Х^Хр Ъ" ^^-пространство, V - нат^^а^ная Щг 

ш^^ш множества Х^ (всюду определенное отображение [N 
на Хр ; если )^(^н)-Х,то я называется номером ос), 
Цусть множества - ( < Ж , а > | ^^(т) ^ УМ} и 
•/<KV);h> ( ^(^} и 2/* Л) совместны }• разрешшлы и существует 
вычислимая функция ^ из /А/" в //V , для которой 
'^({(tv),hS)-^up i^y'(if))j)^[H.)) для тех ̂  и п , для ко­
торых у (i^) и i^(f^) совместны. 

В этом случае четверку <\X, Х^ ^ > ̂ У' ^^ ^УДем на­
зывать эффектхтншл ^ -пространством. 

Очевидно, в эффективном пространстве множество конечных 
объектов не более чем счетно, а множество всех объектов не бо­
лее чем континуально. Мы не будем различать эффективных 
•fD -пространств, получающихся заменой нумерации на вычислимо 

эквивалентную (определение см., напршлер, в ). 
В j/^-пространствах из 1.2 нетрудно ввести естественным 

образом структуры эффективных пространств. Приведем для полноты 
описания соответствующих нумерацрш. 

В I.2.I V(/i) = X для любого У1 . 
В 1.2.2 Vth)^± при 1лфО , y^oj=^^^ . 
В 1.2.3 \^(о)' _L , у>{п) ^ У] '± при ^> О . 
В 1.2.4 выберем и зафиксируем кащгю-нибудь вычислимую ну­

мерацию двоичных слов в качестве V . 
В 1.2.5 выберем в качестве V одну из стандартных нуме­

раций конечных ьшожеств (например, описанную в [ll\ с.97 ). 



В 1.2.6. отожествим частичные функции со значениями О 
ж I со словами из символов 0,1, -К" , последний символ в кото­
рых отличен от ^ , и рассмотрищ произвольную вычислимую ну­
мераций таких слов. 

В 1.2.7. поступаем до аналогии с пространствами Ж и 9 " 
1.5.2. СттзуЕТУТэы эффективных пространств на произведении. 

сумме и функциональном пространстве. 
Î rcTb заданы эффективные /^-пространства <C^jXo^<^v))> 

и < Y , Y o ^ /U> . Тогда на их произведении, сумме, а также на 
пространстве СС^lY) возникают структуры эффективных ;£--irpo-
странетв. " -

Произведение. В Х ^ У конечными объектами являются эле­
менты Xjj^Yo . Цусть ^ ' ^ j f y i f b J r ^ I V ^ W - взаимно одно­
значное вычислимое соответствие меаду ПУ И /JV ̂  /W . В каче­
стве нумерации X̂ ĵ ^̂ ^̂  возьмем функцию Т : , 

геи-<>^(^{^>/(t^^> i 
Сумма. В X-̂ V конечнывш объектами являются .X и конечные . | 

объекты X и Y . В качестве нумерации возьмем функцию Т": 

Пространство С (X, Y), В СС^,^) к'онечншж объекташ! явля- : 
ются точные верхние грани семейств объектов вида (^с^~^ ^l\ 
сс̂  6 Хо/^^ ̂ Хз • Все такие семейства можно занумеровать, напри­
мер, так: еслж V (IT-J = ^ i , У̂ -т.̂ ) = ' ^ i , /I - номер кортежа 
<^h^ т^ Я.̂ . w^> ~ в стандартной нумерации кортеже! 

"̂  ' ' А 
натуральных чисел, то мы будем считать ^ номером семейства 

Демма I. Множество тех к , которые являются номерами 
coBMjecTHHx семейств, разрешимо. 

Доказательство.В самом деле, лемма 7 из 1.4 позволяет вы-
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яснить совместность семейства за конечное число проверок 
(равное числу подтлножеств Т*^ t!̂ !̂ ,..,, •''>3- ). Эффективность 
каждой проверки обеспечивается тем, что X и У - эффектив­
ные j^Q -пространства. 

Теперь ̂ лы можем ввести нумерацию конечных объектов про­
странства ССХ,У) » положив, что тем ^ , которые являются 
номерами (в описанном сглысле) совместных семейств, соответству­
ют точные верхние грани этих семейств, а остальныгл ^ соответ­
ствует наименьший элемент пространства С (Л, У/ . 

Лемма 2. Описанная нумерация удовлетворяет требованиям, 
перечисленным в определении эффективного ̂ ^^-пространства. 

Доказательство. Цусть мы хотим выяснить, верно ли, что 

где У^: , Ч-с f ^^l * '^ заданы своими номерами. Достаточно 
ограничиться случаем /1=1 , так как 4ир{и,в,)<с ^(р ^cS{i<:c)^ 
Чтобы узнать, верно ли, что (x^i-^^^.) ̂  (и,»-,!^,,..^ u^i-^l^^^ 
надо вычислить значение правой части на эс^ , для чего найти 
те с , дяя которых а^ <х^, и взять точную верхнюю грань 
соответствующих ^i . (Возможность эффективного выполнения 
этих действий, т.е. нахождения соответствующих номеров, обес­
печивается эффективностью пространств К и У .) Затем эту 
грань надо сравнить с Ч^ . 

Для определения совместности двух конечных 
объектов пространства ССХ^У) , заданных их номершш, нужно 
воспользоваться леммой I. Наконец, точную верхнюю грань двух 
совместных конечных объектов можно найти, приписав друг к дру­
гу кортежи, соответствующие этим объекта^!. Лемма 2 доказана. 

Нетрудно проверить, что при описанных выше стандартных 
изоморфизмах С ( X , е ( У, ̂ » ^ ССХ-^У,^) 



и с (X, V^^) ̂  ССХ.У) X C U , Ъ) нумерадии в левой 
и правой части, построенные описанны]\/1 способом, переходят 
друг в друга (с точностью до вычислшлой эквивалентности нуме­
раций). 

1.5.3. Вычислимые объекты. Относительная вычислшдость. 

Цусть <' X ̂  X . .̂  9У "• эффективное /^-пространство. 
Объект -х бг X назовем в ы ш с ^ ^ ™ , если множество 
•[уь\ V^K.) < эс} номеров всех меньших его конечных 
объектов перечислшло. 

Согласно оцределению эффективного -/о-пространства всякий 
конечный объект вычислим. Ясно также, что множество вычислимых 
объектов в /с -цространстве не более чем счетно. 

Лемма 3. Цусть X » ̂  - эффективные цространства, 
^ € ССХ ,У) и х б Х - вычислимые объекты. Тогда 4^'^^ 

- вычислимый объект в ' . (Говоря о вычислимости «р , мы 
имеем в виду описанную в 1.5.2 структуру эффективного «:^-цро-
странства в С(Х,У) .) 

Доказательство. Так как <f непрерывно, то для всех 
Q^ € Y игдеем 

и осталось сослаться на вычислимость .̂  и ^ » щ 

Цгсть < X, Ко, ^:, ̂ > и <у^ Yo, ^j/Cy - Два 
эффективных ^ -цространства. Будем говорить, что :х е X 
вычисдш относительно ^ ^Y , если существует вычиcлmvfflи объ­
ект :f (^ С(.УуЮ* для которого ffy) = эс . 

Демма 4. Объект х е Х вычислим тогда и только тогда, 
когда он вычислшл относительно любого объекта и в любом эф­
фективном цространстве Y . 
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Доказателъство. Если X ёг X вычислим, V - любое 

эффективное пространство, то функция -j- кз CiY^X) 
тождественно равная ос , вычислима, так как (ici-^iT) < ̂ Ф> 
<ЬФ '1Г<:?з • Чтобы доказать обратную И1,шли1сацию, достаточно 
взять в качестве у- вычислш^шй объект и цригленить лемму 3. ̂  

В дальнейшем нагл лотребцется также следующая 
Детдма 5. 15гсть X , Y , ̂  - эффективные ^о-про­

странства, яеССУ-,У) ж АеС(.%^) - вычислшуше объекты. 
Тогда объект Яоо^ССУ^,^) вычислим. 

Доказательство. В самом деле, если ос 6 Х^ ^ Ъ tT-o 
- конечные объекты цространств X и "Е . то 

{х^г^Ъо^ ^и^^ Що^^о) L^-^o^^-)^^ ^ ^^-'-^^^-^"-^^^ 
1.5.4. Примеры вычислимых объектов. 
Рассмотригл, какие объекты вычислирлы в указанных в п. 1.2 

-^Q -пространствах' и в цространствах, из них получающихся. 
В цространстве /A/j_ вычислшлы все объекты, так как все они 
конечны. В пространстве Зс? вычислимы все конечные последо­
вательности, а также вычислимые (в обычном сглысле) бесконечные 

г — 1 

последовательности. В пространстве О частичных фунхщий со 
значениягж О и I и в пространстве IF частичных функций из IN 
в nV вычислит>ш частично рекзгрсивные функции. В цространстве 
2 подглножеств flV вычислш.ш перечислшлые множества. 

Вычислимые объекты в C(Jl , % ) суть вычислиглые опе­
рации (операторы перечисления в смысле [//3, с. 192), вычисли­
мые объекты из С ( IF^ fp) - вычислимые операторы (рекурсивные 
операторы в смысле И , с. 194); вычислиглые объекты из C^CW^^i) 
- рекурсивные функционалы (в смысле /У/), с. 459). Вычислимые 
объекты из CC^^S^) - алгоритмические операторы ( в смысле 

£lj, с. 33). Вычислиглые объекты из C(liV^JlVj)- либо тождественно 
равные одноь1у и тому же числу функции, либо функции, равные 
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-J- на _L , совпадающие с некоторой частично рекурсивной 
функцией ^ из /А/ в iW на тех Н- , на которых ^ 
определена, и равные -L на тех /-г , на которых f не 
определена. 

Более подробно ът рассмотршл вычислтше объекты некоторых 
цространств в дальнейшем, в связи с определением энтропии. 

1.5.5. Перечисление ишожества вычислимых объектов. 
В дальнейшем нагл понадобится следующее 
Предложение I. Для всякого полного эффективного ^ -про­

странства X существует вычислшлое отображение из С (fJ\/_L^X)j 
образом которого является множество всех ВЫЧИСЛИГУШХ объектов 
пространства /л . 

Доказательство. Цусть У - нумерация всех конечных объ­
ектов эффективного пространства л . Для каждого Z рассмо­
трим с -ое перечислшлое множество \)^- (в стандартной нутлера-
ции перечислш.шх глножеств натуральных чисел). Шожество vQ^i] 
может быть несовместным; мы преобразуем его в множество /<!'j 
которое всегда будет совместныгл и будет совпадать с V CWlJ 
если последнее совместно. (Совместным мы называем множество, 
любое конечное подмножество которого шлеет точную верхнюю грань. 
Множества К.^ определяются так. Перечисляя \)С^--('^oy^i^^.. } 
мы каждый следующий элемент y(cit^) проверяем на совместность 
с У(0(и)у .. ,y(<^h -i.) (э^о возможно по определению ^^-про-
странства); если {У(^о)^.., V(^ А*,,j^)^)fajj-совместно, то 
включаем У^й^) в /с̂^ ; как только обнаружится несовместность, 
больше никаких элементов в /̂ ^ мы не включаем. 

Искоь!!ую функцию ИЗ (^ CfNj_j^) определим теперь так: 

(в силу леглмы 3 из 1.3 би-рк;_ существует.) 
В силу лег,1мы 4 из 1.4 эта функция непрерывна; всякий вы-
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числигаШЙ объект попадает в ее образ, Taic как представляет 
собой точную верхнюю грань множества меньших его конечных 
объектов (лемма 2 из 1.3), а множество их номеров перечислимо 
и встречается среди \ХЛ . Осталось проверить вычислимость 
функции ^ , Объект (J. Н* сс) меньше ^ , если и только 
если а^Х ; объект (Vi t-̂  х-} меньше £ тогда и только 
тогда, когда х ̂  -и^ /с'̂  , то есть (см. доказательство 
лемьш 3 из 1.3) когда существуют такие в^^...,£^^ ё kl^ 
что ос <г'H<'|>(€ij.,,C)' А последнее свойство перечислимо в 
силу построения К^^ и эффективности пространства X . ̂  

Следствие предложения I. 1^сть X , Y - эффективные 
;L -пространства, Y полно. Тогда существует вычислш^шй 

объект ^ из С Cf]\/^)<- X^У) , сечения •:^^^: 'У:\-^-((\Л^1С) 

которого исчерпывают множество вычислиглых объектов простран­
ства C 6 x , Y j . 

Доказательство. По доказанному предложению имеется 
вычислинюе отображение Р <̂  С ПА/'^ CCX,V)) , образ 
которого состоит из всех вычислшлых объектов пространства 
^ ̂  XI Y ) Остается воспользоваться изоморфизмом 

описанным в 1.4.4 (летдаа 8 ) . ^ ^ 
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1.6. Объем на tro -пространствах. 

Пусть Д - эффективное --("j,-пространство, Х^- множество 
конечных объектов этого пространства, ^ - функция на д о 
с натуральныгли SHaqeHnm̂ iH, обладающая следующшли свойствами: 

(1) Х^ < ЭСд =^ tio^t) ^ tt'^Ca) 
(2) ti"^! можно эффективно найти по номеру объекта ^ , 
Функцию с такими свойствами мы будем называть объемом 

на пространстве л . 

Основные примеры объемов. 

( [I'pi обозначает целую часть р ). 
= длина последовательности Эс . 

3. X =^ IZJ J t'i'x) = число элементов в области определе­
ния функции ^ . 

Таким образом, мы ввели необходимое нам для дальнейшего 
понятие полного эффективного -̂ -̂пространства и понятие объема 
на нем. В дальнейшем мы будем под пространством понимать полное 
эффективное j-o -пространство, если нет специальных оговорок; 
кроме того, глы будем продолжат]ь сокращенно писать "пространство 
)( " вместо более полного "пространство <̂ Х Хо -̂  V)-"-



Глава 2. Задачи и их энтропия. 

В этой главе на основе понятия ^^-пространства мы опре­
делим понятие задачи и понятие ̂ нтроши задачи - уточнение 
интуитивного представления о сложности отыскания решения 
задачи. 

С С С Р 



2.1. Определение задачи. Монотонные и разрешимые задачи. 

Задачей назовем паруо^г<^ X ̂  А"^ » ̂ 'Д® X "" цростран-
ство, а Л - некоторое подмножество X . 

Говоря неформально, задача состоит в отыскании объекта 
пространства X » входящего в f\ . 

Пространство X ^"^ будем называть пространством задаш 
,УС , а объекты, входящие в А - решениягди задаш oL , 

Задачу ©^ = ^ ^ у ^ назовем монотонной, если из эс<4 , 
Хё/4 следует Ч^^ А , то есть если любой объект, продолжа­
ющий некоторое решение, сагл есть решение. Большая часть задач,^ 
которые 1.Ш рассматриваем, монотонны. 

Задачу о1-<(Х^/^ назовем разрешимой, если существует 
вычислш,шй объект цространства X » являющийся ее решением. 

В дальнейшем мы расклассифицируем разрешимые задачи по 
"сложности их решения", оцределив понятие энтропии задачи. 



2.2. Способы описания. Сложность задачи при данном 
способе описания. 

Цгсть X » Y "• пространства, ^ - объем на простран­
стве X • 

Способом описания объектов Y с помощью объектов Л 
назовем любой вычислимый объект пространства С СХ^У). 

Цусть даны способ описания f- ^ ССХ,У) и задача 
о1 = (^Yj 1\у в пространстве ( . Рассмотрим число 
/С^(<У,/Л>)- cnf {^('^с)\^- конечный объект пр-ва X ,̂ (>̂ о>А 

(как обычно, полагаем tt̂ X QI( =^<=^ )» называемое слошостью 
зада^ oL при способе описания f . 

Имеет место следующая простая 
Лемма I. (а) Если l(j-(u.)cc>^ , то задача о1 разрешила. 

(б) Если задача oL разрешшла, то существует способ описания 
j ^ , при котором /с^г С'^) ̂  •̂ ^ • 

(напомнигл, что пространства X , Y и объем на X фиксированы] 
Доказательство, (а) Если К('^)<о^, то существует конеч­

ный объект oCj^ 6 )( , для которого -f('Xo) е А . Тогда J-C^c^ 
будет вычислимым решегшем задачи oL . 

(б) Если задача oi разрешима, ^ - ее вычислимое ре­
шение, то функция f^CCXjY) » тоадественно равная U, 
будет искоьшм способом кодирования. ̂ 7 



2.3. Необходшлые и достаточные условия для существования 
оптимального способа описания. 

Различные способы описания приводят, естественно, к 
различным сложностягл одной и той же задачи. Нас интересует 
вопрос о том, когда среди всех способов описания существует 
оптимальный - дающий в каком-то сглысле наименьшую сложность. 
В этом пункте мы уточншл этот вопрос и дадим ответ на него. 

X . Y - цространства, в - объем на X » 
^ ш Q. - два способа описания объектов из V с помощью 

объектов из X . Дт'дем говорить, что способ f эффективнее 
способа а, , если сутцествует такая константа С , что для 
любой задачи с̂  г < У, f \ y в цространстве У имеет место 
неравенство К/0^) ^ 1^ч ('^^ -^ С .- Способ £ назовем 
оптшальнш способом описания объектов У с помощью объектов 

X , если он эффективнее любого другого способа описания 
;9ё^(Х,УА (Зшлетим, что в соответствии с нашигл определением 
каждый способ описания эффективнее самого себя.) Пространство 

X с объемом (у назовем ̂ ет^лярнш, если для всякого 
пространства Y существует оптимальный способ описания объ­
ектов I с помощью объектов X • Следшщее цредложение 
дает легко проверяемый критерий регулярности пространства. 

Предложение I. Пространство X с объемом t регулярно 
тогда и только тогда, когда существует такой способ описания 

^ объектов пространства X ^^х- ^ ^0^^°^^ объектов X • 
что выполнено свойство 

Доказательство. Цусть пространство л с объемом с 
регулярно. Тогда существует оптимальный способ описания {-
объектов из X ̂  fhj± с помощью объектов из X . Сравним 
его со способом а ^ , сопоставляющшл объекту ос объект 



<3c,h> . Так как ^ оптимален, то ̂ •̂(<Х>«/1\/х Л̂ '̂->'̂ >?)) 
превышает /^^ « X х/д/_̂  ̂  { Ос^, ^У}У) = ^(xj не более чем 
на константу (зависящую от: ПУ , НО не зависяпо̂ о от ot^ ). 

Более сложно доказательство обратной импликации. Г^сть 
^ € с С^) X ?< Wi_) - способ описания, уцовлетворяющий ус­

ловию {-jt) * \ - произвольное пространство. Согласно следствию 
преддожения1из 1.5, существует вычислшлый объект и <s 
^CLKy-tl\fj_ Y ) , среди сечений t(^: х i—^ аб<эс^ и » кото-
рого встречаются все вычислимые объекты СС)^,У) . Рассмотрим 
теперь К01ЛП03ИЦИЮ п^с^о/-х\-^ '<(:fM)' Согласно лемме 
5 из 1.5, она является вычислимым объектом пространства 
С С^> у) » то есть способом описания объектов У с помощью 
объектов пространства X . Докажем, что к, - оптштальный 
способ описания. Пусть о- - произвольный способ описания объ­
ектов Y с помощью объектов пространства X • Тогда 
^(Ъс)- и C<.:>Cjt^y) для некоторого /г . По условию (-̂ ) 
существует такое С , что для всех конечных х^ ^ Х̂ , 
имеет место неравенство ^/(<^^^Wj.-, {<^с,иу}У')'^ ^Ыо)-^С -
Цусть <С Y^ А > - произвольная задача в пространстве Y . 
Если QCocJeA » то w«a::^^*i>) <̂  Д . Так как 
1<^С<Х^/Ь/^,{<Хо,ф}» < г[^)Ч-С ^ й. , то сущест­
вует конечный объект х ^ пространства X » Для которого 

Тогда ICoc,) ^ и С^Сос^)) ^ и (<осо,/''>) *= ^(^^^)^^' 
Таким образом, для всякого х^ , для которого Q. (осо) б^Д 
1«ш нашли :х̂х , для которого '^(^i,) и i[xi)< С1х,^)л-Сч-±, 
Отсюда получаем, что К^ ((/^ Д>) <• 1^ (^ у^ А » -tC-i-^. 
Оптимальность К. доказана. ^ 

Пусть X - регулярное пространство с объемом, У - любое 
пространство. Выберем и зафиксируем оптшлальный способ описания 
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ПУ объектов У с помощью объектов X . Сложность задачи 
о^==<У А ^ Щ>и способе описания Д. мы будем называть 
энт^ош^ задачи о1 . Произвол в выборе оптимального способа 
кодирования влечет за собой то, что энтропия оцределена с точ­
ностью до ограниченного слагаемого. Энтропию задачи об мы 
будем обозначать к^ ^ (^ (здесь )( - пространство описа­
нии, £ - объем на нем) или просто f ^ x С°0 ^^^ к('^) , 
если ^ и X ясны из контекста. 

Предложение 2. Пусть Y j С - произвольное регулярное 
пространство с объемом, d - <(Y^ А ^ - цроизвольная задача. 
Тогда /<' у^ ^ (и.') <. ixj ф ^ c>L разрешала. 

Доказательство. Предложение следует из лемглы I п. 2.2. го\ 
TaKmi образом, гш расклассифицировали разрешимые задачи 

по степени трудность их решения, точнее, по степени трудности 
описания их решений с помощью объектов заданного пространства 
л с объемом С 

й) В дальнейшем мы будем часто использовать вольность речи, 
говоря "регулярное пространство X с объемом -̂  " или 
просто "регулярное пространство X " вместо "пространство 

X и объем t на нем, превращающий X в регулярное 
пространство с объемом" 



2.4» Пршдеры энтропии. 

-В этом пункте мы рассмотрим некоторые регулярные цростран-
ства с объемом. Кавдому из них соотвествует свой вариант поня­
тия энтропии. 

2.4.1. Проверим, что пространство /A/j^ с объемом / : 
1С^)~0у 1СУ^)^ 6оа^;^С^-^1) регулярно, и, следовательно, 

может служить для определения энтропии. Согласно цредложешш 
I из 2.3 достаточно построить такой способ ^ описания 
объектов /7Vj, ̂  Wi объектшли fj\/j_ , что 
(VH^/A/J (3c)c\/m^-/A/^ )//<i:«%v/A/_^, -{<п1,и>;>; ^еы-t-c]. 
в качестве такового можно взять способ ^ , определяеь.1ый так: 
4(1)^ <^,иу <^^ k^ 1^^ (ItT) ^3) п р и ^ .1^ е А/, 
hri в iNx , где ^ ± -4- 3 полагаем равным 1 , в. • f ( ± ) ^ 

-<-^;-^> . Очевидно, Кф «HVj^ х /71^^-«т, пу}У) < n-hlo^^(2т-i 

2.4.2. П01шжем, что цространство .5? с объемом с : 
-бСэс) =6wiHHa последовательности Л;) является регулярным. 

Для этого нужно построить такой способ описания £ объек­
тов Si ^ M/j. объектшли 52 , чтобы 

в качестве ^ можно взять такой элемент пространства 
C(S^,S.^n\/j)^ что :^(о'^1ос)^ <^jh'> для всех «̂ /̂А/ 
и 00&^ , а :Lio^)-X' (Здесь Q^ обозначает слово из ^ 
нулей.) Очевидно, /<^ ((2X IJV.J., •{ <Х;>i>})) ̂  Ш - ^^'х; + 4., 

2.4.3. Покажем, что пространство CJ С объемом с: 
£ (ос) = (число элементов в области определения ос. ) 

регулярно. Для этого возьмем ^^C(CJ ^ ^ W _ L ) ' пере-
В0ДЯ1ЦИЙ фуншздю ос в пару [ч.^ к) , для которой 



при всех с (если такая существует) и в tJi ^ ±) , если 
пары с указанными свойствахли не существует. Очевидно, 

'^/((3"д/j.,<<>.">») i п^е{^) + ±. 



2,5. Сравнение различных энтропии. 

Щгсть XjL » ^i. и X j , Lt - два регуляфных прост­
ранства с объемом на них; мы хотим выяснить, как связаны эн­
тропии /<̂ у я ioL) и jt'y -ff (оО одной и той же задачи 

оС при разных нростражствах описаний. Более конвретно, нас 
интересует, в каких случаях имеются оценки вида 

где f - некоторая функция^ Ответ на этот вопрос дает 
.Предложение I. Цусть /:R-^.!R - монотонно возрастающая 

функция, удовлетворяющая условий Липшица. Тогда следующие 
свойства равносильны: 

'. (I) Лда любого пространства Y существует такое С , 
что для любой задачи U^^Y, АУ шеет место неравенство 

(2) Существует такое ,̂- , что для всякого конечного 
объекта ^z^^z выполнено неравенство 

Доказательство. (1)=^(2). Возьмем в качестве У про-
страдство Хг • Тогда еущеетвует такое С , что для 
любой задачи ^1 -=• <Y, А ) ,̂  в частности, дая любой задачи , 
вида <С Х^ {^гУу выполнено неравенство 

Учитывая неравенство ^̂ ^ . (<Х2.-(хаЗ>) ^ ^Ыл')-^С^\ 
получаемое рассмотрением^ тоадественного ̂ способа крдировшшя. ̂̂^ 
объектов Х^ с помощью объектов У^2. , а также, то§|;что функ-
щя f монотонна и удовлетворяет-условию Лжшшца, имеем 

(2) ̂  (I). Ц5гсть t ^C()(f,)Q~ оптимальный способ описания^ 



-so-

I^CTb ^^C(j{2. У) ~ оптимальный способ описания объектов 
Y с помощью объектов из Х^ • Рассмотршл способ опи­

сания -Я ~ 9^о t объектов У с помощью объектов из Xi . 
Цусть о̂  =<(Y А ^ ~ задача в пространстве У , х^- конечный 
объект Хз . для которого j ^ l ^ x ) ^ h ,&ix2)^k\i ^ W i - ^ « 
Цусть X^ - конечный объект Л ^ , для которого -Ь(эс^)- сзе̂ и 
^/:^i-)^ :f-{£j,(x^))-bt + i . Тогда ^Сос^)^ ^(^:2,)<^А 

^/{Кх. р ('^))-^С^ (пользуемся монотонностью и условием 
Липшица). Поэтому и для оптимального способа кодирования верно 
аналогичное неравенство. ^ 

Если мы интересуемся только энтропией монотонных задач, 
то условие (2) следует несколько видоизменить. Шенно, справед­
ливо следующее 

Предложение 2. Цусть ^: 1R--=*IR - монотонно. • возраста­
ющая функция, удовлетворяющая условию Липшица. Тогда следующие 
свойства равносильны: 

(ri Дяя любого пространства Y существует такое С » 
что для любой монотонной задачи об = <' У_> А ^ тлеет место не­
равенство К у^ е. (-^^ ^ / с ^х^ £. =̂̂ )) -^ <^' 

(2 ) Существует такое (~ , что для всякого конечного 
объекта Х2_ <=- ^^и. вьшолнено неравенство 

(напомним, что /^ - f x ^ X ^ / ^ ^ ̂ ^J- )• 
Доказательство. Чтобы доказать импликацию (l')=5?(2'), 

нужно внести в доказательство импликации (Й=^(2) следующее 
изменение: всюду задача <^К2 Ч^^г}"^ заменяется на монотон­
ную задачу ^Хд. ̂ У Доказательство (2'')=^(l') получается 
из доказательства имплршации (2)=Ф(1) предыдущего предложения 
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заменой (̂Xj,'(•̂ iS) ̂ ^ ^^Xj^'X,^ » равенства ^(x^):'x^ на 
неравенство 1(хЛ^^ '^z и равенства k{Xi^=<^{pCx) на неравен­
ство 1{рс^)>^<^(у1^ .щ 

Нас будут особенно интересовать случаи функций >(»̂ ) = *% 
и (̂'̂ )= h + C ^ a V L . Если выполнены условия (1^) и (2 0 пред­
ложения 2 для функции ^{к]^к » то мы будем говорить, что 
пространство Х^ не^^же пространства Х;2, • Если условия 
d') и (2') предложения 2 выполнены для функции ^fM^n-t-CCca^n 
при некотором С , то глы будем говорить, что пространство 

Х.1 5232S^«S§NJ9S^ пространства Хд^. Имеет место простая 
Демгда I. Оптношения " Х^не хуже X2I' ̂  " Х ^ почти не 

хуже Х 2 " транзитивны; выполнение первого из них влечет вы­
полнение второго. 

Доказательство очевидно, если воспользоваться условием 
(I') предложения 2 , ^ 

Сравним с этой точки зрения введенные в 2.4 энтропии. 
Предложение 3. Имеют место соотношения 

IWJ^^^-^^ о 
где X ~ ^ Y означает, что X не хуже Y . 

Х--^У означает, что X почти не хуже Y 5 
иных соотношений (кроме вытекающих из указанных с помощью 
Леммы ]} нет. 

Доказательство. (I) tW i^^5^. Рассмотрим следующий 
способ £ описания объектов S2. с помощью объектов fNj_: 
.p('-L) = пустое слово, ̂ ^ к ) = двоичная запись числа 
h + d. , j которой отброшена первая единица. Для него вы­
полнено свойство (2 ) из предложения 2 (и даже более сильное 
свойство (2) из предложения I). 

(2) CJ ~^ S^ • Рассмотрим следующий способ 4-
описания объектов 2 с помощью объектов S • 



-f^'oej^ 00(0) ч » , oc(A) , где -R, - наибольшее натуральное 
число, дош которого ^(о) ,xCl) ,...,'ХСк) определены. (Если 

^ - всюду определенная функция, то ^(ос)^ хСо) occ-t)^^^^ 
бесконечная последовательность.) Для построенного ^ выпол­
нено свойство (2') из предложения 2 и даже более сильное свой­
ство (2) из предложения I. 

(3) Q •— ^ /W i . Сопоставигл каждот^ натурально1̂ 1у 
числу 1ь двоичную последовательность Х ^ , причем так, 
чтобы ЭС^^Х^ при /п it/г и £(z^) ^ ёо^^^ -̂  ^ ^ z ' ^ / ' '*' ^^ 
Это можно сделать, например, такшл способом. Каждо^цг числу tl 
сопоставигл сперва двоичную последовательность К , получа­
ющуюся из двоичной записи числа n + d отбрасыванием первой 
единицы. Через Тс (где и - двоичная последовательность) 
обозначим последовательность, получающуюся из L< захленой 
каждого нуля на 00 и каждой единицы на II. Теперь положим 

'^л = 'Лиаа П)о^К 
В качестве искомого способа описания / элементов /Wi, 

с помощью элементов Ь? возьмем точную верхнюю грань мно­
жества { Ха:^ I—=» к) I и ^ iWlr <^ C(S?jlNi.). Очевидно, 

(4) Докажем теперь, что HV-/^ с. . В сатлом деле, пусть 
/А/, почти не хуже Q Ж / - способ описания объектов 
С с помощью объектов /A/j_̂ , для которого 

Рассмотршл все функции х ^ jj , область определения которых 
состоит из двух элементов; для каждой из них рассмотршл зада­
чу 1^ • Сложность этих задач (при способе описания f ) 
должна быть ограничена некоторой константой С^ , Пусть 
Alj_ , ..., ^^ - все те натуральнце числа К , для которых 
бЫ)^ ^ъ • -^^ всякой функции X, с двух^элементной областью 



оцределения существует с , для которого J^-Cni)^ Гос. Та­
ким образом, мы получаем конечное число функций ^ i - ^С^±) , 
.... "̂ t̂  ~^(п^^ и каадая функция с двухэлементной областью 
определения является сужением одной из функций з̂с- . А это 
невозможно. В оемом деле, будем говорить, что число о. экви­
валентно числу ё> , если для всех ^ выполнено условное 
равенство х-(а^ ĉi ̂ : (€) . Классов эквивалентности конечное 
число (не более 3 " ) , поэтому существуют различные, но эквива­
лентные числа а ж € . Тогда функция йС , для которой 

D(L( а) :=^ О , '^(^) ~ "L ,а значения в остальных точках 
не определены, не является сужением ни одной из функций ^ г . 

(5) Докажем, что ^ -/^ IIV j_ • Д^^ этого введем на Сл 
меру м , сосредоточенную на множестве всюду определенных 
функцш! и совпадающую тшл с равномерной мерой Лебега (произве­
дением счетного числа мер U^ на i0,1 J , для каждой из 
которых Mj.(0) = Uiil) - 1/2 ). Щгсть <р - способ описания 
элементов //Vj, с помощью элементов О . Сопоставшл каждому 
числу in е 1Ы меру р ^ ьшожества ^ (Г^) :/^к=Л/^'^ГО). 
Если t^(-x)=Ki то ̂ "^ f/Tv) содержит все продолжения -^ , по­
этому Ь:^ ̂  • Таким образом р ^ > . 2"" '̂ ^̂'" • Если 
бы )(х (П,^ ^ьшо меньше £,[у\)-^С , то было бы выполнено не-
равенство р,^> 2, ^ :̂  Ы и ряд 2.pi расходился 
бы. Но множества ^ б'"и,) ^^ пересекаются, а потог.ту 
^ pj $ i . Полученное противоречие показывает, что 

Предложение 3 доказано./^ 



2,6. Сравнение энтропии различных задач. 

В этом пункте 1лы докажем неравенство, связывающее 
энтропию различных задач цри одном и том же пространстве 
описаний (в отличие от предыдущего пункта, где сравнивались 
энтропии одной и той же задачи при разных пространствах опи­
саний) . 

Предложение I. Пусть X , ь - регулярное пространство 
с объемом, Y , ^ - пространства, |~ - вычислимый объ­
ект пространства С(^,?:). Тогда существует такая константа 

С , что для любых задач U - <^Yj А^ и j? := <̂  В ̂  в ^ , 
для которых F C A ^ С В f имеет место неравенство 

Заметим, что условие F(A')<^g* можно переформулировать 
так: А с F'^(^) . 

Доказательство. Цусть ь. е СС)<^,У)- оптимальный способ 
описания. Рассмотрим способ описания Р о -^ объектов "Z 
объектами X . Тогда, очевидно, имеет место неравенство 

FoL ^f')-^ l^£ ^"^^ ' откуда и вытекает нужное нам ут­
верждение. рр 

Это предложение мы неоднократно будем использовать в 
дальнейшем. Отметим также такое очевидное свойство: если 
oL z^ <^ У АУ ^ f ' ^^j ^ ̂  ~ да® задачи в одном и том 
же пространстве и А ^ В ,то Ку^ ^i^^) < 1^\ ^^^) 
для любого регулярного пространства с объемом X Д • 



Глава 3. Задачи и интуиционистская логика. 

В этой главе ьш определит,! логические операции над задачами, 
покажем, что задачи образуют модель интуиционистской логики 
высказБшаний и выведем из этого некоторые следствия, касаю­
щиеся энтропии задач. 



3.1. Логические оператш над задачами» 

В этом пункте мы определим (в духе идей А.Н.Колмогорова 
[j{] , развитых впоследствии Ю.Т.Медведевым [д] ) логи­
ческие операции над задачами. 

Пусть с̂  :̂  <i^j^y и (5 = < V^ В > - две задачи. 
Щвшш^т задач оС ж /3 назовем задачу 

;^зъшшщей задач o<i и б называется задача 
o^vp - <X-^Y, А'иё'}у где А^- А и В.̂ - В , если 

пространства X и У не пересекаются; если это не так и 
цри определении cycviMH пространства X и У заменены на 
изоморфные непересекающиеся пространства X и У , то 
^шожества А и g*̂  - образы Хушожеств А и В при 
изоморфизмах. 

Щшликащей задач о1 ж В назовем задачу 

Ложью (стандартной неразрешимой задачей) назовем задачу 
^-К^J 0У , где Р - одноэлементное пространство, описан­
ное в 1.2.I. 

Taranvi образом, решить задачу Ы. кВ означает предъявить 
пару У решение задачи oi. , решение задачи f"^ ; 
решить задачу o^v^ означает указать, какая из задач oL 
и S решается и затем предъявить ее решение; решить задачу 
oi. t> fi означает предъявить (непрерывную) функцию из про­

странства задачи od в пространство задачи & , перерабаты­
вающую любое решение задачи оС в некоторое решение задачи 

Предложенные определения сходны по загшслу с определени­
ями операций над финитныт̂ ли задачшли, данны1.ш Медведевым в [э] . 



Различие состоит в том, что 1лы рассматриваем не просто мно­
жества без всякой структуры на них, а пространства; в частно­
сти, в определении задачи оС z> (s участвуют непрерывные 
функции. 

Для нас эта констрзпЕЩия валша как общий метод доказатель­
ства неравенств, связанных с энтропией; об этом см, далее, в 
3.4. 
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3.2. Энтропия конъюнкции, дизюнкщш и импликации задач. 

В этом пункте мы рассмотршл, как связаны энтропии конъ­
юнкции, дизъюнкщш и шлпликации с энтропиягш исходных задач. 

3.2.1. Конъюнкция. 
Для рассмотрения энтропии конъюнкции двух задач ншл по­

надобится следующая вспомогательная конструкция. 
Пусть X , Y - два пространства с введенны^ли на них 

объема1*1и u v » ^ Y » являющихся регулярныгж. Введем в 
цространстве X ^ Y объем, положив 

(Свойства объема, перечисленные в 1.6, очевидно выполнены.) 
Дешда I. Пространство X ^ Y с объемом с^хх-у явля­

ется регулярныгл. 
Доказательство. Нам нужно построить такой способ опи­

сания что (.-̂  

(Здесь Х^ J Уо - множества конечных объектов пространств 
X и 1 .) Для этого рассмотрим способ описания 
^<fC{Y, Y^flVjJ, удовлетворяющий свойству 

и в качестве £ возьмем отображение, определяемое так: 
ф(х,у) - L'^i^l)^^)' Докажем, что свойство {Л-) выполнено. 
Цусть 1л <:JN . Соответствующее это1<1у VL значение С ^ для 
которого неравенство (̂ -?f) выполнено, обозначшл С^ . 
Цгсть Ио^К^'^о^Уо .Если ^i^ih(^o,^y ^^1^К , то 
<^{Xo,^^)^<y-o,^Oi^y, поэтому 

в силу указанного свойства способа описания Ч^ при данном 
% мо}кно выбрать Ч^ так, чтобы ^bi) = <'^с^ ^ ^ 



и ^(^1)^еу(й+с,-^1 .тогда е^«<,)+й^(^^)-< 
6 их Lxo) + ^у (%) Ц- С^ -»• 1 Поэтому условие (-у-) вшоянено. 

Эта лемма позволяет сформулировать 
Дреддожение I. Цусть М , Ы - два пространства, 

X и Y - даа регулярннх 1фостранства с объемами Су^ ж 
оу . Тогда существует такая константа <-• , что дая всех 

задач ^ в пространстве Н и для всех задач Я в простран­
стве Д^ выполнено неравенство 

Это предложение утверждает, что сложность решения конъ­
юнкции двух задач (т.е. сложность их одновременного решения) 
не превосходит суммы сложностей исходных задач (при подхо­
дящем выборе пространства описаний). 

Доказательство. 15гсть -Х = <( М , А), ^ = <ClV̂  В? » f ~ 
оптимальный способ описания объектов из М объектами X , 
5- ~ оптимальный Способ описания объектов из Ь/ объектами 
Y . Рассмотрим способ описания ^ eCiK^Yj ^^N) 

определенный формулой 
Докажем, что ^j^ fu \ р S ^f Й) ^ ^f(f^' 

(Отсюда будет следовать интересующее нас утверждение.) 
В самом деле, если / / k j ^ А , у(^о)^ & » то •^(ос^^^)е 

Беря точную нижнюю грань по всем Ц, и U^ , получаем требуе­
мое неравенство. 

Из предложения I вытекает такое полезное 
Следствие I предложения I. Цусть X - такое регуляр­

ное пространство с объемом, что X не хуже X "̂  X • Тог­
да дош всяких пространств М и /\/ найдется такое С , что 
для любых задач oL ж ^ в пространствах И ж hi соответствен­
но выполнено неравенство f(^(<^Ap):^ К^ (<̂ ) "*- f̂ x (f̂ ^ "̂  ̂ * т 
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В качестве пространства А , удовлетворяющего указан-

f—^ нотлу требованию, можно взять, например, цространство ^ , 
как показывает следующая 

Лемма 2. ^ не хуже ZJ ^ С->. 
Доказательство. Определим способ описания 

f ^ С С С/ > S ^ S ) форглулой 

Ясно, что К^1К%^о^) ^ ̂ (^«) "*" -бС^о) . Остается восполь­
зоваться предложением 2 из 2.5.,^ 

Пространство tlVj. не обладает аналогичным свойством 
- не существует способа описания f" <̂  С С fW х , 1^х ̂  iW х") 
и константы С , для которых К̂ С<̂ "'>̂ >*̂ >)̂  6(vuW6Cv^-v С 
при всех lOv , к 6 lls/_L . В самом деле, для любого числа 

к количество тех пар <^>ii,h^ , мя. которых /Сг (̂ <»̂ ьи>)< 
$ А + С ^ не превосходит С^ « 2 , а количество тех пар 
<'fî ,h"> , для которых i[iM)+i(>\) < А > при больших 
А становится больше С^ «Я . 

Однако верна такая 
Лемма 3. (T\/j_ почти не хуже IN^ ^ ^^J. • 
Доказательство. Пусть if : I'M "-̂  HV - всюду определенное 

инъективное отобралсение, для которого 

при всех У^ ж У1 VL подходящей константе ^ . Построить 
тшюе ^ можно, напршлер, следующим образом. Сопоставим каж-
док̂ г числу и. слово Т1 в алфавите {о,1} , получающееся 
из двоичной записи числа 1 + и отбрасыванием первой едини­
цы. Через гг обозначшл слово, получающееся из слова V 
удвоением каждой буквы (зшленой О на 00 и I на II). Теперь 
определшл функцию ^ так, чтобы ^f^m^M) = Цт^о^ИлУ 

После того, как функция Ф с указанны1л свойством по-



-6i' 
строена, im. можем определить способ кодирования 

если ^(D,?,+ l') ~ vb ,-f(̂ 'l = <A,-J-> , если ^[l^ 1,Ь)^У^, 

4^(Vl-<-f;0 , если ^(t+i/tl) ='I' . Ясно, что 

Остается воспользоваться предложением 2 из 2.5.^ 
Лемь1а 3 позволяет применить к случаю X == ЛХ/^ такое 
Следствие 2 предложения I. Цгсть X - такое регуляр­

ное пространство, что X почти не хуже X ^ X . Тогда 
для всяких пространств М и А/ найдутся такие С^ и ^2 , 
что для всяких задач »<i и ^ в пространствах М и /V/ 
соответственно выполнено неравенство 

3.2.2. Дизъюнкщгя. 

Если для случая конъюнкции ьш имели лишь неравенство, 
ограничивающее сверху энтропию d. /\ R , то энтропия дизъ­
юнкции »̂  V (2 задач oL ж Q определяется энтропишли ис­
ходных задач. Точную формулировку этого утверждения дает 

Предложение 2. Пусть X - регулярное пространство, 
М , А/ - два пространства. Тогда существует такая 

константа С , что для любых задач oi. и |5 в пространст-
вах М и А/ соответственно имеет место неравенство 

Это предложение показывает, что дизъюнкцию задач oL и 
р решить так же трудно (с точностью до ограниченного сла­

гаемого) , как решить более легкую из задач о̂  и ? . 
Доказательство. Докажем, что существует С , для ко­

торого ^^(о^^р) < K J ( ^ -f С. В самом деле, пусть 
^^ ^4X^N\) - оптимальный способ описания. Рассмотрим 



способ описания ^ < b C ( " x ^ M + l V ) , являющийся кошози-
цией <i о jC отображения / с отображением вложения 

С eCChjH-i- М) • Очевидно, ^<^и^Ю ^ t^U) , откуда 
и следует указанное неравенство. 

Аналогично получаем, что 
Осталось доказать, что 

Пусть -j. ̂  с (X м -f i'^) - оптимальный способ описания. 
Построим способы описания ^ е CCXjf^) и А 6 CCX^N) 

следующим образом: 
I X. дд » если 4̂ "*) =-^Mf л; или /(х)<^ Л/ 

^^""^ - \.j(oc) , если ^М<с^ 
. I ±fj , если -f (х)^ J-д,̂ ^̂  или 4(-ж)еЫ\ 

I &(%) , если j-(:>i)&N 
Очевидно, }(_^ (U^f)- mih ( К^ М у К ^(р) 
откуда и вытекает требуемое неравенство. ̂  

3.2.3. И1»шликадия 
Пусть о̂  и р - задачи. Назовем энтропию задачи 

о1 ^ fy условной энтропией задачи S при известной ^ 
Ее иногда мы будем обозначать также JC[R \^yL) . Величина 

K ( ^ J O L ) показывает, насколько трудно решить задачу j? 
в предположении, что решение задачи oL известно. 

Обсуждение свойств условной энтропии ьлы отложш.1 до 
п. 3.4, где будут доказаны некоторые связанные с ней нера­
венства. 



3v3. Задачи образуют модель интуиционистского исчисле­
ния высказываний. 

Цусть ФСр.^,.., Piv) ~ пропозициональная формула в 
языке, содержащем А , V , :̂  и F (ложь). Если вместо 
переменных р^^ ,. /̂  р^ подставить задачи о1^, _. ̂  «>̂ ч 
и понимать Л , V , ~> и F в описанном свшсле как операции 
над задачами, то возникнет некоторая задача, которр) естест­
венно обозначить Ф ( о^1 \ .., ô *v̂  • Оказывается, что 
эта задача всегда разрешима и, более того, ее энтропия огра­
ничена константой, не зависящей от выбора задач о^^,.. *, <^А . 
Прежде чем сформулировать точно это утверждение, дадим не­
которые пояснения. 

Пусть 4>Ср<1) . ., Рк) -формула, У»= <>^4-,А^), 
'••>̂ к= <(Х'̂ Д̂.̂ - задачи» -Заметим, что пространство задачи 
^ 6 к Д ^ определяется пространствами Xi,...,У,^ 
и не зависит от выбора множеств h^ »? • •» А^,. Поэтому мы 
можем KOppe|tao обозначить его Ф ( Х 1 . , Х^) 

Теорема. Шгсть Ф(р^и, ...;, рк) - выводимая формула 
интуиционистского исчисления высказываний, Х^^,..., ^Н/ 
пространства. Тогда существует вычислимый объект в простран­
стве Ф (X i,..., X ĵ ) , являющийся решением задачи 
Ф(<^1;А1>,,../Х^,, А^>) при любых А. с Х^ . 

Следствие. Энтропия задач Ф C^'^i, Ai.>p-. ,,<Хк, Ак>) 
(при любом выборе пространства описший) ограничена констан­
той, зависящей только от пространств Х^ и пространства опи-
сашй^(и^не зависящей от вшЗора _/^£_, К т _.. .=̂  .. __.̂ -

Эта теорема даст нам также возможность (в 3.4) ,единЕ1М 
образом доказать ряд неравенств для энтропии. 
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Доказателъство теоретлы ведется индукцией по выводу 
форглулы. Технически удобнее рассматривать интуиционистское 
исчисление высказываний в форме, приведенной в книге А.Г. Дра-
галина [5] под названием пропозиционального фрагмента H P C J _ 
(схемы аксиом и "правила вывода I - II на с. 21). Эта формули­
ровка состоит из следующих схем аксиом и правил вывода: 
I ) tf f з'У 

Г 
3) «f л у ^ >2 

If ^ С У ^ »̂ ) 

5) ц-лУ :5 f 
7) Y ^ <f л ^ 

2) if у у "И^П 
г = "? 

4) 

6) ^^^ P t Af 
8) V ^ ^ y^_l 

<^vy - ^ 

10) vfvy ^ VJ/AV 9) <̂  :? f V у 
II) F p У' 
Haivi надо проверить, что для кавдой аксиомы выполнено утверж­
дение доказываемой теоремы и что если оно выполнено для по­
сылок правила вывода, то оно выполнено и для его заключения. 
Эта цроверка происходит довольно просто; тем не менее ншлетшл 
ее. 

1) Если объект й. - постоянное вычислшлое решение 
задачи <f :> f , а объект i - постоянное вычислиглое решение 
задачи If , то результат пршленения а к ^ является 
постоянным решением задачи у . Его вычислшлость обеспечи­
вается леммой 3 из п. 1.5. (Указания на то, в каких простран­
ствах лежат рассматриваеглые объекты, ми опускаем, так как они 
очевидно восстанавливаются.) 

2) Если объект (к - постоянное вычисшшое решение за­
дачи <̂  :> у , а й - постоянное вычислшлое решение зада­
чи у:р>И ,то 0OCL - постоянное вычислшлое решение зада-
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чи ^ ^^ (Его вычислиглость гарантируется леммой 5 из 1.5.) 

3) Пршленяем к постоянному вычислимому решению задачи 
^ к у г?<̂  стандартный изоморфизм С^'Х >̂  Y. Н.) —^ 

-^С(Х ^(У 2:")) ' описанный в п. 1.4.4. 
4) Аналогично предыдущетлу пункту с загленой изоморфизма 

на обратный. 
5) HcKOMHKi ВЫЧИСЛШ.ШМ решением является отображение про­

екции £•• Х^У-^ X » определенное форглул ой ̂ (:3c,V)= ̂ -. 
6) ИСК0МЫ1Л вычислиглым решением является отображение 

^; X '̂  V -^ Y Х- X > определенное формулой 

7) ИСК0МЫ1Л вычислтш!^! решением является отображение 
+ - X —^ X ^ X • определенное форглулой ^(^)- ((ос^-^су. 

8) Этот пункт несколько сложнее предыдущих. Щгсть 
X , ̂  , 2 - пространства задач у , ч^ , to , 

01 6 С (Х, ^) - постоянное вычислимое решение задачи 
f^^l , ^ ^ ССУ,'?:) - постоянное вычислшлое решение за­
дачи t ' ^ У1 • Построим с е ССХ-^У^ Ъ) следующигл 
образом: 

fJ-̂  , если "t-X^+Y 
^С'^) = \скШ* если -б^Х 

[fi lb), если t ^ y 
(Мы предполагаем, что X и Y не пересекаются; если это 
не так, следует внести очевидные изменения в определение С .) 
Очевидно, С является непрерывной фуБКЦией и, более того, 
вычислимым объектом пространства ССХ-^У) i) . Это С 
и будет решением задачи ^^^ ^ ^ 

9) Решением является стацдартное вложение X в X-^Y. 
10) Решением является очевидный изоморфизм X-*-Y-=»Y+X. 
11) Решением является объект ( X -^ JL) -
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Теорема доказана. 

Отметивл, что, очевидно, в условиях теоретш нельзя заменить 
интуиционистское исчисление высказываний на шхассическое: 
юорьтула in if •:=> ^ не обладает утсазаннытл в теореме 
свойством ( -7о̂  - сокращение дяя oL^V ) . 



3.4. Неравенства для энтропии. 
В этом пункте гш выведем из теоремы п. 3.3 некоторые 

следствия, касающиеся энтрошш. 
Преддожение I. Цусть 4^Ср.^^...^р,С\ ^^С^л,^-. j^n) 

выводимая формула интуиционистского исчисления высказываний, 
Xj_,..., Х^^- пространства, У - регулярное пространство 

с объемом. Тогда существует такое С , что для любых задач 
«̂ 1 - < X î  Ai'^, _ ̂  oi ̂  = <̂ Х. ̂ 1 А^ выполнено неравенство 

Доказательство. Согласно теореме п. 3.3 существует вычи-
слт.шй объект ^ ё С (<Ф(:Х^,.. .Хк") . S^l'Xi,., , X J ) 
который переводит любое решение задачи Ф(^^у. ,.^ oit^^ в 
некоторое решение задачи Ч^(о1± ^ ^.. ^ ^^^^ (при любых 
А^.,..,, А у̂  ). Остается воспользоваться предложением I из 

п. 2.5. ^ 
Следствие. Цусть X - регулярное пространство с объ­

емом, М , Л/ - цространства. Тогда сзпцествует такая кон­
станта ^ , что для любых задач oL ~ <A^jA> , в, - </\/_,6> 
имеют место неравенства 

(1) KxU) < ky^(o<.,\i^) ч- а 
(2) /с:х(р) ̂  i^x6^Ap) + е 
(3) К;,(^^15) < /<̂ х(Г/̂ -̂̂ С 
(4) /Cx^fO^ К^Ы /\(oL^p) -^С 
(5) кх(о^^ /5̂ -̂ ) < ^^[Р 
(6) ̂ х^лрЮ < Кх(^) 
Доказательство. В самом деле, в интуиционистском исчис­

лении высказываний выводт.ш формулы ^лу'^уэ ,f/vy-::>Y , 

Приведенный список неравенств можно продолжить, взяв 
другие выводимые формулы, шлеющие вид иглпликации. 



3.5. Логика задач. 

Рассмотригл множество Q пропозициональных форг.1ул, 
для которых справедливо утверждение теоремы л. 3.3. Эта тео­
рема утверждает, что множество Н выводимых в интуиционист­
ском исчислении высказывании формул является частью d . 
При доказательстве теореьш п. 3.3 было установлено также, что 

(2 замкнуто относительно правила i^oJu-^ рюпе,п^ 
Очевидно, ^ заг.шнуто и относительно правила подстановки 
и, следовательно, является суперинтутщионистской логикой. 
Так как F ̂  Q , то эта логика непротиворечива, и, следо­
вательно, является частью классического исчисления высказыва­
ний. Если обозначить множество тавтологий (=выводшлых в кла­
ссическом исчислении высказываний формул) через С , то 
можно записать: \-\ С Gi <^ С . Как отмечалось в 3.3, 
второе из этих включений - строгое. Следующее предложение по­
казывает, что первое из них - также строгое. 

Предложение I. Н -ф Q 
Доказательство. Рассмотрим следующую"формулу Дж. Роуза": 

R ^ ((-171^ :>-ip) ^(7(^VT7vp)) о (7f vTTf). где ^~ ' 7 р ^ 7 ^ 
(Напоминаем, что nj. есть сокращение для oi ̂  F .) 
Как известно (см., напршлер, [loj ,с. 143), 1̂  ̂  И . Докажем, 
что R '̂ (5 . Заметим, что каково бы ни было пространство 
задачи J^ , пространство задачи loL одноэлементно, так 
как С(Ху р) изоморфно р ( Р - пространство из одного 
объекта J- , см. I.2.I). Задача ~1 oL есть <^"р^ ̂ > , 
если <=>̂  непуста (nivieeT хоть одно решение) и есть <Ср р ^ , 
если оС пуста (не имеет решений). Цространство задачи 

~\сЛ \1 ^ В mieeT вид ^ к * ^ 

(изоморфно пространству рч- Р ); 



объект <я (соответственно v ) является ее решением тогда 
и только тогда, когда задача о̂  (соответственно |3 ) непус­
та. 

Пространство задачи - i n ^ ^ у изоморфно пространству 
задачи, У' , так как пространство задачи п п ^ одноэлемент­
ное. Отоадествляя их, можно сказать, что решенишли задачи 
1-}^ -у f являются все объекты пространства задачи f , 
если \Р пуста, или решения ^ , если Y' непуста. 

Цгсть $ = i-in^fz?^')-^ (1^ V пп^) Объекталш 
пространства задачи $ являются непрерывные функции из 
пространства задачи 71 if :> у? , отоадествленного нагуШ с 
пространством задачи f , в пространство задачи ifMii^' 

а . i 
имеющее вид • -^ -Функция "6 является 
решением задачи ^ , если она: 

(1) переводит все решения задачи <̂  в / , если задача 
f непуста; 

(2) переводит любой объект цространства задачи ^ в 
(X , если задача (f пуста. 

Построим функцию / из пространства 
задачи *̂ в пространство задачи upsni^ 
(имеющее вид — . ^ у ) 
Именно, 

, если значение функции -£ на всех объектах равно а '^ 
р/1\ 1 ̂  ' Q^^i^ значение функции i: хоть на одном объекте 

равно ^ ; 
, если не имеет места ни один из указанных случаев. 

Легко видеть, что какова бы ни была задача у? , фзгнкцня ^ 
переводит любое решение задачи ^ в решение задачи 
~ 7 ^ V -7-?t̂  • Таким образом, Р является решением задачи 



если является непрерьшной. (Это может быть и не так, если 
пространство задачи ^ бесконечно). Однако поскольку в 
формуле Я в качестве ^ взято ~ip> v 70, , то, как 
легко видеть, f действительно является непрерывной и, 
более того, является вычисли1лыь1 объектом пространства задачи 

И. , какие бы пространства мы не взяли в качестве прост­
ранств задач р ж с^ . Предложение доказано. ^ 

Форглула R. была предложена Дк.Роузом [l9^ как пример 
реализуемой в сьшсле С.К.Юшни \_.6~[ , но невыводимой фор^тулы. 
Любопытно отметить, что другой приглер реализуемой, но невыво-
дшлой форвлулы - "формула Цейтина", тлеющая вид 

CCipj- :>90 V(ipa,::>^a) v il\:>-^^ <^'^)^ ll^2.-:> ^^-zi), 
- не принадлежит d . Это показывает, что Q отличается 
от логики финитных задач Медведева [5] (которая содержит 
эту фо^щлу). 



4.1. Различные алгоритгдические варианты понятия энтро­
пии конечных объектов как частные случаи нашей схеглы. 

В этом пункте глы покажем, как различные рассматривавшиеся 
алгоритмические варианты понятия энтропии могут быть получены 
по нашей схеме с помошью подходящего выбора пространств объ­
ектов и описаний. 

4.I.I. Простая кодмогоровская энтропия 

Цгсть . Рассмотрим X со стандартным 
объемом (п. 1.6) как пространство описаний и рассмотрим функ­
цию 

(В данном случае Г̂ , = -('HJ ) 
Предложение I. КЫ) совпадает со сложностью 71 в 

смысле А.Н.Колмогорова [?j 
И сложность по Колмогорову, и /С определены с точно­

стью до ограниченного слагаемого, поэтому, говоря о их совпа­
дении, мы имеем в виду совпадение с указанной точностью. 

Доказательство. Рассмотрим, какие возможны способы опи­
сания объектов [К^ с помощью объектов !U± . Г̂ гсть 

4 ^ Ci^j, ,\и±) . Есж i^(J-) = 4г £ IN , то ^^6^) = -̂  
для всех ос ̂  /A/j_ . Если же ^^^'J-j-X, то функция x i - ^ ^ W 
(при усё ft\J ) цредставляет собой частично рекурсивную функ­
цию, доопределенную значением Л. там, где она первоначально 
была на определена. Эта функция может быть любой частично 
рекурсивной функцией. После этих замечаний (и знакомства с 
определением Колмогорова) цредложение I становится очевидным.^ 



4.1.2. Условная кодмогоровская энтропия. 

В работе \f\ А.Н.Колмогоров определил также понятие 
условной энтропии (сложности) числа :х при известном числе 

ц^ , обозначаемой /<(^/^). 
Доеддожение 2. К(эс,^)Х Кj^\<n^J^ ^<f^Л^) 

(здесь < INj^y Г ^ ) , </IVj,,^> - задачи в пространстве /А/^/ 
их импликация - задача в пространстве С (^s., 1^±) » ̂ ^̂ ^ '̂  
означает сопадение с точностью до ограниченного слагаемого, 
см. замечание к предложению I.) 

Доказательство. Прелще всего напомним колмогоровское оп­
ределение величины КС^1Ч') f стоящей в левой части доказыва­
емого равенства. 

Цусть б- - частично рекурсивная функция из /Д " в 
. Колмогоров определяет /<'^М^)по формуле 

(некоторые несущественные технические различия мы не оговари­
ваем). Среди всех функций 6- существует такая, для которой 

1^^ минимально (для всякой О существует такое ^ , 
что /̂ ^ < ^^^ -h (Z ). Функция ^Q. для одной из таких 

О и называется условной энтропией. 
А. Покажем, что при подходящем С 

KC^Iy) ^ 1<Л^'^ (fy^flc)-^^ (ЭЕ) 
ДЛЯ любых ее и J< .Цусть / ^ CC/Vx , ^^/^j.>^/iVx)^ 
- оптимальный способ описания. Рассмотрим его образ if при 
стандартном изоморфизме 

Очевидно, для любых "6 , ̂  , ^ имеет место эквива-
й) Ш будем вместо (lf\i\ Г^) и <IA/J"^> коротко писать (̂  и L 



~7J-
лентность 

При определении /\̂  ( Г^. ^ /»j 
можно не рассматривать J- в качестве описания (так как 
если ^(х)ёГ^ ̂ Г ^ , то и : ^ ( о ) ^ Г^ ̂ Г ^ и Ц1.)=е(о)). 
Определим частично рекурсивную функцию £ из /W в /А/ , 
положив 

у ^ I не определено, если j^^^ и)=: J_ 
С учетом сделанных замечаний получаем, что 
^ ? Сэс/у) г /(^/ (fl-:>r^J^ откуда и вытекает (ЭЕ). 

Б. Покажем, что при подходящем С Для всех ос ж У-
выполнено неравенство 

Цусть & функция, для которой ^^ (><•/>) минимально. 
Рассмотрим функцию ^ .* INĵ ")̂  f^'x-^ JÎ x » определенную фор­
мулой 

I i- ̂  если х = 1 или ^=J-
^ (^ ̂  ̂ ) — жх^^|,если х^ U, e(N "Si ^(к, ^} определено 

Ч J-, если y , , ^ ^ t h / и б-(х.,^) не определено 
Функция О- является вычислимым объектом пространства 

^ (̂ М/, X /1\/х ^ J^) » пусть ^ - соответствующий ей 
при стандартном изоморфизме объект пространства 

С С IN.X. у С С IN и., /TVj.)). Легко видеть, что 
fC" (̂ Ги.г>Гх) - ^в-СУ'{^) » откуда и вытекает интересующее 
нас неравенство. Предложение 2 доказано. •̂  

4.1.3. Энтропия (сложность) разрешения. 

В С^1 приведено следующее определении энтропии (на-



зываемой там сложностью) разрешения. 
Цусть F - частично рекурсивная функция из [Ы ><- (К/ 

в i 0^ i} . Сложностью разреш.ения слова ос в алфавите 
{ о д } относительно F называется величина 

кя^(ос) = m t̂t iecp)\^i^гм) f(p'о = ^с) 
Здесь ^(р) - объем натурального числа р , ^ х ) - объем 
(=длина) слова :х , си̂:.. - г-ая буква слова -̂  . 
Среди всех частично рекурсивных функций из IN ^IN в {0,l} 
существует оптимальная F , для которой KRr миншлальна сре­
ди всех I^R.^ (с точностью до ограниченного слагаемого). 
Сложность разрешения слова -эс относительно фиксированной опти­
мальной функции F и называется энт^ошёй раз^ешешя^ слова 

ОС . Она обозначается KR(x). 
Предложение 3. 

(напомним, что Si. - пространство всех конечных и бесконечных 
последовательностей нулей и единиц, Г-^ - множество всех цро-
должений конечного слова tc , знак х означает совпадение 
с точностью до ограниченного слагаемого). 

Доказательство. Цусть h - частично рекурсивная функ­
ция, для которой KRp минимально среди всех K/^Q. (С точ­
ностью до ограниченного слагаемого). Построим способ описания f 
объектов 2 объектами /̂ /_L, положив 

где к - наибольшее число, для которого все значения 
F(^,0) у R'V\, 1),..., Р('пД) определены. Если ^Ы,1) 

оцределено при любом L , то положим ^['h)- F('vi,o)F(ti,l)»., 
Нетрудно видеть, что -р действительно является вычислимым 
объектом пространства С С fWj_ ,55) и что 1С; (< 2 , Г̂ ")) = К R р (xV 
Отсюда получаем, что при подходящем С для всех х выполне-
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но неравенство /С^^ (<Г5, Г г » ^ KR р (х.) ч- С. 
Обратно, пусть ^ - оптимальный способ описания объ­

ектов ж. с помощью объектов INj_. Рассмотршл функцию От 
из |1М'̂^ fiV в {0,1} , определенную так: 

Gi'Yi^l) - L -ый член последовательности ^^С-п,) 
(Если - ^ W слишком короткая и не шлеет i -го члена, то 

& (^) О не определена для таких 'П ж i ). Функция 
& частично рекурсивна, так как О-С'п, С) - ^ тогда 

и только тогда, когда существует последовательность с^ из 
i + i нулей и единиц, последний член которой равен я is. 

для которой (-н 1~» с̂ ) <• J- . Нетрудно видеть, что 
KR(^ (^) = /<f(<^Sl,Q^^^ сз̂ -̂ ом деле, ^^ « 5 ? ^ Г^>) -

^сл^{. в (-i) I-t^lMji^) яачзшаетоя. на эс }• и правая часть не 
изменится, если исключить случай "6= J_ , так как J.^ О 
и ^Щ- Но)=0), Отсюда следует, что при подходящем С для 
всех X выполнено неравенство « R ( x ) ^ '^р(<2 Г У)"*"С. 
Предложение 3 доказано.^ 

4.1.4. Префиксная энтропия. 

В работе E-2,J дается следующее определение префиксной 
энтропии. 

Частично рекурсивная функция из множества {ОЛ} -слов в 
множество натуральных чисел называется префиксной, если она 
удовлетворяет условию: В W - В(х9 , если х - начало х , 

3('х) и lfe(,x9 определены. По префиксной функции В опреде­
ляется сложность ^Pz? М = си^ •/ ̂ (р) I ^iv) - ̂ } 
Существует такая частично рекурсивная префиксная функция А , 
что для любой другой частично рекурсивной префиксной функции 

/5 найдется С » ДРи котором для всех эе. справедливо 



неравенство К Р. (х) ^ Kfg (х) + С . Выберем одну из функций 
А , обладающих этим свойством. Соответствующую ей слож­

ность КРдЫ) будем обозначать КР(Х') и называть ]̂ е_-
^жсной энт^ошюй. 

Следующее цреддожение показывает, каким образом префикс­
ная энтропия может быть получена по нашей схеме, если прост­
ранством описаний считать J L . 

Предложение 4. 
КРС-и) ж /<i? «I^x, ^п>) 
Доказательство проходит аналогично доказательствам пред­

ложений I - 3,:если воспользоваться следующей леьмой. 
ДГеьша I. (а) Пусть jf - вычислимый объект пространства 

С Cî /̂IS/i). Тогда функция Ь" из множества конечных {0,lj-
слов в [N , определяемая формулой 

I не определено, если :((г>с)^Х. 
является префиксной и КЦ Jn)^ KI^^^HL^^II)) •̂'̂^ ̂ °®^ "Н^ (N. 

(б) Цусть F - префиксная функция. Тогда формула 
( Ffx'), если X - начало слова х , на котором 

^{х) = ^ F определена; 
I Л. , если F(x') не определено для всех начал 

х' слова X ; 
определяет вычислимый объект ф 4:C(5t, fNA и 

KRp(/h.)^ K^(<(lN.^ Гу^У) для всех п^ 
Доказательство, (а) Если F(oc) , P{x.'J определены ж DC -

начало х^ , то FM=^(x), f(yiO-=-(tx}), :̂ fx)s-f(x') в силу 
монотонности ^ и, значит (так как ^(x)^j_ ), :^М-^(х9 
Вычислимость F и равенство КЯрЫ) - к^^ (_< N Пк>) 
очевидны. 

(б) Заглетим прежде всего, что определение '|!. корректно: 
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если X ' и ос" - различные начала ос , на которых F оп­
ределена, то F(^')=^F(x") в силу префиксности F . Непре­
рывность функции ^ легко проверяется с помощью леммы 5 из 
п.. 1.4.3.3. Вычислтлость (^ и равенство l^^pC"^)-
= Kf С<П\>\ Гп » ясны. ̂  

Предложение 4 доказано.g^ 

4.1.5. Монотонная энтропия. 

В работе r^J на с. 33 дается следующее определение моно­
тонной энтропии. 

Заданием алгоритмического оператора называется любое пе­
речислимое множество А пар конечных последовательностей 
нулей и единиц, обладающее свойством: 

если <х,и>бА »<^W'>^A' ^ и х' совместны, то 
^ и ч' совместны (совместность = наличие общего продолжения). 
Пусть А - задание алгоритмического оператора, а cL - конеч­
ная или бесконечная последовательность нулей и единиц. Значе­
нием А па. oL называется (конечная или бесконечная) после­
довательность нулей и единиц, полученная объединением всех 
таких Ч , что <^|^>^А при подходящем конечном начале 
•эс последовательности о̂  . Эта последовательность называ­

ется A(OL). 
Такирл образом, каждому заданию алгоритЕШческого оператора 

соответствует отображение . Эти отображения и на­
зываются алгоритвжческими операторами. 

Для цроизвольного алгоритмического оператора В» опреде­
ляется монотонная сложность конечной последовательности ос 
относительно В : !< М g (х) = uif -(^(р) I ̂  ^̂  В(р)} ^^ 

s) в i^l вместо "км" используется обозначение " ^ V \ 



Существует такой алгоритмический оператор /\ , что для лвэ-
doro другого алгоритьшческого оператора В найдется такое 

С » что при всех DC выполнено неравенство 

Выбираем один из операторов А , обладающих этим свойством, 
и соответствующр) сложность /<Мд(:х; обозначаем ^ М ( ^ ) и 
называем монотонной энтропией эс . 

Монотонная энтропия получается по нашей схеме, если про­
странством описаний и пространством объектов считать простран­
ство Sc 

Предложение 5. 

Доказательство» Это предложение легко следует из такой 
леммы. 

Лемма2^Множество алгоритмических операторов совпадает 
с множеством вычислимых объектов пространства CCS^^^) 

Доказательство леммы. Нетрудно цроверить, что каждый 
алгоритмический оператор задает вычислимый объект простран­
ства (^б2,5?) . Обратно, пусть -f^CCS,^) -вычисли­
мый объект. Рассмотрим множество 
д ^ /> ^ I эс, м, - конечные последовательности -. 

^ ^ I нулей и единиц, ( x i — ^ ^ ) ^ ^ -J 
Оно перечислимо. Нетрудно проверить, что оно является задани­
ем алгоритмического оператора, совпадающего с т '^ 

Предложение 5 доказано.^ 

4.1.6. Оптимальные нумератщи и энтропия. 

К.П.Шнорр (см. Llo\i ШМ^) ввел понятие оптимальной 
нумерации множества Z частично рекурсивных функций одной 
переменной. Прежде чем воспроизвести определение Ilfeoppa, на-



помним, что вычислшлой нуглерацией множества и называется 
всюду определенное отображение fN на с. , образ которого 
есть всё X, и функция 

есть частично рекурсивная функция из 
Говорят, что всюду определенная функция П' сводит нумера­
цию У глножества и к нумерации JU того же множества, 
если juC-^^^i -1У(п) для всех 71 е Ш , 

Вычислимая нумерация /л множества Т называется 
оптшлальной по Шнорру, если для всякой вычислимой нумерации 
î  множества L- существует общерекурсивная функция п^ , 

сводящая V к /U , для которой при подходящем С и всех 
41 выполнено неравенство 

Говоря неформально, нумерация JA оптимальна, если 
по любому номеру любой функции в любой вычислшлой нумерации 
У можно указать Jl -номер той же функции, причем ненамно­

го более длинный. 
Нетрудно доказать (см. D-'̂J ), что оптимальные нумерации 

существуют. Зафиксируем одну из таких нумераций и обозначим 
ее J^ . !Цудем называть энтропией частично рекурсивной функ­
ции ^ число КС^) - 6«i/{^(п) I М.('Н)= (f} . 

При замене At на другую оптимальную нумерацию величина 
К останется неизменной с точностью до ограниченного сла­

гаемого. 
Покажем теперь, какигл образом это понятие (по существу 

то же определение рассматривалось В.Н.Агафоновым [1] ) мо­
жет быть получено по нашей схеме. 

Предложение 6. 
/i(C^)k К^ (<' F, "{f }/9 ^ ^ ° ^ частично рекурсивных f ) 



Заметим, что, согласно предложению 2 из п. 2.3 и замечаниям 
из п. 1.5.4 энтропия задачи ^^^Vr^i^Yy конечна для тех 
и только тех. <р , которые являются частично рекурсивными. 

Доказательство. Пусть ^^С(Щ^^У оптимальный способ 
описания, iti : nV —* 7^ - оптимальная нумерация. 

Рассмотрим нумерацию У : V(о) -f(х) ^ V [ n n - ( - i ) ^ М ^ ) . 
Очевидно, V - вычислшлая нумерация множества ^- . Соглас­
но определению оптимальности, существует общерекурсивная функ­
ция t , для которой M ^ ^ M ^ J Y ^ ) и iff/^Ы) ̂  €(^)-i'C. 
Если У(̂'н) ^(f , то К(^) ^ в(ЯЫ)) < и^)-ь С 
Отсюда и из определения V легко вывести, что 

Докажем обратное неравенство. Цусть ^ - способ описания, 
определенный так: a("j.) = нигде не определенная функция, 
a(^)~jA^(^ . Очевидно, ^ является вычислимым объектом 

К^С<^, h}>)e K('f). 
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A.9.. Ийря-вйттптва. связывающие различные вщы энтропии. 

В этом пункте мы покажем, каким образом многочисленные 
известные неравенства, связывающие различные виды энтропии, 
могут быть получены как следствие доказанных нами общих 
теорем. 

Следствие I. К (^) 4- К РМ 
КЬЛ(оО ^КЯ{у^) 

(Запись j-(K)i^^ly^) означает, что найдется такая константа 
С , что для всех х верно неравенство •j-(x)^a(oc) ч- С.) 

Доказательство. Следует воспользоваться предложениями 
1,3,4,5 из п. 4.1 и тем, что /IVj. не хуже (предложение 
3 из п. 2.5) ^ 

Следствие 2. KP(oc)i^ kC^)-^ С Ь^,, ^(^) 

при подходящем С. 
Доказательство. Следует воспользоваться предложениями 

1,3,4,5 из п. 4.1 и тем, что 52 почти не хуже f ^ ± (пред­
ложение 3 из п. 2.5) gj 

В следствиях I и 2 сравнивались энтропии объектов одного 
сорта (чисел для К и KF и слов для КИ и KR. ), 
Чтобы сравнить, к примеру, 1С с КЦ , нужно установить соот­
ветствие между натуральными числахуш: и слова^ли, положив, к при­
меру, что числу Ot соответствует слово, получающееся из 
двоичной записи числа ^ -f 1 отбрасыванием первой единицы. 
(Впрочем, годится и любое другое вычислимое взаиглно однознач­
ное соответствие.) Пользуясь этим отовдествлением, мы можем 
говорить об энтропиях / ^ W и Кр(ос) двоичного слова 'ои . 
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Следствие 3. KR[DC) ^ ̂ C ^ ) 

/<М(эс) 4 KPt'^J 
Доказательство. Рассмотрим вычислимое нецрерывное отобра­

жение . :f - fhf.-^ $ , сопоставляющее объекту J- пустое сло­
во, а каждому числу :х - соответствующее в указанном сьшсле 
слово ос . 

Так как fC^c) с Г^ , то, согласно предложению I из 
п. 2.6, имеет место неравенство 

Остается взять S? и /A/j_ в качестве X и сослаться на цред-
ложения 1,3,4,5 из п. 4.1. ̂  

Учитывая очевидное неравенство КЫ^СЫ) и следствия 
1 - 3 , получаем такое 

Следствие 4. /<С(эс) « £С^) 

Чуть более сложно доказывается 
Следствие 5. КЫ) ^ KRM -t Ciof^. ̂ ^̂ ^ 

при подходящем С . 
Доказательство. Рассмотрим вычислимую непрерывную функ­

цию . Шенно, положим 
f число, соответствующее начальному от-

Л/ й\ J резку слова 5/ длины ^ , если 

\ J-, если & = J> и ж И^)<'к 
Применяя к ней предложение I из п. 2.6, получаем, что 

Применяя следствие 2 предложения : .1 из п. 2.2, это неравен­
ство можно продолжить так: 
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(при последнем переходе мы пользуемся неравенствами из след­
ствия 4). 

Объединяя доказанные результаты, можно составить таблицу 

В этой таблице К Я - наименьшая, КР - наибольшая из энт­
ропии; из следствий 4 и 5 вытекает, что они (ж, значит, все 
четыре энтропии) отличаются не более чем на С воа^^ £(^) 

Покажем, что эта оценка точная, то есть что разница меж­
ду любыми двумя энтропиями из этой таблицы может быть по поряд­
ку равна xJOa. сС<) . Достаточно рассмотреть две "средних" эн­
тропии К и /^М и показать, что разница между ними прини­
мает как положительные, так и отрицательные значения, по поряд­
ку равные 

Преддожение I. Существует константа ^ и бесконечно 
много таких ос , что КС^ — /СЛ̂  {-х.) ̂  ioa^iCx) - С 
а также бесконечно много таких ^ , что /CA^f%) — К(^)^ 

Доказательство, I. Цусть слово 'ОС^ состоит из ог нулей. 
Тогда К(х^^)^К(л.) (нштомним, что через КМ обозначается 
простая колмогоровская энтропия числа -ti , через К(^^)- эн­
тропия числа, соответствующего слову Х г ), в то время как 
КМ i'^h)^ о . Поэтому для тех ^ , для которых выполняет-



ся неравенство ^ (h):^ ^^г"^ - ^ , выполняется и неравен­
ство КЫ^) - KM(oCi^):^So^^l(yfjj-C. Таких "Н бесконечно мно­
го (см. LCI ), поэтому и слов ^ , для которых 
/<^х) - КМ(х)^ u^^iioc) -С , бесконечно много. 

2, Рассмотрим последовательность слов Х^ , ни одно из 
которых не является началом другого, для которой 

построенную при доказательстве предложения 3 из п. 2.5. 
Имеем: КС^п)>^ КМ « '^/а.'г+С С другой стороны, 
прообразы множеств Гх, цри оптимальном способе описания 

/Х 

не пересекаются, поэтому 
21 ТтТх7) ̂  -̂  

Сравнивая это неравенство с неравенством 

мы видим, что для любого А/ найдется такое п < Ы , что 
•11 -ый член второй суммы в С^ бо^^ N раз больше /}г -го 

члена первой, то есть 

Остается заметить, что ^^з. ̂ /^ '̂  ̂  "̂ ^̂ г, ̂ ^а '''̂^ ̂ Jfa ^(Хк) - Сц 
(см. выше неравенство для длины х^^ ) и что среди слов Х^у. , 
построенных утсазанным способом для разных /v , бесконечно 
много различных (это вытекает из неравенства (ж)). 

или 
и 



4.3. Априорная вероятность и ее свойства. 

В работе М вводится понятие априорной вероятности. 
В этом пункте мы проанализируем свойства этого понятия с точ­
ки зрения нашей общей схемы. 

Цусть У - произвольное пространство, f^CCS^^X) 
- способ описания. С каждой задачей <̂  = <̂  X; А"> , для кото­
рой А является борелевским подалножеством пространства X , 
свяжем число 

Р,(^) ŷu ц<^& 2 -̂ а* 1 ^(о') 6 А}) 
где уч - равномерная бернуллиевская мера на множестве 
5? ^ 5^ бесконечных последовательностей нулей и единиц 

у̂  

(через St мы обозначаем множество конечных последователь­
ностей нулей и единиц). Это число представляет собой вероят­
ность такого события: при бросании симметричной монеты воз­
никнет последовательность нулей и единиц (соответствующих 
орлам и решкам), являющаяся описанием решения задачи сК . 
Коротко мы будем называть число Рг. С о̂-") вероятностью реше­
ния задачи oi при способе описания -f 

Предложение I. Среди всех способов описания существует 
оптимальный, то есть такой способ описания f ^ CCS2JK) 

что для любого другого способа 4 6 CC^l^X) найдется такое 
С. > О , что для любой задачи о^ в цространстве X вы­

полнено неравенство Р^С^б) ̂  С- ' ^С'^у. 
Доказательство. Цусть - способ опи­

сания, при котором R C O ̂  ̂ ) = С^^у'пу цри gQQx 
h^N и х б 2 ,а L(0^)^± (здесь О'^ обозна­

чает слово из '̂  нулей). Для этого способа описания выполне-
но такое неравенство: если В с^^ N ^ - борелевское множе-



-яс-
ство, то yu( к Ч В^^'к})) •= —-^ ywTB) 

^' 

в самом деле, ^ (^'''i'h}) состоит из всех последовательно­
стей вида О 4 ос , где ос ̂  В • Рассмотрим теперь вычислимы! 
объект и ^ C(St^lMj_jX) , среди сечений U^: х\-^и«ос,^у) 
которого встречаются все вычислшлые объекты пространства 

С(Я., Ю (см. п. 1.5.5, следствие предложения I). 
В качестве искомого оптимального способа описания возьмем 
коьшозицию Я IS. -и \ {, ^ iLof^(: С(Я.^ X) . Если а -
любой способ описания из C(Siy)() , то существует f[ е 1^ , 
для которого а(%) ̂  и.^<х,^>) при всех х . Цусть А\ 
- произвольное борелевское подмножество X . Цусть 
В ̂  -(60 ̂  2 ^Sf l^H^ ^ } . Очевидно, а С В -^W}) ^ к 

, поэтому [^(< X; А'>) -

Таким образом, в качестве С можно взять г;7+1 
Предложение I доказано.^ 

Выбрав и зафиксировав некоторый оптимальный способ f , 
мы будем называть Рр (oi) априорной вероятностью задачи 
о^ и обозначать PCoi.) . 

Цусть X = fK/j_ . Априорнуи вероятность задачи <̂  \Ь!^ f^^ 
будем называть априорной вероятностью числа От. . Аналогич­
ным образом при X-S мы будем называть априорную вероят­
ность задачи <^S?, Г̂ '> априорной вероятностью слова ^ . 

Предложение 2. Введенные таким образом априорные вероят­
ности чисел и слов совпадают (с точностью до ограниченного 
множителя) с введенными в [Я] на с. 26 (ацриорное распреде­
ление вероятностей на fW ) и с. 40 (полумера М из теор. 
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4.1; см. также [5'2 . с. 107) 

Доказательство этого предложения мы отложим; цредвари-
тельно нам нужно изучить некоторые свойства введенных понятий. 

Щ-сть л ~ некоторое пространство. Меру*^ Р , оп­
ределенную на семействе борелевских подмножеств X » мы 
будем называть перечислшлой, если множество 
{<a,T>£(/^xCl| "К Р( rĵ f̂ x)")} перечислимо (здесь V - нуме­
рация всех конечных объектов пространства X » фигуриру­
ющая в определении эффективного -j-^ -пространства). 

Предложение 3. Априорная вероятность является перечисли­
мой мерой. 

Доказательство. В самом деле, 

где ~L± - ьшожество всех бесконечных последовательностей 
нулей и единиц, начинающихся на ^ . Так как г.шожество тех 

К ж t J для которых (VЫ) w-^i:) ^ f • перечислтго 
(ибо / вычислим), из написанного равенства вытекает пере­
числимость априорной вероятности. 

Предложение 4. Если тлножество конечных объектов простран­
ства X является дерево1У^^, то априорная вероятность на 
является максимальной (с точностью до ограниченного и отде-
ж) Ш рассматриваем только меры с конечными значениями, не 

оговаривая этого специально. 
ш) Деревом мы называем частично упорядоченное множество, 

обладающее таким свойством: и з Х ^ : ^ - и ^ ^ ^ 
следует, что XS у, или у ^ ^^ • 



ленного от нуля множителя) среди всех перечислимых мер: для 
всякой перечислимой меры R существует константа С>0^ 
такая, что для любого борелевского f\<^K выполнено нера­
венство 

Из этого утверждения вытекает утверждение предложения 2, 
так как априорная вероятность (на П\/ и .2 ) определя­
лась в i^} как максимальная перечислимая мера на этих про­
странствах, а в них множество конечных объектов является дере­
вом и, следовательно, к ним применимо утверждение предложе­
ния 4. 

Доказательство предложения 4. Утверждение предложения 
4 следует из определения априорной вероятности и такой леммы. 

Демма I. Щгсть множество конечных объектов пространства 
X является деревом. Пусть К - пере числимая мера на 
X и R(x)^-1. Тогда существует способ описания 
X ^ CCSl Х) ' ^^^ которого ^ ^А) =: Р^ f^X, А>). 
Если эту лемму считать доказанной, то, поделив любую за-

данную перечислимую меру'Пна достаточно большое целое число 
[\/ , имеем -£ (Х) ̂  ̂  , поэтому J£ нредставимо в виде 
Г£ и не превосходит С • у в силу определения априор­

ной вероятности. Поэтому предложение 4 вытекает из леммы I. 
Осталось доказать лемму I. Предварительно нам понадобится ряд 
оцределений и лемм технического характера. 

Цусть на конечном множестве f\<^ fM задан частич­
ный порядок, превращающий его в дерево (т.е. из X < ^ и 

^ ^ г следует ^ ^"Ч или '^^^ ) • Цусть каждому 
Х б А сопоставлено двоично-рациональное число 'xipt) 

(двоично-рациональное число = рациональная дробь, знамена­
тель которой есть степень 2), причем выполнены такие свойства: 
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1 

f - 2 Э -
(а) если X < ^^ ,..., Х<^и, , ̂ 1-)" ' ^% попарно 

не сравншлы, то t (рс) ̂  *t (у^) + _. ч- ̂  (>^) 
(б) если Ч^,,,., ^и попарно не сравнимы, то 

В этом случае мы будем называть тройку <^ А , порядок на А , 
^У схем^. 

Пример схемы: ^ ^ ^ . -
в _2_ _3_ ' "^ 

4 I ^22 -IIB 

в данном пункте мы будем называть конечные последовательности 
нулей и единиц коротко словаш (вместо более полного "слова в 
алфавите jo,!/ ). Конечное множество слов, в котором ни одно 
слово не является началом другого, мы будем называть наб^ом. 
Ъудеж говорить, что набор /^2 ш^е набора A^i , если всякое 
слово из Nj_ является продолжением некоторого слова из NQ_ . 
С каздыгл набором А/ мы свяжем 1лноясество f А/] всех беско­
нечных цродолжений всех слов набора Д/ . Очеввдно, что если 

^ 2 . шир® ^л » то [/VJ з>£|/,^ДОбратное, вообще говоря, 
не верно.) Меру множества 1^1 j мы будем называть мдрой 
набора А/ и обозначать \М\ . Очевидно, 

Цгсть дана схема $ - ^ А , ^ у ^ У . Функцию ^ , 
сопоставляющую каждому ос^А набор ^(х) , мы назовем ̂ ^еаж-
защеи схемы о , если выполнены такие свойства: 

(а) если а, о ^ А , '<я^о в смысле порядка на А , 
то tf(a) шире <^(6) . 

(б) если (X ,а и <? не сравнимы, то 
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(в) для всех (Х^А имеет место равенство t̂ (ĉ ') = l4(^M 
Лемма 2. Всякая схема имеет реализацию. Реализацию можно 

эффективно найти по схеме. 
Доказательство. Отметим следующее очевидное свойство 

наборов: если Ж , Ж± ,..., Ж ^ - наборы, -^ шире всех 
^^L ' C^t] ^ ^^Ъ-Ф* ^ " двоично-рациональное число, 

причем ^ <: / J^ ( - ) j^J - - /.лГ̂  I , то существует набор ^^^ 
для которого [^i']f^[Mi^^~fj^ при всех i , J^ шире J'̂ .̂ > 

Цусть ^/\ <:^^У - схема. Каадому х ё Д сопоставигл 
натуральное число, называемое уровнем ^ и обозначаемое 

^ (х) . Именно, минимальные элементы вшожества А объ­
явим элементами уровня О, а уровнем любого не минимального эле­
мента будем считать число, на единицу большее уровня его непо­
средственного предшественника (наибольшего среди всех меньших 
его элементов; таковой существует в силу определения схевш). 
Цусть X i , ..., Хр - все элементы уровня 0. Нам надо постро­
ить наборы JVj,..., Л С , для которых (A/'j | - ̂  (^с) и 
1Жс'\/^^^''\^г' ^^ построим их по очереди, пользуясь отмечен­
ным выше свойством наборов (в нем в качестве Л надо взять 
набор, единственным элементом которого является пустое слово, 
в качестве ^±^ -•• j ^i " У^© построенные наборы, N^^i -
очередной строимый набор; неравенство ^^ (̂ /̂ Tl-//\/i|- ._/д/э I 
т.е. ''^(^ic^i) ^ ^ -^^'^1)-.-.-^C'^^i) » выполнено, так как 
'^C^i)+ .̂ . -^"^(P^ui-i) ^ ̂  ^0 определению схеглы. 

После того как построены все наборы, соответствующие эле­
ментам уровня О, мы переходигл к элементшл уровня I. Все эле­
менты уровня I разбиваются на р групп - к 6-ой группе от­
носятся те элементы уровня I, непосредственным цредшественни-
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ком которых является ^ « . Для каадой группы построение соот-
ветству1)щих наборов будем проводить независимо. Построение 
проводится аналогично уже рассмотреному; в качестве А/ бе­
рется один из наборов /l/j., ...̂  А/Р И используется неравен­
ство 

j . J у. .1 -̂  - элемент уровня i, непосредственным пред-) 
^ шественником которого явлется элемент Х^ J 

следующее из определения схемы (любые две вершины одного уров­
ня несравнимы). Затем строятся наборы, соответствующие элемен­
там уровня 2 и т.д. Таким образом мы завершим построение реа­
лизации данной схемы. Ясно, что описанное построение эффектив­
но - существует алгоритм, дающий по схеме (точнее, по ее но­
меру в естественной нумерации) ее реализацию. Лемма 2 доказана^ 

Цгсть S ^ ^ < A ^ ^ < , , - i ^ y и S^x<4^<^;t^^ -две 
схемы. Дгдем говорить, что схема -5^ является ̂ ^асш^^ением 
схемы S^ , если выполнены следующие условия: 

(а) А^ С А^ ', 
(б) порядок, индуцированный из < на А ^ , совпадает с '^±] 
(в) если ^ с- А^. » то ч..2_ (А) ̂  ^± (А) 

Дудем говорить также, что реализация ^2. схемы S^ является 
расширением реализации (f^ схемы ^± , если S\ есть рас­
ширение о^ и цри всех х ^ A i набор (f^ (х) шире набора 
f 1М . 

Лемма 3. Цусть ^ - реализация схемы о ^ , а схема б^ 
является расширением схемы 5,j . Тогда можно построить реа­
лизацию ^2. схемы i>2 » являющуюся расширением f ± . Это 
построение можно выполнить эффективно. 

Доказательство. В частично упорядоченном множестве набо­
ров i ^^f'{ < J\f^_ ^ ^г ™̂Р® '^t ^ любые два набора Л^ п Ж 
имеют точную верхнюю грань: 
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I rcKl.uh xcA/̂ t/Л/̂  и никакое собственное начало 

слова эе не цршадлежит N/i У hf^ 
Se мы будем называть объединением наборов / 4 и А 4 . %сть 
5̂  - <̂ Л̂ ,̂ -,̂  Ч^У ж ^х^ {^^]^г,'^2) - две схемы, _̂̂ -

расширение -̂ i , f i - реализация схемы 5?̂  . Построим 
схему S( ж ее реализацию у/ следующим образом: 

^1 - <Аа, ̂ z , '̂^ / , где 
Г_ [ Т<1 A-J . элементы Т попарно несравЯ 

^;(,) . ̂  L^^(^) н « . и х.</ для всех t . Т / 

f ^ N = объединение {^i(^)I^^Ai, -^^j»^} 
Очевидно. [f/(^lj= UifeC^)] i l ^ A i , >^^д^1 
Цроверим, что If^i^i- ^^ (^). В самом деле, если Г <- Aji , 
элементы Т попарно несравнимы и больше или равны ос , то . 
множества [^^(p)J при ^^ ^ попарно не пересекаются, 

Поэтому (̂ f/(x)l ̂  г(С^) • ̂ ^ббы доказать обратное нера­
венство, выберем в качестве I множество всех тех элементов 
Ч-е 1\^ , для которых Ч^^х ж не существует ^ <Чг f ^я 
которого было бы ^ ^ х и ^^"Hj.. Тогда 

при j , ^ 4 T , '^^^' , поэто1/0г('рЛ'̂ )[=1. i^iWI ^ ^ ( ( ^ ) ' 
Ясно также, что при ^4^' набор ^̂  (л̂ ) шире набора f/(x9 и» 
что при несравнимых х и JC' множества £^f/W] и Cf/C^')j 
не пересекаются - они есть объединения двух семейств множеств, 
причем члены первого семейства не пересекаются с членами вто­
рого (иначе X и х' имели бы общую верхнюю грань ж были. 
бы сравнимы). Отсюда легко вывести, что SA является схемой, 
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Y ( - её реализацией, £^ расширяет ^^^ а f-f- fi . Ясно,Очто 
S^ является расширением 5̂  , так как Z^^^'p'^W^) (если , 
Т<^ А-( , элементы Т попарно несравншы'ж x<~t для всех 
^ ^ Т ) не превосходит Z ^ . / » , что не превосходит П.^(?^) 
так как 0-2. является схемой^ 

Таким образом, заменив S^ и (f^ на 5^ ж f f , можно црж 
доказательстве леммы 3 ограничиться случаем A/j = Ад. 

Итак, пусть на одном и том же упорядоченном множестве 
А заданы две функции *t̂  ж ^s. , превращающие его в схемы 
5 J ж SQ, ^ причем ^1 < ^2, . Цусть ^^ - реализация 

схемы Sjj . Построим реализацию if^ схемы Х^ » являющуюся 
расширением реализации fi . Построение будет црожзводжться, 
как и при доказательстве леммы 2, по уровням. Ц5гсть для эле­
ментов А уровней 1,2,...,х значения ^л уже построены. 
Цусть ^ 1 ,..•, У^ - все те элементы с + 1-го уровня, 
непосредственным предшественником которых является элемент 

Х Дз i -1*0 уровня. Мы имеем наборы <f^(^) , ^^ l^t) , 
..., ^1(^4) н f2 (̂ ) . Достроим набор ̂ 2.^^i) . Дяя этшо 
обозначим через L̂ число ^2,1^^)~%ЫУ,) . Так как t~f/?i(̂ <)lt 

и f^(x) шире M ^ ) , который шире всех %(4^i) , то можно 
найти такой набор J^ , что IJ/ЫЧ. , [/f] не пересекается 

шире А/ . Теперь положим 
^z(J^i) равным объединению наборов Л/ и ^/i(^i) ,Еосле 
этого найдем набор А/ , для которого ^^^^г) шире /V^ » 
( Л/'( ̂ ^(JSL)-^i^|z) ,[/^J не пересекается о [(fzl^sfj^ 
£f 1 (уя)], Z>7fĵ 3 )Ĵ  ̂' -̂  /f ̂ 0^*3 ^ положим Ы/j,) равным объ­
единению (^^Ы^ж /\! . Аналогичным образом мы определим 
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^iC^i) для всех L^±^l, .,.,^ . Так мы продолжим построение 
реализации ^2. еще на один уровень. 

Легко проверить, что описанное построение действительно 
цриводит к реализации, являющейся расширением исходной. 
Лемгла 3 доказана. ̂  

Теперь мы можем дать 
Доказательство летлмы I. По условию, множество 

{ <т, а> I т ^ (G , 1̂ € (К J, t < fl С '"̂ (к)) } перечислимо 
( У - нумерация множества конечных объектов, входящая в 
определение эффективного j-^ -пространства). Дуцем представ­
лять себе для наглядности процесс перечисления этого ьшожества 
развертывающимся во времени; кроме того, буцем учитывать лишь 
те появляющиеся в ходе перечисления пары <;Ч, /а> , где 

"I - двоично-рациональное число^ '1 >о. 

Цусть к некоторому моменту времени обнаружилось, что 
выполняются неравенства ^^ ^ R (Gc-j,) ?.. , t-̂  < Д. С G::^) 
где 0Cj_ . '^4 ~ некоторые конечные объекты пространства 

X , заданные своигли номерами (т.е. соответствующие пары 
появижсь в ходе перечисления). С течением времени (т.е. в 
ходе перечисления) оценки снизу для /̂  (Г̂ р̂ увеличиваются; 
кроме того, появляются оценки для /^ОЗс-) ЦР^ новых, ранее 
не встречавшихся, X j . В каждый момент времени рассмотрим 
схему, построенную следующим образом. Цусть Х^,... ^1 -
появившиеся к этоглу моменту времени объекты (в порядке их по­
явления). Схема будет состоять из множества 
с порядком, заданным формулой ^ $'J<c=> я\' :< ocj (неравенство 
в правой части понимается в соответствии со структурой црост-
ранства в л ); функция ^ задается формулой 



Tc{l,.../t}^ (X^t для всех -t^T 
(в смысле порядка на А), элементы Т по-
I парно несравнимы в смысле того же порядка,, 

Докажем, что действительно получается схема. Цусть х^у^.^... 
...̂ .ĵ C А у '^^^1)- >^'У^ » и ^<,..- ,^/к попарно не сравншлы. 
Докажем, что "̂ б̂ ) ̂ ^(^^)+ ̂ ..-+-W„) По определению существуют 
множества Т^ ,..., 7*̂1 , для которых 1Ы;)^!- '^fi у 

и> ^ ll , элементы ' ̂^ не сравнимы. Элементы различных 
71 также не сравнимы; если Ч:;^Т; , '^г^Т: , t:'<i:r 

то )i'j^^c-~^J ^ !^1^^1^ "̂̂^ противоречит несравнимости 
^̂ ' и Jiî' . Таким образом, взяв в качестве 7~ объединение 
всех Т? , мы видим, что х.Ы)^ ^S^A ~^Ч'^'~^'^''^'^^^-^) 
Докажем теперь, что ^(а.^^Д(0:Д В самом деле, 

так как все Г^с^ суть части / х^^ (ибо х^^ ̂  ̂ Д ) и не пересек? 
ются (так как Х д попарно не сравнимы). Из доказанного нера­
венства вытекает, что если у^. j ̂  •. ̂  У^^ попарно не срав­
нимы, то ^^^i)-f ,,, i- ̂ ^У'и)$4-' "̂ 'К* каждое слагаемое 
не превосходит меры соответствующего множества, а эти множества 
не пересекаются. 

Итак, в каждый момент времени (=на каждом шагу перечисле­
ния) глы имеем некоторую схему. Обозначим возникающие схемы 

S^ , Хз. f"; Si^K^c,^i^\'y . Очевидно,^. ^ является 
расширением S. . С помощью леьш 2 и 3 построим вычислимую 
последовательность ^i.^2-;--. реализаций схем ^f^^z ••• 
в которой ^i^j^ является расширением f- . 

С каждой реализацией «р̂* свяжем объект А ; ̂  С(Я.^)() 
Шенно, положим 

^'(и.) = наибольшее из тех ^п , для которых И является 
продолжением одного из слов набора ^с^^р) 



Наибольшее из таких Хр существует, так кшс если U явля­
ется продолжением одного из слов набора <̂ j (р) и одного 
из слов набора ^lif) , то [*ft'(p)]^lfi(f[l'^0 и, по определению 
реализации, р ж Я- сравнимый, значит, х ^ ̂ -̂ ^ или 

Заметим, что множество -^LOI Пс(^) ^ Пк^,.} совпада­
ет с множеством С^сС^)! (если ^:(<^)^^>, то U)e[fcCp33 
при некотором ^ , для которого Х^^ :Хл̂ , поэтому LVccpJ^ 
с t̂ <:(4')3 и tO 6[fi(f)] ; обратное утверждение очевидно) и 
поэтоиог мера этого множества равна "Z* С9') • 

Очевидно, последовательность ^i является вычислимой 
возрастающей. последовательностью конечных объектов C(-^j^^ 
Рассмотршл ее точную верхнюю грань. Это - вычислимый объект 
пространства С(.2^ Х) ; обозначим его -н^ . 
Очевидно, {и)\^((^)бГх^,] -^ и{и)\ "^1М ^ Гх^У 
Справа стоит объединение возрастающей последовательности мно­
жеств, поэтому его мера равна точной верхней грани мер мно­
жеств возрастающей последовательности, т.е. точной верхней 
грани множества \ftiC^/) \ 11 JN} . Ш знаем, что все ^i(f) 
меньше Я[Гх^) , поэтому и их точная верхняя грань не пре-
восходит R(fxe^ - ^ ДРУГОЙ стороны, 7с'(<̂ } не меньше имеющей-
ся (в момент времени i ) нижней оценки для Я(Гх.) • Поэто-
му точная верхняя грань равна R (Gt̂ )» Итак, 
juU оо{^ (со) е Гхй }) ' ̂  ̂  GL.)'^» следовательно, для любого 
борелевского множества Л выполнено равенство 
jui'{^\^H^h])^^lh) , т.е.Р^-Й. Лемма I доказана.0 
Вместе с ней доказано и предложение 4.^ 

Покажем теперь, что в предложении 4 условие, требущее, 
чтобы множество конечных объектов пространства X ^ьшо 



деревом, существенно. Именно, докажем такое 
Предложение 5. В цространстве ^^ априорная вероятность 

не является максимальной перечислимой мерой: существует тадсая 
перечислимая мера R- , что для любой константы С > О 
найдется такое множество Л , что Р « S ^ А>) < - ̂ '̂  • 

Доказательство. Напомним (см. п. 1.2), что через с 
мы обозначаем пространство частичных функций из Л\/ в 0,1 
Установим взаимно-однозначное соответствие между '-* и прост-
ранством бесконечных последовательностей, составленных из 
сшлволов 0,1,Н (Н - первая буква слова "неопределенность"). 
Именно, элементу \А(: CJ соответствует последовательность, 

и -ый член которой равен О, если lMi) = 0 ^ равен I, если 
uilj^j,^ и равен Н, если uU) не определено. В простран­
стве {о,1,н}-последовательностей рассмотрим естественную топо­
логию (цроизведение счетного числа трехэлементных пространств 
с дискретными топологиями). Установленое соответствие не бу­
дет гомеоморфизмом, но будет переводить борелевские множества 
в борелевские. Поэтому, вводя искомую меру, мы будем рассмат­
ривать ее кад меру на пространстве •{ 0,1,Н^-последовательнос-
тей. Последнее тлы будем рассматривать как произведение счет­
ного числа девятиэлементных пространств 

'2{. = {G<?, 01,10^ -/-/̂  ̂ Н , '/н , но, Н-/, Я Н } ^ 
отоздествляя {О, I, П}-последовательность с последовательностью 
пар сш.шолов, получаемой из исходной группировкой в пары. Итак, 
мы отождествляем Q с Xi^'^U^ ^ . .^ . Рассматриваемая 
мера R будет произведением счетного числа мер J-ii на Ui 
Каждая мера JUi будет совпадать с одной из трех следующих 
мер (на рисунке те элементы, около которых написано число, 
имеют такую меру, остальные тлеют меру 0): 



00 01 10 11 

/ ^ ' / 

00 01 10 Ц 

oHZ-t и 

/ • 

Шожества К] и F^ тех с , для которых ^^= /^ и 
/(i' = Д^ » окажутся перечисливдыми. Это гарантирует перечис­

лимость возникающей на цространстве CJ меры. В самом деле, 
рассмотрим вместе с мерой /̂  меры Я~А , получающиеся, если 
перечислимые множества Pj. и Г^ заменить на их конечные 
подмножества, состоящие из элементов, появившихся при перечис­
лении до момента к . Для любого конечного элемента ^ ^ Ci 
имеем Ru (Гх)^]?д( Пзс) , так как для любого t в частично упо­
рядоченном множестве "^1 (естественный порядок которого ука­
зан на рисунке: элемент больше, если он нарисован выше и со­
единен линией) /t°С Г^) ^У^[^\) и yCi'^fГ^) ̂ y U (V^ . 
Очевидно также, что и.щ Ri ̂ У = R ( ^ ) » '^^^ как мера 1̂ шо-
жества (^ зависит от мер лишь на конечном числе сомножите­
лей и при достаточно большом к. имеет место равенство 
^д(Пх:)'/^(^)» Поскольку ^д (Г^) МОЖНО эффективно вы­
числить по i- ж X , глы получаем,что /ч. действительно яв­
ляется перечислимой мерой. 

Покажем теперь, каким образом следует выбирать меры jAi 
на множествах 6( ° , с произведением которых мы отождествили 
пространство ^ . Процесс выбора этих мер мы будем представ-
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лять себе для наглядности развивающимся во времени. В нача­
льный момент времени во всех сомножителях выбирается мера 

/^^ , Затем в некоторых из них она может быть заменена на 
меру yu'' или на меру j , i . Появившиеся в некоторый мо-
мента меры /л и уи более не меняются. Поскольку процесс 
эффективен, это гарантирует перечислимость рассмотренных 
выше множеств Р^ и P̂ L . 

Для описания выбора мер нам понадобятся некоторые при­
готовления. Рассмотрим дерево всех слов в алфавите {l,2,3,4, б/. 

Выберем и зафиксируем некоторый 
вычислимый способ, сопоставлтэ-

•1^^ ̂ 21314 /̂ '. . . . , . щий каздой его вершине ^ неко­
торое натуральное число Ы (f) , 
причем разным вершинам - разные. 
В дальнейшем мы будем связывать 

с вершиной р сомножитель ^ы[р) ^ произведении Uoy-Ui"^... 
Сопоставим теперь каждой вершине р конечный объект ^ ^ р ) 
пространства CJ . Именно, <^(/\1=Х ; если t - один из 
символов 1,2,3,4,5, то ̂ (pt) ползгчается из ̂ Ср") доопределе­
нием в точках а.-2А/(р) и 6 ~ ZN(^)-^± (т.е. в точках, 
соответствующих сомножителю ^д/(р) ДРи отождествлении О 
с С(о ̂ 6/^.^-.. ): 

(Ш) если -t^i , то ^(pi)c:'<su.p (^tip:), (ei-->0)) 
(ОН) если т^-2 , то ^Cp-t)c ^aj^ (^СрУ, (а»-^ О)) 
(II) если 7^=3 , то ^Cp-t)^ û-î  (ае(р')5̂ й(-̂  1,̂ 1-̂ 4-)) 
(01) если -6=^/ , то 3€C/>t)^ ^(3e(p)^(ai-->o^^>-^j.^) 
(10) если -^'S' , то ̂ Cp-fc) ^^iLf{^i\>)^(a\^'Lj\-^o)) 
Объект se С^) 1лы будем называть кандидатом вершины р . 
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Напомним, что априорная вероятность г ( А ) тлножества 

А (точнее, задачи ^ ^ Р\У ) равна по определению 
/I ( {со I ̂ fu)) G А } } ' '^'^^ т ~ некоторый вычисли­
мый объект цространства С(52, о ) . Рассмотрим вычислимую 
возрастающую последовательность конечных. объектов -/o^ti^ .-
пространства' С ( Й , S ) » для которой -4ftp i-f: W е/}J} •= |̂  
(такая последовательность существует в силу вычислимости ~р ). 
Рассмотрим соответствующую последовательность мер 

Р^ ( А ) = уА ( {to I ::̂ .̂/со ) е А } ) . Легко проверить, 
что если X - конечный объект пространства с» . то 

I •—» Ft t V ^ ) - вычислимая возрастающая последовательность 
рациональных чисел, предел которой равен Р б Г^) . В соответ-
ветствии с нашей интерцретацией цроцесса выбора мер Мц как 
происходящего во времени, мы будем называть число * с ̂ П& ' 
такущим значением априорной вероятности множества Грс в 
момент времени L (=на шаге L ). 

Процесс построения происходит по шагам. В конце каадого 
шага каадая вершина {1,2,3,4,5j-дерева находится в едином 
из трех состояний 0,1,2. Состояние вершины р определяет, 
чему равна (на этом шаге) мера Д̂ /̂ . : если состояние равно 

•̂  , то мера J^ub) совпадает с мерой ^ 1 ' . Кроме 
того, в конце i -го шага выделено некоторое подцерево в 
{l,2,3,4,5j- дереве; вершины, в него входящие, глы будем на­
зывать активными (на данном шаге). Состояния вершин в конце 
с. -го шага используются при выполнении £•+ 1-го шага. Опи­

сывая сt1-ый шаг, мы будем называть состояние вершины Р 
после I -го шага предыдущим состоянием вершины О , а состо­
яние вершины j? после с + _1-го шага - новым состоянием 
вершины ь . Напомним также, что значения меры г* мы будем 
называть текущими значениями априорной вероятности. 



Итак, глы описываем, как определяются состояния и активность 
вершин на L-t-i-ом шасе. Этот процесс идет снизу вверх, начи­
ная с корня, который мы будем счиатать по определению актив­
ной вершиной. Итак, пусть уже выяснено, является ли вершина 
^ активной. Покажем, как выбирается (новое) состояние 

вершины "р и какие из следующих за f> вершин считаются 
активными (на данном шаге). 

А. Цусть вершина f неактивна. Тогда ее состояние 
остается тем же, каЕШм было на цредыдущем шаге. Все следу­
ющие за ней вершины также объявим неактивными. 

Б. Г^сть вершина -р активна и является вершиной 
уровня Л\ (уровень вершины - длина соответствующего слова 
в алфавите {l,2,3,4,5}- ). Ее состояние и активность следую­
щих за ней вершин определяется по таким правилам. 

Б.О. Цусть цредыдущее состояние вершины р было равно 
0. В этом случае мы должны найти текущее значение априорной 
вероятности множеств Г^Ср^л и Г^(р2Л ^ сравнить их со зна-
чением (— ) . ели хотя бы одно из них не превышает этого 
значения, то состояние вершины |> остается равным О и актив­
ными будут те из вершин pi и рЗ. , дая которых априорные 
вероятности (точнее, текущие их значения) соответсвующих мно-
жеств \эе(рО ^ *Х(р2)Не превышают (̂— ) 

Е^сть теперь текующие значения априорной вероятности мно-
г- г- л 2.4^"^^ 

жеств ' Х С Р Л ^ ' эе(1>2) превышают (-—J . Найдем текущее 
значение о. априорной вероятности их пересечения 

Если ^^%с^ ^° новое состояние вершины р будет равно I, 
а из непосредственно следующих за Р вершин активной будет 
вершина рЗ 



Еели же (\>м,о , то новое состояние вершины -̂  
будет равно 2, а активными будут те из вершин ^1 ( L =4,5) 
для которых текущее значение априорной вероятности множества 
V^ibi) не адвосходит K.'S). 

.Б.I. Цусть цредвдущее состояние вершины Jb было равно 
1. Тогда ее новое состояние также будет равно I и из непо­
средственно следующих за р вершин активной будет вершина 
рЗ . 

Б. 2. Цусть предыдущее состояние вершины о было f ® i o ^ 
2. Тогда ее новое состояние также будет равно 2, а активными 
^удут те т вершин jol ^̂.̂  для^которых J £ j 4,5Ьи текущее 
значение априорной вероятности множестваl-ecpt) не больше (_4}„ 

Итак, охгределение H O B S ^ состояний й^одйёрева активных: 
вершин закончено. Установим теперь некоторые свШства изло­
женной конструкции. 

Лемма 4. Если состояние вершины :̂> уровня ^ в конце 
шага L 4-4- равно 2, то текущее значение априорной веро­
ятности множества ^'Х(.^\^^^ж{.^£) на этом шаге (то есть 
Pc^.^, (^32C^A)/^Gecpa:)) ) не меньше ^ ^ { ^ ) ^ ' ^ ^ 

Жоказательство. Рассуждая по индукции, можно считать, 
что для меньших значений i утверждение леммы уже доказано, ' 
Если в конце шага I состояние вершины Р было равно 2, 
то утверадение леммы следует из предположения индукщи и мо­
нотонности Р^ С Г>е) по i , Если в конце шага с состояние 
вершины b . было отлично от 2, то оно было равно О (т.к. со­
стояние I, раз появившись, сохраняется в дальнейшем, см.Б.1) 
и на шаге l-bl. щ)именял%ь-правш[о Б.О. В этом случае ут­
верждение леммы очевидно..™ 



Демма 5. Если состояние вершины р уровня 'U в 
конце шага l-t- i равно I, то текущее значение априорной 
вероятности множества Г^ср^) ^ I ̂ (р^) на этом шаге 
(то есть Р^ ( 1 зеср-о ^ r̂ jẑ CpiL̂ ) ) не меньше — • ( s^) 

Доказательство: проводится аналогично доказательству 
цредыдущей леммы. Щгжно зшлетить лишь, что из неравенств 

Р. СГ^срО ^ Г2еср^))^|^'(|)^с учетом того, что 
Р ( А 1/^) - Р fA)f Pf^i-PfAneJBHTeKaeT неравенство 

Лемма 6. Если в конце шага c-f i. вершина Ф уровня 
fu активна, то текущее значение априорной вероятности 

множества Гэ^Ср) (то есть Р^(^^ср>) ) не превосходит 

Доказательство, проводится индукцией по ^ . При 11=0 
утверядение очевидно. Цгсть для вершин уровня ti оно уже 
доказано и p'"t - активная вершина уровня Кч- ± . Тогда 
цредыдущая вершина (т.е. Р ) также активна и 
P'(V^(p)) < [—) ^^ предположению индукции. Рас­

смотрим теперь возможные значения состояния вершины р в 
конце предыдущего, с -го, шага. 

Цгсть состояние вершины р к концу с -го шага было 
равно 2. Тогда утверждение леммы очевидно следует из постро­
ения (см. Б.2). 

Цусть состояние вершины р к концу L -го шага было 
равно I. В этом случае "6=3 и надо доказать, что 

Pĵ  ( Гэг (piV - ^Т") • Согласно лемме 5, 
Р: (UCpO ̂ Г̂эесрл)) ^ J ' ( j ) . Но множества (̂ есро ̂  ' -̂ Срд) 

и Г̂ ,̂ рз) н® пересекаются и содержатся в глножестве "^(р) , 



априорная вероятность которого (точнее, ее текущее значение) 
не превосходит (—) по предположению индукции. Поэтому 

Цусть теперь состояние вершины ^ к концу i -го шага 
было равно 0. Если текущее значение априорной вероятности од­
ного из ьшожеств 'зе̂ 1>̂ л ^ ^(bi) при выполнении 6-el-го 
шага не превосходило (±) , то утвервдение лешлы очевидно. 
Если это не так, а априорная вероятность их пересечения пре­
восходила — ' { ф ^ , то новое состояние равно I, "t = 3 , 

Р; С '"л(Г) " Гзео^^' ( . 1 - ^ 1 ' b>l-r'f^ 

(ср. аналогичное рассуждение при доказательстве лемглы 5). 
Если же априорная вероятность пересечения (точнее, ее текущее 
значение) превосходила -z: * i-^ ) , то утверждение леммы 
6 очевидно выполнено (см. Б.1). Лемма 6 доказана. 

Демма 7. Если в конце с + 4 -го шага вершина ^ 
активна, то одна из непосредственно следующих за ней вершин 
(т.е. одна из вершин pi при -^^{1,2,3,4,б} ) активна 
в конце I 4- i -го шага. 

Доказательство. Рассмотрим состояние вершины /? в конце 
L -го шага. Если оно было равно I, то вершина рЗ будет 

активной (см. Б.1). Цусть оно было равно 0. Из возможных при 
этом случаев требует разбора лишь случай, в котором текущие 
значения априорной вероятности множеств ^(р.и и Г^с^^) 
превышает — . / — ) , а текущее значение априорной вероятно-
сти их пересечения цревышает -р • i-^J . Заглотим, что множе-
ства ^^(pi) О /g^Cpji) » ^d^Cpif) » 'deeps) попарно не пересека­
ются и содержатся в множестве J^^c?) » текущее значение ап-
риорной вероятности которого не превосходит (^—'^ по лемме 
6. Раз текущее значение априорной вероятности пересечения 
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1 / '2. V'̂  \^p,'^\^ ':)2(px) цревосходит ~- < \^yj , то сумла текущих 

значений априорной вероятности множеств 'дгсрч) и fie сР5') 
не иревосоди. f ф " . и. з ™ оляа из вер», р^ 
И pS" активна. 

Аналогичным образом с использованием лемм 4 и 6 рассмат­
ривается случай, в котором состояние вершины р в конце 

6 -го шага было равно 2. Лешга 7 доказана. ^ 
Следствие лемгш 7. В конце калщого шага построения су­

ществуют активные вершины всех уровней.^ 
Демма 8. Если вершина р уровня 4г активна в конце 

с -го шага, то мера f^c (определяемая, напомним, состо-
яниягш вершин в конце этого шага) множества fg^cp) равна 

Доказательство. Напомним, что мера ^j определяется как 
произведение мер JU^ на W,^ , где каждая из мер /А^ равна 
^/U^ , и или yt< ̂  в зависимости от состояния соответству­
ющей вершины (состояние вершины /> определяет меру у̂ д̂/̂ -р) ). 
Пусть р= р^ ^^ Рт ~ d. ' Тогда Г^еСр) есть произведение 
множеств У^ <^ 1ЛА^ , причем все V ^ , за исключением тех, 
у которых 6 е i/V(po),^(\\^^')^. ) А(̂ (̂ ро.-.р̂ _̂ \̂ . бУМ'^ 
совпацать с и^ , а V...^ ^ ч будет совпадать с одним 
из множеств 

{но,00,10) (если /?^^^ = 1 ) 
{он,00,01} (если р^ - CL ) 
{П} • • (если р^^^ ^ 3 ) 
iOIJ (если р ^ ^ ^ ^ Н ) 
|10} (если р^^^ =.Г ) 

Мера на ^ui^ ^ ч зависит от состояния вершины Dp,..р., 
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которое (т.к. вершина po.-Prv активна) определяется зна­
чением р1 ,. « В самом деле, из построения легко следует, 
что если в конце 1- -го шага вершина ро*- активна, то цри 
cl-l или а - 2̂  состояние вершины ^ равно О, при 
d =3 оно равно I, при -cf- = 4 или с(= 5 оно равно 2. 

Теперь ясно, что имеющаяся в сомножителе 'W/v/'p \>м) 
мера множества Vf\/(n^ pi) <3удет равна 1/2. Таким обра­
зом, мера множества Г^(-р) ^УДет равна (1/2) . Лемма 
8 доказана, g) 

Теперь можно завершить доказательство предложения 5, 
установив, что для любой константы С > 0 найдется такое 
множество f\ , что г ( А ) < - L - . 

В самом деле, возьмем достаточно большое "Ti и верши­
ну р уровня 41 , которая на бесконечном числе шагов 
нашего построения является активной (такая существует, так 
как на каждом шаге есть активная вершина уровня 4Ь , а всего 
вершин уровня -^ конечное число). Для шагов L , на кото­
рых она aicTHBHa, имеем (при А - Гзеср)) • 

И, следовательно, PUA)/RjfA) <(^^)\ Переходя к пределу 
при с-~>оср (по тем значениям с , для которых р актив­
на), мы видим, что Р ( А ^ / (1СЛ) ^ (^) . 
Так как число tt может быть выбрано сколь угодно большшл, 
отношение i-Lbl может быть сделано сколь угодно малым. RCA) Доказательство предложения 5 закончено.«-, 
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4.4. Логарифм априорной вероятности и энтропия. 

Априорную вероятность задачи можно рассматривать как харак-
теризацшо степени трудности её решения: чем априорная вероятно­
сть меньше, тем задача труднее. Удобно перейти к двоичны]\1 лога-
рифмам, сопоставив каждой задаче^еличину 

/<PU)= -L^^ VLof) 
где Р(с^) - априорная вероятность задачи cL . Теперь можно 
сказать, что чем КРС'=^) больше, тем задача об труднее. 

В этом пункте мы сравниваем величину 1<СР с другшж 
видами энтропии. 

Предложение I. Пусть Д - произвольное пространство. 
Существует такая константа С , что для любой монотонной 
задачи ОС в пространстве л справедливо неравенство 

KPCoi) < /<5> М + с, 
Доказательство. Пусть .:|? <г С(5?.->Х) - оптимальный способ 

описания (способ, при котором К с минимальна). Пусть 
^S^^°^^ ~ ^Х-^^^ ~ ^'^' Тогда существует Ос е ж , для кото­
рого 2(х) = Yi и ^('х) - решение задачи oL • Пусть СО 
- произвольная бесконечная последовательность нулей и единщ, 
начина/ющаяся на X . Тогда ^Ы) ^ -^Ы) и (в силу монотонно­
сти задачи t/. ) .̂  (u)) является решением задачи oL . Поэтому 
множество { ̂  ̂  55 "̂  Я^ \-S^M - решение о^} 
содержит Гх. и его мера не меньше 2 . Поэтому 
P^U)>2"^ и PW^S'^. С , где С-

положительная константа, зависящая только от пространства л 
(но не от задачи Ы. )- Отсюда К PCX) >$ tl + С' (где 
С^~ - ^^х ^ ) ̂  "̂^̂^ сшльм КРС^) S f ^ p С°̂ ) + С 
Предложение I доказано. ̂  

Уз 
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Нас будет интересовать вопрос о том, при каких условиях.^ 

выпажняется неравенство, обратное к неравенству предложения 
I (или его аналоги). 

Ограничимся сначала случаем, в котором о^ = <̂  X С с ^ 
где ее - некоторый конечный объект пространства Л . Как 
доказано в \jL , теорема 2.3j , при Х ^ INj, ' ^ - К ^ ^ П х ^ 7 
величины КРСоС) и i^^(?l} отличаются на ограниченное сла­
гаемое. Этот факт является специфическим свойством простран­
ства fIVj_ . Как видно из предложения 2, для пространства 
!£ и задач вида < S , Гл.^ аналогичное утверадение не 

выполняется. В работе П.Гача ['̂ 7] установлено (значительно 
более сложным образом), что аналогичное утверждение не вы­
полняется ж дая пространства S^ . . 

Предложение 2. Не существует такой константы С > " 

что для любого конечного объекта х пространства C J выпол­
нено неравенство К^ « 3,> Гэе>)^ KP(<2,flc>) "̂  С. 

Доказательство. Заметим прежде всего, что 

В самом деле, рассмотрим способ описания ^^ CiSiS)^ °о~ 
. поставляющий с последовательностью ОС© Х ^ • -. функцию t , 
для которой HOI^XQ, •t(i)^OC£ и т.д. 1егко видеть, что 
мера множества тех бесконечных последовательностей W € S2 
для которых ^(ш) € Г х > равна S, (при любом 

., конечном ос^ с ), так как условие ^(ы) 6 Г^ фиксирует 
tip4 членов последовательности 00 . Поэтому . 

Р^ (< S, Г^» = 2 -«^*\ Р «£, п.» ? £^. 2"̂ '*! 
''̂ РС̂ и̂ Гэс')) ̂  &(рс)+Q, Осталось доказать, что ни при каком 
С не может быть выполнено (для любого QS ) неравенство 

.Но это докааано нами в п. 2.5 
(предложение 3) .Предложение 2 доказано. я!1 
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Покажем теперь, что положение можно исправить, заменив 
пространство S 2 на другое регулярное пространство с объ­
емом. 

Предложение 3. Существует такое регулярное пространство 
с объемом <СЛ1^ U /" , что для любого пространства л 
существует такая константа С , что для любого конечного 
объекта х пространства л выполнено неравенство 

Это предложение показывает, что если интересоваться 
лишь задачагли вида ^^, Г^^ » то логарифм априорной веро­
ятности может рассматриваться как один из видов энтропии. 

Доказательство предложения 3. Построим пространство 
М и объем t - Конечныьли объектами пространства 

будут конечные множества двоичных слов, ни одно из которых 
не является началом другого. В п. 4.3 такие множества были 
названы наборагли.' (Нагл потребуются также некоторые связанные 
с наборшж понятия. Они введены в п. 4.3 при доказательстве 
летлмы I.) Введем частичный порядок на наборах, считая, 
что "Х < U , если набор ос шире набора Ч . (Заглотим, 
что введенное так отношение порядка обратно рассматривавше­
муся в п. 4.3.) ЧтобЫчпостроить пространство, конечньвли объ­
ектами которого будут наборы с введенным таким образом поряд­
ком, нужно, согласно п. 1.3, проверить, что шлеется наимень­
ший объект и что любые два совместных объекта шлеют точную 
верхнюю грань. Наименьшим объектом будет набор, единственныгл 
элементом которого является пустое слово. Пусть теперь объ­
екты Х и U совместны. Это означает, что имеется набор 

\х/ , для которого ос < \Х/ и Ч<\(/ , то есть ос 
шире '^ и U шире \Х/ ., HoKasteM, что объекты X и и^ име-
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ют точную верхнюю грань. Пусть Г)с ̂  -( ̂  ij •. -; ̂ m^^, 
Ч- \ , ^ ^ ) ' - - > '̂ "и,! • Рассмотртл все пары K^iMx) , для 
которых "̂ ^ и Ч\ совместны (т.е. одно из них продолжает 
другое). (такие пары най,дутся, так как любой элемент набора 
W является продолжением некоторого Oi^ и некоторого 

Ur ^ Для всякой такой пары включгол в ^ более длинный 
из ее членов. Очевидно, 'X <: 2" и j^ ̂  2 • Пусть ^^ -
любой набор, для которого X < %' и 'Ч < '^' . Покажем, 
что 3L <, И.^ . Если L - любое слово из ^ , то (по опре­
делению отношения порядка) найдутся Х^<5-Х ^ J ^ J ^ 3 ^ ' 
являющиеся началами ~t . Но тогда наибольшее из слов '^i 
и •^j входит в 2 . 

Итак, согласно п. 1.3, множество всех наборов можно 
считать множеством конечных объектов некоторого пространства. 
Это пространство мы обозначюл через М . Осталось ввести 
на М объем. Напомним, что в п. 4.3 каждоглу набору :Х 
было сопоставлено число j'X^l , названное его мерой. Объ­
емом набора X мы будем считать целую часть числа 
— vyOQjj |оо| . Очевидно, так определенная функция удов­

летворяет всем требованиям, предъявляемым к объемам. 
Итшс, пространство с объемом <(М)Й^ построено. Надо 

показать, что оно является регулярным. Для этого построжл 
отображение ^ ^ СС ^ у ^ ^ 'Nx') ' при котором 

где Cdt) - некоторая функция, зависящая только от 1г 
Функцию f определим так. Пусть "tn - произвольный 
набор. Д7"дем искать такое ^ € (hi , что все слова из 14г 
начинаются на О 1 . Если такого 71 нет, то положим 
^C^ri^ = _L . Если такое fl существует, то оно единст­
венно. Возьмем в качестве j^(^'^) пару <^Чп^^ '^^У > где 



-1Н -
Уп - набор, получающийся из набора ^Y^ отбрасыванием 
начала О \. во всех его члена. На бесконечные объекты 
пространства М функция j - продолжается по непрерью-
ности, при этом используется лемма 5 из п. 1.4.3.3. Легко 
понять, что :f - непрерывное вычислшлое отображение и 
для конечных объектов W 6 М имеет место равенство 

/ 7П '̂  I = 2- • i 'i^/ . Отсюда следует написанное 
вьше неравенство для 

Регулярность пространства \ М , d )> доказана. Покажем 
теперь, что KP(<X,G,» - К^(л,1^[<.^^ог>) ^ &С±)^ 

Цусть j-(cC(H^X) - оптимальный способ описания. 
Определим способ описания ^ ' ^ CCS, X ) » положив ^ ("t) 
для конечных "6^5? равныгл J- б*{ "^}) (значению •£ на 
наборе, единственныь^ элементом которого является i: ). На 
бесконечные последовательности ^ продолжается по непре­
рывности (п. 1.4.3.3, лемма 5). Покажем, что 

для любой монотонной задачи yi.=^ X ., А'> • В саглом деле, 
пусть набор УП - {Х/1_,_.^ХйЗ является описанием реше­
ния задачи о^ (то есть j-inrYx) ̂  А ), причем iC^rn) -
= Kffid-^ . Тогда ^•ft^j}),..., Л-(^Я}) также принад­
лежат А , так как {'^i]^ {"̂ î --- •̂ Л̂ -̂  пространстве 

М , а задача А монотонна. Отсюда следует, что для 
любой бесконечной последовательностицначинающейся на одно 
из слов Х^,..., Х д , выполняется соотношение ^ ^i^^^A^ 
и, следовательно, Рг->̂  С^^^ КУ) не меньше меры набора 
7W . Поэтоглу р ^ « X , А » ^ 2,'^^'^^' ̂  ( - 1 по­

является, так как при определении t мы брали целую часть 
от логарифма меры). Из доказанного следует, что 



Докажем теперь обратное неравенство. Цусть :f.£C(QjX) 
- оптимальный способ описания (тот, при котором вероятность 
задач наибольшая). Построшл р ^ С ( М ^ X) , определив значе­
ние его на конечных объектах пространства М так: для 
любого набора -̂ «Я!., . ., ЦоЛ выполнено равенство 
p(Ĵ ai.,.. , aj^]y=/)i.tp^X j'^ - конечный объект, Х$-f(aj.)j..̂ X̂ |[OK)j 
(верхняя грань в правой части определена в силу леммы 3 из 
п. 1.3). Для определения значений р на бесконечных объектах 
мы воспользуемся, как и раньше,лег.шой 5 из п. 1.4.3.3; необ-
хо^мая для этого монотонность г легко проверяется. Покажем 
теперь, что 

К р « X , г^» .< - ^^^ Р* «X, г,,» 
(Это завершит доказательство предложения 3.) Пусть 
B.(*N^)^x'>) = ^ •• Друггош словами, мера открытого множе­
ства -i (Л) ^ 5? ̂  2 ^ / ^f^"^) > ^ } равна oL , 
Поэтому можно найти набор '^ = {О.^ . ..^ d Р \ , для которо­
го :f (^О ^ X ,..., ^C^ft^^X и мера которого сколь угодно 
близка к oL . Для этого набора tit имеет место неравенство 
р('>^")^Х и, следовательно, 

Так как мера набора ТП может быть сколь угодно близка к 
«гС , получаем, что К р ( < X ^ Г х > ) ̂  - loQ^i^oL ^ 

Предложение 3 доказано.^ 
Покажем теперь, что ограничение класса рассматриваемых 

в предложении 3 задач задачалш вида \ Х-, Г)с/ существенно. 



Предложеш-те 4. Не существует такого регулярного прост­
ранства с объемом <1 М ^ £ /̂  , что дяя любого пространства д 
существует такая константа С , что для любой монотонной 
задачи о̂  в пространстве X выполнено неравенство 

I к? и - ) - «<м,г>^'^) U С. 
Доказательство. Пусть такое пространство <С'М j 6i> 

существует. Возьмем в качестве X пространство 52 , а 
в качестве d- - задачу ^ Si S )> , где ^ - множество 
всех (бесконечных) невычислимых последовательностей нулей 
и единиц. Легко видеть, что мера множества Р равна . 4. , 
поэтоглу при тождественном способе описания ^ 6 C(S2jS2j 
имеет место равенство Л-(д.) •= 1 . Поэтоглу KP(OL) конеч­
на. С другой стороны, кууц с>^°^^ - о^ . в саглом деле, 
пусть ^ ^ С/!М^5?) - оптимальный способ описания. Легко 
видеть, что ни для какого конечного объекта ос б М значение 
J (х") не будет решением задачи U , так как а С^^ - вычис­
лимый объект пространства .JL (согласно леьлме 3 из п. 1.5.3, 
результат применения вычислимого объекта к вычислимому - и 
тем более к конечноглу - вычислим). Предложение 4 доказано, ̂ я 



4.5. Аксиоматическое описание энтропии. 

В этом пункте мы исследуем возможность задания энтропии 
с помощью перечисления её свойств. 

Цусть £" - произвольная всюду определенная функция 
из fhl в [N . Сформулируем три требования, накладьшаемых на 
функцию £ . 

(I) По 1t можно эффективно указать номер перечислиглого 
множества, состоящего из всех чисел Ос , для которых 

£(-у^) не превосходит 11/ . 
Эквивалентная форг.тулировка: /; является пределом 

вычислимой убывающей последовательности всюду определенных 
вычислш.шх функций. (В сатлом деле, если Е - (лтп Ср 
и ЕрМ ? Ep^t-i (х^) при всех р и ос , то 

{дс{ЁСуО ^1г] ^ и {-^1 Ер(:^) <.п} 
Обратно, если { х / ̂ С х ) < tii имеет номер ^(п) , то 
положив 

Iz (-х-) = 1^u)ihl\x появляется после '̂2. шагов перечисле­
ния множества с номером ^(U при некотором 1$п1 

и ^ 
появляется после выполнения Ер М - miy^ ({В^ (х)) и (tij X 

р шагов перечисления множества с номером f̂ ('̂Л 
мы получаем убывающую последовательность вычислиг.1ых функций, 
сходящуюся к Е .) 

Требование (I) гарантирует, что если значение Е- на 
некотором объекте мало, то рано или поздно это обстоятельство 
обнаружится. 

Подсчитаем количество объектов (=ч1'1сел) -х , для 
которых В(сс) не превосходит 'М . Обозначил это число е (jYi). 
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Второе требование состоит в том, что в C'W') отлича­
ется от -̂  не более чем на мультипликативную константу; 

(2) Существуют такие ^^ , С^ У О , что для всех 
шлеет место неравенство 

с, • 2 ^ ̂  е (.•УС) < C i • а'^. 
Переходя к логарифмам, требование (2) можно, очевидно, 

переписать так: 

Третье требование, накладываемое на функцию £. , гла­
сит: 

(3) для любой вычислимой функции Р из /А/ в 1Ы най­
дется такая константа С . что при всех выполнено не­
равенство 

E^fx)) 6 £(х) + с. 
• Оно гарантирует, что при алгоритглическом преобразовании 

объектов значение функции L. не может неограниченно расти. 
Жегко видеть, что взяв в качестве £. простую колмого-

роБскую энтропию, мы удовлетворим всем трем требованиям. Ока­
зывается, что сформулированные требования однозначно определя­
ют функцию Е- (с точностью до ограниченного слагаемого). 
Игленно, имеет место 

Теорема I, Цусть всюду определенная функция El /Ni -^ fM 
удовлетворяет требованиягл (I), (2) и (3). Тогда \z отли­
чается от простой колтлогоровской энтропии К не более чем 
на константу: 

Зс Vx ( \вы - кы1^с) 
(Напомншл, что через К (рс) \ш обозначаем простую кол-

могоровскую энтропию объекта ОС .) 



Доказательство. Пусть функция Е удовлетворяет тре-
бованишли (I), (2) и (3). Докажем сначала, что при некотором 

С выполнено неравенство 
КМ < £|Гх) + С 

(при всех ^ ).|При этом не будет использовано то, что функ­
ция удовлетворяет требованию (3)J 

Согласно требованию (2), найдется такое А , что коли-
чество объектов х с £(х)^п не превосходит А ' 2. . 
Построигл способ описания (т.е. вычислшлую частичную функцию 
из П\/ в iN , сопоставляющею описанию описываеглый объект, 
см. п. 4.1), отведя дяя объектов с Е (р^) ^ fl участок на-
турального ряда длиной /Х* ̂  и заполняя его по мере по­
явления таких объектов. Более точно, разобьем натуральный ряд 
на участки длиной А , 2.А , ^ Д^.. .^следующие друг за 
другом, и через '^(^, ft-) обозначшл ^-ое по порядку 
число участка длиной -2 А • Перечисляя множество всех объ­
ектов X о Е (х) 5̂  '̂  » будем снабжать эти объекты описа­
ниями, считая ^C'y^^i) описанием 6-го (в порядке появ­
ления при перечислении) объекта этого множества. В силу наших 
предположений это возможно (описаний не меньше, чем объектов) 
и получающийся способ описания вычислшл в силу требования (I). 
При этом для всякого объекта X , для которого Ь (У^)$ Ti 
найдется описанрю, не превосходящее Д» X (так как 
^"'-X-t-...'*"^ ^ ^ ); его объем, очевидно, 

не превосходит -п 4- ^^i Д 1- 1 . Поэтому 

Перейдем теперь к доказательству обратного неравенства. 
Согласно (2), число объектов х с ^ ( х ) $ П не меньше 

SL при некотором С . Дудем составлять для каждого 



n г̂ С список объектов ос E(^cc)$tu прекращая 

значение Е(х) не превосхо-

его составление в тот момент, когда число объектов списка срав-
%~С 

няется с Д . Так как выполнено требование (I), этот 
процесс можно выполнять эффективно и получить вычислит.1ую пос­
ледовательность конечных множеств 

со следующигли СВОЙСТВШУШ: 
(а) для всякого ос 6 В А 

дит ^ ; 
(б) число элементов Bg = ^ 

Не ограничивая общности, можно считать, что 
(в) В ^ ^ В ^ ^ ^ при всех i . 

(В сшлом деле, если это не так, можно изменить множества 
B̂ 5 . Bj_,..., добавив все элементы В ^ в В^_^. и ис1сшо-

чив лишние - с тем, чтобы схоранить (а) и (б).) 
Построим теперь вычислимув функцию ^ : \Ь] -^ 1Ь1 , 

которая, суженная на В(;̂ ц. j_ , осуществляет взаимно 
однозначное соответствие ме}кду этшл множеством и множеством 
^0, I,... , 2"' -1} : 

Ю^О^^Са 
О \ ^ 5 Ц 

Так как функция Е. удовлетворяет требованию (3), то выпол­
нено неравенство 

Таким образом, для ^ ^-{о^ ±^ ,.,^ % - ±Х 

Отсюда видно, что 

имеем 
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I^cTb теперь г : [jsl -̂  IN - оптимальный способ описания. 
•У 

Применяя еще раз (3), получаем, что £"(Ff-t)) ̂  ЕШ-^- (0(1). 
Если X - произвольный объект, a t - его описание наи­
меньшего объема, то 

В(^) ^ fc (-6) + (^М ^ to^^ -Ь -̂  (0(0 = К (ос) ^ (ОН), 
что и требовалось доказать. Теорема I доказана. 

Применим теперь теоретлу I к исследованию энтропии на про­
странстве //V_L .возникающих при различных пространствах опи­
саний. Цусть X - произвольное регулярное пространство с 
объемом. Через К х W обозначим К v (\1̂ х >'̂ '̂ '̂ '̂^ • Имеет 
место следующее 

Предложение I. Функция К ^ при любом регулярном л 
удовлетворяет требованишл (I) и (3). 

Доказательство. Выполнение требования 3 очеввдно следу­
ет из результатов п. 2.6. Проверим выполнение требования (I). 
Согласно определению, 

где F - оптшлальный способ описания. (Отметим кстати, 
что неравенство ii ̂  FCp") можно в рассматриваемом ншли случае 
пространства ГЫд_ заменить на равенство лг = Н С р) ,) в 
силу вычислимости F множество таких ^а и р , для ко­
торых 4г ̂  F(p) , можно перечислить. (Точнее следовало бы 
говорить не о •̂  , а об их номерах.) Отсюда и вытекает 
требование (I). Предяожение I доказано. 

Используя предложение I, можно получить из теореьлы I та­
кое 

Следствие. Пусть А - произвольное регулярное прост­
ранство с объемом, причем количество объектов эс б IN , для 

п которых Ку (̂ ) ^ '̂^ ' отличается от ^ не более чем 
л 
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адцитиБную константу. 

no3Toiviy, напршлер, црефиксная энтропия не удовлетворяет 
требовашпо (2). Однако она удовлетворяет более слабог.'у тре­
бованию 

Налегшим, что е-С^^ - число объектов ас , для которых 
Ш(^ос) <п» К TaKHiv! вида!,'! энтропии применшла следующая теорема. 

Теорема 2, Пусть функция ЕГ обладает свойства1.<1И 
(I), (20, (3). Тогда существуют такие С^ ж ^ д , что 
для всех ос выполнено неравенство 

Доказательство теорегш 2 проходит аналогично доказатель­
ству теорегш I с некоторывж измененишш. Отметим их. В первой 
части доказательства тлы должны для объектов сх̂  с £ (х) ̂  ^ 
отвести участок натурального ряда длиной А • tv - % при 
подходящих значениях А и fi (можно взять А = 2 ^, ^-С2,) 
и соответствующшл образом определить функцию 1- . При этом 
для всякого объекта х , для которого £ ( х ) <, лъ , 
найдется описание, не превосходящее 

Как легко видеть, суьФла не превосходит 

и её логарифм не превосходит 

что и гарантирует выполнение неравенства 

кы^ < Есэс:)ч- (^(%;^Е(^:>) 
ЕслЕ[ С̂ (_оО < Е С̂ ") » ̂ 0 интересующее нас неравенство 

К (ic) < £̂ C-3t)-̂  ( Р ( М а ^ Ы ) очевидно выполнено; если же 
KW > ЕС^). то К С^) б £ W 4- iPCev^.^ £ (х)) ^ 
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Во второй части доказательства число объектов о: с 
t (ос) ^ 4г будет не меньше «̂  ^ . Дальнейшие 
построения приводят к последовательности множеств В^ (опре­
деленных при всех достаточно больших 1 ) , обладающих свой-
ствагж (а) и (в) из доказательства теорег-ш I; свойство (б) 

(квадратные скобки обозначают целую часть). Рассуз-эдая дальше, 
мы вместо неравенства ЕЫ^ ^ Ь я ^ х + ФС^) придем к неравен-
ству b^^'s к для всех -х^ Х 3 , откуда легко 
получить, что E W ^ ^^^OC-f. ОССо^;г,^с^^Ос^ ^ 0(l)-

Далее доказательство теоре1Ш 2 заканчивается аналогично дока­
зательству теоретлы I. 

С помощью предложения 1 из теоретлы 2 можно получить 
такое 

Следствие. Цусть X - произвольное регулярное простран­
ство с объемом, причем логарифм количества объектов эс е fN/ , 
для которых к'>( (х) с<: 41 , отличается от Ф^ не более чем на 
С^ Ы^лг + С<1 • Тогда 1̂ ^ (х) отличается от простой колгло-
горовской энтрошш не более чем на (О ilo% tiyc^)-



4.6, Понятие ( o^, g> )-стохастичности по Котгогорову 
и его свойства. 

В этом пункте кш исследуем свойства введееного Л.Н.Кол1>ло-
ropoBHivi понятия стохастического конечного объекта. Говоря не­
формально, стохастичес1ше объекты - это объекты "общего поло­
жения" простых множеств. Приведем точные определения. 

В качестве конечных объектов ът будем рассматривать на­
туральные числа. Напомним, что через ^{х) обозначается про­
стая кожюгоровская энтропия числа :х . Haivi потребуется гово­
рить об энтропии конечных множеств натуральных чисел. Для 
этого мы фиксируем какую-либо естественную нухдарацию конечных 
множеств (наприглер, описанную в [•^Л) и под энтропией множе­
ства будем поншлать энтрогопо его номера. Энтропия множества 
Д будет обозначаться К ( А ) . 

Определение (А.Н.Колт'Догоров). Цусть ot , р -натураль­
ные числа. Число х будем называть { Ы- , В )-стохастическш, 
если существует такое конечное множество 1\<^ (N , что 

здесь через f А | обозначено число элементов множества Д . 
Первое неравенство (если оС невелико) означает, что 

множество А достаточно просто. Второе (если ^ невелико) 
означает, что элемент х является элементом "общего положе­
ние' в множестве А • Действительно, если бы -̂  обладал 
кша-пж-нибудь особенностяг.ш, которые свойственны Л1'Ш1Ь очень 
малой части Q множества А , то их можно было бы использо­
вать для простого описания tjc , указав его порядковый номер 
в списке всех элементов О, , что потребовало было t^a^\Q.\ 
бит, т.е. много меньше ^^i д- |Л1 . 



Установшл связь понятия { d , i^ )-стохастичностп с осно-
ванитш математической статистики. Пусть im. проводтл некоторый 
вероятностный экспершлент, реузльтатом которого а btlori 
может быть любое натуральное число. Пусть результатом этого 
экспершлента оказалось чжсло х . Зная х , мы хотигл восста­
новить распределение вероятностей Р на множестве [N всех 
натуральных чисел. Разутлно требовать, чтобы, во-первых, Р 
шлело простое описание, а, во-вторых, х было бы "типичны1л" 
исходом опыта с распределением вероятностей Р . (На прак-
трше специфика задачи часто заранее подсказывает возможный 
вид Р и остается выбрать какие-то его параглетры; мы, однако, 
считаем, что единственное шлеющееся у нас сведение о Р -
это полученное значение od ,) 

Уточншл сказанное. В качестве распределений вероятностей 
будем рассматривать всюду определенные функции Р - Ь1 —^ О. 
все значения которых неотрицательны, Р(ос)~С для всех ос , 
кроме конечного числа, и Z Р(!^) ^ 1. (1̂ 1̂ы допускаем воз-
можность Z Р(^)<й, считая, что наш экспершлент может и не 
дать результата.) Чтобы говорить об энтрошш Taittix фушщий, 
фиксируем кшсз^о-нибудь естественную нутлерациго их натуральныгли 
числами и, говоря об энтрошш фун1щии, будем шлеть в виду 
(простута колглогоровскую) энтропию ее номера.. Энтрошпо распре­
деления Р будем обозначать К(Р). Теперь требование просто­
ты распределения Р превращается в требование малости его 
энтропии. Требование "типичности" х для распределения Р 
1Ш уточншл так: К [ос) не должно быть много меньше -ico^ Р(^)-
Если, напршлер, Р прр1Ш1Сывает вероятность '1 /Х^^ всем чи-
слатл от О до ^ - 1 , то "типичныгж" будут те • ос € 
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,£ -(о, 1J... ̂  я'^-1}, для которых энтропия к (х) близка к "У^ . 
Отметшд, что /<(х) не может сильно превосходить -toa^?(pc) 

есл1'1 распределение Р достаточно просто, йленно, при любом 
ос справедливо неравенство 

K(p:^^ -to^^рсос) ^ КС?) + (Qсеор c-ioj/^Р(ос) + КС?)))-
В сшлом деле, пусть 1/2 '*' s ?С^) ^ ^ fX . Рассмотртл глно-
жество всех "Ь , для которых P(-t)^^/2, ^ в нем не более 
2- ̂  элементов, и ой- - один из них. Чтобы задать х , 
достаточно указать это множество и порядковый номер элемента 
X в нем. Для указания множества достаточно указать Р и 

число к ; указание порядкового номера требует не более 
-̂ -1-1 бит. Отсюда и вытекает написанное неравенство. Тре­
бование "типичности" ос гарантирует, что это неравенство бу­
дет близко к равенству (если энтропия Р невелика). 

Определение. Д^сть ©^ , ^ - натуральные числа. Число 
-DC назовем ( ©г , р )-1шаБистохастаческш, если существует 
такое распределение Р (из описанного класса), что 

Понятия стохастичности и квазистохастичности оказываются 
весьма близкшли. №ленно, шлеет место 

TeogeMa_J. Существуют такие константы С^ и С2_ , что 
для любого числа ^ : 

а) если X является ( <?̂  , р )-стохастичес1Ш1л, то 
является {<А+ С'^, f> )-квазистохастическтл; 

б) если :>с является ( о̂  , р> )-квазистохастическим и 
о: е ic^lj ,,. ^ Z '^}, то ос является ('^^ -f- C.j^^^^n- , 
А ч- Сз, )-стохаст1'Гчес1а11л. 

Эта теорема показывает, что стохастичность и квазистоха-
стичность "совпадают с точностью до £оа^ц. ". 



Доказателъство, Утверждение а) доказываетя легко. Е^сть 
ос 6/4 , (энтропия А ) ^ «^ , ̂ ( ^ ) ^ &j?.il'̂ l ~ р • Рассмотршл 
распределение f , приписывающее всем элементам множества 
А одинаковые вероятности, равные 1/1А1 , и всем осталь- • 

ныгл числа1л - нулевые вероятности. Очевидно, энтропия Р пре­
восходит энтрошт А не более, чем на константу, а tooi^ |Л|-
- - ^%z. ^^^' Отсюда и получаем требуемое. 

Чуть более слолшо доказывается утверадение б). Цусть чис­
ло X является { ы. , Q> )-1шазистохастическтл. Тогда существу­
ет Taitoe распределение Р , энтропия которого не превосходит 

и. , а К{рс)^ -Ь^^ ^М - р . Щ'сть -Д - такое число, что 
^4^+1) ̂  p^^>j ^ 2 ' ^ . Тогда К{?^)^ i-^ .Из этого нера­
венства и из неравенства !:<С'^) ^ %-^б^^) вытекает, что 
"к^ У1 -\г р> -f (DCl) (эта оценка потребуется ншл в дальнейшем). 
Рассмотршл теперь множество А , состоящее из всех ji е (Ь1 ^ 

/А .f'̂  

ДЛЯ которых Р(^) ̂  1 . Чтобы задать Д , достаточно 
указать Р и указать 'k , поэтому энтропия А не превосходит 

oi ^ Q ioa^(^\if 9,) . Множество А содерзшт не более S 
элементов, поэтот.ту Kip^)^ to^^. /Al— (^^+0 . Тш^ш образом, 
•X является ( oi + Свса^(т-р'^ , |3-«-1 )-стохастически1л. 
Если G>sAb , то утверзкдение п. б) доказано. Если же р >4г, 
то любое число от О до 2.-1 является ( С ^ся^ль , f> )-сто-
хастическшл (достаточно в качестве А взять множество всех 
чисел от О до % - i ). Теорема I доказана. 

Обратился теперь к вопросу о том, при каюгх «А и g 
"h -1 ' 

среди чисел от О до ^ существуют не ( (xt , р )-стохас-
тичесюю. Ответ на этот вопрос дает 

Теорема 2. а) Супюствует такое С , что при любом •'^^ и 
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любых ô  И p , ДЛЯ которых о( ? io^rj^'n ^ t,^^^^^'^-^ к iou^^n + С ̂  
все числа от О до 2 . - 1 являются ( oi , р> )-стохастичес1а'1ьж, 

б) Существует тшсое С , что при любом i^ и любых «L 
и f> , для которых Soi + j3. < <̂  - в ̂ ^^% -С, не все 
числа от О до 2- - 1 являются ( oi, /S )-стохастичес1сшж. 

Доказательство, а) Пусть сначала А, < Ог . Разобьем числа 
от О до S'^-i на ̂  ' множеств по Si элементов в KajK-
дом (напршлер, отнеся к i ~щ множеству числа от 2''1 до 

^^ C'l'-^i) )• Чтобы задать любое .из этих множеств, нужно 
задать п , р и число от О до 2- ^ , указьюающее, каюпл по 
счету оно является в нашем разбиении. Поэтоглу энтропия любого 
из множеств разбиения не превосходит ^^а^^п •+• 3.ic9^(i + Сп~&) + 
-f С 7 т.е. ̂  /г - (S. + 4 ̂ ^д'J^ + С (здесь С -кон­
станта, не зависящая от h^, оС , ^ .) Если оС-^ р > т + 
ч- 4 tco^ ^г •+ C-J то энтропия любого из множеств разбие­
ния не превосходит сС , поэтотлу все числа от О до % - i . 
будут {cL , 0> )-стохастическшж. (Второе неравенство из опре­
деления стохастичности выполнено, т.к. в правой части его сто­
ит too^ 2» - |S =0.) Если же 0> ^ фу , то, взяв в качес­
тве /\ множество •{с,1,...^2' - ^ J , гш убедшлся, что 
его энтропия не превосходит Ьа^лг + С (и, следовательно, не 
превосходит oi. ) и все его элементы являются ( oi , б )-сто-
хастическшш. 

б) Пусть oL фиксировано. Рассмотригл список l^t^f^Z)^--
-.-А4 всех конечных множеств, энтропия которых не превосходит 

cL . Очевидно, i> ^ х . Мы хоттл оценить энтропию се­
мейства A;i.jA2.)--. ^'ь* Чтобы задать это семейство, доста­
точно указать (помшло d. ) то из описаний мно/кеств /\, А 

А ̂  на обработку которого выбранному способу описания 
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требуется больше всего шагов. Поэтому энтропия указанного се­
мейства не превосходит ^i-^- ItoQr^oL -^ С±. » где С^ - некото­
рая константа, не зависящая от о̂  . Рассмотршд те из множеств 
А и А 2. .. А ^ » которые шлеют менее ± элемен­

тов. Рассмотршл наигденьшее число х , не содержад^ееся в их объ-
,^ единении. Это число меньше 2. , так как ^ не превосходит 

2. , а калсдое из множеств А ̂_ . А ̂  шдеет менее 
-̂  элементов. 

Чтобы задать число эс , нужно указать А^., ̂ ^ •).--, А/,, 
«^ и ̂ г , поэтоьлу его энтропия не превосходит 

и тем более ^^ 0?1оч ц.+с'̂ -̂̂ ^̂ -"̂  ^' ~ ̂ ^онстанта, не завися-
щая от п и </. ). Докая'ием, что если 

то построенное нахли ot не является ( о̂  , (3 )-стохастически1л. 
Из этого будет следовать, утверздение теорегш при C - c ' + d . 
В саглом деле, если ^ является { oL , О, )-стохастическшл, то 
ОС6 i\.^ и ^ (̂ 0 ̂  ̂ ^ilA^l-fпри некотором с . Множество А^ 
доллшо содержать не менее 1 чисел (иначе oi не при-

с 
надлежало бы ему), поэтот.ту к.(рО^ ^-oi - 4- ^. 
Но КСос)^ J^^ Q-^^^+C\ откуда cL + Sioan-j- С'>^ n-U-l- f> 

и p.г: 11-̂ 0̂̂ /jv -^ci -i.- с' • Теорема 2 доказана. 
Утверждение теореьлы 2 ух^азывает границу для иМ и 

f>/'5v , при переходе через которую исчезают последние несто­
хастические объекты. Эта грашща (для случая о( i= б ) находит­
ся где-то между 1/2 и 1/3. 

Следующая теорема отвечает на вопрос о доле ( <^ , ^ ) -
стохастических чисел среди всех чисел от О до Д - 1 . 



Теорема 3, Существует такое С , что для всех п- и для 
всех oL ж ^ , для которых oi> C6ô 2,'\v, количество чисел от 

/и 

о до ^ - i , не являющихся ( о<., р )-стохастически1Л'1, за-
ключено медцу [_% ' i-i-ô â-̂^ j и Z * ^̂  , 
где [р] обозначает целую часть р . 

Доказательство. Оценшл сначала количество нестохастиче­
ских чисел сверху. Kaî  и при доказательстве теоремы 2, разобь­
ем множество чисел от О до % на 2-' частей по 5, ' 
чисел в кшкдой. Энтропия кшэдой части не превосходит t> + (^i^p^) 
noeToi.iy, выбрав D= oi- CZoG^n при подходящем С , можно 
добиться, чтобы энтропия любой части не превосходила об . 
При этом все числа, энтропия которых будет больше у \ ~ р - ^ 
будут ( oi , р )-стохастическ1пли. Поэтому количество нестохасти-

и-р-(г h-oi -й-t- С^ой^'И 
ческпх чисел не превосходит -̂  ' - 2. ' <^ 

т 

Верхняя оценка получена. 
Чтобы получить ншкнюю оценку, рассмотршл все множества, 

энтропия которых не превосходит d^ , а число элементов не пре-
восходит j2, . Энтропия списка всех тахсих 1,шожеств не 
превосходит стб-+• (Oi^Jz^d- Объединение всех множеств этого 
списка содержит не более половины всех чисел от О до ^ - 1 
Через (X; обозначшл 1-OQ (в порядке возрастания) число, не 
входящее в это объединение (при i <2. ). В силу сказанного 
Cii < % при любом L< ^^~^ . Энтрошвд ai не превосходит 
ô -h (DC^Q^.^) + (й(1о^2^') " ^ % i ^ ; ( с̂  . f̂  )-стохастичесш1-
ми среди ai могут быть лишь те, для которых энтропия превосхо­
дит h-^-cL-f^ , т.е. oi-h(0(eocj^n)-h^o^^i^h-2-jL~^ 
и loj^l ^ h-loi- Q - (DlCcOr^^v) . Поэто1,1у шлеется по крайней 
мере [Д*^" <^-p-G7( /*"^] нестохастичес1Шх чисел. Теорема 
3 доказана. 



Она показывает, что ('Ь точностью до ёоа^!' ) Д̂ -̂ ^ ̂  <̂  » р )• 
стохастических чисел среди всех чисел от О до 1 - 4 . 
зашшчена мезру Л- 1/2*^"^' и d-- 1/2 "*"' • 

С точк!-! зрения рассмотренной статистической интерпрета­
ции представляет интерес вопрос о том, какова вероятность по­
явления нестохастических чисел в вероятностном эксперименте. 
Более точно, пусть 2 - некоторое распределение вероятностей 
на множестве чисел от О до ^ —d- . Что можно сказать с 

P ( ^ Q ) , где Q - множество всех нестохастичестсих чи­
сел (при данных Я и /3 )? Естественно желать, чтобы V(^G^ 
было мало. Если не требовать ничего от Р , то добиться 
этого нельзя: Р , например, может: придавать вероятность I 
некотороглу нестохастическому числу. Однако если Р тлеет 
малую энтропию, то мол̂ но получить лселаемую оценку. 

Теорема 4. Существует тшсое С , что для любого распре­
деления вероятностей Р , энтропия которого не превосходат 
об , величина ^(Gl) , где Q - множество всех чисел от О 
до Z - 1 , не являющихся {oi-^Clou^vi , |3 )-стохастически1Ж, 
не превосходит х ' <̂  . • 

Доказательство. Пригленяя теореь1у <[, можно доказывать ут-
верздение с заменой (с^+ ttoa^h » (S )-стохастичности на 
{ ку1 , 0> )-квазистохастичность. А это делается так. Для всех 

ос , не являющихся ( о̂  , б )-1шазистохастически1ли, К(р^')< 
~{оа PW-Sили 9Сх) < 2'^^"-^'^ . Отсюда 

(tc - не { oL , ft )-квазистохастическое) 0:^-^<i'^ 
правая часть не превосходит п+(ОС'0, т.к. количество тех ее , 
для которых klpL) ^ а , не превосходит ^ . 
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