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Автономное комплексное уравнение Гинзбурга–Ландау (Г.–Л.) и его глобальный
аттрактор были изучены в ряде работ и книг (см., например, [1] – [5] и цитирован-
ную там литературу). В настоящей заметке исследуется неавтономное уравнение
Г.–Л. и его траекторный аттрактор. При этом основное внимание уделяется тем
случаям, когда единственность решения задачи Коши для этого уравнения к на-
стоящему времени не установлена.

1. Рассматривается комплексное уравнение Гинзбурга–Ландау с коэффициен-
тами и возбуждающей силой, зависящими от времени:

∂tu = (1 + iα0(t))∆u + R0(t)u − (1 + iβ0(t))|u|2u + g0(x, t), u|∂Ω = 0, (1)

x ∈ Ω b Rn, t ≥ 0, u = u1 + iu2. Предполагается, что вещественные функ-
ции α0(t), β0(t), R0(t) ∈ Cb(R+), а g0(x, t) ∈ Lb

2(R+;V′). То есть, ‖g‖2
Lb

2
(R+;V′)

=

supt≥0

∫ t+1

t
‖g(·, τ)‖2

V′dτ < ∞, V = H
1 = H1

0 (Ω; C), V
′ = H

−1. Как известно, ес-

ли |β0(t)| ≤
√

3 (t ≥ 0), то задача Коши для уравнения (1) при начальном условии
u|t=0 = u0(x), u0(·) ∈ H = L2(Ω; C) имеет, и притом единственное, решение в
следующем слабом смысле: функция {u(x, t), t ≥ 0} ∈ Lloc

∞ (R+;H) ∩ Lloc
2 (R+;V) ∩

Lloc
4 (R+;L4), где L4 = L4(Ω; C). При этом u(x, t) удовлетворяет уравнению (1) в

смысле теории распределений в D′(R+;H−r), где H
−r = H−r(Ω; C), r = max{1, n/4}

(см., например, [6]).
Ниже изучается тот случай, когда

|β0(t)| >
√

3, t ∈ L, (2)

где L ⊂ R+ — неограниченное множество в R+. При условии (2) единственность
задачи Коши для (1) не доказана. Однако, слабое решение {u(x, t), t ≥ 0} этой за-
дачи существует при любом u0(·) ∈ H. Это устанавливается, например, с помощью
метода Галеркина.

Любое слабое решение u(x, t) уравнения (1) обладает следующими свойствами:
а) функция u(·) ∈ C(R+;H); б) функция ‖u(t)‖2

H
абсолютно непрерывна по t на R+,

и при почти всех t ≥ 0 выполнено дифференциальное тождество

1

2

d

dt
‖u(t)‖2

H
+ ‖u(t)‖2

V
+ ‖u(t)‖4

L4
− R(t)‖u(t)‖2

H
= 〈g(t), u(t)〉 . (3)

При доказательстве этих свойств используется теорема Р.Темама (см. [9, Гл. III,
Лемма 1.2]) и ее обобщение, данное в [6].

Для построения траекторного аттрактора уравнения (1) нам понадобятся неко-
торые понятия и определения. Обозначим через σ0(t) = (α0(t), β0(t), R0(t), g0(·, t)) ,
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t ∈ R+. Функцию σ0(t) мы будем называть символом уравнения (1). Обозначим
через Ξ+ = C loc(R+) × C loc(R+) × C loc(R+) × Lloc

2,w(R+;V′) — пространство с топо-
логией локальной сходимости последовательностей его элементов. Под оболочкой
Σ := H+(σ0) функции {σ0(t), t ∈ R+} в пространстве Ξ+ подразумевается следую-
щее множество функций {σ(t), t ∈ R+} = {(α(t), β(t), R(t), g(·, t)) , t ∈ R+} :

Σ := H+(σ0) :=

[

⋃

h≥0

T (h)σ0(·)
]

Ξ+

=

[

⋃

h≥0

{σ0(t + h), t ∈ R+}
]

Ξ+

, (4)

где T (h)σ0(t) = σ0(t+h). Предполагается, что оболочка Σ компактна в Ξ+. Необхо-
димое и достаточное условие такой компактности приведены в [6]. Если множество
Σ := H+(σ0) компактно в Ξ+, то функция σ0(·) называется трансляционно ком-
пактной в Ξ+.

Наряду с уравнением (1) рассматривается семейство уравнений

∂tu = (1 + iα(t))∆u + R(t)u − (1 + iβ(t))|u|2u + g(x, t), u|∂Ω = 0, (5)

символы которых σ(t) = (α(t), β(t), R(t), g(·, t)) ∈ H+(σ0) = Σ. Через K+
σ обо-

значается семейство всех слабых решений на R+ уравнения (5), которое назы-
вается пространством траекторий уравнения (5) с символом σ(·). Имеет место
следующее трансляционное соотношение: T (h)K+

σ ⊆ K+
T (h)σ, при любом h ≥ 0

и всех σ ∈ H+(σ0) (T (h)u(x, t) = u(x, t + h)). Обозначим через K+
Σ =

⋃

σ∈Σ K+
σ .

Рассмотрим трансляционную полугруппу {T (h)} := {T (h), h ≥ 0} на объединен-
ном пространстве траекторий K+

Σ . Имеет место включение: T (h)K+
Σ ⊆ K+

Σ при всех
h ≥ 0.

Введем пространства F loc
+ , Fb

+ и Θloc
+ :

F loc
+ = Lloc

∞ (R+;H) ∩ Lloc
2 (R+;V) ∩ Lloc

4 (R+;L4) ∩
{

v | ∂tv ∈ Lloc
4/3(R+;H−r)

}

, (6)

Fb
+ = L∞(R+;H) ∩ Lb

2(R+;V) ∩ Lb
4(R+;L4) ∩

{

v | ∂tv ∈ Lb
4/3(R+;H−r)

}

, (7)

где норма в Lb
p(R+; E) равна ‖ϕ‖p

Lb
p
(R+;E)

= supt≥0

∫ t+1

t
‖ϕ(τ)‖p

Edτ. Очевидно, Fb
+

является банаховым пространством с нормой ‖·‖Fb
+

равной сумме норм пространств,

пересечением которых оно является. Через Θloc
+ обозначается пространство F loc

+ ,
снабженное топологией, порожденной слабой локальной сходимостью элементов
F loc

+ . По определению, последовательность функций {vm} ⊂ F loc
+ сходится к v ∈ F loc

+

при m → ∞ в Θloc
+ , если для любого M > 0 последовательность vm ⇁ v (m → ∞)

слабо в L2(0, M ;V), слабо в L4(0, M ;L4) и ∗-слабо в L∞(0, M ;H), и, кроме того,
∂tvm ⇁ ∂tv (m → ∞) слабо в L4/3(0, M ;V−r). Топологическое пространство Θloc

+

легко также определить в терминах соответствующих окрестностей (см. [6]).

Заметим, что Fb
+ ⊂ Θloc

+ , и любой шар Bd =
{

w(·) ∈ Fb
+ | ‖w‖Fb

+
≤ d

}

в Fb
+

является компактным множеством в топологии Θloc
+ (см., например, [6]).

Множество P ⊆ Θloc
+ называется равномерно (относительно σ ∈ Σ) притягива-

ющим для полугруппы {T (h)} на K+
Σ в топологии Θloc

+ , если для любого множества
B ⊆ K+

Σ , ограниченного в Fb
+, множество P притягивает T (h)B при h → +∞ в

топологии Θloc
+ .

Множество AΣ ⊆ K+
Σ называется равномерным (относительно σ ∈ Σ) траектор-

ным аттрактором трансляционной полугруппы {T (h)} на K+
Σ в топологии Θloc

+ ,
если: а) AΣ ограничено в Fb

+ и компактно в Θloc
+ ; б) AΣ строго инвариантно отно-

сительно {T (h)} : T (h)AΣ = AΣ ∀h ≥ 0; в) AΣ является равномерно (относительно
σ ∈ Σ) притягивающим множеством полугруппы {T (h)} на K+

Σ в топологии Θloc
+ .

В терминологии [7, 6] равномерный траекторный аттрактор AΣ является гло-
бальным

(

Fb
+, Θloc

+

)

-аттрактором полугруппы {T (h)}|K+

Σ
.
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Утверждение 1 Объединенное пространство траекторий K+
Σ является замкну-

тым множеством в топологии Θloc
+ .

Теорема 1 Пусть символ σ0(t) = (α0(t), β0(t), R0(t), g0(x, t)) исходного уравнения
Г.–Л. (1) является трансляционно-компактной функцией в Ξ+ : H+(σ0) = Σ b Ξ+.
Рассмотрим семейство уравнений (5) с символами σ ∈ Σ. Тогда: а) пространство
траекторий K+

Σ ⊂ Fb
+; б) для любой траектории uσ ∈ K+

Σ имеет место неравен-
ство

‖T (h)uσ(·)‖Fb
+
≤ C‖uσ(·)‖Fb

+
e−λ1h + R, ∀h ≥ 0, (8)

где константы C и R не зависят от uσ(·); λ1 — первое собственное значение
оператора {−∆u, u|∂Ω = 0}.

Из оценки (8) следует, что множество B0 =
{

u(·) ∈ K+
Σ | ‖u(·)‖Fb

+
≤ 2R

}

явля-

ется поглощающим для полугруппы {T (h)}|K+

Σ
. Отметим, что B0 замкнуто и огра-

ничено в Fb
+, B0 компактно в Θloc

+ . Отсюда выводится следующая теорема.

Теорема 2 При выполнении условий теоремы 1 полугруппа {T (h)}|K+

Σ
обладает

равномерным (по σ ∈ Σ) траекторным аттрактором AΣ ⊂ K+
Σ ∩ B0 в топологии

Θloc
+ , притягивающим любые ограниченные множества траекторий B ⊂ K+

Σ ∩Fb
+.

Ниже рассматривается уравнение (1), символ которого σ0(t) = (α0(t), β0(t), R0(t),
g0(x, t)), t ≥ 0, является почти периодической (п.п.) функцией на полуоси R+ со
значениями в R3 × V

′. Напомним, что такая функция σ0(t) однозначно продолжа-
ется на всю ось R, оставаясь п.п. функцией. Это продолжение обозначим также
через σ0(t). Очевидно, что функция σ0(t) является трансляционно компактной в
пространстве Cb(R+; R3×V

′) (и в Cb(R; R3×V
′)). Оболочку функции {σ0(t), t ∈ R}

в этом пространстве обозначим через Σ∞ := H∞(σ0) :=
[
⋃

h∈R
T (h)σ0(·)

]

Cb(R;R3×V′)
.

Любой функции σ(t) ∈ H∞(σ0) соответствует уравнение Г.–Л. на всей оси t ∈ R.
Аналогично предыдущему определяются пространства F loc, Fb и Θloc функций,
заданных на всей оси R.

Решение {u(t), t ∈ R} уравнения (5), принадлежащее Lloc
∞ (R;H) ∩ Lloc

2 (R;V) ∩
Lloc

4 (R;L4), будем называть полным решением этого уравнения. Ядром Kσ в про-
странстве Fb уравнения (5) с символом σ(t), t ∈ R, называется совокупность всех
полных траекторий {u(t), t ∈ R} этого уравнения, ограниченных в пространстве
Fb. Введем объединение ядер KΣ∞

=
⋃

σ∈Σ∞

Kσ.

Теорема 3 Ядро Kσ уравнения (5) не пусто при любом σ ∈ Σ∞, а соответству-
ющее множество KΣ∞

ограничено в Fb и компактно в Θloc. Кроме того, равно-
мерный траекторный аттрактор AΣ ⊂ K+

Σ семейства уравнений (5) с символами
σ ∈ Σ совпадает с Π+KΣ∞

(Π+f(t) = f(t), t ≥ 0) :

AΣ = Π+KΣ∞
= Π+

⋃

σ∈Σ∞

Kσ. (9)

2. Возмущенное уравнение Гинзбурга–Ландау. Рассматривается уравне-
ние

∂tu = (1 + i (α0(t) + α1(t)))∆u + (R0(t) + R1(t))u − (1 + i (β0(t) + β1(t)))|u|2u +

+g0(x, t) + g1(x, t). (10)

Предполагается, что σ0(t) = (α0(t), β0(t), R0(t), g0(·, t)) п.п. в Cb(R+; R3 × V
′). От-

носительно вектора возмущений σ1(t) = (α1(t), β1(t), R1(t), g1(·, t)) предполагается,
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что эта функция принадлежит Cb(R+; R3 × V
′) и обладает следующим свойством:

для каждого M > 0 функции α1(t+h) ⇁ 0, β1(t+h) ⇁ 0, R1(t+h) ⇁ 0 (h → +∞)
сходятся ∗-слабо в L∞(0, M ; R), а функция g1(·, t + h) ⇁ 0 (h → +∞) сходится
∗-слабо в L∞(0, M ;V′).

Наряду с уравнением (10) рассматривается “невозмущенное” уравнение Г.–Л.
(1) с п.п. символом σ0(t) = (α0(t), β0(t), R0(t), g0(·, t)) .

Предполагается, что |β0(t)| >
√

3 или |β0(t) + β1(t)| >
√

3 при t ∈ L, где L –
некоторое неограниченное множество на R+. Как уже указывалось выше, в этом
случае теорема единственности задачи Коши для соответствующего уравнения Г.–
Л. (1) или (10) не доказана. Рассмотрим семейство решений B := {u(x, t), t ≥ 0}
возмущенного уравнения (10), ограниченное в пространстве F b

+ = L∞(R+;H) ∩
Lb

2(R+;V) ∩ Lb
4(R+;L4) ∩

{

v | ∂tv ∈ Lb
4/3(R+;H−r)

}

,т.е. ‖u‖Fb
+
≤ N < ∞, для неко-

торого N при всех u ∈ B. Отметим, что в качестве множества B можно взять, на-
пример, семейство решений {u(x, t), t ≥ 0} уравнения (10) при начальных условиях
u|t=0 = u0(x), ‖u0‖H ≤ M1, M1 > 0, полученных с помощью метода Галеркина.

Теорема 4 Пусть B – ограниченное в Fb
+ семейство решений {u(x, t), t ≥ 0} воз-

мущенного уравнения (10). Тогда

T (h)B = {u(t + h), t ≥ 0 | u ∈ B} → AΣ при h → +∞ в топологии Θloc
+ . (11)

Здесь AΣ – траекторный аттрактор невозмущенного уравнения (1) с п.п. симво-
лом σ0(t) = (α0(t), β0(t), R0(t), g0(·, t)) .

3. Заключительные замечания. Рассмотрим уравнение Г.–Л. (1). Пусть вы-
полнены условия, сформулированные в начале п.1. В том случае, когда |β0(t)| ≤√

3, t ≥ 0, задача Коши для уравнения (1) имеет, и притом единственное, решение.
Из результатов [6] следует (см., также [8, 10]), что в этом случае уравнение (1)
имеет глобальный и траекторный аттрактор.

Предположим теперь, что функция σ0(t) = (α0(t), β0(t), R0(t), g0(·, t)) является
п.п. в Cb(R+; R3×V

′). Как было отмечено выше, σ0(t) однозначно продолжается до
п.п. функции на всей оси R. Это продолжение также обозначим через σ0(t), t ∈ R.
Следовательно можно считать, что уравнение (1) задано на всей оси и имеет символ
σ0(t), t ∈ R.

Теорема 5 Пусть выполнены сформулированные выше условия и

|β0(t)| ≤
√

3, |R0(t)| ≤ λ1 − δ, ∀t ∈ R, (λ1 > δ > 0). (12)

Тогда уравнение Г.–Л. (1) имеет, и притом единственное, ограниченное в F b
+ ре-

шение {z0(t), t ∈ R}. Это решение экспоненциально притягивает все остальные
решения {u(t), t ≥ τ} уравнения (1):

‖u(t) − z0(t)‖H ≤ Ce−δ(t−τ)‖u(τ) − z0(τ)‖H, ∀t ≥ τ, τ ∈ R, (13)

где C не зависит от решения u(·) и от τ, а число δ – такое же как в (12).

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (номер проекта
02-01-00227).
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