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Введение

История предмета исследований, его актуальность

Теория действий тора имеет длинную историю развития и об-
разует важную область алгебраической топологии. За последние
15 лет на стыке эквивариантной топологии, алгебраической и сим-
плектической геометрии, комбинаторики, коммутативной и гомо-
логической алгебры возникла новая область исследований — тори-
ческая топология, которая быстро привлекла внимание большого
числа специалистов из разных областей и активно развивается в
настоящее время.

В центре внимания торической топологии находятся действия
тора, пространства орбит которых несут богатую комбинаторную
структуру. Такие действия естественно возникают в самых различ-
ных областях, а изучение их алгебраических, комбинаторных и то-
пологических свойств приводит к новым взаимосвязям и интерес-
ным постановкам задач. Благодаря торической топологии фунда-
ментальные результаты ряда областей математики получили новое
развитие и нашли неожиданные замечательные приложения.

Первоначальный импульс этому развитию придала торическая
геометрия — теория торических многообразий в алгебраической
геометрии [Хо77, Да78]. Эта теория устанавливает взаимно од-
нозначное соответствие между алгебраическими многообразиями с
действием комплексного тора, имеющим плотную орбиту, и комби-
наторными объектами — веерами. При помощи вееров алгеброгео-
метрические свойства торических многообразий полностью пере-
водятся на язык комбинаторной геометрии. Торическая геометрия
предоставляет богатый источник явных примеров алгебраических
многообразий и имеет богатые приложения в таких областях, как
теория особенностей и математическая физика. Пространство ор-
бит неособого проективного торического многообразия по действию
компактного тора T n представляет собой выпуклый простой мно-
гогранник P .

В симплектической геометрии, после появления теоремы вы-
пуклости Атьи–Гиёмина–Стернберга [At82] и формулы Дуистер-
маата–Хекмана [DH82] в начале 1980-х годов, активно изучались
гамильтоновы действия групп. В работе Делзанта [De88] было по-
казано, что в случае действия тора размерности, равной половине
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размерности многообразия, образ отображения моментов опреде-
ляет многообразие с точностью до эквивариантного симплектомор-
физма. В симплектической геометрии, как и в торической геомет-
рии, различные геометрические конструкции имеют комбинатор-
ную интерпретацию в терминах многогранников.

Имеется тесная взаимосвязь между алгебраическими и сим-
плектическими многообразиями с действием тора: проективное
вложение неособого торического многообразия определяет сим-
плектическую форму и отображение моментов. Образом отобра-
жения моментов является многогранник, двойственный к вееру.
Как в алгебраической, так и в симплектической ситуации, действие
компактного тора локально изоморфно стандартному действию то-
ра T n на Cn покоординатными вращениями. Факторпространство
многообразия по такому действию тора представляет собой много-
образие с углами, которое несёт комбинаторную структуру, отра-
жающую структуру частично упорядоченного множества стацио-
нарных подгрупп. Это позволяет полностью восстановить много-
образие и действие. Замечательно, что такой подход работает и
в обратном направлении: в терминах топологических инвариантов
пространства с действием тора удаётся интерпретировать и дока-
зывать весьма тонкие комбинаторные результаты топологически.
Оказалось, что данная специфика алгебраических торических мно-
гообразий имеет чисто топологическую природу, что вызвало глу-
бокое проникновение идей и методов торической и симплектиче-
ской геометрии в алгебраическую топологию с начала 1990-х годов.

Дальнейшие исследования выявили ряд важных классов мно-
гообразий с действием тора, происхождение которых восходит к
торическим или симплектическим многообразиям. Эти более об-
щие многообразия как правило не являются алгебраическими или
симплектическими, но в то же время обладают важнейшими топо-
логическими свойствами их алгебраических или симплектических
предшественников. Таким образом, была существенно расширена
область приложений методов торической топологии в комбинато-
рике и коммутативной алгебре. Опишем некоторые из этих классов.

Подход Дэвиса–Янушкиевича [DJ91] к изучению торических
многообразий с топологической точки зрения привёл к появлению
квазиторических многообразий. Этот класс многообразий опреде-
ляется двумя условиями: действие тора локально выглядит как
стандартное представление T n в комплексном пространстве Cn, а
пространство орбит Q является комбинаторным простым много-
гранником. (Оба условия выполнены для действия тора на неосо-
бом проективном торическом многообразии.) Работы Бухштабера–
Рэя [БР98], [BR01] показали, что квазиторические многообразия
играют важную роль в теории комплексных кобордизмов — клас-
сической области алгебраической топологии [St68]. В отличие от
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торических многообразий, квазиторические многообразия могут не
быть комплексными или почти комплексными, однако они всегда
допускают стабильно комплексную структуру, которая определя-
ется в чисто комбинаторных терминах — при помощи так называ-
емой характеристической функции, сопоставляющей гиперграням
многогранника примитивные векторы целочисленной решётки. Ха-
рактеристическая функция играет роль веера, сопоставляемого то-
рическому многообразию в алгебраической геометрии.

Хаттори и Масуда ввели в [HM03] намного более широкий
класс тор-многообразий, которые также можно рассматривать
как далеко идущее обобщение торических многообразий. Тор-
многообразие M представляет собой 2n-мерное гладкое компактное
многообразие с эффективным локально стандартным действием
тора T n, множество неподвижных точек которого непусто (заме-
тим, что оно всегда конечно). Несмотря на достаточную общность
этого класса, тор-многообразия допускают комбинаторное описа-
ние, аналогичное описанию торических многообразиям в терминах
вееров или многогранников. Роль последних играют так называе-
мые мультивееры и мультимногогранники.

Пространство орбит Q квазиторического или тор-многообразия
является многообразием с углами, а его грани образуют относи-
тельно обратного включения симплициальное частично упорядо-
ченное множество S. В случае квазиторического многообразия по-
следнее представляет собой множество граней симплициального
комплекса K, двойственного к простому многограннику Q.

Комбинаторный подход к изучению гамильтоновых действий
тора привёл к понятию ГКМ-многообразий. Согласно [GZ99], ком-
пактное 2n-мерное многообразие M с эффективным действием то-
ра T k (k 6 n) называется ГКМ-многообразием, если множество
неподвижных точек конечно, M обладает инвариантной почти ком-
плексной структурой, и веса представлений тора T k в касательных
пространствах к неподвижным точкам попарно линейно независи-
мы. Эти многообразия были названы в честь Горески, Коттвица и
Макферсона, которые впервые ввели их в [GKM98]. Там же было
показано, что «1-остов» такого многообразия M , т.е. множество то-
чек, имеющих стационарную подгруппу коразмерности не больше
1, может быть описано при помощи графа с метками (Γ, α). Этот
граф, называемый графом весов (или ГКМ-графом), позволяет вы-
числять важные топологические инварианты многообразия M , та-
кие как его числа Бетти или кольцо эквивариантных когомологий.
Изучение таких графов приобрело самостоятельный комбинатор-
ный интерес благодаря работам Гиллёмина–Зары [GZ99] и других.
Отметим, что в топологии идея сопоставления графа с метками
многообразию с действием окружности использовалась начиная с
1970-х годов, см., например, работу Мусина [Му80].
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Стенли был одним из первых, кто осознал большой потенциал
торических действий для комбинаторных приложений, использо-
вав его для доказательства гипотезы Макмюллена о числах гра-
ней симплициальных многогранников и гипотезы о верхней грани-
це для триангуляций сфер. Его результаты и методы легли в ос-
нову известной монографии [St96] и предопределили дальнейшие
приложения коммутативной алгебры и гомологических методов в
комбинаторной геометрии.

Многие идеи Стенли находят и топологическое применение; в
частности, кольцо граней (или кольцо Стенли–Риснера) Z[K] сим-
плициального комплекса K является важной составляющей в вы-
числении кольца когомологий квазиторического многообразия M .
В ходе вычисления этого кольца Дэвис и Янушкевич сопостави-
ли некоторое вспомогательное Tm-пространство ZK каждому ком-
плексу K с m вершинами, и рассмотрели его гомотопическое фак-
торпространство (или конструкцию Бореля) DJ (K). Определение
пространства ZK идейно связано с конструкцией Винберга [Ви71]
универсального пространства для групп отражений и аналогично
определению комплекса Кокстера. В [DJ91] показано, что коль-
цо когомологий пространства DJ (K) (или эквивариантные кого-
мологии многообразия M) изоморфно кольцу граней Z[K] для лю-
бого K. Кольцо обычных когомологий H∗(M) получается из Z[K]
факторизацией по идеалу, порождённому некоторыми линейными
формами, в точности как и для торических многообразий.

С появлением понятия кольца граней стало ясно, что многие
тонкие комбинаторные свойства комплексов K можно интерпре-
тировать алгебраически. Изучение колец граней получило само-
стоятельное развитие и привело к новому классу колец Коэна–
Маколея, имеющему геометрическую природу. В частности, воз-
никло новое топологическое понятие симплициального комплекса
Коэна–Маколея K, для которого Z[K] является кольцом Коэна–
Маколея. Подробное изложение этих понятий можно найти в мо-
нографии [BH98], где также подчёркивается важность гомологи-
ческого подхода. Например, в [St96] и [BH98] рассматриваются
размерности биградуированных компонент векторных пространств
Tork[v1,...,vm](k[K],k), называемые алгебраическими числам Бетти
кольца k[K], для любого поля k. Эти числа являются весьма тонки-
ми инвариантами: они зависят от комбинаторики K, а не только от
топологии его реализации |K|, и полностью определяют «обычные»
топологические числа Бетти для |K|. Теорема Хохстера [Ho77] вы-
ражает алгебраические числа Бетти через симплициальные кого-
мологии полных подкомплексов в K.

Более подробно ознакомиться с основными этапами разви-
тия торической топологии можно по работе [DJ91], моногра-
фии [БП04-2] и недавнему обзору Бухштабера–Рэя [BR08].
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Содержание диссертации и основные результаты

Результаты диссертации опубликованы в двух монографи-
ях [BP02], [ББП04] и 21 работе [БП98], [БП99], [БП00-2],
[БП00-3], [БП00-4], [БП04-1], [БП04-2], [МП08], [Па97],
[Па98-1], [Па98-2], [Па99], [Па01], [Па08], [BP00], [BPR07],
[MMP07], [MP06], [Pa08], [PR08], [PRV04].

Диссертация состоит из введения, 6 глав и приложений. Главы
включают разделы и подразделы; все главы и большинство разде-
лов содержат отдельные введения. Объём диссертации — 250 стр.,
объём приложений — 50 стр., список литературы включает 104 на-
именования.

Глава 1 носит вводный характер и содержит описание исполь-
зуемых в диссертации комбинаторных понятий — многогранников,
вееров, симплициальных и кубических комплексов, симплициально
клеточных комплексов и симплициальных частично упорядочен-
ных множеств. Новой здесь является лишь комбинаторная интер-
претация двойственности Александера в разделе 1.6 и её обобще-
ние — двойственность между когомологиями полных подкомплек-
сов и гомологиями линков (предложение 1.6.12). Этот результат
находит приложение в разделе 6.6 при описании когомологий до-
полнений конфигураций подпространств.

Отметим также раздел 1.8, в котором описаны канонические ку-
бические разбиения простых многогранников и симплициальных
комплексов. Эти конструкции не являются принципиально новы-
ми; их различные версии неоднократно появлялись в литературе
и скорее являются частью математического фольклора. Наше из-
ложение направлено на приложения этих кубических разбиений в
конструкциях момент-угол-комплексов и многообразий в главе 6.

Глава 2 посвящена кольцам граней (также известным по назва-
нием колец Стенли–Риснера) — одному из основных алгебраиче-
ских инструментов торической топологии. В первых двух разделах
вводятся определения колец граней и их алгебраических чисел Бет-
ти; особое внимание здесь уделяется функториальным свойствам
этих инвариантов, которые играют важную роль в топологических
приложениях. Разделы 2.3 и 2.4 посвящены важным классам ком-
плексов Коэна–Маколея и Горенштейна. Эта первая часть главы
также носит вводный характер и содержит описание известных
конструкций и результатов.

Во второй части главы 2 изучаются симплициально клеточ-
ные комплексы S (или симплициальные частично упорядоченные
множества) и их кольца граней. Среди новых результатов здесь
отметим характеризацию симплициально клеточных комплексов
Коэна–Маколея в терминах их колец граней (теорема 2.6.9). Это
даёт полный ответ на вопрос, поставленный в работе Стенли [St91].
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Другим новым результатом главы 2 являются обобщённые соот-
ношения Дена–Соммервилля (см. раздел 2.8) для симплициально
клеточных комплексов. Эти соотношения обобщают соотношения
Дена–Соммервилля для эйлеровых частично упорядоченных мно-
жеств [St86, (3.40)]. Важнейшим частным случаем являются соот-
ношения для симплициально клеточных разбиений многообразий,
которые были впервые получены в [БП00-2] и [БП04-1].

Результаты о симплициально клеточных комплексах, получен-
ные в главе 2, получают приложения и дальнейшее развитие в гла-
ве 5 при изучении локально стандартных действий тора.

В главе 3 описываются различные подходы к определению ал-
гебраических торических многообразий и приводятся результаты,
которые используются в топологических приложениях.

В первом разделе мы описываем классическую конструкцию то-
рических многообразий через вееры, и отдельно обсуждаем нор-
мальные вееры многогранников и соответствующие им проектив-
ные многообразия. Во втором разделе обсуждается конструкция
Батырева–Кокса торических многообразий как факторпространств
дополнений конфигураций координатных подпространств в Cm по
действию подгрупп алгебраического тора (C×)m. В разделе 3.3 об-
суждается конструкция неособых проективных торических много-
образий при помощи симплектической редукции — как факторпро-
странств поверхности уровня отображения моментов для гамиль-
тоновых действий торических подгрупп в Tm на Cm. Новым здесь
является подраздел 3.3.2, где получено общее описание поверхно-
сти уровня отображения моментов как невырожденного пересече-
ния вещественных квадрик в Cm. Этот подход приводит к одной
из основных конструкций момент-угол-многообразия ZP и постро-
ению на нём канонической эквивариантной гладкой структуры. В
разделе 3.4 изучаются топологические свойства торических много-
образий и их пространств орбит; этот раздел можно рассматривать
как подготовительный для различных топологических обобщений
торических многообразий в последующих двух главах.

Глава 4 посвящена квазиторическим многообразиям — одному
из важнейших топологических обобщений торических многообра-
зий, введённых в [DJ91]. В разделе 4.2 вводится набор комбинатор-
ных данных, полностью описывающий квазиторическое многообра-
зие. Это описание аналогично описанию проективных торических
многообразий через нормальные вееры многогранников.

В разделе 4.3 на основе конструкции момент-угол-многообразия
и комбинаторных данных на квазиторических многообразиях вво-
дятся канонические эквивариантные гладкости и стабильно ком-
плексные структуры. Конструкции этого раздела можно рассмат-
ривать как топологическое обобщение конструкции торических
многообразий при помощи симплектической редукции.
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В разделе 4.4 вводится понятие знака неподвижной точки дей-
ствия тора на полиориентированном квазиторическом многообра-
зии. Эти знаки определяются эквивариантной стабильно комплекс-
ной структурой и играют важную роль при вычислении инвариан-
тов класса кобордизма квазиторических многообразий.

В разделе 4.5 дано описание кольца когомологий и характери-
стических классов квазиторического многообразия. Мы включили
эти известные результаты для полноты изложения.

В разделе 4.6 получены формулы, вычисляющие ряд важных
родов Хирцебруха квазиторических многообразий в терминах их
комбинаторных данных. Эти формулы переносят на случай ква-
зиторических многообразий известные результаты торической гео-
метрии, опирающиеся на теорему Римана–Роха–Хирцебруха. В слу-
чае старшего числа Чженя cn и рода Тодда полученные результаты
приводят к препятствиям к существованию эквивариантной почти
комплексной структуры на квазиторическом многообразии.

Раздел 4.7 играет двойную роль. Результаты и конструкции
предыдущих разделов хорошо иллюстрируются на примере мно-
гообразий ограниченных флагов. В то же время, эти многообразия
играют важнейшую роль в приложениях квазиторических много-
образий в теории кобордизмов. Этим приложениям посвящён раз-
дел 4.8. Основным результатом здесь является теорема 4.8.15 о том,
что в каждом классе комплексных бордизмов содержится полиори-
ентированное квазиторическое многообразие (с канонической экви-
вариантной стабильно комплексной структурой).

В разделе 4.9 подробно обсуждаются взаимосвязи между раз-
личными классами торических и квазиторических многообразий, и
приводятся соответствующие примеры.

Раздел 4.10 посвящён изучению башен Ботта — важного клас-
са проективных торических многообразий, представляющих собой
тотальные пространства башен расслоений над CP 1 со слоями CP 1.
Многогранник в пространстве орбит башни Ботта по действию то-
ра комбинаторно эквивалентен кубу (размерности, равной высоте
башни). Мы показываем, что квазиторическое многообразие над
кубом с полусвободным действием окружности и изолированными
неподвижными точками является башней Ботта (действие груп-
пы называется полусвободным, если оно свободно на дополнении к
множеству неподвижных точек). Затем мы показываем, что такая
башня Ботта топологически тривиальна, т.е. гомеоморфна произ-
ведению 2-мерных сфер. Это обобщает недавний результат Ильин-
ского [Ил06], согласно которому неособое компактное торическое
многообразие с полусвободным действием окружности и изолиро-
ванными неподвижными точками гомеоморфно произведению 2-
мерных сфер, и является дальнейшим продвижением в проблеме
Хаттори о полусвободных действиях окружности. Кроме того, мы
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показываем, что если кольцо когомологий квазиторического много-
образия (или башни Ботта) изоморфно кольцу когомологий произ-
ведения 2-мерных сфер, то само многообразие гомеоморфно такому
произведению.

В главе 5 изучаются общие локально стандартные действия то-
ра T на многообразиях M . В отличие от квазиторических много-
образий, рассматриваемых в главе 4, здесь не предполагается, что
пространство орбит Q является комбинаторным простым много-
гранником. При этом пространство орбит является многообрази-
ем с углами, и исследование его комбинаторики является одним
из основных инструментов для описания топологических свойств
многообразия и действия тора.

Важную роль играет класс локально стандартных T -многооб-
разий M , у которых когомологии обращаются в нуль в нечётных
размерностях. Этот класс характеризуется тем, что эквивариант-
ные когомологии такого многообразия являются кольцом Коэна–
Маколея — свободным конечно порождённым модулем над коль-
цом эквивариантных когомологий точки (см. лемму 5.1.2, где это
утверждение доказано для более общих действий тора). Также в
разделе 5.1 доказано, что свойство обращения в нуль нечётномер-
ных когомологий и свойство порождённости кольца когомологий
двумерными классами наследуются связными компонентами мно-
жества неподвижных точек (леммы 5.1.3 и 5.1.4). В разделе 5.2 для
эффективных действий тора половинной размерности введено по-
нятие характеристического подмногообразия и полиориентации (по
аналогии с квазиторическими многообразиями), получены некото-
рые структурные результаты о кольцах когомологий.

Собственно изучению локально стандартных действий посвя-
щены разделы 5.3–5.7, где получен ряд результатов о взаимосвязи
когомологических свойств локально стандартных T -многообразий
M и комбинаторики их пространств орбит Q, которые являются
многообразиями с углами. В разделе 5.3 вводятся понятия гране-
ацикличного многообразия с углами Q (когда все грани, включая
само Q, ацикличны) и гомологического многогранника (когда до-
полнительно предполагается, что все непустые пересечения граней
связны). В разделе 5.4 на основе построений раздела 2.5 вводится
понятие кольца граней многообразия с углами и описываются его
алгебраические свойства.

Среди основных результатов отметим следующие. Кольцо кого-
мологий локально стандартного T -многообразия M порождается
элементами степени два тогда и только тогда, когда пространство
орбит Q является гомологическим многогранником (теорема 5.6.5).
В этом случае само кольцо когомологий H∗(M) описывается таким
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же образом, как кольцо когомологий неособого компактного то-
рического многообразия. Пространство орбит локально стандарт-
ного T -многообразия M с Hodd(M) = 0 не обязательно является
гомологическим многогранником, как показывает простой пример
действия тора на чётномерной сфере. Доказано, что Hodd(M) = 0
тогда и только тогда, когда пространство орбит Q является гра-
неацикличным (теорема 5.7.5). При этом кольцо эквивариантных
когомологий H∗

T (M) оказывается изоморфным кольцу граней Z[Q]
пространства орбит (теорема 5.5.12), имеется также описание коль-
ца обычных когомологий H∗(M) (теорема 5.5.13). Таким образом в
торической топологии возникает класс колец Коэна–Маколея, бо-
лее широкий, чем кольца граней многогранников или симплици-
альных комплексов. Отметим, что эти кольца, вообще говоря, не
порождаются элементами степени два.

Комбинаторные данные, необходимые для восстановления ло-
кально стандартного n-мерного T -многообразия M с Hodd(M) = 0,
можно задать при помощи регулярного n-валентного графа Γ с
векторными метками на рёбрах, который мы называем T -графом.
T -граф является частным случаем общего понятия графа весов, ко-
торый сопоставляется многообразиям с действием тора в работах
различных авторов, начиная с 1980-х годов. Другим важным клас-
сом графов весов являются так называемые ГКМ-графы, введённые
в работе Горески–Коттвица–Макферсона [GKM98] для формали-
зации комбинаторных структур в пространствах орбит гамильтоно-
вых действий тора на симплектических многообразиях. По анало-
гии с ГКМ-графами, в разделе 5.8 мы вводим понятие кольца экви-
вариантных когомологий T -графа. Каждому T -графу Γ сопостав-
ляется симплициальное частично упорядоченное множество S(Γ),
и основным результатом здесь является теорема 5.8.13 о том, что
кольцо эквивариантных когомологий T -графа Γ изоморфно коль-
цу граней Z[S(Γ)]. Эта теорема обобщает наше вычисление экви-
вариантных когомологий локально стандартных T -многообразий
(заметим, что не любой T -граф реализуется действием на мно-
гообразии). В отличие от соответствующей теоремы для ГКМ-
графов, наш результат даёт полное описание кольца эквивариант-
ных когомологий образующими и соотношениями. Теорема 5.8.13
также применима с специальному подклассу n-независимых ГКМ-
графов. Кроме того, мы даём частичную характеризацию симпли-
циальных частично упорядоченных множеств, возникающих из T -
графов (теорема 5.8.15).

Последний раздел главы 5 посвящён изучению раздутий T -
многообразий и T -графов. Здесь мы связываем воедино топологи-
ческую конструкцию раздутия вдоль T -инвариантного подмного-
образия, геометрическую конструкцию «срезания грани» простого
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многогранника и комбинаторную конструкцию звёздного подразби-
ения симплициального или симплициально клеточного комплекса.

Глава 6 посвящена изучению момент-угол-комплексов и много-
образий, которые являются одним из основных инструментов при-
ложений торической топологии. В разделе 6.1 мы приводим общую
конструкцию момент-угол-комплекса ZK, соответствующего сим-
плициальному комплексу K с m вершинами. Мы определяем ZK
как некоторое Tm-инвариантное подмножество в единичном ком-
плексном полидиске (D2)m ⊂ Cm при помощи конструкций ку-
бических комплексов из раздела 1.8. Наша конструкция момент-
угол-комплекса, с одной стороны, обобщает понятие момент-угол-
многообразия ZP , возникшего в разделе 3.3 при построении проек-
тивных торических многообразий при помощи симплектической ре-
дукции, а, с другой стороны, эквивалентна конструкции вспомога-
тельного Tm-пространства, рассматриваемого при изучении квази-
торических многообразий в [DJ91]. Также в разделе 6.1 мы обсуж-
даем некоторые дальнейшие обобщения момент-угол-комплексов.

В разделе 6.2 изучаются гомотопические свойства момент-
угол-комплексов. Наряду с Tm-пространством ZK, в [DJ91] было
рассмотрено его гомотопическое факторпространство (конструк-
ция Бореля) ETm ×Tm ZK, которую мы называем пространством
Дэвиса–Янушкевича и обозначаем DJ (K). В [DJ91] было доказано,
что когомологии пространства DJ (K) (т.е. эквивариантные когомо-
логии момент-угол-комплекса ZK) изоморфны кольцу граней Z[K],
что затем было использовано для вычисления кольца когомологий
квазиторического многообразия. Мы показываем (в теореме 6.2.3),
что пространство DJ (K) реализуется, с точностью до гомотопиче-
ской эквивалентности, в виде простого клеточного подкомплекса в
стандартном клеточном разбиении классифицирующего простран-
ства BTm (которое представляет собой произведение m экземпля-
ров CP∞). Таким образом, момент-угол-комплекс представляется в
виде гомотопического слоя простого вложения клеточных комплек-
сов (следствие 6.2.4). Этот результат играет ключевую роль в даль-
нейшем описании гомотопических типов момент-угол-комплексов,
соответствующих различным сериям симплициальных комплек-
сов K. Результат Дэвиса–Янушкевича об эквивариантных когомо-
логиях момент-угол-комплекса также непосредственно вытекает из
нашего описания ZK в виде гомотопического слоя (следствие 6.2.5).
Наконец, мы получаем некоторую информацию о гомотопических
группах момент-угол-комплексов (предложение 6.2.7), из которой
в частности вытекает, что все они являются 2-связными.

В разделе 6.3 строится каноническое клеточное разбиение
момент-угол-комплексов. Соответствующий комплекс клеточных
цепей приобретает вторую градуировку, и тем самым можно рас-
сматривать биградуированные клеточные когомологии и числа
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Бетти b−i,2j(ZK) момент-угол-комплексов. Доказывается, что со-
ответствие K 7→ ZK задаёт функтор из категории симплициаль-
ных комплексов и симплициальных отображений в категорию про-
странств с действием тора и эквивариантных отображений. Оно
также индуцирует естественное преобразование между функтором
симплициальных коцепей на K и функтором клеточных коцепей
на ZK. При этом все отображения сохраняют клеточную бигра-
дуировку, так что биградуированные когомологии и числа Бетти
момент-угол-комплексов также функториальны.

В разделе 6.4 даётся описание кольца когомологий момент-угол-
комплекса ZK. Основным результатом здесь является теорема 6.4.6,
устанавливающая изоморфизм между кольцом целочисленных ко-
гомологий момент-угол-комплекса ZK и Tor-алгеброй симплици-
ального комплекса K. Как отмечалось в разделе 2.2, мультиплика-
тивная структура в Tor-алгебре допускает эффективное описание
при помощи соответствующего комплекса Кошуля. Доказательство
теоремы 6.4.6 основано на анализе биградуированных клеточных
коцепей и построении специальной клеточной аппроксимации диа-
гонального отображения ∆: ZK → ZK×ZK, обладающей нужными
функториальными свойствами. Таким образом, алгебраические би-
градуированные числа Бетти кольца граней Z[K] отождествляют-
ся с топологическими биградуированными числами Бетти момент-
угол-комплекса ZK. Из нашего описания когомологий комплекса
ZK также вытекает теорема Хохстера [Ho77], описывающая алгеб-
раические биградурованные числа Бетти через когомологии пол-
ных подкомплексов в K; кроме того, умножение в когомологиях
момент-угол-комплекса также допускает описание через полные
подкомплексы в K (теорема 6.4.9).

В разделе 6.5 описываются свойства биградуированных чисел
Бетти b−i,2j(ZK), как в общем случае, так и для момент-угол-
комплексов, соответствующих различным специальным классам
симплициальных комплексов. Доказано, что числа граней симпли-
циального комплекса K выражаются через биградуированные чис-
ла Бетти b−i,2j(ZK) (теорема 6.5.2). Если K является симплициаль-
ным разбиением сферы, то ZK является многообразием, и двой-
ственность Пуанкаре в когомологиях H∗(ZK) сохраняет биграду-
ированную структуру в когомологиях. Это приводит к дополни-
тельным соотношениям на числа b−i,2j(ZK) (предложение 6.5.5). В
более общем случае, доказано, что ZK является пространством с
двойственностью Пуанкаре тогда и только тогда, когда K явля-
ется горенштейновым комплексом (теорема 6.5.7). Наконец, явно
вычислены числа Бетти и умножение в когомологиях момент-угол-
многообразий, соответствующих многоугольникам (теорема 6.5.7).

В разделе 6.6 доказано, что момент-угол-комплекс ZK являет-
ся деформационным ретрактом дополнения U(K) конфигурации
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комплексных координатных подпространств, соответствующей K
(теорема 6.6.5). В частности, пространства ZK и U(K) гомотопи-
чески эквивалентны. Это позволяет непосредственно перенести все
результаты предыдущих разделов о гомотопических свойствах и
кольцах когомологий момент-угол-комплексов на дополнения ком-
плексных координатных конфигураций. Из полученного описания
кольца H∗(U(K)) и комбинаторной двойственности Александера
вытекает известная формула Горески–Макферсона для размерно-
стей групп когомологий дополнений конфигураций (в случае коор-
динатных подпространств, см. предложение 6.6.8).

В разделе 6.7 показано, что полученные ранее свойства момент-
угол-комплекса позволяют интерпретировать его как множество
Кемпфа–Несс для действия алгебраического тора на алгебра-
ическом многообразии U(K). Классическое понятие множества
Кемфпа–Несс используется в теории действий алгебраических
групп на аффинных многообразиях и позволяет заменить кате-
горное факторпространство на факторпространство по действию
максимальной компактной подгруппы. Хотя дополнение U(K) не
является аффинным многообразием (оно лишь квазиаффинно),
момент-угол-комплекс ZK ⊂ U(K) обладает всеми свойствами аф-
финных множеств Кемпфа–Несс. Это позволяет поместить наши
конструкции момент-угол-комплексов в контекст теории действий
алгебраических групп и геометрической теории инвариантов. В ка-
честве иллюстрации наших методов, мы рассматриваем конкрет-
ный пример момент-угол-комплекса, рассматриваемого как множе-
ство типа Кемпфа–Несс для некоторого действия алгебраического
тора. Как показывают вычисления, это множество является глад-
ким многообразием с достаточно сложной топологией.
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Глава 1

Основные комбинаторные и геометрические
понятия

1.1. Выпуклые многогранники

Комбинаторные и геометрические аспекты теории выпуклых
многогранников изложены в большом количестве учебников и мо-
нографий, среди которых мы отметим классическую монографию
Грюнбаума [Gr67] и более современные лекции Циглера [Zi95]. В
этом разделе мы лишь кратко изложим основные определения и
конструкции, используемые в диссертации в дальнейшем.

Имеется два алгоритмически различных способа определить
выпуклый многогранник в n-мерном аффинном евклидовом про-
странстве Rn со скалярным произведением ( , ).

Определение 1.1.1. Выпуклым многогранником называется
выпуклая оболочка конечного набора точек в некотором простран-
стве Rn.

Определение 1.1.2. Выпуклым полиэдром называется пересе-
чение P конечного набора полупространств в некотором Rn:

(1.1) P =
{
x ∈ Rn : (a i, x ) + bi > 0 при 1 6 i 6 m

}
,

где a i ∈ Rn — некоторые векторы и bi ∈ R. Ограниченный выпук-
лый полиэдр называется (выпуклым) многогранником.

Два предыдущих определения приводят к одному и тому же
геометрическому объекту, т.е. подмножество в Rn является выпук-
лой оболочкой конечного набора точек тогда и только тогда, ко-
гда оно является пересечением конечного набора полупространств
и ограничено. Этот классический факт доказывается во многих
учебниках по многогранникам и выпуклой геометрии, см., напри-
мер, [Zi95, теорема 1.1].

Размерность многогранника — это размерность его аффинной
оболочки. Если не оговорено противное, мы будем предполагать,
что любой n-мерный многогранник, или просто n-многогранник ,
P является подмножеством в n-мерном объемлющем подпростран-
стве Rn. Аффинная гиперплоскость H, пересекающая многогран-
ник P , называется несущей гиперплоскостью, если многогранник
целиком содержится в одном из двух определяемых ей замкнутых

17



18 1. ОСНОВНЫЕ КОМБИНАТОРНЫЕ И ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПОНЯТИЯ

полупространств. В этом случае пересечение P ∩H называется гра-
нью многогранника. Сам многогранник P также считается гранью;
остальные его грани называются собственными. Объединение всех
собственных граней называется границей многогранника и обозна-
чается ∂P . Каждая грань n-многогранника в свою очередь являет-
ся многогранником размерности 6 n. Нульмерные грани называ-
ются вершинами, одномерные грани — рёбрами, а грани коразмер-
ности один — гипергранями.

Два многогранника P1 ⊂ Rn1 и P2 ⊂ Rn2 одной размерности на-
зываются аффинно эквивалентными (или аффинно изоморфными),
если существует аффинное отображение Rn1 → Rn2 , устанавливаю-
щее взаимно-однозначное соответствие между точками двух много-
гранников. Два многогранника называются комбинаторно эквива-
лентными, если имеется взаимно-однозначное соответствие между
их множествами граней, сохраняющее отношение включения.

Заметим, что любые два аффинно изоморфных многогранника
комбинаторно эквивалентны, но не наоборот. Грани многогранни-
ка P всех размерностей относительно вложения образуют частично
упорядоченное множество. Два многогранника комбинаторно эк-
вивалентны тогда и только тогда, когда их множества граней изо-
морфны как частично упорядоченные множества.

Определение 1.1.3. Под комбинаторным многогранником мы
будем понимать класс комбинаторно эквивалентных выпуклых
многогранников.

Соглашение. Пусть многогранник P задан как в (1.1), т.е. как
пересечение полупространств. В дальнейшем мы будем предпола-
гать, что среди неравенств (a i, x ) + bi > 0 в этом представлении
нет лишних, то есть удаление любого из неравенств в (1.1) изменя-
ет задаваемый ими многогранник. В этом случае многогранник P
имеет в точности m гиперграней Fi, 1 6 i 6 m, которые являют-
ся пересечениями гиперплоскостей (a i, x ) + bi = 0 с P . Вектор a i

ортогонален гиперграни Fi и направлен внутрь многогранника.

Пример 1.1.4 (симплекс и куб). Симплексом ∆n размерности n
называется выпуклая оболочка набора из (n+1) точек в Rn, не ле-
жащих в одной аффинной гиперплоскости. Все грани n-симплекса
являются симплексами размерности 6 n. Любые два n-симплекса
аффинно эквивалентны. Пусть

ek = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)
k

1 6 k 6 n,

— стандартный базис в Rn. Стандартным n-симплексом называ-
ется выпуклая оболочка концов векторов 0 и e1, . . . , en в Rn. Экви-
валентно, стандартный n-симплекс задаётся (n + 1) неравенствами

(1.2) xi > 0 при 1 6 i 6 n и − x1 − . . .− xn > −1.
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Правильным n-симплексом называется выпуклая оболочка концов
векторов e1, . . . , en+1 в Rn+1.

Стандартным n-кубом называется выпуклый многогранник
In ⊂ Rn, задаваемый как

(1.3) In = [0, 1]n = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : 0 6 xi 6 1 при 1 6 i 6 n}.
Эквивалентно, стандартный n-куб есть выпуклая оболочка 2n то-
чек (ε1, . . . , εn) ∈ Rn, где εi = 0 или 1 для 1 6 i 6 n. В случаях,
когда речь будет идти о комбинаторных многогранниках, мы будем
называть кубом любой многогранник, комбинаторно эквивалент-
ный стандартному кубу, и обозначать его In.

Куб In имеет 2n гиперграней; обозначим через F 0
k гипергрань,

задаваемую уравнением xk = 0, а через F 1
k — гипергрань, зада-

ваемую уравнением xk = 1, для 1 6 k 6 n. В обозначениях из
предыдущего соглашения мы имеем Fk = F 0

k и Fn+k = F 1
k .

Следующая конструкция показывает, что любой выпуклый n-
мерный многогранник с m гипергранями аффинно эквивалентен
пересечению положительного конуса

(1.4) Rm
> =

{
(y1, . . . , ym) ∈ Rm : yi > 0 при 1 6 i 6 m

} ⊂ Rm

с некоторой n-мерной плоскостью.

Конструкция 1.1.5. Пусть P ⊂ Rn — некоторый n-многогран-
ник, заданный в виде (1.1). Образуем m×n-матрицу AP , строками
которой являются векторы a i, записанные в стандартном базисе
Rn, т.е. (AP )ij = (a i)j. Заметим, что матрица AP имеет ранг n.
Кроме того, положим b = (b1, . . . , bm)t ∈ Rm. Тогда мы можем
переписать (1.1) в виде

(1.5) P =
{
x ∈ Rn : (APx + b)i > 0 при 1 6 i 6 m

}
,

где x = (x1, . . . , xn)t — столбец координат. Рассмотрим аффинное
отображение

(1.6) iP : Rn → Rm, iP (x ) = APx + b.

Это мономорфизм, образом которого является некоторая n-мерная
плоскость в Rm, и iP (P ) есть пересечение этой плоскости с поло-
жительным конусом Rm

> , см. (1.5). Пусть C — матрица размера
(m−n)×m, строки которой образуют базис в пространстве линей-
ных зависимостей между векторами a i. Другими словами, C есть
матрица ранга (m−n), удовлетворяющая условию CAP = 0. Тогда

(1.7) iP (P ) =
{
y ∈ Rm : Cy = Cb, yi > 0 при 1 6 i 6 m

}
.

Многогранники P и iP (P ) аффинно эквивалентны.

Пример 1.1.6. Рассмотрим стандартный n-симплекс ∆n ⊂ Rn,
определяемый неравенствами (1.2). Он имеет m = n+1 гиперграней
и может быть задан в виде (1.1) с a1 = (1, 0, . . . , 0)t, . . ., an =
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(0, . . . , 0, 1)t, an+1 = (−1, . . . ,−1)t, b1 = . . . = bn = 0, bn+1 = 1.
Мы можем положить C = (1, . . . , 1) в конструкции 1.1.5. Тогда
Cy = y1 + . . . + ym, Cb = 1, и мы имеем

i∆n(∆n) =
{
y ∈ Rn+1 : y1 + . . . + yn+1 = 1, yi > 0 при 1 6 i 6 n

}
.

Это — правильный n-симплекс в Rn+1.

Два определения выпуклых многогранников приводят к двум
различным понятиям многогранников общего положения.

Набор из m > n точек Rn находится в общем положении, если
никакие n+1 из них не лежат на одной аффинной гиперплоскости.
Тогда, с точки зрения определения 1.1.1, выпуклый многогранник
является многогранником общего положения, если он является вы-
пуклой оболочкой набора точек в общем положении. Все собствен-
ные грани такого многогранника являются симплексами, то есть
любая гипергрань имеет минимальное возможное число вершин (а
именно, n). Такие многогранники называются симплициальными.

С другой стороны, скажем, что набор из m > n гиперплоскостей
(a i, x ) + bi = 0, a i ∈ Rn, bi ∈ R, 1 6 i 6 m, находится в общем
положении, если никакая точка не содержится более чем в n ги-
перплоскостях из этого набора. С точки зрения определения 1.1.2,
выпуклый многогранник P является многогранником общего поло-
жения, если ограничивающие его гиперплоскости находятся в об-
щем положении. В каждой вершине такого многогранника P схо-
дится в точности n гиперграней. Многогранники с таким свойством
называются простыми. Заметим, что каждая грань простого мно-
гогранника есть снова простой многогранник.

Для любого выпуклого многогранника P ⊂ Rn определим его
полярное множество P ∗ ⊂ Rn как

P ∗ = {u ∈ Rn : (u , x ) > −1 для всех x ∈ P}.
(Часто бывает удобно рассматривать рассматривают многогранни-
ки P , лежащие в произвольном объемлющем линейном простран-
стве V , не обязательно в Rn. Тогда полярное множество естествен-
но лежит в двойственном пространстве V ∗.) В выпуклой геомет-
рии хорошо известно, что полярное множество P ∗ является выпук-
лым полиэдром. Более того, если P содержит 0 в своей внутренно-
сти, то P ∗ является выпуклым многогранником (т.е. ограничено)
и (P ∗)∗ = P , см., например, [Zi95, §2.3]. В этом случае частично
упорядоченное множество граней многогранника P ∗ получается из
множества граней P обращением отношения порядка; в частности,
комбинаторный тип P ∗ определяется комбинаторным типом P . То-
гда многогранник P ∗ называется полярным (или двойственным)
к P . Если P — простой многогранник, то P ∗ — симплициальный,
и наоборот.
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Пример 1.1.7. Любой многоугольник (2-многогранник) явля-
ется одновременно простым и симплициальным. В размерностях
больше 2 единственным многогранником, обладающим этим свой-
ством, является симплекс. Куб является простым многогранни-
ком. Полярным многогранником для симплекса снова является
симплекс. Полярный многогранник для n-куба называют крест-
многогранником. Чтобы описать его, мы зададим куб как [−1, 1]n

(стандартное представление (1.3) не годится, так как 0 не содер-
жится во внутренности). Тогда полярное множество представляет
собой выпуклую оболочку концов 2n векторов ±ek, 1 6 k 6 n. В
частности, 3-мерный крест-многогранник является октаэдром.

Конструкция 1.1.8 (произведение многогранников). Для лю-
бых двух простых многогранников P1 и P2, их произведение P1×P2

снова является простым многогранником. Двойственная операция
на симплициальных многогранниках может быть описана следую-
щим образом. Пусть S1 ⊂ Rn1 и S2 ⊂ Rn2 — два симплициальных
многогранника. Предположим, что оба многогранника содержат 0
в своих внутренностях. Тогда определим

S1 ◦ S2 := conv
(
S1 × 0 ∪ 0× S2

) ⊂ Rn1+n2

(здесь conv обозначает взятие выпуклой оболочки). Легко видеть,
что S1 ◦S2 есть симплициальный многогранник, и для любых двух
простых многогранников P1, P2, содержащих 0 в своих внутренно-
стях, имеет место равенство

P ∗
1 ◦ P ∗

2 = (P1 × P2)
∗.

Конструкция 1.1.9 (связная сумма). Пусть P и Q — два n-
мерных простых многогранника с выделенными вершинами v и w
соответственно. Неформально, связная сумма P #v,w Q многогран-
ника P в v с многогранником Q в w получается следующим об-
разом. «Срежем» вершину v у многогранника P и w у Q, затем,
после подходящего проективного преобразования мы можем «при-
клеить» оставшуюся часть P к оставшейся части Q вдоль вновь
образованных граней-симплексов. Результат этой операции и есть
P #v,w Q. Ниже мы введем строгое определение, следуя [BR01, §6].

Вначале введем n-мерный полиэдр Γ , получаемый как произ-
ведение стандартного (n − 1)-симплекса ∆n−1 в подпространстве
{x : x1 = 0} ⊂ Rn и первой координатной оси. Гиперграни Gr,
1 6 r 6 n, полиэдра Γ имеют вид R × Dr, где Dr — гипергра-
ни симплекса ∆n−1. Полиэдр Γ и все его гиперграни Gr разделены
на две части, положительную и отрицательную, в зависимости от
знака координаты x1.

Обозначим гиперграни многогранника P , сходящиеся в вершине
v, через E1, . . . , En, а гиперграни многогранника Q, сходящиеся в
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w, через F1, . . . , Fn (заметим, что тем самым мы также зафиксиро-
вали порядок этих гиперграней). Обозначим дополнительные мно-
жества гиперграней через Cv и Cw соответственно; таким образом,
гиперграни из Cv не содержат v, а гиперграни из Cw не содержат w.

Выберем теперь два проективных преобразования ϕP и ϕQ про-
странства Rn, которые переводят вершины v и w соответственно
в бесконечно удалённую точку на оси x1. Мы также потребуем,
чтобы преобразование ϕP отображало P внутрь полиэдра Γ и удо-
влетворяло двум условиям: во-первых, гиперплоскость, содержа-
щая гипергрань Er, переходит в гиперплоскость, содержащую Gr,
для любого r = 1, . . . , n, и, во-вторых, образы гиперплоскостей, со-
держащих гиперграни из множества Cv, пересекают полиэдр Γ в
его отрицательной части. Аналогично, преобразование ϕQ перево-
дит гиперплоскость, содержащую гипергрань Fr, в гиперплоскость,
содержащую гипергрань Gr, для любого r = 1, . . . , n, но образы ги-
перплоскостей, содержащих гиперграни из Cw, пересекают полиэдр
Γ в его положительной части. Определим теперь связную сумму
P #v,w Q многогранника P в вершине v с многогранником Q в w
как простой многогранник, ограничиваемый образами гиперплос-
костей, соответствующих гиперграням из Cv и Cw, и n гиперплос-
костями, содержащими гиперграни Gr, 1 6 r 6 n. Связная сумма
определена лишь с точностью до комбинаторной эквивалентности;
более того, она, вообще говоря, зависит от выбора вершин v и w
и от упорядочивания гиперграней Er и Fr. Если этот выбор опре-
деляется контекстом, или же если для данных P и Q результат не
зависит от этого выбора, то мы будем использовать сокращённое
обозначение P#Q. Таким образом, операция взятия связной суммы
простых многогранников даёт новый простой многогранник.

Пример 1.1.10. 1. Пусть P есть m1-угольник, а Q есть m2-
угольник. Тогда P # Q есть (m1 + m2 − 2)-угольник.

2. Если P есть n-симплекс, то связная сумма P #v,w Q есть ре-
зультат «срезания» вершины w многогранника Q гиперплоскостью,
которая отделяет w от остальных вершин.

3. Если оба многогранника P и Q являются n-симплексами, то
мы имеем P #Q = ∆n−1× I1 (произведение (n− 1)-симплекса и от-
резка, или призма). Комбинаторный тип связной суммы ∆n # ∆n

не зависит от выбора вершин и порядка гиперграней. У получа-
ющейся призмы ∆n−1 × I1 все вершины эквивалентны, и поэтому
комбинаторный тип связной суммы ∆n #∆n #∆n также не зависит
от выбора вершин и порядка гиперграней. Но уже в случае связной
суммы четырёх симплексов результат зависит от выбора вершин.

Определение 1.1.11. Симплициальный многогранник S на-
зывается k-смежностным, если любые k его вершин порождают
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некоторую грань. Аналогично, простой многогранник P называ-
ется двойственно k-смежностным, если любые k его гипергра-
ней имеют непустое пересечение (которое в этом случае являет-
ся гранью коразмерности k). Очевидно, любой симплициальный
(простой) многогранник является 1-смежностным (двойственно 1-
смежностным). Ниже мы покажем (см. пример 1.2.5), что если
S является k-смежностным симплициальным n-многогранником и
k >

[
n
2

]
, то S есть n-симплекс. Отсюда вытекает, что любой 2-

смежностный симплициальный 3-многогранник есть симплекс. В
то же время, существуют симплициальные n-многогранники с про-
извольным числом вершин, которые являются

[
n
2

]
-смежностными.

Такие многогранники называются просто смежностными. В част-
ности, существует симплициальный 4-многогранник, отличный от
4-симплекса, любые две вершины которого соединены ребром.

Пример 1.1.12 (смежностный 4-многогранник). Пусть P =
∆2 × ∆2 — произведение двух треугольников. Тогда P есть про-
стой многогранник, и легко видеть, что любые две его гиперграни
пересекаются по некоторой 2-грани. Таким образом, P является
двойственно 2-смежностным. Полярный многогранник P ∗ являет-
ся смежностным симплициальным 4-многогранником.

В следующем примере описывается смежностный многогранник
с произвольным числом вершин.

Пример 1.1.13 (циклические многогранники). Введем кривую
моментов в Rn как

x : R −→ Rn, t 7→ x (t) = (t, t2, . . . , tn) ∈ Rn.

Определим циклический многогранник Cn(t1, . . . , tm) как выпук-
лую оболочку m различных точек x (ti), t1 < t2 < . . . < tm, на
кривой моментов. Из тождества для определителя Вандермонда
вытекает, что никакие (n + 1) точек на кривой моментов не лежат
на одной аффинной гиперплоскости. Таким образом, Cn(t1, . . . , tm)
является симплициальным n-многогранником. Можно показать
(см. [БП04-2, теорема 1.15]), что Cn(t1, . . . , tm) имеет в точности
m вершин x (ti), комбинаторный тип циклического многогранники
на зависит от выбора параметров t1, . . . , tm, и Cn(t1, . . . , tm) явля-
ется смежностным симплициальным n-многогранником. Мы будем
обозначать комбинаторный циклический n-многогранник с m вер-
шинами через Cn(m).

1.2. f-векторы и соотношения Дена–Соммервилля

Понятие f -вектора (или вектора граней) является одним из ос-
новных в комбинаторной теории многогранников.
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Определение 1.2.1. Пусть S — симплициальный n-мерный
многогранник. Обозначим через fi число его i-мерных граней. Це-
лочисленный вектор f (S) = (f0, . . . , fn−1) называется f -вектором
многогранника S. Для дальнейшего нам удобно также положить
f−1 = 1. Введём также h-вектор многогранника S как целочислен-
ный вектор (h0, h1, . . . , hn), определяемый из уравнения

(1.8) h0t
n + . . . + hn−1t + hn = (t− 1)n + f0(t− 1)n−1 + . . . + fn−1.

Для простого n-многогранника P определим его f -вектор как f -
вектор полярного симплициального многогранника: f (P ) := f (P ∗),
и аналогично для h-вектора. Таким образом, f (P ) = (f0, . . . , fn−1),
где fi — число граней многогранника P коразмерности (i + 1) (т.е.
размерности (n − i − 1)). В частности, f0 есть число гиперграней,
которое мы часто будем обозначать m(P ) или просто m. Теперь
наше соглашение f−1 = 1 оправдывается тем фактом, что сам мно-
гогранник P является гранью коразмерности 0.

По определению, f -вектор является комбинаторным инвариан-
том многогранника P , т.е. зависит лишь от его комбинаторного
типа. Для удобства все многогранники далее в этом разделе пред-
полагаются комбинаторными, если не оговорено противное.

Заметим, что f -вектор и h-вектор несут одну и ту же информа-
цию о многограннике и выражаются друг через друга при помощи
линейных соотношений, а именно,

(1.9) hk =
k∑

i=0

(−1)k−iCn−k
n−i fi−1, fn−1−k =

n∑

q=k

Ck
q hn−q, 0 6 k 6 n.

В частности, h0 = 1 и hn = (−1)n
(
1 − f0 + f1 + . . . + (−1)nfn−1

)
. В

силу теоремы Эйлера (см., например, [Br83, Теорема 16.1]),

(1.10) f0 − f1 + . . . + (−1)n−1fn−1 = 1 + (−1)n−1,

что эквивалентно соотношению hn = h0. В случае простых много-
гранников формула Эйлера допускает следующее обобщение.

Теорема 1.2.2 (соотношения Дена–Соммервилля). Для любого
простого (или симплициального) n-многогранника h-вектор сим-
метричен, т.е. имеют место соотношения

hi = hn−i, 0 6 i 6 n.

Имеется множество различных способов доказательства соотно-
шений Дена–Соммервилля. Мы приводим доказательство «в духе
теории Морса», взятое нами из [Br83].

Доказательство теоремы 1.2.2. Пусть P ⊂ Rn — простой
многогранник. Выберем линейную функцию ϕ : Rn → R, принима-
ющую различные значения на всех вершинах P . Для этой функции
ϕ найдётся вектор νν ∈ Rn такой, что ϕ(x ) = 〈νν, x 〉. Заметим, что
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вектор νν не параллелен ни одному ребру многогранника P . Теперь
будем рассматривать ϕ как функцию высоты на P . При помощи
ϕ превратим 1-остов многогранника P в ориентированный граф,
направляя каждое ребро так, чтобы функция ϕ возрастала вдоль
него. Для каждой вершины v многогранника P определим ее ин-
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Рис. 1.1. Ориентированный 1-остов многогранника
P и индексы вершин.

декс ind v как число рёбер, входящих в v. Обозначим число вершин
индекса i через Iν(i). Мы утверждаем, что Iν(i) = hn−i. Действи-
тельно, каждая грань P имеет единственную верхнюю вершину
(максимум функции высоты ϕ, ограниченной на грань) и един-
ственную нижнюю вершину (минимум ϕ). Пусть F k — некоторая
k-грань и vF — её верхняя вершина. Так как многогранник P про-
стой, в вершине vF сходятся в точности k рёбер из грани F k, т.е.
ind vF > k. С другой стороны, каждая вершина индекса q > k яв-
ляется верхней вершиной для Ck

q граней размерности k. Отсюда
следует, что fn−1−k (число k-граней) может быть вычислено как

fn−1−k =
∑

q>k

Ck
q Iν(q).

Второе из тождеств (1.9) показывает, что Iν(q) = hn−q, что и требо-
валось. В частности, число Iν(q) не зависит от νν. С другой стороны,
так как indν(v) = n− ind−ν(v) для любой вершины v, мы имеем

hn−q = Iν(q) = I−ν(n− q) = hq.

¤
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В силу соотношений Дена–Соммервилля, многочлен F (t) в пра-
вой части соотношения (1.8) удовлетворяет соотношению F (t) =
tnF (1/t). Вычисляя коэффициент при (t−1)n−k в обеих частях этого
равенства, мы можем переписать соотношения Дена–Соммервилля
в терминах f -вектора:

(1.11) fk−1 =
n∑

j=k

(−1)n−jCk
j fj−1, 0 6 k 6 n.

Пример 1.2.3. Пусть P n1
1 и P n2

2 — два простых многогранника.
Из определения f -вектора мы получаем соотношение

fk(P1 × P2) =

n1−1∑
i=−1

fi(P1)fk−i−1(P2), −1 6 k 6 n1 + n2 − 1,

так как любая грань многогранника P1×P2 размерности n1 + n2−
k − 1 есть произведение некоторой грани P1 (скажем, размерности
n1 − i − 1) на грань P2 (которая в этом случае имеет размерность
n2 − k + i). Положим

(1.12) h(P ; t) = h0 + h1t + . . . + hnt
n.

Тогда из предыдущей формулы и (1.8) вытекает соотношение

(1.13) h(P1 × P2; t) = h(P1; t)h(P2; t).

Пример 1.2.4. Выразим f -вектор и h-вектор связной суммы
P #Q в терминах f -векторов и h-векторов простых многогранников
P и Q. Как следует из конструкции 1.1.9,

fi(P # Q) = fi(P ) + fi(Q)− Ci+1
n , 0 6 i 6 n− 2;

fn−1(P # Q) = fn−1(P ) + fn−1(Q)− 2.

Тогда из (1.9) вытекает, что

h0(P # Q) = hn(P # Q) = 1;

hi(P # Q) = hi(P ) + hi(Q), 1 6 i 6 n− 1.

Пример 1.2.5. Пусть S — некоторый q-смежностный симпли-
циальный n-многогранник (см. определение 1.1.11), отличный n-
симплекса. Тогда fk−1(S) = Ck

m при k 6 q. Из (1.9) получаем

(1.14) hk(S) =
k∑

i=0

(−1)k−iCk−i
n−iC

i
m = Ck

m−n+k−1, k 6 q.

Последнее равенство получается вычислением коэффициента при
tk в обеих частях тождества

1

(1 + t)n−k+1
(1 + t)m = (1 + t)m−n+k−1.

Мы имеем m > n + 1, так как S не является симплексом. Тогда
из (1.14) следует, что h0 < h1 < . . . < hq. Эти неравенства вместе с
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соотношениями Дена–Соммервилля дают верхнюю оценку q 6
[
n
2

]
,

упомянутую в определении 1.1.11.

Предложение 1.2.6 (Кли [Kl64]). Соотношения Дена–Сом-
мервилля являются наиболее общими линейными уравнениями,
которым удовлетворяют f -векторы всех простых (или симпли-
циальных) многогранников.

Доказательство. В [Kl64] это утверждение было доказано
непосредственно, в терминах f -векторов. Однако, использование
h-векторов существенно упрощает доказательство. Достаточно по-
казать, что аффинная оболочка h-векторов (h0, h1, . . . , hn) простых
n-многогранников представляет собой

[
n
2

]
-мерную плоскость (на-

помним, что h0 = 1 всегда). Это можно сделать, например, ука-
зав

[
n
2

]
+ 1 простых многогранников с аффинно независимыми h-

векторами. Положим Qk := ∆k × ∆n−k, 0 6 k 6
[
n
2

]
. Так как

h(∆k; t) = 1 + t + . . . + tk (см. (1.12)), формула (1.13) даёт

h(Qk; t) =
1− tk+1

1− t
· 1− tn−k+1

1− t
.

Отcюда вытекает, что разность h(Qk+1; t)−h(Qk; t) представляется
в виде суммы tk+1 и членов более высокого порядка, при 0 6 k 6[
n
2

] − 1. Таким образом, векторы h(Qk), 0 6 k 6
[
n
2

]
, аффинно

независимы. ¤

1.3. Вееры

Хотя вееры изучались в выпуклой геометрии и ранее, особый
интерес они привлекли благодаря их тесной взаимосвязи с тори-
ческими многообразиями, открытой в начале 1970-х годов. Мы по-
дробно рассмотрим эту взаимосвязь в разделе 3.1, а здесь дадим
необходимые определения и конструкции.

Определение 1.3.1 (Терминология вееров). Пусть N ∼= Zn —
целочисленная решётка ранга n и NR = N ⊗Z R — объемлющее
векторное пространство. Для каждого набора векторов a1, . . . ,ak ∈
NR определим порождённый ими выпуклый многогранный конус σ:

(1.15) σ = {µ1a1 + . . . + µkak : µi ∈ R, µi > 0}.
Конус σ называется рациональным, если его образующие a1, . . . ,as

можно выбрать из целочисленной решётки N , и называется сильно
выпуклым, если он не содержит ни одной прямой. Далее мы бу-
дем рассматривать только сильно выпуклые рациональные конусы
σ, если не оговорено противное. Конус называется симплициаль-
ным (соответственно, неособым) если он порождается частью ба-
зиса пространства NR (соответственно, решётки N). Гранью конуса
σ называется пересечение σ ∩H конуса с гиперплоскостью H, для
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которой σ целиком содержится в одном из определяемых ею полу-
пространств. Грань конуса снова является конусом. Единственная
0-мерная грань называется вершиной, а 1-мерные грани — лучами
(или рёбрами) конуса. Если конус является неособым, то он порож-
дается целочисленными примитивными векторами вдоль его рёбер.

Веером называется набор Σ конусов в NR такой, что грань каж-
дого конуса из Σ также содержится в Σ, и пересечение любых двух
конусов из Σ является гранью каждого из них. Веер Σ называется
полным если объединение всех конусов из Σ есть всё пространство
NR. Веер Σ называется симплициальным (соответственно, неосо-
бым) если все его конусы являются симплициальными (соответ-
ственно, неособыми).

Пусть N∗ = HomZ(N,Z) и N∗
R — двойственные решётка и про-

странство. Определим двойственный конус σ̌ как

(1.16) σ̌ = {u ∈ N∗
R : 〈u , x 〉 > 0 для всех x ∈ σ}

Можно проверить, что σ̌ действительно является выпуклым рацио-
нальным конусом, однако σ̌ является строго выпуклым только если
размерность конуса σ равна n.

Следующая конструкция сопоставляет веер каждому выпукло-
му многограннику с вершинами в точках решёнтки.

Конструкция 1.3.2 (Нормальный веер). Пусть в простран-
стве N∗

R
∼= Rn задан n-многогранник P (1.1), вершины которого

лежат в точках решётки N∗. Такие многогранники называются це-
лочисленными (или решёточными). Тогда векторы a i ∈ NR в (1.1),
1 6 i 6 m, можно выбрать целочисленными (т.е. из N) и прими-
тивными, а значения bi — целочисленными. Рассматривая N∗

R как
евклидово пространство, мы можем считать, что вектор a i норма-
лен к гиперграни

Fi = {x ∈ P : 〈a i, x 〉+ bi = 0}.
Для каждой грани Q ⊂ P определим конус

σQ = {x ∈ NR : 〈u , x 〉 6 〈u ′, x 〉 для всех u ∈ Q и u ′ ∈ P}.
В силу (1.16), двойственный конус σ̌Q порождён векторами u ′ − u ,
где u ∈ Q и u ′ ∈ P . Другими словами, σ̌Q представляет собой
«многогранный угол» при грани Q, порождённый всеми векторами,
соединяющими некоторую точку из Q с некоторой точкой из P .
Скажем, что вектор a i нормален к грани Q, если Q ⊂ Fi. Тогда
конус σQ порождается всеми нормальными векторами к грани Q.

Набор конусов {σQ : Q грань в P} является полным веером в
NR, который обозначается ΣP и называется нормальным веером
многогранника P . Если 0 содержится во внутренности многогран-
ника, то веер ΣP состоит из конусов над гранями полярного мно-
гогранника P ∗.
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Нормальный веер ΣP является симплициальным тогда и только
тогда, когда многогранник P является простым. В этом случае ко-
нусы веера ΣP порождены такими подмножествами {a i1 , . . . ,a ik},
для которых пересечение Fi1 ∩ . . . ∩ Fik непусто. Наконец, ΣP яв-
ляется неособым тогда и только тогда, когда векторы a i1 , . . . ,a in

образуют базис решётки N для любого набора n гиперграней
Fi1 , . . . , Fin , имеющих общую вершину.

Как показывают простые примеры, далеко не любой полный
веер получается как нормальный веер для некоторого выпуклого
многогранника (см. пример 3.1.9).

1.4. Симплициальные комплексы и кусочно-линейные
отображения

Симплициальный комплекс является наиболее простой абстрак-
тной структурой, позволяющей переводить геометрические и топо-
логические свойства объектов на язык комбинаторики.

Пусть M — конечное множество. Для каждого подмножества
ω ⊂M мы будем обозначать его число элементов через |ω|.

Определение 1.4.1. (Абстрактным) симплициальным ком-
плексом на множестве M называется такой набор K = {σ} под-
множеств σ ⊂ M, что для каждого σ ∈ K все подмножества в
σ также принадлежат K. Мы также считаем, что K всегда со-
держит пустое подмножество ∅. Подмножество σ ∈ K называется
(абстрактным) симплексом комплекса K. Одноэлементные подмно-
жества называются вершинами комплекса K. Если K содержит все
одноэлементные подмножества в M, то мы будем говорить, что K
является симплициальным комплексом на множестве вершин M.
Определим размерность симплекса σ ∈ K как dim σ = |σ| − 1. Раз-
мерностью симплициального комплекса называется максимальная
размерность его симплексов. Симплициальный комплекс K назы-
вается чистым, если все его максимальные симплексы имеют одну
и ту же размерность. Поднабор K′ ⊂ K, который также является
симплициальным комплексом, называется подкомплексом в K.

Соглашение. Как правило, в наших конструкциях можно без
опасений зафиксировать порядок на M и отождествить M с мно-
жеством индексов [m] = {1, . . . ,m}. Это делает обозначения более
прозрачными; однако, в некоторых случаях удобно использовать
неупорядоченные множества. Далее мы будем обозначать одноэле-
ментные подмножества {i} ∈ [m] просто через i.

Ранее мы называли симплексами многогранники, являющие-
ся выпуклыми оболочками наборов аффинно независимых точек.
Чтобы отличать их от абстрактных симплексов, в дальнейшем
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мы будем иногда называть такие многогранники геометрически-
ми симплексами.

Определение 1.4.2. Геометрическим симплициальным ком-
плексом называется набор P геометрических симплексов произ-
вольных размерностей, лежащих в некотором Rn, удовлетворяю-
щий следующим двум условиям:

а) каждая грань симплекса из P лежит в P ;
б) пересечение любых двух симплексов из P является гранью

каждого из них.
Симплексы из набора P также называются гранями; как обычно, 0-
мерные грани называются вершинами. Объединение всех симплек-
сов из набора P , рассматриваемое как подмножество в Rn, назы-
вается полиэдром. Далее мы не будем различать геометрические
симплициальные комплексы и их полиэдры. Размерностью поли-
эдра называется максимальная размерность его граней.

Соглашение. Понятие полиэдра, введённое ранее в определе-
нии 1.1.2, очевидно, отличается от введённого в определении 1.4.2.
Первое из значений термина «полиэдр» (т.е. «неограниченный мно-
гогранник») принято в выпуклой геометрии, в то время как вто-
рое значение (т.е. «геометрический симплициальный комплекс»)
используется в комбинаторной топологии. Мы как правило будем
использовать термин «полиэдр» в смысле определения 1.4.2. В лю-
бом случае, из контекста будет всегда ясно, какой из «полиэдров»
имеется ввиду.

Соглашение. В зависимости от контекста, мы будем обозна-
чать через ∆m−1 три различных объекта: абстрактный симплици-
альный комплекс 2[m], содержащий все подмножества в [m]; геомет-
рический симплекс (выпуклый многогранник); а также геометри-
ческий симплициальный комплекс, состоящий из всех граней гео-
метрического симплекса.

Пусть K — некоторый симплициальный комплекс на множестве
вершин [m]. Полиэдр P называется геометрической реализацией
комплекса K, если существует взаимно однозначное соответствие
между множеством [m] и множеством вершин полиэдра P , при ко-
тором симплексы комплекса K переходят в наборы вершин сим-
плексов полиэдра P .

Если не заботиться о размерности объемлющего пространства,
то геометрическую реализацию произвольного симплициального
комплекса можно построить следующим образом.

Конструкция 1.4.3. Пусть K — симплициальный комплекс на
множестве вершин [m]. Рассмотрим стандартный базис e1, . . . , em

в Rm и для каждого подмножества ω ⊂ [m] обозначим через ∆ω
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выпуклую оболочку концов векторов e i с i ∈ ω. Тогда ∆ω является
(правильным, геометрическим) симплексом. Полиэдр

⋃
σ∈K

∆σ ⊂ Rm

является геометрической реализацией комплекса K. Это отражает
тот факт, что любой симплициальный комплекс на множестве [m]
является подкомплексом в симплексе ∆m−1.

Пример 1.4.4. Пусть S — симплициальный n-многогранник.
Тогда его граница ∂S является (геометрическим) симплициальным
комплексом, гомеоморфным (n− 1)-мерной сфере.

Определение 1.4.5. Понятия f -вектора и h-вектора (n − 1)-
мерного симплициального комплекса K вводятся аналогично тому,
как это делалось для симплициальных многогранников. А именно,
f (K) = (f0, f1, . . . , fn−1), где fi — число i-мерных симплексов в K,
а h(K) = (h0, h1, . . . , hn), где компоненты hi определяются форму-
лой (1.8). Здесь мы также полагаем f−1 = 1. Если K представляет
собой границу симплициального n-многогранника S, то мы очевид-
но имеем f (K) = f (S).

Определение 1.4.6. Пусть K1 и K2 — симплициальные ком-
плексы на множествах [m1] и [m2] соответственно, а P1 и P2 — их
геометрические реализации. Говорят, что отображение множеств
ϕ : [m1] → [m2] индуцирует симплициальное отображение между
K1 и K2, если ϕ(σ) ∈ K2 для любого σ ∈ K1. Симплициальное
отображение ϕ называется невырожденным, если |ϕ(σ)| = |σ| для
любого σ ∈ K1. На геометрическом уровне, симплициальное отоб-
ражение продолжается линейно на гранях полиэдра P1 до отобра-
жения ϕ : P1 → P2 (которое мы для простоты обозначаем тем же
символом). Симплициальное отображение, для которого существу-
ет симплициальное обратное, называется симплициальным изомор-
физмом. Полиэдр P ′ называется подразбиением полиэдра P , если
каждый симплекс полиэдра P ′ содержится в некотором симплексе
полиэдра P и каждый симплекс из P представляется в виде ко-
нечного объединения симплексов из P ′. Кусочно-линейным отоб-
ражением ϕ : P1 → P2 называется отображение, которое является
симплициальным отображением некоторого подразбиения полиэд-
ра P1 в некоторое подразбиение полиэдра P2. Кусочно-линейным
гомеоморфизмом называется кусочно-линейное отображение, для
которого существует кусочно-линейное обратное. Таким образом,
два полиэдра P1 и P2 являются кусочно-линейно гомеоморфными
тогда и только тогда, когда существует полиэдр P , изоморфный
подразбиению каждого из них.
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Пример 1.4.7. Для любого симплициального комплекса K на
множестве [m] существует симплициальное отображение (вложе-
ние) K ↪→ ∆m−1.

Имеется очевидный симплициальный изоморфизм между лю-
быми двумя геометрическими реализациями данного симплици-
ального комплекса K. Это оправдывает наше единое обозначение
|K| для всех геометрических реализаций комплекса K. Когда это
возможно, мы не будем различать абстрактные симплициальные
комплексы и их геометрические реализации. Например, мы будем
говорить «симплициальный комплекс K кусочно-линейно гомео-
морфен X», имея ввиду «геометрическая реализация комплекса
K кусочно-линейно гомеоморфна X».

1.5. Барицентрическое подразбиение

Определение 1.5.1. Барицентрическим подразбиением аб-
страктного симплициального комплекса K называется симплици-
альный комплекс K′, определяемый следующим образом. Множе-
ством вершин комплекса K′ является множество {σ ∈ K : σ 6= ∅}.
Симплексами комплекса K′ являются цепи вложенных непустых
симплексов комплекса K. Таким образом, {σ1, . . . , σr} ∈ K′ тогда
и только тогда, когда σ1 ⊂ σ2 ⊂ . . . ⊂ σr в K (после возможного
переупорядочивания) и σ1 6= ∅.

Барицентром симплекса ∆n ⊂ Rn с вершинами v1, . . . , vn+1 на-
зывается точка bc(∆n) = 1

n+1
(v1 + . . . + vn+1) ∈ ∆n. Барицентриче-

ское подразбиение P ′ полиэдра P определяется следующим обра-
зом. Множество вершин полиэдра P ′ состоит из барицентров сим-
плексов полиэдра P . Набор барицентров {bc(∆i1

1 ), . . . , bc(∆ir
r )} по-

рождает симплекс полиэдра P ′ тогда и только тогда, когда ∆i1
1 ⊂

. . . ⊂ ∆ir
r в P . Очевидно, |K′| = |K|′ для любого абстрактного сим-

плициального комплекса K.
В дальнейшем нам понадобятся явные формулы преобразова-

ния f - и h-векторов симплициального комплекса при переходе к
его барицентрическому подразбиению. Введём матрицу

B = (bij), 0 6 i, j 6 n− 1; bij =
i∑

k=0

(−1)kCk
i+1(i− k + 1)j+1.

Можно показать, что bij = 0 при i > j) и bii = (i + 1)!, т.е. B —
невырожденная верхнетреугольная матрица.

Лемма 1.5.2. Пусть K′ — барицентрическое подразбиение сим-
плициального комплекса K размерности (n− 1). Тогда f -векторы
комплексов K и K′ связаны соотношением:

fi(K′) =
n−1∑
j=i

bijfj(K), 0 6 i 6 n− 1,
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т.е. f (K′) = Bf (K).

Доказательство. Рассмотрим барицентрическое подразбие-
ние j-мерного симплекса ∆j, и пусть b′ij есть число i-симплексов в
(∆j)′, не лежащих в ∂∆j. Тогда мы имеем fi(K′) =

∑n−1
j=i b′ijfj(K).

Докажем, что bij = b′ij. Действительно, легко видеть, что число b′ij
удовлетворяет следующему рекуррентному соотношению:

b′ij = (j + 1)b′i−1,j−1 + C2
j+1b

′
i−1,j−2 + . . . + Cj−i+1

j+1 b′i−1,i−1.

Отсюда по индукции легко выводится, что b′ij задаётся той же фор-
мулой, что и bij. ¤

Теперь введём матрицу

D = (dpq), 0 6 p, q 6 n; dpq =

p∑

k=0

(−1)kCk
n+1(p− k)q(p− k + 1)n−q

(здесь мы полагаем 00 = 1).

Лемма 1.5.3. h-векторы комплексов K и K′ связаны соотно-
шением:

hp(K′) =
n∑

q=0

dpqhq(K), p = 0, . . . , n; h(K′) = Dh(K).

Кроме того, матрица D невырождена.

Доказательство. Это устанавливается рутинной проверкой
с использованием леммы 1.5.2, соотношений (1.8) и ряда тождеств
для биномиальных коэффициентов. Если к f -вектору добавить
компоненту f−1 = 1 и соответствующим образом изменить матрицу
B, то мы будем иметь соотношение D = C−1BC, где C — матрица
перехода от h-вектора к f -вектору (её явный вид легко устанавли-
вается из соотношений (1.8)). Отсюда вытекает невырожденность
матрицы D. ¤

Таким образом, переход к барицентрическому подразбиению ин-
дуцирует линейные невырожденные преобразования B и D на f - и
h-векторах симплициальных комплексов.

Пример 1.5.4 (порядковый комплекс). Пусть S — произвольное
частично упорядоченное множество. Его порядковым комплексом
ord(S) называется набор всех цепей x1 < x2 < . . . < xk, xi ∈ S.
Очевидно, что ord(S) является симплициальным комплексом. По-
рядковый комплекс частично упорядоченного (относительно вло-
жения) множества непустых симплексов произвольного симплици-
ального комплекса K есть его барицентрическое подразбиение K′.
Если добавить пустой симплекс, то получается конус над барицен-
трическим подразбиением.
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Определение 1.5.5. Симплициальный комплекс K называется
флаговым, если любой набор его вершин, которые попарно соеди-
нены рёбрами, порождает симплекс. Минимальный флаговый ком-
плекс, содержащий данный симплициальный комплекс K, называ-
ется флагизацией комплекса K и обозначается fl(K). Недостающей
гранью комплекса K на множестве [m] называется подмножество
ω ⊂ [m] такое, что ω /∈ K, но любое собственное подмножество в
ω является симплексом в K. Тогда комплекс K является флаговым
тогда и только тогда, когда каждая его недостающая грань имеет
две вершины.

Пример 1.5.6. 1. Порядковый комплекс любого частично упо-
рядоченного множества (в частности, барицентрическое подразбие-
ние симплициального комплекса) является флаговым комплексом.
С другой стороны, граница 5-угольника является флаговым ком-
плексом, но не является порядковым комплексом.

2. Комплекс ∂∆n−1 не является флаговым при n > 2.

1.6. Двойственность Александера

Конструкция 1.6.1 (соединение симплициальных комплек-
сов). Пусть K1 и K2 — симплициальные комплексы на множествах
M1 и M2 соответственно. Соединением (или джойном) комплек-
сов K1 и K2 называется симплициальный комплекс

K1 ∗ K2 :=
{
σ ⊂M1 ∪M2 : σ = σ1 ∪ σ2, σ1 ∈ K1, σ2 ∈ K2

}

на множестве M1 ∪M2.

Пример 1.6.2. 1. Если K1 = ∆m1−1, K2 = ∆m2−1, то K1 ∗ K2 =
∆m1+m2−1.

2. Симплициальный комплекс ∆0 ∗ K (соединение комплекса K
и точки) называется конусом над K и обозначается cone(K).

3. Пусть S0 = ∂∆1 — пара точек (0-мерная сфера). Тогда S0 ∗K
называется надстройкой над K и обозначается ΣK.

Геометрические реализации комплексов cone(K) и ΣK суть со-
ответственно топологические конус и надстройка над |K|.

4. Пусть P1 и P2 — простые многогранники. Тогда

∂((P1 × P2)
∗) = ∂(P ∗

1 ◦ P ∗
2 ) = (∂P ∗

1 ) ∗ (∂P ∗
2 ).

(см. конструкцию 1.1.8).

Конструкция 1.6.3 (связная сумма симплициальных комплек-
сов). Пусть K1 и K2 — два (n − 1)-мерных симплициальных ком-
плекса. Выберем два максимальных симплекса σ1 ∈ K1, σ2 ∈ K2 и
зафиксируем некоторое отождествление σ1 с σ2. Определим связ-
ную сумму полиэдра |K1| с полиэдром |K2| относительно симплек-
сов σ1 и σ2 как полиэдр |K1 #σ1,σ2 K2|, получаемый склеиванием



1.6. ДВОЙСТВЕННОСТЬ АЛЕКСАНДЕРА 35

полиэдров |K1| и |K2| вдоль граней σ1 и σ2 и последующим удале-
нием грани σ, получаемой при отождествлении σ1 с σ2. В случае,
когда выбор симплексов σ1, σ2 определяются контекстом, мы будем
использовать сокращённое обозначение K1 #K2.

Пример 1.6.4. Конструкция связной суммы симплициальных
комплексов следующим образом связана со связной суммой про-
стых многогранников (см. конструкцию 1.1.9). Пусть P1 и P2 —
простые многогранники. Положим K1 = ∂(P ∗

1 ), K2 = ∂(P ∗
2 ). Тогда

K1 #K2 = ∂((P1 # P2)
∗).

Определение 1.6.5. Линк и звезда симплекса σ ∈ K опреде-
ляются как подкомплексы

lkK σ :=
{
τ ∈ K : σ ∪ τ ∈ K, σ ∩ τ = ∅

}
;

stK σ :=
{
τ ∈ K : σ ∪ τ ∈ K}

.

Определим также подкомплекс

∂ stK σ :=
{
τ ∈ K : σ ∪ τ ∈ K, σ 6⊂ τ

}
.

Тогда мы имеем последовательность вложений

lkK σ ⊂ ∂ stK σ ⊂ stK σ.

Для любой вершины v ∈ K подкомплекс stK v можно отождествить
с конусом над lkK v = ∂ stK v. Полиэдр | stK v| состоит из всех гра-
ней полиэдра |K|, содержащих v. Мы будем опускать индекс K в
обозначениях линка и звезды, когда это допускается контекстом.

Подкомплексы lk σ определяют топологическую структуру по-
лиэдра |K| вблизи каждой его точки. В частности, следующее
утверждение описывает «локальные гомологии» полиэдра.

Предложение 1.6.6. Пусть x — внутренняя точка некото-
рого симплекса σ ∈ K. Тогда

Hi

(|K|, |K| \ x
) ∼= H̃i−dim σ−1(lk σ).

Доказательство. Мы имеем

Hi

(|K|, |K| \ x
) ∼= Hi

(
st σ, (st σ) \ x

) ∼= Hi

(
st σ, (∂σ) ∗ (lk σ)

) ∼=
∼= H̃i−1

(
(∂σ) ∗ (lk σ)

) ∼= H̃i−dim σ−1(lk σ).

Здесь в первом изоморфизме мы воспользовались свойством выре-
зания, во втором — тем фактом, что (∂σ) ∗ (lk σ) является дефор-
мационным ретрактом для (st σ) \ x, в третьем — гомологической
последовательностью пары и, наконец, в четвёртом — изоморфиз-
мом надстройки. ¤
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Для любого подкомплекса L ⊂ K определим его (замкнутую)
комбинаторную окрестность UK(L) как следующий подкомплекс:

UK(L) :=
⋃
σ∈L

stK σ.

Эквивалентно, комбинаторная окрестность UK(L) состоит из всех
симплексов комплекса K, вместе со всеми их гранями, содержащи-
ми некоторый симплекс из L в качестве грани. Введём также от-
крытую комбинаторную окрестность

◦
UK(L) полиэдра |L| в |K|

как объединение внутренностей всех граней из |K|, содержащих
некоторый симплекс из |L| в качестве грани.

Пусть K — симплициальный комплекс на множестве M и ω ⊂
M — подмножество. Определим полный подкомплекс Kω как

(1.17) Kω :=
{
σ ∈ K : σ ⊂ ω

}
.

Положим coreM = {v ∈ M : st v 6= K}. Ядром комплекса K
называется подкомплекс coreK = KcoreM. Таким образом, яд-
ро есть максимальный подкомплекс, содержащий все вершины,
звёзды которых не совпадают с K. Тогда K представляется в ви-
де K = core(K) ∗∆s−1, где ∆s−1 — симплекс на множестве вершин
M\ coreM.

Пример 1.6.7. 1. lkK∅ = K.
2. Пусть K = ∂∆3 — граница тетраэдра на четырех вершинах

1, 2, 3, 4 и σ = {1, 2}. Тогда lk σ есть подкомплекс, состоящий из
двух точек 3 и 4.

3. Пусть K — конус с вершиной v над некоторым комплексом L.
Тогда lk v = L, st v = K и coreK ⊂ L.

Конструкция 1.6.8 (двойственный комплекс). Пусть K — сим-
плициальный комплекс на множествеM, отличный от полного сим-
плекса на M. Положим

K̂ := {ω ⊂M : M\ ω /∈ K}.
Тогда K̂ есть снова симплициальный комплекс на M. Он называ-
ется двойственным комплексом к K.

Конструкция двойственного симплициального комплекса K̂ поз-
воляет дать следующую симплициальную интерпретацию двой-
ственности Александера для канонического вложения симплици-
ального комплекса K на множестве [m] в (m − 2)-мерную сфе-
ру ∂∆m−1. Рассмотрим барицентрическое подразделение (∂∆m−1)′.
По определению, грани комплекса (∂∆m−1)′ соответствуют цепям
σ1 ⊂ . . . ⊂ σr вложенных подмножеств в [m], удовлетворяющим
|σ1| > 1 и |σr| 6 m − 1. Обозначим соответствующие грани через
∆σ1⊂...⊂σr . (Например, ∆{i} есть вершина v = {i} симплекса ∆m−1,
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рассматриваемая как вершина комплекса (∂∆m−1)′.) Тогда полиэдр⋃
σ1⊂...⊂σr, σr∈K

∆σ1⊂...⊂σr

является геометрической реализацией комплекса K′. Положим î =
[m] \ {i} и σ̂ = [m] \ σ для каждого подмножества σ ⊂ [m]. Введём
следующий подкомплекс в (∂∆m−1)′:

D(K) =
⋃

σ1⊂...⊂σr, σ̂r /∈K
∆σ̂r⊂...⊂σ̂1 .

Предложение 1.6.9. Для любого симплициального комплекса
K 6= ∆m−1 на множестве [m], полиэдр D(K) является геометриче-
ской реализацией барицентрического подразделения двойственного
комплекса:

D(K) = |K̂′|.
Кроме того, если барицентрическое подразделение комплекса K ре-
ализовано канонически как подполиэдр в (∂∆m−1)′, то

|K̂′| = (
∂∆m−1

)′ \ ◦
U (∂∆m−1)′

(|K′|).
Доказательство. Отобразим вершину {i} комплекса K̂ в вер-

шину î (точнее, ∆î) комплекса (∂∆m−1)′, а барицентр грани σ ∈ K̂ —
в вершину ∆σ̂. Тогда весь комплекс K̂′ перейдет в подкомплекс⋃

σ1⊂...⊂σr, σr∈K̂
∆σ̂r⊂...⊂σ̂1 ,

который есть не что иное как D(K). Второе утверждение также
непосредственно вытекает из определений.

Приведём иллюстрирующий пример (рис. 1.2). ЗдесьK есть гра-
ница 4-угольника с вершинами 1, 2, 3, 4. Тогда K̂ состоит из двух
несвязных отрезков. На рисунке K′ и K̂′ изображены как подком-
плексы в (∂∆3)′. ¤

Предложение 1.6.10. Для любого симплициального комплек-
са K 6= ∆m−1 на множестве [m] имеет место изоморфизм

H̃j(K) ∼= H̃m−3−j(K̂), −1 6 j 6 m− 2,

Здесь мы используем соглашение H̃−1(∅) = H̃−1(∅) = Z.

Доказательство. Имеется симплициальное отображение

α : (∂∆m−1)′ → |K′| ∗ |K̂′|,
которое строится следующим образом. Множества вершин ком-
плексов |K′| и |K̂′| не пересекаются, а их объединение есть множе-
ство всех вершин комплекса (∂∆m−1)′, так что отображение α одно-
значно определено на вершинах. Проверим, что это — действитель-
но симплициальное отображение. Пусть ∆σ1⊂...⊂σr ⊂ (∂∆m−1)′ —
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Рис. 1.2. Двойственный подкомплекс и двойствен-
ность Александера.

некоторая грань. Тогда найдется такое i, что σi ∈ K, σi+1 /∈ K. В
этом случае, очевидно,

α(∆σ1⊂...⊂σr) = ∆σ1⊂...⊂σi
∗∆σi+1⊂...⊂σr ⊂ |K′| ∗ |K̂′|.

Отображение α индуцирует отображение в когомологиях

H̃p(|K′|)⊗ H̃q(|K̂′|) → H̃p+q+1
(
(∂∆m−1)′

)
= H̃p+q+1(Sm−2),

которое является невырожденным спариванием при p + q = m− 3,
что доказывает утверждение. ¤

Следствие 1.6.11 (двойственность Александера). Для любого
полиэдра P, вложенного в сферу Sm−2 имеют место изоморфизмы

H̃j(P) ∼= H̃m−3−j

(
Sm−2 \ P)

, −1 6 j 6 m− 2.

Доказательство. Это непосредственно вытекает из предло-
жений 1.6.9 и 1.6.10. ¤

Предложение 1.6.10 допускает следующее обобщение, которое
понадобится нам в дальнейшем.

Предложение 1.6.12. Пусть K 6= ∆m−1 — симплициальный
комплекс на [m] и σ /∈ K, т.е. σ̂ = [m]\σ ∈ K̂. Тогда имеют место
изоморфизмы

H̃j(Kσ) ∼= H̃|σ|−3−j

(
lkK̂ σ̂

)
,

где Kσ — полный подкомплекс в K, введенный в (1.17).
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Доказательство. Применим предложение 1.6.10 к комплексу
Kσ, рассматриваемому как симплициальный комплекс на множе-
стве σ из |σ| элементов. Из определений вытекает, что двойствен-
ный комплекс совпадает с lkK̂ σ̂, который также можно рассматри-
вать как симплициальный комплекс на множестве σ. ¤

Пример 1.6.13. Пусть K — граница 5-угольника. Тогда K̂ явля-
ется лентой Мёбиуса, триангулированной как показано на рис. 1.3.
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Рис. 1.3. Граница 5-угольника и её двойственный комплекс.

1.7. Симплициально клеточные комплексы и
симплициальные частично упорядоченные множества

В этом разделе мы рассмотрим комбинаторные структуры бо-
лее общие, чем симплициальные комплексы, — симплициальные
частично упорядоченные множества, а также соответствующие им
геометрические объекты — симплициально клеточные комплексы.
Эти понятия будут играть важную роль в топологических прило-
жениях, связанных с действиям тора.

Определение 1.7.1. Частично упорядоченное множество S с
отношением порядка 6 называется симплициальным, если оно со-
держит наименьший элемент 0̂ и для любого σ ∈ S отрезок

[0̂, σ] = {τ ∈ S : 0̂ 6 τ 6 σ}
изоморфно частично упорядоченному множеству граней симплек-
са. Для каждого элемента σ ∈ S \ 0̂ положим rank σ = k если
[0̂, σ] является множеством граней (k − 1)-симплекса и положим
rank 0̂ = 0. Положим также dimS = maxσ∈S rank σ − 1. Наконец,
определим вершины множества S как элементы ранга 1.

Очевидно, что множество всех симплексов некоторого симпли-
циального комплекса является симплициальным частично упоря-
доченным множеством относительно включения. Однако далеко не
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все симплициальные частично упорядоченные множества получа-
ются таким образом (см. пример 1.7.2 ниже).

Напомним, что клеточным комплексом называется хаусдорфо-
во топологическое пространство X, представленное в виде объеди-
нения

⋃
eq

i попарно непересекающихся множеств eq
i (называемых

клетками) таким образом, что для каждой клетки eq
i существует

отображение q-мерного замкнутого шара Dq в X (характеристи-
ческое отображение), ограничение которого на внутренность ша-
ра Dq есть гомеоморфизм на eq

i . (Здесь, как обычно, считается, что
внутренность точки есть сама эта точка.) При этом предполагают-
ся выполненными следующие аксиомы.

(C) Граница клетки eq
i содержится в объединении конечного

числа клеток er
j размерности r < q.

(W) Подмножество Y ⊂ X замкнуто тогда и только тогда, ко-
гда для любой клетки eq

i замкнуто пересечение Y ∩ eq
i .

Далее в этом разделе S будет обозначать симплициальное ча-
стично упорядоченное множество. Каждому элементу σ ∈ S \ 0̂ со-
поставим геометрический симплекс, множеством граней которого
является [0̂, σ], и склеим все эти геометрические симплексы в соот-
ветствии с отношением порядка в S. Тогда мы получим клеточный
комплекс, замыкание каждой клетки которого отождествляется с
симплексом с сохранением структуры граней, причём все харак-
теристические отображения являются вложениями. Мы будем на-
зывать этот комплекс симплициально клеточным комплексом и
обозначать его |S|. В случае, когда S является множеством сим-
плексов некоторого симплициального комплекса K, пространство
|S| совпадает с полиэдром (геометрической реализацией) |K|.

Пример 1.7.2. Клеточный комплекс, получаемый отождествле-
нием двух (n−1)-мерных симплексов по их границам (с сохранени-
ем структуры граней) является симплициально клеточным. Соот-
ветствующее симплициальное частично упорядоченное множество
не является множеством граней никакого симплициального ком-
плекса при n > 1.

На рис. 1.4 а)–в) изображены три клеточных разбиения окруж-
ности. Первое из них не является симплициально клеточным ком-
плексом. Второе является симплициально клеточным комплексом,
но не является симплициальным комплексом (это — в точности по-
строенный выше в этом примере симплициально клеточный ком-
плекс для n = 2). Наконец, третье разбиение является симплици-
альным комплексом.

Очевидным образом определяется барицентрическое подразбие-
ние симплициально клеточного комплекса, которое снова является
симплициально клеточным комплексом.
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Рис. 1.4. Клеточные разбиения окружности.

Предложение 1.7.3. Барицентрическое подразбиение сим-
плициально клеточного комплекса S является полиэдром (т.е.
геометрической реализацией симплициального комплекса).

Доказательство. Действительно, мы можем отождествить
рассматриваемое барицентрическое подразбиение с геометриче-
ской реализацией порядкового комплекса ord(S \ 0̂) (см. определе-
ние 1.5.4) для соответствующего симплициального частично упо-
рядоченного множества S. ¤

В дальнейшем мы не будем различать симплициальные частич-
но упорядоченные множества и симплициально клеточные ком-
плексы и будем называть порядковый комплекс ord(S \ 0̂) барицен-
трическим подразбиением симплициального частично упорядочен-
ного множества и обозначать его S ′.

1.8. Кубические комплексы

В ряде приложений, связанных с действиями тора, наряду с
симплициальными и симплициально клеточными комплексами ока-
зывается полезно рассматривать кубические комплексы. Здесь мы
вводим необходимые определения и конструкции.

Как и в случае симплициальных комплексов, имеется два под-
хода к определению кубического комплекса, абстрактный и геомет-
рический.

Определение 1.8.1. Абстрактным кубическим комплексом
называется конечное частично упорядоченное множество (C,⊂), со-
держащее наименьший элемент ∅ и удовлетворяющее следующим
двум условиям:

а) для любого элемента G ∈ C отрезок [∅, G] изоморфен ча-
стично упорядоченному множеству граней куба;

б) для любых двух элементов G1, G2 ∈ C существует един-
ственная точная нижняя грань, т.е. среди всех элементов
H ∈ C, удовлетворяющих H ⊂ G1 и H ⊂ G2, существует
единственный максимальный элемент.

Элементы G ∈ C называются гранями кубического комплекса. Ес-
ли [∅, G] является множеством граней куба Ik, то говорят, что грань



42 1. ОСНОВНЫЕ КОМБИНАТОРНЫЕ И ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПОНЯТИЯ

G имеет размерность k. Для любых двух граней G1, G2 их точная
нижняя грань называется пересечением и обозначается G1 ∩G2.

Далее мы введём понятие геометрической (вернее, топологиче-
ской) реализации абстрактного кубического комплекса. Определим
топологический куб размерности q как q-мерный шар, для которо-
го фиксирован гомеоморфизм со стандартным кубом Iq. При помо-
щи этого гомеоморфизма топологический куб разбивается на гра-
ни, где под гранями мы подразумеваем гомеоморфные образы гра-
ней куба Iq.

Определение 1.8.2. Топологическим кубическим комплексом
называется набор U топологических кубов произвольных размер-
ностей, лежащих в некотором Rn и удовлетворяющий следующим
двум условиям:

а) каждая грань куба из U лежит в U ;
б) пересечение любых двух кубов из U является гранью каж-

дого из них.

Кубы из набора U также называются гранями комплекса U ; как
обычно, 0-мерные грани называются вершинами. Размерностью
кубического комплекса U называется максимальная размерность
его граней.

По каждому абстрактному кубическому комплексу C можно по-
строить его геометрическую реализацию — топологический куби-
ческий комплекс U , грани которого образуют относительно включе-
ния частично упорядоченное множество, изоморфное C. Это можно
сделать, например, взяв несвязное объединение топологических ку-
бов, соответствующих отрезкам [∅, G] ⊂ C, и произведя отождеств-
ления граней в соответствии с отношением частичного порядка.

Замечание. Определение 1.8.2 аналогично определению 1.4.2
симплициального полиэдра с той разницей, что в данном случае
мы реализуем абстрактные кубы не многогранниками, а топологи-
ческими кубами. Заметим, что это ослабление существенно: как
показывают простые примеры [БП04-2, §5.1], далеко не всякий
абстрактный кубический комплекс допускает реализацию в виде
кубического полиэдра, т.е. путём склейки из выпуклых многогран-
ников, комбинаторно эквивалентных кубам. В частности, не любой
кубический комплекс является подкомплексом в стандартном кубе.

В дальнейшем мы не будем различать абстрактные кубические
комплексы и их топологические реализации.

Далее мы приводим примеры кубических комплексов, которые
будут играть ключевую роль в наших дальнейших построениях (в
частности, в определении момент-угол-комплексов).
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Для каждой пары σ ⊂ τ вложенных подмножеств в [m] (воз-
можно, пустых) мы определим следующую грань куба Im:
(1.18)

Cσ⊂τ = {(y1, . . . , ym) ∈ Im : yi = 0 при i ∈ σ, yi = 1 при i /∈ τ}.
Легко видеть, что любая грань куба Im получается таким образом.
Мы также положим Cτ := C∅⊂τ для упрощения обозначений.

Конструкция 1.8.3 (каноническая триангуляция для Im). Для
краткости введём обозначение ∆ = ∆m−1. Сопоставим каждому
подмножеству σ = {i1, . . . , ik} ⊂ [m] вершину vσ := Cσ⊂σ куба
Im. В явном виде, vσ = (ε1, . . . , εm), где εi = 0 если i ∈ σ и
εi = 1 иначе. Рассматривая подмножества σ как вершины бари-
центрического подразбиения симплекса ∆, мы можем продолжить
соответствие σ 7→ vσ до кусочно-линейного вложения ic : ∆′ → Im.
При этом вложении вершины симплекса ∆ отображаются в верши-
ны куба Im, имеющие лишь одну нулевую координату, в то вре-
мя как барицентр симплекса ∆ отображается в (0, . . . , 0) ∈ Im
(см. рис. 1.5). Образ ic(∆

′) представляет собой объединение m гра-
ней куба Im, сходящихся в вершине (0, . . . , 0). Для каждой пары
σ ⊂ τ непустых подмножеств в [m] все симплексы из ∆′ вида
σ = σ1 ⊂ σ2 ⊂ . . . ⊂ σk = τ отображаются в одну и ту же грань
Cσ⊂τ ⊂ Im. Вложение ic : ∆′ → Im продолжается на cone(∆′) пу-
тём отображения вершины конуса в (1, . . . , 1) ∈ Im. Образом по-
лученного вложения cone(ic) является весь куб Im. Таким образом,
cone(ic) : cone(∆′) → Im есть кусочно-линейный гомеоморфизм, ли-
нейный на симплексах из cone(∆′). Это определяет каноническую
триангуляцию куба Im.

Таким образом, каноническая триангуляция куба Im получается
из отождествления куба с конусом над барицентрическим подраз-
биением симплекса ∆m−1.

Конструкция 1.8.4 (разбиение простого многогранника на ку-
бы). Пусть P ⊂ Rn — простой n-многогранник с m гипергранями
F1, . . . , Fm. Пусть S — множество барицентров граней многогран-
ника P , включая вершины и барицентр самого многогранника. То-
гда |S| = 1 + f0 + f1 + . . . + fn−1, где f (P ) = (f0, f1, . . . , fn−1) —
f -вектор многогранника. Построим абстрактный кубический ком-
плекс C(P ) с множеством вершин S, реализация которого будет за-
давать разбиение многогранника на кубы. Грани этого кубического
комплекса суть множества барицентров всех граней многогранника
P , лежащих между данными двумя гранями. Грань кубического
комплекса, соответствующую паре граней G1 и G2 многогранни-
ка P , мы обозначим через CG1⊂G2 . В частности, максимальные (n-
мерные) грани кубического комплекса C(P ) соответствуют парам
вида G1 = v, G2 = P , где v — вершина многогранника P . Для мак-
симальных граней мы введём сокращённое обозначение Cv := Cv⊂P .
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Рис. 1.5. Конус над ∆′ как стандартная триангуля-
ция куба.

Построим теперь каноническое вложение комплекса C(P ) в Im
следующим образом. Каждая (n−k)-грань G многогранника P есть
пересечение k гиперграней: G = Fi1∩. . .∩Fik . Отобразим барицентр
грани G, в вершину (ε1, . . . , εm) ∈ Im, где εi = 0 если i ∈ {i1, . . . , ik}
и εi = 1 иначе. Тем самым мы получим отображение из множества
вершин кубического комплекса C(P ) в множество вершин куба Im.
Используя каноническую триангуляцию куба (конструкция 1.8.3),
мы продолжим это отображение до кусочно-линейного вложения
cP : C(P ) → Im. Для каждой вершины v = Fi1 ∩ . . .∩ Fin ∈ P имеем

(1.19) cP (Cv) =
{
(y1, . . . , ym) ∈ Im : yj = 1 при j /∈ {i1, . . . , in}

}
,
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т.е. cP (Cv) = C{i1,...,in} ⊂ Im в обозначениях (1.18). Вложение
cP : P → Im в случае n = 2, m = 3 показано на рис. 1.6.
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Рис. 1.6. Вложение cP : C(P ) → Im для n = 2, m = 3.

Свойства предыдущей конструкции собраны ниже в одном
утверждении.

Предложение 1.8.5. Простой многогранник P с m гипергра-
нями допускает кубическое разбиение на кубы Cv, соответству-
ющие вершинам v ∈ P . Получаемый кубический комплекс C(P )
канонически вкладывается в границу куба Im, как описано в (1.19).

Конструкция 1.8.6 (кубическое разбиение симплициально-
го комплекса). Пусть K — симплициальный комплекс на мно-
жестве [m]. Тогда K канонически вкладывается как подкомплекс
в ∆m−1, а K′ — как подкомплекс в (∆m−1)′. Ограничивая кусочно-
линейное вложение из конструкции 1.8.3 на K′, мы получаем вло-
жение ic|K′ : |K′| → Im. Его образ есть некоторый кубический под-
комплекс в Im, который мы обозначим cub(K). Тогда

(1.20) cub(K) =
⋃

∅ 6=σ⊂τ∈K
Cσ⊂τ ⊂ Im,

т.е. cub(K) есть объединение граней Cσ⊂τ ⊂ Im по всем парам σ ⊂ τ
непустых симплексов из K.

Конструкция 1.8.7. Так как cone(K′) является подкомплексом
в cone((∆m−1)′), конструкция 1.8.3 также даёт вложение

cone(ic)|cone(K′) : | cone(K′)| → Im.

Образ этого вложения есть кубический подкомплекс в Im, который
мы обозначим cc(K). Легко видеть, что

(1.21) cc(K) =
⋃
τ∈K

Cσ⊂τ =
⋃
τ∈K

Cτ .
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Ниже сведены результаты предыдущих конструкций.

Предложение 1.8.8. Для любого симплициального комплекса
K на множестве [m] имеется кусочно-линейное вложение поли-
эдра |K| в куб Im, линейное на симплексах из K′. Образ этого вло-
жения есть кубический подкомплекс (1.20). Более того, имеется
кусочно-линейное вложение полиэдра | coneK| в Im, линейное на
симплексах из cone(K′), образ которого есть кубический подком-
плекс (1.21).
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б) K = ∂∆2

Рис. 1.7. Кубический комплекс cub(K).
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б) K = ∂∆2

Рис. 1.8. Кубический комплекс cc(K).

Пример 1.8.9. Кубический комплекс cub(K) в случае, когда K
представляет собой набор из трёх точек, показан на рис. 1.7 а).
На рис. 1.7 б) показан тот же кубический комплекс в случае, ко-
гда K = ∂∆2 — граница 2-симплекса. Соответствующие кубические
комплексы cc(K) показаны на рис. 1.8 а) и б).

Пусть P — простой n-многогранник и KP — симплициальный
комплекс, получаемый как граница полярного симплициального
многогранника P ∗. Тогда кубический комплекс cc(KP ) совпадает с
комплексом C(P ) из конструкции 1.8.4, а точнее cc(KP ) = cP (C(P )).



Глава 2

Кольца граней

Эта глава посвящена алгебраической теории колец граней (ко-
лец Стенли–Риснера) симплициальных комплексов и их обобщений
на симплициальные частично упорядоченные множества (симпли-
циально клеточные комплексы). Здесь собрано большинство алгеб-
раических сведений и конструкций, необходимых для последующих
топологических приложений. Алгебраические сведения, не имею-
щие непосредственного отношения к кольцам граней (резольвенты
и функтор Tor, кольца Коэна–Маколея), собраны в конце работы
в виде отдельных приложений.

В этой главе начинается переход от изложения вводного ма-
териала и необходимых конструкций и определений к изложению
результатов автора (частично полученных совместно с коллегами).
Материал разделов 2.1–2.5, в целом, не является новым; здесь изла-
гаются известные алгебраические конструкции и результаты. Воз-
можно, изложение ведётся с нестандартной для алгебраической ли-
тературы точки зрения; это объясняется направленностью на топо-
логические приложения. В разделе 2.6 излагается доказательство
теоремы характеризации симплициальных частично упорядочен-
ных множеств Коэна–Маколея в терминах их колец граней, по-
лученное в работе [MMP07] Маэды, Масуды и автора. В разде-
ле 2.7 приводится теорема характеризации h-векторов горенштей-
новых симплициальных частично упорядоченных множеств. Это
утверждение было доказано Стенли в [St91] за исключением од-
ного пункта, который оставался открытым и был сформулирован
в [St91] в качестве гипотезы. Частичное доказательство этой ги-
потезы было получено в работе [MP06] Масуды и автора, а пол-
ное — позднее в работе Масуды [Ma05]. В разделе 2.8 приводится
доказательство обобщённых соотношений Дена–Соммервилля для
триангулированных многообразий. Эти соотношения в таком ви-
де впервые были получены в работе [БП00-2] В.М. Бухштабера и
автора как следствие биградуированной двойственности Пуанкаре
для момент-угол-комплексов. Здесь же мы излагаем чисто комби-
наторное доказательство из работы [MP06] Масуды и автора.

47
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Понятие кольца граней симплициального комплекса, введённое
в начале 1970-х годов, открыло новые пути комбинаторных прило-
жений развитого к тому времени мощного аппарата коммутатив-
ной и гомологической алгебры. В основу были положены результа-
ты, описывающие взаимосвязи колец граней и таких ключевых ал-
гебраических понятий как регулярные последовательности, кольца
Коэна–Маколея и Горенштейна, Tor-алгебры, локальные когомо-
логии и т.д. Основным источником по теории колец граней и её
приложениям является монография Стенли [St96].

Далее, говоря об основном кольце k, мы будем иметь ввиду
некоторое поле или кольцо целых чисел. Если не оговорено про-
тивное, в этой главе мы под алгеброй мы будем подразумевать
с градуированную коммутативную конечно порождённую алгебру
A = ⊕i>0A

i над k, а все A-модули M у нас будут градуированными
и конечно порождёнными. Мы всегда будем предполагать алгебру
A связной, т.е. A0 = k. Тогда отображение аугментации A → k,
тождественное на A0 и переводящее элементы из A+ (т.е. положи-
тельной степени) в нуль, задаёт в k структуру A-модуля. Для того,
чтобы не использовать термин «модуль» в разных контекстах, мы
будем часто говорить о «k-векторных пространствах», имея вви-
ду абелевы группы в случае k = Z. Таким образом, каждая гра-
дуированная компонента M i модуля M является конечномерным
k-векторным пространством. Кроме того, мы будем считать, что
алгебры имеют нетривиальные градуированные компоненты толь-
ко в чётных размерностях (этого всегда можно достичь удвоением
градуировки). Дело в том, что в последующих главах мы будем
иметь дело с топологическими приложениями, где возникают ал-
гебры, которые коммутативны в градуированном, а не в обычном,
смысле. В соответствии с этим соглашением, говоря далее об алгеб-
рах, порождённых линейными элементами, мы будем иметь ввиду
алгебры, порождёнными элементами из A2.

Мы часто будем использовать сокращённое обозначение k[m]
для градуированной алгебры многочленов k[v1, . . . , vm]. Если не
оговорено противное, мы будем считать, что образующие vi име-
ют степень два. Для каждого подмножества ω = {i1, . . . , ik} ⊂ [m]
моном vi1 . . . vik будем обозначать через vω.

2.1. Кольца граней симплициальных комплексов

Определение 2.1.1. Кольцом граней (или кольцом Стенли–
Риснера) симплициального комплекса K на множестве [m] называ-
ется факторкольцо

k[K] = k[v1, . . . , vm]/IK,
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где IK — однородный идеал, порождённый мономами vω, для кото-
рых ω не является симплексом в K. Идеал IK называется идеалом
Стенли–Риснера комплекса K.

Заметим, что идеал IK является мономиальным и имеет базис
из мономов vω, соответствующих недостающим граням ω комплек-
са K. Все такие мономы в своей записи не содержат квадратов.

Пример 2.1.2. 1. Пусть K — 2-мерный симплициальный ком-
плекс, изображённый на рис. 2.1. Тогда

IK = (v1v5, v3v4, v1v2v3, v2v4v5).
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Рис. 2.1

2. Кольцо Стенли–Риснера k[K] является квадратичной ал-
геброй (т.е. идеал IK порождён квадратичными мономами) то-
гда и только тогда, когда K — флаговый комплекс (см. опреде-
ление 1.5.5).

3. Пусть K1 ∗K2 — соединение K1 и K2 (см. конструкцию 1.6.1).
Тогда

k[K1 ∗ K2] = k[K1]⊗ k[K2].

Здесь и далее ⊗ обозначает тензорное произведение над k.

Пусть P — простой n-многогранник, P ∗ — его полярный много-
гранник, и KP — граница P ∗. Тогда KP является симплициальным
комплексом, гомеоморфным (n−1)-мерной сфере. Определим коль-
цо граней k[P ] многогранника P как кольцо граней комплекса KP .
В явном виде,

k[P ] = k[v1, . . . , vm]/IP ,

где IP — идеал, порожденный всеми мономами vi1vi2 . . . vis такими,
что Fi1 ∩ . . . ∩ Fis = ∅ в P , i1 < . . . < is.

Пример 2.1.3. 1. Пусть P есть n-симплекс (рассматриваемый
как простой многогранник). Тогда

k[P ] = k[v1, . . . , vn+1]/(v1v2 . . . vn+1).
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2. Пусть P есть трехмерный куб I3. Тогда

k[P ] = k[v1, v2 . . . , v6]/(v1v4, v2v5, v3v6).

3. Пусть P 2 есть m-угольник, m > 4. Тогда

IP 2 = (vivj : i− j 6= 0,±1 mod m).

4. Для любых двух простых многогранников P1 и P2 мы имеем

k[P1 × P2] = k[P1]⊗ k[P2].

Предложение 2.1.4. Пусть ϕ : K1 → K2 — симплициальное
отображение (см. определение 1.4.6) между комплексами K1 и K2

на множествах вершин [m1] и [m2] соответственно. Определим
отображение ϕ∗ : k[w1, . . . , wm2 ] → k[v1, . . . , vm1 ] как

ϕ∗(wj) :=
∑

i∈ϕ−1(j)

vi.

Тогда ϕ∗ индуцирует гомоморфизм k[K2] → k[K1], который мы
также будем обозначать ϕ∗.

Доказательство. Необходимо установить, что ϕ∗(IK2) ⊂ IK1 .
Предположим, что τ = {j1, . . . , js} ⊂ [m2] не является симплексом
в K2. Мы имеем

ϕ∗(wj1 . . . wjs) =
∑

i1∈ϕ−1(j1),...,is∈ϕ−1(js)

vi1 . . . vis .

Нам надо проверить, что правая часть этого равенства лежит в
IK1 , т.е. для любого монома vi1 . . . vis в правой части множество
σ = {i1, . . . , is} не является симплексом в K1. Действительно, иначе
мы бы имели ϕ(σ) = τ ∈ K2 по определению симплициального
отображения, что противоречит предположению. ¤

Для каждого симплекса σ ∈ K мы имеем Kσ = ∆|σ|−1 и k[Kσ]
есть кольцо многочленов k[vi : i ∈ σ] от |σ| образующих. Вложение
Kσ ⊂ K индуцирует гомоморфизм ограничения sσ из k[K] в кольцо
многочленов, который отображает vi тождественно если i ∈ σ и в
нуль иначе.

Следующее простое утверждение используется в ряде важных
алгебраических и топологических конструкций, и мы не раз ещё
вернёмся к нему в дальнейшем.

Предложение 2.1.5. Cумма s := ⊕σ∈Ksσ отображений огра-
ничения задаёт мономорфизм

s : k[K] −→
⊕
σ∈K

k[vi : i ∈ σ].
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Доказательство. Рассмотрим композицию отображений

k[v1, . . . , vm]
p−−−→ k[K]

s−−−→ ⊕
σ∈K k[vi : i ∈ σ],

где p — каноническая проекция на факторкольцо. Предположим,
что sp(Q) = 0, где Q = Q(v1, . . . , vm) — некоторый многочлен. Тогда
для каждого монома vα1

i1
. . . vαk

ik
, входящего в Q с ненулевым коэф-

фициентом мы имеем {i1, . . . , ik} /∈ K. Следовательно, p(Q) = 0 и
s — мономорфизм. ¤

Напомним, что рядом Пуанкаре градуированного k-векторного
пространства M называется ряд

F (M ; t) =
∞∑
i=0

(dimk M i)ti.

Лемма 2.1.6 (Стенли). Пусть K — симплициальный комплекс
размерности (n − 1) с f -вектором (f0, . . . , fn−1) и h-вектором
(h0, . . . , hn). Тогда ряд Пуанкаре кольца k[K] имеет вид

F
(
k[K]; t

)
=

n−1∑
i=−1

fit
2(i+1)

(1− t2)i+1
=

h0 + h1t
2 + . . . + hnt2n

(1− t2)n
.

Доказательство. Кольцо граней k[K] имеет аддитивный ба-
зис из мономов vα1

i1
. . . v

αk+1

ik+1
, где {i1, . . . , ik+1} — симплекс в K, а

α1, . . . , αk+1 — некоторые натуральные числа. Следовательно, каж-
дый k-симплекс из K вносит слагаемое t2(k+1)

(1−t2)k+1 в ряд Пуанкаре, что
доказывает первое равенство. Второе равенство является очевид-
ным следствием из (1.8). ¤

Пример 2.1.7. 1. Пусть K = ∆n−1. Тогда fi = Ci+1
n для −1 6

i 6 n− 1, а h0 = 1 и hi = 0 при i > 0. Так как любое подмножество
в [n] является симплексом в ∆n−1, мы имеем k[∆n−1] = k[v1, . . . , vn]
и F (k[∆n−1]; t) = (1 − t2)−n, что соответствует формуле из лем-
мы 2.1.6.

2. Пусть K — граница n-симплекса. Тогда hi = 1, i = 0, 1, . . . , n,
и k[K] = k[v1, . . . , vn+1]/(v1v2 . . . vn+1). Из леммы 2.1.6 получаем

F
(
k[∂∆n]; t

)
=

1 + t2 + . . . + t2n

(1− t2)n
.

2.2. Гомологические свойства колец граней: Tor-алгебры и
числа Бетти

Кольцо Стенли–Риснера k[K] обладает канонической структу-
рой модуля над кольцом многочленов k[m], задаваемой проекцией
k[m] → k[K]. В этом разделе мы описываем свойства Tor-модулей
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колец Стенли–Риснера:

Tork[v1,...,vm]

(
k[K],k

)
=

m⊕
i,j=0

Tor−i,2j
k[v1,...,vm]

(
k[K],k

)

(определение и свойства Tor-модулей можно найти в приложе-
нии I). Определим биградуированные числа Бетти кольца k[K] как

(2.1) β−i,2j
(
k[K]

)
:= dimk Tor−i,2j

k[v1,...,vm]

(
k[K],k

)
, 0 6 i, j 6 m.

Мы также положим

β−i
(
k[K]

)
= dimk Tor−i

k[v1,...,vm]

(
k[K],k

)
=

∑
j

β−i,2j
(
k[K]

)
.

Рассмотрим минимальную резольвенту для k[m]-модуля k[K]
(конструкция I.2). Тогда R0

min
∼= 1 · k[m] есть свободный модуль с

одной образующей степени 0. Образующие свободного модуля R−1
min

задаются элементам минимального базиса в IK и соответствуют
недостающим граням комплекса K. Обозначим через vi1,...,ik образу-
ющую модуля R−1

min, отвечающую недостающей грани {i1, . . . , ik} ⊂
[m]. Тогда отображение d : R−1

min → R0
min переводит vi1,...,ik в vi1 . . . vik .

Согласно (I.6), мы получаем

(2.2) β−i,2j
(
k[K]

)
= rank R−i,2j

min .

Пример 2.2.1. Пусть K — граница 4-угольника. Тогда

k[K] ∼= k[v1, . . . , v4]/(v1v3, v2v4).

Построим минимальную резольвенту для k[K] и найдём соответ-
ствующие числа Бетти. Модуль R0 имеет одну образующую 1 (сте-
пени 0), а мономы v1v3 и v2v4 образуют минимальный базис в ядре
эпиморфизма R0 → k[K]. Следовательно, R−1 имеет две образую-
щие v13 и v24 степени 4, а отображение d : R−1 → R0 переводит v13 в
v1v3 и v24 в v2v4. Минимальный базис в ядре отображения R−1 → R0

состоит из одного элемента v2v4v13−v1v3v24. Поэтому R−2 имеет од-
ну образующую степени 8, которую мы обозначим a, а отображение
d : R−2 → R−1 мономорфно и переводит a в v2v4v13 − v1v3v24. Итак,
минимальная резольвента имеет вид

0 −−−→ R−2 −−−→ R−1 −−−→ R0 −−−→ M −−−→ 0,

где rank R0 = β0,0(k[K]) = 1, rank R−1 = β−1,4(k[K]) = 2, rank R−2 =
β−2,8(k[K]) = 1.

Числа Бетти β−i,2j(k[K]) являются важными комбинаторными
инвариантами симплициального комплекса K. Следующий резуль-
тат сводит их вычисление к вычислению групп когомологий пол-
ных подкомплексов в K.
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Теорема 2.2.2 (Хохстер [Ho77] или [St96, Th. 4.8]). Имеет
место формула

β−i,2j
(
k[K]

)
=

∑

ω⊂[m] : |ω|=j

dimk H̃j−i−1(Kω;k),

где Kω — полный подкомплекс в K, соответствующий подмноже-
ству ω ⊂ [m]. Здесь мы полагаем H̃−1(∅;k) = k.

Исходное доказательство этого утверждения, полученное Хох-
стером, опирается на достаточно сложную комбинаторную и ал-
гебраическую технику. Далее в разделе 6.4 мы дадим топологиче-
скую интерпретацию чисел β−i,2j(k[K]) как биградуированных чи-
сел Бетти некоторого пространства ZK (момент-угол-комплекса) и
приведём новое доказательство теоремы Хохстера.

Пример 2.2.3. Пусть снова K — граница 4-угольника. На этот
раз мы вычислим числа Бетти β−i,2j(k[K]) на основе теоремы Хох-
стера. Среди двухэлементных подмножеств в [m], наряду с сим-
плексами, имеется два несимплекса, а именно {1, 3} и {2, 4}. Сим-
плексы вносят тривиальный вклад в сумму для β−1,4(k[K]), в
то время как каждый из несимплексов вносит 1. Следовательно,
β−1,4(k[K]) = 2. Далее, каждый из четырёх полных подкомплексов
с тремя вершинами стягиваем, поэтому β−i,6(k[K]) = 0 для всех i.
Наконец, полный подкомплекс Kω с |ω| = 4 есть сам K. Следова-
тельно, β−i,8(k[K]) = dimk H̃4−i−1(Kω;k), что равно 1 при i = 2 и 0
в остальных случаях.

Числа Бетти кольца k[K] можно также вычислять при помо-
щи резольвенты Кошуля (см. конструкцию I.3). Покажем, как при
помощи этой резольвенты вводится каноническая мультипликатив-
ная структура в Tor-модуле. Рассмотрим дифференциальную би-
градуированную алгебру [Λ[u1, . . . , um]⊗k[K], d], где дифференциал
d определяется как в (I.3).

Лемма 2.2.4. Tork[v1,...,vm](k[K],k) является алгеброй, и имеет
место изоморфизм алгебр

Tork[v1,...,vm]

(
k[K],k

) ∼= H
[
Λ[u1, . . . , um]⊗ k[K], d

]
.

Доказательство. Используя резольвенту Кошуля при опре-
делении Tor и предложение I.4 г), мы вычисляем

Tork[v1,...,vm](k[K],k) ∼= Tork[v1,...,vm](k,k[K]) =

= H
[
Λ[u1, . . . , um]⊗ k[v1, . . . , vm]⊗k[v1,...,vm] k[K]

] ∼=
∼= H

[
Λ[u1, . . . , um]⊗ k[K]

]
.

¤
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Определение 2.2.5. Алгебра Tork[v1,...,vm](k[K],k) (с канониче-
ской биградуировкой) называется Tor-алгеброй симплициального
комплекса K.

Замечание. Вообще говоря, модуль Tork[v1,...,vm](M, N) при
N 6= k не имеет канонической мультипликативной структуры даже
если M и N являются алгебрами.

Лемма 2.2.6. Симплициальное отображение ϕ : K1 → K2

между симплициальными комплексами на множествах вершин
[m1] и [m2] соответственно индуцирует гомоморфизм

(2.3) ϕ∗t : Tork[w1,...,wm2 ]

(
k[K2],k

) → Tork[v1,...,vm1 ]

(
k[K1],k

)

соответствующих Tor-алгебр.

Доказательство. Это вытекает непосредственно из предло-
жений 2.1.4 и I.4 б). ¤

Таким образом, Tork[m](k[K],k) является контравариантным
функтором из категории симплициальных комплексов.

Конструкция 2.2.7 (мультиградуированная структура в Tor–
алгебре). Наделим кольцо многочленов k[v1, . . . , vm] мультигра-
дуировкой (точнее, Nm-градуировкой), положив mdeg vi1

1 . . . vim
m =

(2i1, . . . , 2im). Так как k[K] является факторкольцом кольца мно-
гочленов по мономиальному идеалу, в нём сохраняется мультигра-
дуированная структура. Мы также можем предполагать, что все
модули в резольвенте (I.1) мультиградуированы и дифференциалы
сохраняют эту структуру. Тогда алгебра Tork[m](k[K],k) приобре-
тает каноническую N⊕ Nm-градуировку, т.е.

Tork[v1,...,vm]

(
k[K],k

)
=

⊕

i>0, j∈Nm

Tor−i,j
k[v1,...,vm]

(
k[K],k

)
.

С учётом этой структуры, теорема 2.2.2 допускает следующее уточ-
нение. Для любого подмножества ω ⊂ [m] положим

Tor−i,2ω
k[v1,...,vm]

(
k[K],k

)
= Tor−i,2j1,...,2jm

k[v1,...,vm]

(
k[K],k

)

где jk = 1 если k ∈ ω и jk = 0 иначе. Тогда

Tor−i,2ω
k[v1,...,vm]

(
k[K],k

)
= H̃|ω|−i−1(Kω)

и Tor−i,j
k[m](k[K],k) = 0 если j 6= 2ω для некоторого ω ⊂ [m].

2.3. Симплициальные комплексы Коэна–Маколея

Необходимые сведения из общей теории колец Коэна–Маколея
изложены в приложении II. Наличие свойства Коэна–Маколея у
кольца граней симплициального комплекса приводит к важным
комбинаторно-геометрическим и топологическим последствиям.
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Вначале мы опишем системы параметров в k[K] на основе кон-
струкции мономорфизма ограничения s : k[K] → ⊕σ∈Kk[vi : i ∈ σ]
(см. предложение 2.1.5).

Лемма 2.3.1. Пусть K — симплициальный комплекс размерно-
сти n−1. Набор элементов t = (t1, . . . , tn) однородных (линейных)
элементов кольца k[K] является однородной (линейной) системой
параметров тогда и только тогда, когда для каждого симплекса
σ ∈ K набор sσ(t) является однородной (линейной) системой па-
раметров в кольце многочленов k[vi : i ∈ σ].

Доказательство. Предположим сначала, что t — линейная
система параметров. Так как k[vi : i ∈ σ]/sσ(t) вкладывается в ка-
честве k-подпространства в k[K]/(t), мы имеем

dimk k[vi : i ∈ σ]/sσ(t) 6 dimk k[K]/(t) < ∞.

Это означает по определению, что sσ(t) — система параметров в
k[vi : i ∈ σ].

Пусть теперь для каждого σ ∈ K набор sσ(t) является системой
параметров в k[vi : i ∈ σ]. Тогда мы имеем

dimk

⊕
σ∈K

k[vi : i ∈ σ]/sσ(t) < ∞.

Отсюда и из того, что s : k[K] → ⊕σ∈Kk[vi : i ∈ σ] — мономорфизм,
вытекает, что dimk k[K]/(t) < ∞ (см. [BH98, Lemma 4.7.1]). Таким
образом, t является системой параметров в k[K]. ¤

Заметим, что набор линейных элементов в кольце многочленов
является системой параметров тогда и только тогда, когда он по-
рождает всё кольцо многочленов (что эквивалентно тому, что этот
набор является базисом в пространстве линейных элементов). В
частности, если K — чистый комплекс (все максимальные симплек-
сы имеют размерность n−1), то последовательность t1, . . . , tn явля-
ется линейной системой параметров тогда и только тогда, когда её
ограничение на каждый (n−1)-симплекс даёт базис в пространстве
линейных элементов (над k).

Определение 2.3.2. Симплициальный комплекс K называется
комплексом Коэна–Маколея над k, если k[K] является алгеброй
Коэна–Маколея.

Если K является комплексом на множестве [m], то кольцо k[K]
является k[m]-модулем. Для любого элемента t ∈ k[m] обозначим
через t его образ при проекции k[m] → k[K]. Очевидно, что после-
довательность t элементов из k[m] является k[K]-регулярной тогда
и только тогда, когда таковой является последовательность t эле-
ментов из k[K]. В частности, dpk[K] = dpk[m] k[K]. Ввиду этого в
дальнейшем мы не будем различать эти два понятия регулярных
последовательностей.
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Легко видеть, что dimk[K] = dimK+1, причём образующие, со-
ответствующие вершинам любого симплекса, алгебраически неза-
висимы.

Пример 2.3.3. Пусть K = ∂∆2. Тогда мы имеем k[K] =
k[v1, v2, v3]/(v1v2v3). Элементы v1, v2 ∈ k[K] являются алгебраи-
чески независимыми, но не образуют однородную систему пара-
метров, так как dimk[K]/(v1, v2) = 1. С другой стороны, элементы
t1 = v1 − v3, t2 = v2 − v3 образуют однородную систему парамет-
ров, так как k[K]/(t1, t2) ∼= k[t]/t3. Легко видеть, что k[K] является
свободным k[t1, t2]-модулем с одной 0-мерной образующей 1, одной
1-мерной образующей v1 и одной 2-мерной образующей v2

1. Таким
образом, k[K] является кольцом Коэна–Маколея, и (t1, t2) — регу-
лярная последовательность.

Следующая фундаментальная теорема даёт комбинаторную ха-
рактеризацию комплексов Коэна–Маколея.

Теорема 2.3.4 (Риснер [Re76]). Симплициальный комплекс K
является комплексом Коэна–Маколея над k тогда и только тогда,
когда для любого симплекса σ ∈ K (включая σ = ∅) и i < dim(lk σ)

имеет место равенство H̃i(lk σ;k) = 0.

Следующая переформулировка теоремы Риснера показывает,
что свойство Коэна–Маколея является чисто топологической ха-
рактеристикой симплициального комплекса.

Предложение 2.3.5 (Манкрс). Комплекс K является ком-
плексом Коэна–Маколея над k тогда и только тогда, когда для лю-
бой точки x ∈ |K| имеет место равенство H̃i(|K|;k) = Hi(|K|, |K|\
x;k) = 0 при i < dimK.

Доказательство. Это непосредственно вытекает из предло-
жения 1.6.6. ¤

Следствие 2.3.6. Симплициальное разбиение сферы является
комплексом Коэна–Маколея.

Комплексы Коэна–Маколея могут быть охарактеризованы при
помощи чисел Бетти следующим образом.

Предложение 2.3.7. Симплициальный комплекс K размерно-
сти n − 1 с m вершинами является комплексом Коэна–Маколея
тогда и только тогда, когда β−i(k[K]) = 0 при i > m− n. В этом
случае имеем β−(m−n)(k[K]) 6= 0.

Доказательство. По определению свойства Коэна–Маколея,
depthk[K] = n. В силу теоремы II.4 это эквивалентно условию
hdk[K] = m − n. Теперь утверждение вытекает из предложе-
ния I.5. ¤
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2.4. Горенштейновы комплексы и соотношения
Дена–Соммервилля

В коммутативной гомологической алгебре наряду с кольцами
Коэна–Маколея важное место занимает класс горенштейновых ко-
лец. Их общая теория изложена в [BH98, Ch.3]. Как и в случае ко-
лец Коэна–Маколея, в комбинаторике большой интерес представ-
ляют симплициальные комплексы, кольца граней которых явля-
ются горенштейновыми. Нижеследующее определение не является
стандартным определением горенштейнового кольца, однако экви-
валентно ему в случае колец граней.

Определение 2.4.1. Комплекс Коэна–Маколея K размерно-
сти n − 1 на множестве [m] называется горенштейновым, если
β−(m−n)(k[K]) = 1, т.е. Tor

−(m−n)
k[m] (k[K],k) ∼= k. (Заметим, что

β−i(k[K]) = 0 при i > m − n в силу предложения 2.3.7.) Если,
кроме того, K = coreK (см. определение 1.6.5), то K называется
горенштейновым*.

Так как K = core(K) ∗∆s−1 для некоторого s, мы имеем k[K] =
k[core(K)]⊗ k[s]. Тогда из следствия II.3 получаем

Tor−i
k[m]

(
k[K],k

) ∼= Tor−i
k[m−s]

(
k[coreK],k

)
.

Отсюда вытекает, что K является горенштейновым тогда и только
тогда, когда таковым является coreK.

Следующая теорема даёт комбинаторно-топологическую харак-
теризацию горенштейновых* симплициальных комплексов.

Теорема 2.4.2 ([St96, §II.5]). Симплициальный комплекс K яв-
ляется горенштейновым* над k тогда и только тогда, когда для
любого симплекса σ ∈ K (включая σ = ∅) подкомплекс lk σ имеет
гомологии сферы размерности dim(lk σ).

Имеется также очевидный аналог предложения 2.3.5. В топо-
логии полиэдры, удовлетворяющие условию из предыдущей тео-
ремы иногда называются обобщёнными гомологическими сферами.
В частности, симплициальные разбиения сфер и гомологических
сфер (т.е. многообразий, имеющих гомологии как у сферы) яв-
ляются горенштейновыми* комплексами. Однако свойство горен-
штейновости* не гарантирует, что комплекс является триангуля-
цией многообразия.

Из теорем 2.2.2 и 2.4.2 вытекает, что если K — горенштейнов*
комплекс, то

(2.4) β−(m−n)
(
k[K]

)
= β−(m−n),2m

(
k[K]

)
= 1.

Градуированно-коммутативная конечномерная над k связная
алгебра H = ⊕d

i=0H
i называется алгеброй Пуанкаре, если k-

линейные отображения H i → Homk(H
d−i, Hd), a 7→ ϕa, ϕa(b) = ab
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являются изоморфизмами при 0 6 i 6 d. Название объясняется
тем, что соответствующее свойство для когомологий многообразий
есть не что иное как двойственность Пуанкаре.

Для произвольных нётеровых локальных колец имеет место
фундаментальный результат Аврамова–Голода, согласно которому
кольцо является горенштейновым тогда и только тогда, когда его
Tor-алгебра является алгеброй Пуанкаре. Мы будем использовать
градуированный аналог этого результата для колец граней симпли-
циальных комплексов.

Теорема 2.4.3 (Аврамов–Голод, [BH98, Th. 3.4.5]). Симпли-
циальный комплекс K является горенштейновым тогда и толь-
ко тогда, когда алгебра A = ⊕d

i=0A
i, где Ai = Tor−i

k[m](k[K],k) и
d = max{j : Tor−j

k[m](k[K],k) 6= 0}, является алгеброй Пуанкаре.

Следствие 2.4.4. Пусть K — (n− 1)-мерный горенштейнов*
комплекс на множестве [m]. Тогда имеются следующие соотно-
шения для чисел Бетти и ряда Пуанкаре Tor-алгебры:

β−i, 2j
(
k[K]

)
= β−(m−n)+i, 2(m−j)

(
k[K]

)
, 0 6 i 6 m− n, 0 6 j 6 m,

F
(
Tor−i

k[m](k[K],k); t
)

= t2mF
(
Tor

−(m−n)+i
k[m] (k[K],k); 1

t

)
.

Доказательство. Так как K является горенштейновым*, из
(2.4) следует, что d = m − n и Ad = Tor

−(m−n), 2m
k[m] (k[K],k) ∼= k

в обозначениях теоремы 2.4.3. Так как умножение в Tor-алгебре
согласовано с биградуированной структурой, изоморфизмы Ai

∼=→
Homk(A

m−n−i, Am−n) из определения алгебры Пуанкаре задают
изоморфизмы

Ai, 2j ∼=−→ Homk(A
m−n−i, 2(m−j), Am−n, 2m),

где Am−n, 2m ∼= k. Отсюда вытекает первое тождество, а второе
является его следствием. ¤

В качестве дальнейшего следствия мы получаем соотношение
типа двойственности для ряда Пуанкаре самого кольца граней.

Следствие 2.4.5. Если K является горенштейновым* ком-
плексом размерности n− 1, то

F
(
k[K], t

)
= (−1)nF

(
k[K], 1

t

)
.

Доказательство. Применим предложение I.1 к минимальной
резольвенте k[m]-модуля k[K]. Заметим, что F (k[m]; t) = (1−t2)−m.
Из (2.2) вытекает, что слагаемые в правой части формулы из пред-
ложения I.1 равны в точности (−1)iF (Tor−i

k[m](k[K],k); t), 1 6 i 6
m− n. Следовательно,

F
(
k[K]; t

)
= (1− t2)−m

m−n∑
i=0

(−1)iF
(
Tor−i

k[m]

(
k[K],k

)
; t

)
.
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Используя следствие 2.4.4, мы вычисляем

F
(
k[K]; t

)
= (1− t2)−m

m−n∑
i=0

(−1)it2mF
(
Tor

−(m−n)+i
k[m]

(
k[K],k

)
; 1

t

)
=

=
(
1− (1

t
)2

)−m
(−1)m

m−n∑
j=0

(−1)m−n−jF
(
Tor−j

k[m]

(
k[K],k

)
; 1

t

)
=

= (−1)nF
(
k[K]; 1

t

)
.

¤
Следствие 2.4.6. Для любого горенштейнового* комплекса (в

частности, для любой триангуляции сферы) имеют место соот-
ношения Дена–Соммервилля hi = hn−i, 0 6 i 6 n.

Доказательство. Это вытекает из явного вида ряда Пуанка-
ре для k[K] (лемма 2.1.6) и предыдущего следствия. ¤

В разделе 2.8 мы получим обобщённые соотношения Дена–
Соммервилля для триангулированных многообразий.

2.5. Кольца граней симплициальных частично
упорядоченных множеств

Здесь мы перейдём к описанию кольца граней симплициального
частично упорядоченного множества S. Как обычно, мы не будем
различать симплициальные частично упорядоченные множества и
симплициально клеточные комплексы (первый из этих объектов
обычно рассматривается в алгебраической и комбинаторной лите-
ратуре, однако второй более удобен для топологических приложе-
ний). Большинство алгебраических утверждений в этом разделе
вытекают из общей теории алгебр с законом выпрямления и ал-
гебр Ходжа, см. [St91] и [BH98, Ch. 7]. Однако в нижеследующем
изложении, приспособленном для топологических приложений, мы
следуем работе [MP06].

Вначале рассмотрим случай, когда S является симплициальным
комплексом K. Для любых двух симплексов σ, τ ∈ K обозначим
через σ ∧ τ их единственную точную нижнюю грань (т.е. макси-
мальный симплекс, одновременно содержащийся в σ и τ). Точная
нижняя грань всегда существует, но может быть пустым симплек-
сом ∅ ∈ K. С другой стороны, точная верхняя грань симплексов σ
и τ (т.е. минимальный симплекс, одновременно содержащий σ и τ)
может не существовать. Если же точная верхняя грань существует,
то она единственна, и мы обозначим её через σ ∨ τ .

Рассмотрим кольцо многочленов k[vσ : σ ∈ K \∅], имеющее по
одной образующей на каждый непустой симплекс в K. Введём гра-
дуировку, положив deg vσ = 2|σ|. Кроме того, отождествим v∅ с 1.
Следующее утверждение даёт альтернативное «менее экономное»
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представление кольца граней k[K], в котором расширены как на-
бор образующих, так и набор соотношений. Оно будет использовано
как основа для обобщения понятия кольца граней на произвольные
симплициально клеточные комплексы.

Предложение 2.5.1. Имеется канонический изоморфизм гра-
дуированных колец

k[vσ : σ ∈ K \∅]/I ∼= k[K],

где I — идеал, порождённый всеми элементами вида

vσvτ − vσ∧τvσ∨τ .

Здесь мы полагаем vσ∨τ = 0, если σ ∨ τ не существует.

Доказательство. Изоморфизм устанавливается при помощи
отображения, переводящего vσ в

∏
i∈σ vi. ¤

Пусть теперь S — произвольный симплициально клеточный
комплекс. В этом случае для любых двух элементов σ, τ ∈ S мно-
жество σ ∨ τ их точных верхних граней может состоять из более,
чем одного элемента (но может быть и пустым). Множество σ ∧ τ
точных нижних граней всегда непусто; кроме того, оно состоит из
единственного элемента при условии, что σ ∨ τ 6= ∅. Симплици-
альные комплексы выделяются в классе симплициально клеточных
комплексов при помощи следующего простого свойства.

Предложение 2.5.2. S является симплициальным комплек-
сом тогда и только тогда, когда для любых двух элементов σ, τ ∈
S множество σ∨τ либо пусто, либо состоит из одного элемента.

Доказательство. Пусть V (S) = {v1, . . . , vm} — множество
вершин (т.е. элементов ранга один) в S. Введём симплициальный
комплекс K на множестве V (S), симплексами которого являются
подмножества {vi1 , . . . , vik}, для которых найдётся элемент σ ∈ S
с таким множеством вершин. Отображение S → K, переводящее
элемент из S в множество его вершин, сюръективно и сохраняет
отношение частичного порядка. Кроме того, это отображение инъ-
ективно в силу дополнительного условия на точные верхние грани.
Следовательно, S совпадает с K. В другую сторону утверждение
очевидно. ¤

Введём градуированное кольцо многочленов k[vσ : σ ∈ S\ 0̂], где
deg vσ = 2 rank σ. Мы также формально положим v0̂ = 1.

Определение 2.5.3. Кольцом граней симплициально клеточ-
ного комплекса S называется факторкольцо

k[S] := k[vσ : σ ∈ S]/IS ,
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где IS — идеал, порождённый всеми элементами вида

vσvτ − vσ∧τ ·
∑

ρ∈σ∨τ

vρ.

В частности, если σ ∨ τ = ∅, то vσvτ = 0 в k[S].

Соотношения, порождающие идеал IS , позволяют выразить
произведение образующих vσ и vτ , соответствующих несравнимы-
ми элементам σ, τ ∈ S, в виде суммы мономов, представляющих
собой произведение упорядоченных образующих. В алгебраической
литературе такие соотношения называются выпрямляющими. Да-
лее мы приводим ряд утверждений, описывающих алгебраические
свойства кольца граней k[S].

Лемма 2.5.4. Каждый элемент кольца k[S] может быть
представлен в виде линейной комбинации мономов vα1

σ1
. . . vαk

σk
, со-

ответствующих последовательностям σ1 < . . . < σk вполне упо-
рядоченных элементов из S.

Доказательство. Утверждение достаточно доказать для эле-
ментов вида a = vτ1vτ2 . . . vτk

, где некоторые из τi могут совпа-
дать. Нужно показать, что такой элемент можно записать в виде∑

vσ1 . . . vσl
, где σ1 6 . . . 6 σl для каждого слагаемого. По ин-

дукции мы можем предположить, что τ2 6 . . . 6 τk. Применим
соотношение из определения 2.5.3 и заменим a на

vτ1∧τ2

( ∑
ρ∈τ1∨τ2

vρ

)
vτ3 . . . vτk

.

Теперь два первых элемента в каждом мономе этой записи упо-
рядочены. Затем заменим в каждом мономе произведение vρvτ3 на
vρ∧τ3(

∑
π∈ρ∨τ3

vπ). Так как τ1 ∧ τ2 6 ρ ∧ τ3, мы получаем, что уже
первые три элемента в каждом мономе упорядочены. Продолжая
этот процесс, мы в конце концов получим сумму мономов, соответ-
ствующих упорядоченным наборам элементов. ¤

Мы будем называть представление из леммы 2.5.4 цепным раз-
ложением элемента a ∈ k[S].

Для каждого элемента σ ∈ S определим гомоморфизм ограни-
чения

sσ : k[S] → k[S]/(vτ : τ 66 σ).

Легко видеть, что имеет место следующее утверждение.

Предложение 2.5.5. Пусть rank σ = k и {i1, . . . , ik} — набор
вершин элемента σ ∈ S. Тогда образом гомоморфизма sσ является
кольцо многочленов k[vi1 , . . . , vik ] от k образующих степени два.

Следующее утверждение обобщает предложение 2.1.5 на сим-
плициально клеточные комплексы.
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Теорема 2.5.6. Сумма s = ⊕σsσ отображений ограничения по
всем элементам σ ∈ S является мономорфизмом из кольца граней
k[S] в прямую сумму колец многочленов.

Доказательство. Пусть a ∈ k[S] — ненулевой элемент. За-
пишем его цепное разложение. Зафиксируем моном vα1

σ1
. . . vαk

σk
, вхо-

дящий в это разложение с ненулевым коэффициентом. Допуская,
что некоторые из показателей αi равны нулю, мы можем считать,
что σk — максимальный элемент в S и rank σi = i, 1 6 i 6 k. Дока-
жем, что sσk

(a) 6= 0. Отождествим sσk
(k[S]) с кольцом многочленов

k[t1, . . . , tk] (так что tj = vij в обозначениях предложения 2.5.5).
Тогда sσk

(vσk
) = t1 . . . tk и мы можем также предположить, что

sσk
(vσj

) = t1 . . . tj при 1 6 j 6 n. Итак,

sσk

(
vα1

σ1
. . . vαk

σk

)
= tα1

1 (t1t2)
α2 . . . (t1 . . . tk)

αk .

Если мы докажем, что никакой другой моном vβ1
τ1

. . . vβm
τm

не пере-
ходит под действием отображения sσk

в тот же самый элемент из
k[t1, . . . , tk], то отсюда будет вытекать, что sσk

(a) 6= 0. Заметим, что

sσk
(vβ1

τ1
. . . vβm

τm
) = 0 если τi 66 σk при βi 6= 0,

так что можно считать, что m = k. Допустим, что

(2.5) sσk

(
vα1

σ1
. . . vαk

σk

)
= sσk

(
vβ1

τ1
. . . vβk

τk

)
.

Докажем, что тогда vα1
σ1

. . . vαk
σk

= vβ1
τ1

. . . vβk
τk
. По индукции мы можем

предположить, что «хвосты» этих мономов совпадают, т.е. для всех
i > j выполнено αi = βi и σi = τi при αi 6= 0. Докажем тогда, что
αj = βj и σj = τj при αj 6= 0. Равенство (2.5) принимает вид

sσk

(
vα1

σ1
. . . vαj

σj

)
(t1 . . . tj+1)

αj+1 . . . (t1 . . . tk)
αk =

= sσk

(
vβ1

τ1
. . . vβj

τj

)
(t1 . . . tj+1)

αj+1 . . . (t1 . . . tk)
αk ,

откуда sσk
(vα1

σ1
. . . v

αj
σj ) = sσk

(vβ1
τ1

. . . v
βj
τj ). Пусть βl — последний нену-

левой показатель (т.е. βl+1 = . . . = βj = 0). Тогда мы также имеем
αl+1 = . . . = αj = 0, так как иначе sσk

(vα1
σ1

. . . v
αj
σj ) делилось бы на

t1 . . . tl+1, в то время как sσk
(vβ1

τ1
. . . v

βj
τj ) не делится на t1 . . . tl+1. Мы

также имеем αl = βl и σl = τl, так как αl есть максимальная степень
монома t1 . . . tl, на которую делится sσk

(vα1
σ1

. . . v
αj
σj ). По индукции мы

заключаем, что vα1
σ1

. . . vαk
σk

= vβ1
τ1

. . . vβk
τk
, откуда sσk

(a) 6= 0. ¤
Замечание. Как вытекает из доказательства, предыдущая

теорема остаётся верной, если в качестве отображения s = ⊕σsσ

брать сумму лишь по максимальным элементам σ ∈ S.
Следствие 2.5.7. Цепное разложение любого элемента a ∈

k[S] единственно. Другими словами, что мономы vα1
σ1

. . . vαk
σk
, со-

ответствующие всем цепям σ1 < . . . < σk и всем показателям
αi > 0, образуют аддитивный базис кольца k[S].
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Определим f -вектор симплициально клеточного комплекса S
как f (S) = (f0, . . . , fn−1), где n − 1 = dimS и fi есть количество
элементов ранга i + 1 (т.е. количество симплексов размерности i).
Как обычно, h-вектор h(S) = (h0, . . . , hn) определяется из соотно-
шения (1.8).

Пример 2.5.8. Рассмотрим комплекс S, описанный в приме-
ре 1.7.2 при n = 2. Таким образом, S получается склеиванием двух
отрезков по их границам, см. рис. 1.4 б). Мы имеем два элемен-
та ранга 1 (две вершины), скажем, σ1 и σ2, и два элемента ранга 2
(два максимальных симплекса), скажем, τ1 и τ2. Тогда f (S) = (2, 2),
h(S) = (1, 0, 1), и кольцо граней имеет вид

k[S] = k[vσ1 , vσ2 , vτ1 , vτ2 ]/(vσ1vσ2 = vτ1 + vτ2 , vτ1vτ2 = 0),

где deg vσ1 = deg vσ2 = 2, deg vτ1 = deg vτ2 = 4.

Ряд Пуанкаре кольца граней симплициально клеточного ком-
плекса выглядит так же, как и для симплициальных комплексов.

Теорема 2.5.9. Мы имеем

F
(
k[S]; t

)
=

n∑

k=0

fk−1t
2k

(1− t2)k
=

h0 + h1t
2 + . . . + hnt2n

(1− t2)n
.

Доказательство. В силу следствия 2.5.7, нам нужно подсчи-
тать ряд Пуанкаре k-векторного пространства, порождённого мо-
номами vα1

σ1
. . . vαk

σk
с σ1 < . . . < σk. Для каждого элемента σ ∈ S

рассмотрим множество Mσ таких мономов, в которых σk = σ и
αk > 0. Пусть rank σ = k; рассмотрим отображение ограничения
sσ в кольцо многочленов k[t1, . . . , tk]. Тогда sσ(Mσ) совпадает с
множеством мономов из k[t1, . . . , tk], которые делятся на t1 . . . tk.
Поэтому ряд Пуанкаре для подпространства, порождённого мно-
жеством Mσ, есть t2k

(1−t2)k . Теперь для доказательства первого из
равенств в теореме достаточно заметить, что S распадается в объ-
единение ∪σ∈SMσ непересекающихся подмножествMσ. Второе ра-
венство непосредственно вытекает из соотношения (1.8). ¤

2.6. Симплициально клеточные комплексы
Коэна–Маколея

Предположим, что задано некоторое свойство А симплициаль-
ных комплексов. Свойство А распространяется на частично упо-
рядоченные множества S следующим образом: говорят, что S об-
ладает свойством А, если порядковый комплекс ord(S) (см. при-
мер 1.5.4) обладает свойством А. В частности, таким образом мож-
но определить понятия частично упорядоченных множеств Коэна–
Маколея и Горенштейна. Для нас особый интерес представляют
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симплициальные частично упорядоченные множества (симплици-
ально клеточные комплексы); в этом случае порядковый комплекс
отождествляется с барицентрическим подразбиением.

Определение 2.6.1. Симплициальное частично упорядоченное
множество S обладает свойством Коэна–Маколея (над k), если ба-
рицентрическое подразбиение S ′ является симплициальным ком-
плексом Коэна–Маколея.

Таким образом, S является симплициально клеточным ком-
плексом Коэна–Маколея тогда и только тогда, когда кольцо гра-
ней k[S ′] является кольцом Коэна–Маколея. Так как кольцо гра-
ней определено для самого комплекса S (а не только для его ба-
рицентрического подразбиения), возникает естественный вопрос,
можно ли описать класс симплициально клеточных комплексов
Коэна–Маколея непосредственно в терминах их колец граней k[S].
В [St91, Cor. 3.7] доказано, что кольцо граней симплициально
клеточного комплекса является кольцом Коэна–Маколея. Основ-
ным результатом этого раздела является доказательство обратного
утверждения (см. теорему 2.6.9). Для этого нужно доказать, что ес-
ли k[S] является кольцом Коэна–Маколея, то и k[S ′] является коль-
цом Коэна–Маколея. Наше рассуждение основано на разложении
барицентрического подразбиения в композицию звёздных подраз-
биений и доказательстве того, что свойство Коэна–Маколея сохра-
няется на каждом шаге.

Назовём симплициальное подразбиение симплициально клеточ-
ного комплекса S регулярным, если оно является симплициальным
комплексом. Например, барицентрическое подразбиение является
регулярным подразбиением. Следующее утверждение вытекает из
предложения 2.3.5.

Предложение 2.6.2. Следующие условия эквиваленты:
а) барицентрическое подразбиение симплициально клеточно-

го комплекса S является комплексом Коэна–Маколея;
б) любое регулярное подразбиение комплекса S является ком-

плексом Коэна–Маколея;
в) некоторое регулярное подразбиение комплекса S является

комплексом Коэна–Маколея;

В качестве дальнейшего следствия мы получаем, что и само
предложение 2.3.5 имеет место для любого симплициально клеточ-
ного комплекса, т.е. свойство Коэна–Маколея для симплициально
клеточных комплексов имеет чисто топологическую природу. Кро-
ме того, лемма 2.3.1, описывающая линейные системы параметров
в кольцах граней симплициальных комплексов, непосредственно
обобщается следующим образом.
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Лемма 2.6.3. Пусть S — симплициально клеточный комплекс
размерности n − 1. Набор элементов t = (t1, . . . , tn) элементов
степени два кольца k[S] является линейной системой параметров
тогда и только тогда, когда для каждого симплекса σ ∈ S набор
sσ(t) порождает кольцо многочленов k[vi : i 6 σ].

Ниже мы покажем, что барицентрическое подразбиение S ′ мо-
жет быть получено из S как результат применения последователь-
ности элементарных операций, называемых звёздными подразби-
ениями. Зафиксируем (k − 1)-мерный симплекс σ ∈ S и опреде-
лим, по аналогии с симплициальными комплексами, звезду, грани-
цу звезды и линк симплекса σ как следующие подкомплексы:

stS σ = {τ ∈ S : σ ∨ τ 6= ∅},
∂ stS σ = {τ ∈ S : σ 66 τ, σ ∨ τ 6= ∅},

lkS σ = {τ ∈ S : τ ∧ σ = 0̂, σ ∨ τ 6= ∅}.
Замечание. Звезда симплекса является его «замкнутой ком-

бинаторной окрестностью». Если S является симплициальным ком-
плексом, то комплекс lk σ (рассматриваемый как частично упоря-
доченное множество) изоморфен открытому интервалу

S>σ = {ρ ∈ S : ρ > σ}
в S, а st σ = σ ∗ lk σ (где ∗ обозначает соединение комплексов).
Однако в общем случае это не так, см. пример 2.6.7 ниже.

Определение 2.6.4. Звёздным подразбиением симплициально-
го комплекса K относительно симплекса σ ∈ K называется опера-
ция, определяемая следующим образом:

(2.6) ζσ(K) = (K \ stK σ) ∪ cone(∂ stK σ).

Таким образом, при звёздном подразбиении симплициального ком-
плекса звезда симплекса заменяется на конус над её границей. Если
dim σ = 0, то ζσ(K) = K. В противном случае комплекс ζσ(K) при-
обретает одну дополнительную вершину v (вершину конуса), линк
которой совпадает с ∂ stK σ.

Если S — симплициально клеточный комплекс, то мы опреде-
лим его звёздное подразбиение ζσ(S) относительно симплекса σ ∈ S
как симплициально клеточный комплекс, получаемый в результате
звёздного подразбиения каждого симплекса, содержащего σ.

Предложение 2.6.5. Барицентрическое подразбиение S ′ мо-
жет быть получено как композиция звёздных подразбиений сим-
плициально клеточного комплекса S. Более того, каждое звёзд-
ное подразбиение производится относительно симплекса, звезда
которого есть симплициальный комплекс.
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Доказательство. Пусть dimS = n − 1. Произведём звёзд-
ные подразбиения относительно всех (n − 1)-мерных симплексов.
Обозначим полученный комплекс через S1. Тогда S1 имеет (n− 2)-
симплексы двух типов: «старые» — оставшиеся от S и «новые» —
возникшие в результате звёздных преобразований. Теперь произве-
дём в комплексе S1 звёздные подразбиения относительно всех «ста-
рых» (n − 2)-симплексов и обозначим полученный комплекс через
S2. Затем в комплексе S2 произведём звёздные подразбиения от-
носительно всех (n − 3)-симплексов, оставшихся от S. Продолжая
таким же образом, мы в конце построим симплициально клеточный
комплекс Sn−1, который получается из Sn−2 путём звёздных под-
разбиений относительно всех 1-симплексов, оставшихся от S. Рас-
сматривая отдельно получаемое подразбиение каждого симплек-
са, мы убеждаемся, что Sn−1 есть S ′. Для доказательства второ-
го утверждения рассмотрим два последовательных комплекса R
и R̃ из нашей композиции подразбиений, т.е. R̃ получается из R
одним звёздным подразбиением относительно симплекса σ. Тогда
комплекс stR σ изоморфен σ ∗ (S>σ)′, и поэтому является симпли-
циальным комплексом. ¤

Лемма 2.6.6. Пусть S — (n− 1)-мерный симплициально кле-
точный комплекс с множеством вершин V (S) = {v1, . . . , vm}, и
предположим, что первые k вершин v1, . . . , vk порождают сим-
плекс σ. Предположим далее, что stS σ есть симплициальный
комплекс, и рассмотрим звёздное подразбиение S̃ = ζσ(S). Пусть v

обозначает образующую степени два кольца k[S̃], соответствую-
щую единственной добавленной вершине. Тогда существует един-
ственное отображение β : k[S] → k[S̃], такое, что

vτ 7→ vτ если τ /∈ stS σ,

vi 7→ v + vi, 1 6 i 6 k,

vi 7→ vi, k + 1 6 i 6 m

(здесь мы используем одни и те же обозначения для вершин и
соответствующих им образующих кольца граней). Более того,
отображение β мономорфно, и если θ1, . . . , θn — (линейная) систе-
ма параметров в k[S], то β(θ1), . . . , β(θn) — (линейная) система
параметров в k[S̃].

Доказательство. Для того, чтобы полностью определить
отображение β, мы должны указать образы элементов vτ для
τ ∈ stS σ. Выберем такой vτ и пусть V (τ) = {vi1 , . . . , vi`} — его мно-
жество вершин. Тогда мы имеем следующее соотношение в кольце
k[S] = k[vτ : τ ∈ S \ 0̂]/IS :
(2.7) vi1 · · · vi` = vτ +

∑

η : V (η)=V (τ), η 6=τ

vη.
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Для каждого vη в этой сумме мы имеем η /∈ stS σ, т.к. stS σ — сим-
плициальный комплекс (см. предложение 2.5.2). Так как отображе-
ние β уже определено на произведении элементов в левой части и
на сумме в правой части, оно однозначно определяется на элемен-
те vτ . Следовательно, отображение β определено на всех мономах,
входящих в цепное разложение (см. следствие 2.5.7), и мы можем
построить отображение k-модулей β : k[S] → k[S̃].

Теперь нужно проверить, что β является кольцевым гомомор-
физмом. Рассмотрим проекцию

p : k[S] → k[S]/(vτ : τ /∈ stS σ) = k[stS σ]

и обозначим её ядро через R. Аналогично, обозначим

R̃ = ker(p̃ : k[S̃] → k[stS̃ v]).

Идеал R имеет k-базис, состоящий из мономов vα1
τ1

vα2
τ2
· · · vαk

τk
с τ1 <

τ2 < . . . < τk, αi > 0 при 1 6 i 6 k и τk /∈ stS σ. Так как симплици-
ально клеточные комплексы S и S̃ не отличаются на дополнении
к stS σ и stS̃ v соответственно, отображение β ограничивается до
тождественного отображения R → R̃.

Отображение β индуцирует аддитивное отображение k[stS σ] →
k[stS̃ v], и нашим следующим наблюдением будет то, что это есть
кольцевой гомоморфизм. Так как кольцо k[stS σ] порождается эле-
ментами степени два, нам необходимо проверить, что β обраща-
ется в нуль на мономах из идеала Стенли–Риснера (см. определе-
ние 2.1.1), т.е. β(IstS σ) ⊂ IstS̃ v. Пусть {vi1 , . . . , vi`} — минимальный
несимплекс (недостающая грань) комплекса stS σ. Тогда мы имеем
{vi1 , . . . , vi`} ∩ V (σ) = ∅ по определению звезды. Следовательно,
β(vi1 · · · vi`) = vi1 · · · vi` , что попадает в IstS̃ v.

Теперь мы имеем диаграмму с точными строками:

(2.8)

0 −−−→ R −−−→ k[S]
p−−−→ k[stS σ] −−−→ 0y∼=

yβ

y
0 −−−→ R̃ −−−→ k[S̃]

p̃−−−→ k[stS̃ v] −−−→ 0,

в которой левая и правая вертикальные стрелки являются кольце-
выми гомоморфизмами. Нам необходимо проверить, что β(x1x2) =
β(x1)β(x2) для любых x1, x2 ∈ k[S]. Так как k[S] = R⊕k[stS σ] как
k-модули, мы можем записать xi = ri + si с ri ∈ R, si ∈ k[stS σ],
i = 1, 2. Для любого s ∈ k[stS σ] мы имеем β(s) = s + vx с некото-
рым x ∈ k[stS̃ v], причём rv = 0 в k[S̃] для любого r ∈ R̃. Заметим,
что rs ∈ R для любых r ∈ R и s ∈ k[stS σ], т.к. R — идеал. Тогда

β(x1x2) = β(r1r2 + r1s2 + r2s1 + s1s2) =

= r1r2 + r1s2 + r2s1 + β(s1s2)

и
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β(x1)β(x2) = (r1 + β(s1))(r2 + β(s2)) =

= r1r2 + r1β(s2) + r2β(s1) + β(s1)β(s2).

Так как r1β(s2) = r1(s2 + vx2) = r1s2, r2β(s1) = r2s1 и β(s1s2) =
β(s1)β(s2), мы получаем β(x1x2) = β(x1)β(x2). Следовательно, β —
кольцевой гомоморфизм.

Теперь рассмотрим коммутативную диаграмму отображений
ограничения (см. теорему 2.5.6):

(2.9)

k[S]
β−−−→ k[S̃]

s

y s

y
⊕

ζ∈S
k[S]/(vτ : τ 66 ζ)

s(β)−−−→
⊕

ζ∈S̃
k[S̃]/(vτ : τ 66 ζ),

в которой вертикальные отображения являются мономорфизма-
ми. Нижняя стрелка s(β) отображает каждое прямое слагаемое
изоморфно на хотя бы одно прямое слагаемое и поэтому являет-
ся мономорфизмом. Следовательно, β также мономорфно. Нако-
нец, утверждение о системах параметров вытекает из рассмотрения
диаграммы (2.9) и леммы 2.6.3. ¤

Заметим, что если бы мы задали отображение β на образующих
vi тождественно для 1 6 i 6 k, то оно было бы по-прежнему кор-
ректно определено как отображение колец k[S] → k[S̃], но не было
бы мономорфизмом.

Пример 2.6.7. Имеются простые симплициально клеточные
комплексы, для которых предположение леммы 2.6.6 о звезде
симплекса не выполняется. Например, рассмотрим симплициаль-
но клеточный комплекс S, получаемый отождествлением двух 2-
симплексов вдоль их границ. Тогда звезда любого 1-симплекса бу-
дет совпадать со всем S и не будет симплициальным комплек-
сом. Тем не менее, при барицентрическом подразбиении комплекса
S мы в начале производим звёздные подразбиения относитель-
но 2-мерных симплексов, а в полученном комплексе звёзды 1-
симплексов уже будут симплициальными комплексами.

Заметим также, что если stS σ не является симплициальным
комплексом, то отображение β : k[S] → k[S̃] уже не будет одно-
значно задаваться образами элементов из леммы 2.6.6. Тем не ме-
нее, отображение β : k[S] → k[S̃] можно определить для произволь-
ного симплициально клеточного комплекса; мы вернёмся к этому
вопросу в разделе 5.9.

Лемма 2.6.8. Пусть k[S] — кольцо Коэна–Маколея, а S̃ —
звёздное подразбиение комплекса S относительно симплекса σ,
для которого stS σ является симплициальным комплексом. Тогда
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а) stS σ является комплексом Коэна–Маколея;
б) k[S̃] является кольцом Коэна–Маколея.

Доказательство. а) Так как stS σ = σ ∗ lkS σ, достаточно
доказать, что lkS σ является симплициальным комплексом Коэна–
Маколея. Это вытекает из теоремы Риснера (теорема 2.3.4) и то-
го факта, что группы симплициальных гомологий комплекса lkS σ
являются прямыми слагаемыми в группах локальных когомологий
кольца k[S] (см. [St96, Th. II.4.1] или [BH98, Th. 5.3.8]).

б) Выберем систему параметров θ1, . . . , θn ∈ k[S] и обозначим
θ̃i = β(θi). Применив функторы ⊗k[θ1,...,θn] k и ⊗k[θ̃1,...,θ̃n] k к диа-
грамме (2.8), мы получим отображение между длинными точными
последовательностями для Tor. Рассмотрим следующий фрагмент
(мы обозначили Torθ = Tork[θ1,...,θn]):

Tor−2
θ (k[stσ],k)

f→ Tor−1
θ (R,k) → Tor−1

θ (k[S],k) → Tor−1
θ (k[stσ],k)

↓ ↓ ∼= ↓ ↓
Tor−2

θ̃
(k[st v],k)

f̃→ Tor−1

θ̃
(R̃,k) → Tor−1

θ̃
(k[S̃],k) → Tor−1

θ̃
(k[st v],k).

Так как k[S] — кольцо Коэна–Маколея, мы имеем Tor−1
θ (k[S],k) =

0, т.е. отображение f эпиморфно. Тогда f̃ также эпиморфно. Так
как stS σ (и stS̃ v) является симплициальным комплексом и | stS σ| ∼=
| stS̃ v|, из уже доказанного утверждения а) и предложения 2.3.5 вы-
текает, что k[st v] также является кольцом Коэна–Маколея. Следо-
вательно, Tor−1

θ̃
(k[st v],k) = 0. Так как отображение f̃ эпиморфно,

мы также имеем Tor−1

θ̃
(k[S̃],k) = 0. Следовательно, k[S̃] является

свободным модулем над k[θ̃1, . . . , θ̃n] (см. [Ma63, Лемма VII.6.2]) и
поэтому является кольцом Коэна–Маколея. ¤

Теорема 2.6.9.Симплициальное частично упорядоченное мно-
жество S обладает свойством Коэна–Маколея тогда и только
тогда, когда кольцо граней k[S] является кольцом Коэна–Маколея.

Доказательство. Предположим, что k[S] является кольцом
Коэна–Маколея. Так как барицентрическое подразбиение S ′ по-
лучается как композиция звёздных подразбиений, последователь-
но приложение леммы 2.6.8 показывает, что k[S ′] также являет-
ся кольцом Коэна–Маколея. По определению это означает, что
S — симплициальное частично упорядоченное множество Коэна–
Маколея. Обратное утверждение доказано в [St91, Cor. 3.7]. ¤

В завершение этого раздела мы приведём доказательство ре-
зультата о характеризации h-векторов симплициально клеточных
комплексов Коэна–Маколея.

Теорема 2.6.10 ([St91, Th. 3.10]). Целочисленный вектор h =
(h0, h1, . . . , hn) является h-вектором симплициально клеточного
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комплекса Коэна–Маколея тогда и только тогда, когда h0 = 1 и
hi > 0 для любого i.

Доказательство. Пусть сначала h = h(S) для некоторого
симплициально клеточного комплекса Коэна–Маколея S. Условие
h0 = 1 непосредственно вытекает из соотношения (1.8). Пусть
t1, . . . , tn — линейная система параметров в k[S]. Сравнивая фор-
мулу (II.2) с формулой из теоремы 2.5.9, мы получаем

h0 + h1t
2 + . . . + hnt

2n = F
(
k[S]/(t1, . . . , tn); t

)
.

Следовательно, hi > 0, что и требовалось.
Теперь мы построим симплициально клеточный комплекс Коэ-

на–Маколея S с любым наперёд заданным h-вектором таким, что
h0 = 1 и hi > 0. Для начала заметим, что h(∆n−1) = (1, 0, . . . , 0)
и ∆n−1 — симплициально клеточный комплекс Коэна–Маколея.
Далее, пусть S — симплициально клеточный комплекс Коэна–
Маколея размерности (n − 1) с h-вектором (h0, . . . , hn). Для каж-
дого k = 1, . . . , n мы построим новый симплициально клеточный
комплекс Коэна–Маколея S1 c h-вектором
(2.10) h(S1) = (h0, . . . , hk−1, hk + 1, hk+1, . . . , hn)

и тем самым завершим доказательство. Выберем в комплексе S
некоторый (n−1)-симплекс и в этом симплексе выберем некоторые
k граней размерности (n−2). Приклеим к S новый (n−1)-симплекс
путём отождествления некоторых k его (n − 2)-граней с выбран-
ными (n − 2)-гранями в комплексе S. Непосредственная проверка
показывает, что имеет место соотношение (2.10). Тот факт, что S1

является симплициально клеточным комплексом Коэна–Маколея,
вытекает из предложения 2.3.5. ¤

2.7. Горенштейновы симплициально клеточные
комплексы

Определение 2.7.1. Симплициально клеточный комплекс S
называется горенштейновым (горенштейновым* ), если барицен-
трическое подразделение S ′ является горенштейновым (горенштей-
новым*) симплициальным комплексом.

Как и в случае свойства Коэна–Маколея, свойство горенштей-
новости* зависит лишь от топологии пространства |S| (это вытека-
ет из очевидного аналога предложения 2.3.5 для горенштейновых*
симплициальных комплексов). В частности, симплициально кле-
точные разбиения сфер являются горенштейновым* комплексами.

Вопрос о характеризации h-векторов горенштейновых* симпли-
циально клеточных комплексов несколько тоньше, чем аналогич-
ный вопрос для множеств Коэна–Маколея, хотя и существенно про-
ще, чем соответствующий вопрос для горенштейновых* симплици-
альных комплексов. Последний вопрос остаётся открытым и по сей
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день даже для триангуляций сфер, и представляет собой одну из ос-
новных проблем комбинаторной геометрии. В случае триангуляций
сфер, получаемых как границы выпуклых многогранников, харак-
теризация h-векторов получена в работах Биллеры–Ли и Стенли в
1980 году с использованием торических многообразий.

Теорема 2.7.2. Пусть h(S) = (h0, h1, . . . , hn) — h-вектор го-
ренштейнового* симплициального частично упорядоченного мно-
жества S размерности (n − 1). Тогда h0 = 1, hi > 0 и hi = hn−i

для любого i.

Доказательство. Неравенства hi > 0 вытекают из того, что
S является симплициально клеточным комплексом Коэна–Маколея
(теорема 2.6.10). Доказательство соотношений Дена–Соммервилля
hi = hn−i мы получим, выразив h-вектор барицентрического
подразделения S ′ через h(S) и использовав соотношения Дена–
Соммервилля для горенштейнова* симплициального комплекса S ′.
Действительно, повторяя рассуждение из лемм 1.5.2 и 1.5.3 мы
получаем соотношение h(S ′) = Dh(S), причём вектор h(S ′) сим-
метричен, т.е. удовлетворяет соотношениям Дена–Соммервилля.
Рутинная проверка с использованием известных биномиальных
тождеств показывает, что матрица D (и её обратная) переводит
симметричные векторы в симметричные (это эквивалентно тому,
что dpq = dn+1−p,n+1−q, т.е. матрица D центрально симметрична).
Однако это можно доказать и не прибегая к вычислениям, и даже
не используя явный вид матрицы D из леммы 1.5.3. Действительно,
соотношения Дена–Соммервилля выделяют в пространстве Rn+1

(с координатами h0, . . . , hn) линейное подпространство W размер-
ности k =

[
n
2

]
+ 1 (или аффинное пространство размерности

[
n
2

]
если мы добавим соотношение h0 = 1). Нам необходимо проверить
инвариантность этого подпространства относительно обратимого
линейного оператора D. Для этого достаточно выбрать в W лю-
бой базис e1, . . . , ek и проверить, что De i ∈ W для всех i. Но
подпространство W допускает базис из h-векторов симплициаль-
ных сфер (и даже симплициальных многогранников, см. доказа-
тельство предложения 1.2.6). Так как барицентрическое подраз-
биение симплициальной сферы есть снова симплициальная сфе-
ра, образы De i, 1 6 i 6 k, также удовлетворяют соотношениям
Дена–Соммервилля. Следовательно, подпространство W является
D-инвариантным. Отсюда вытекает, что вектор h(S) = D−1h(S ′)
является симметричным ¤

Теорема 2.7.3 ([St91, Th. 4.3]). Пусть h = (h0, h1, . . . , hn) —
целочисленный вектор с h0 = 1, hi > 0 и hi = hn−i. Каждое из сле-
дующих условий является достаточным для существования го-
ренштейнового* симплициально клеточного комплекса S размер-
ности (n− 1) с h-вектором h:
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a) n нечётно;
б) n чётно и hn/2 чётно;
в) n чётно, hn/2 нечётно и hi > 0 для всех i.

Доказательство. Сначала рассмотрим два базовых приме-
ра симплициально клеточных разбиений сферы: ∂∆n — граница
n-симплекса, имеющая h-вектор h(∂∆n) = (1, 1, . . . , 1), и Kn —
симплициально клеточный комплекс, получаемый отождествлени-
ем двух (n− 1)-мерных симплексов по их границам (пример 1.7.2),
для которого h(Kn) = (1, 0, . . . , 0, 1). При помощи стандартных опе-
раций соединения и связной суммы (см. конструкции 1.6.1 и 1.6.3,
непосредственно обобщаемые на симплициально клеточные ком-
плексы) мы построим из этих двух примеров симплициально кле-
точный комплекс с любым h-вектором, удовлетворяющим условиям
из теоремы. Действительно, при k 6= n− k мы имеем

h(Kk ∗ Kn−k) = (1, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, 1),

где hk = hn−k = 1. В то же время, при чётном n = 2k имеем

h(Kk ∗ Kk) = (1, 0, . . . , 0, 2, 0, . . . , 0, 1),

где hk = 2. Далее, беря связную сумму нужного количества ком-
плексов ∂∆n, Kn и Kk ∗ Kn−k и используя соотношение

hi(S1 # S2) = hi(S1) + hi(S2), 1 6 i 6 n− 1,

имеющее место для любых горенштейновых* симплициально кле-
точных комплексов S1 и S2 размерности (n− 1) (см. пример 1.2.4),
мы получим любой нужный h-вектор. ¤

Для завершения характеризации h-векторов горенштейновых*
симплициально клеточных комплексов необходимо получить сле-
дующее утверждение, которое было высказано Стенли в качестве
гипотезы в [St91] и полностью доказано Масудой в [Ma05].

Теорема 2.7.4. Пусть h(S) = (h0, h1, . . . , hn) — h-вектор го-
ренштейнового* симплициально клеточного комплекса S размер-
ности (n− 1), причём n — чётно и hi = 0 для некоторого i. Тогда
число hn/2 чётно.

В разделе 5.7 мы приведём доказательство этого результата для
h-векторов тех горенштейновых* симплициально клеточных ком-
плексов, которые происходят из пространств орбит действий тора
на многообразиях. Это доказательство было получено в [MP06]
топологическими методами. Доказательство Масуды общего утвер-
ждения опирается на несколько иные, хотя и близкие, методы.

Теоремы 2.7.2, 2.7.3 и 2.7.4 дают полную характеризацию h-
векторов горенштейновых* симплициально клеточных комплексов
(и, в частности, симплициально клеточных разбиений сфер).
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2.8. Обобщенные соотношения Дена–Соммервилля

В этом разделе мы выведем обобщённые соотношения Дена–
Соммервилля для симплициально клеточных комплексов. Особый
интерес представляют эти соотношения для триангуляций много-
образий, см. следствие 2.8.2.

Пусть S — симплициальное частично упорядоченное множество
ранга n (т.е. размерности n− 1). Рассмотрим подмножество S>σ =
{τ ∈ S : τ > σ} с индуцированным отношением частичного порядка
и функцией ранга. Для каждого элемента σ ∈ S положим

(2.11) χ(S>σ) :=
∑
τ>σ

(−1)rank τ−1.

Теорема 2.8.1. Имеет место соотношение
n∑

i=0

(hn−i − hi)t
i =

∑
σ∈S

(
1 + (−1)nχ(S>σ)

)
(t− 1)n−rank σ.

В частности, соотношения Дена–Соммервилля hi = hn−i имеют
место, если χ(S>σ) = (−1)n−1 для любого σ ∈ S.

Доказательство. Мы имеем
n∑

i=0

hit
i = tn

n∑
i=0

hi(1/t)
n−i = tn

n∑
i=0

fi−1((1− t)/t)n−i =

=
n∑

i=0

fi−1t
i(1− t)n−i =

∑
τ∈S

trank τ (1− t)n−rank τ =

=
∑
τ∈S

∑
σ6τ

(t− 1)rank τ−rank σ(1− t)n−rank τ =

=
∑
τ∈S

∑
σ6τ

(−1)n−rank τ (t− 1)n−rank σ =

=
∑
σ∈S

(t− 1)n−rank σ
∑
τ>σ

(−1)n−rank τ =

=
∑
σ∈S

(t− 1)n−rank σ(−1)n−1χ(S>σ),

(2.12)

где во втором равенстве мы воспользовались соотношением (1.8), в
пятом равенстве — биномиальным разложением для правой части
соотношения trank τ = ((t − 1) + 1)rank τ , а в последнем равенстве —
соотношением (2.11).

С другой стороны, мы имеем

(2.13)
n∑

i=0

hn−it
i =

n∑
i=0

hit
n−i =

n∑
i=0

fi−1(t−1)n−i =
∑
σ∈S

(t−1)n−rank σ.

Вычитая (2.12) из (2.13), получаем требуемое соотношение. ¤
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Симплициальные частично упорядоченные множества S, для
которого выполнены соотношения χ(S>σ) = (−1)n−1 для любого
σ ∈ S, называются эйлеровыми. Всякое горенштейново* частич-
но упорядоченное множество является эйлеровым. Соотношения
Дена–Соммервилля hi = hn−i для эйлеровых частично упорядо-
ченных множеств уже были известны [St86, (3.40)].

Следствие 2.8.2. Пусть K — симплициальное разбиение за-
мкнутого (n − 1)-мерного многообразия. Тогда имеют место со-
отношения

hn−i − hi = (−1)iCi
n(χ(K)− χ(Sn−1)), 0 6 i 6 n.

Здесь χ(K) = f0−f1 + . . .+(−1)n−1fn−1 = 1+(−1)n−1hn — эйлерова
характеристика комплекса K и χ(Sn−1) = 1 + (−1)n−1.

Доказательство. Рассматривая K как частично упорядочен-
ное множество симплексов, мы вычисляем

χ(S>σ) =
∑
τ>σ

(−1)rank τ−1 + (−1)rank σ−1 =

= (−1)rank σ
(∑

τ>σ

(−1)rank τ−rank σ−1 − 1
)

=

= (−1)rank σ
( ∑

∅6=ρ∈lkK σ

(−1)dim ρ − 1
)

= (−1)rank σ
(
χ(lkK σ)− 1

)
.

Здесь мы воспользовались тем фактом, что так как K — симпли-
циальный комплекс, частично упорядоченное множество непустых
симплексов комплекса lkK σ изоморфно S>σ со сдвинутой функци-
ей ранга. Далее, так как K является триангуляцией замкнутого
(n− 1)-мерного многообразия, линк каждого непустого симплекса
σ является гомологической сферой размерности (n − rank σ − 1).
Следовательно, χ(lkK σ) = 1 + (−1)n−rank σ−1 и χ(S>σ) = (−1)n−1

при σ 6= ∅. Кроме того, lkK∅ = K. Используя соотношение из
теоремы 2.8.1, мы вычисляем

n∑
i=0

(hn−i − hi)t
i = (1 + (−1)n(χ(K)− 1))(t− 1)n =

= (−1)n(χ(K)− χ(Sn−1))(t− 1)n.

Сравнивая коэффициенты при ti в обеих частях равенства, мы по-
лучаем требуемое соотношение. ¤

Соотношения из следствия 2.8.2 были впервые получены в ра-
боте [БП00-2, Сл. 4.5.5] как следствие биградуированной двой-
ственности Пуанкаре для момент-угол-комплексов. Заметим, что
они сводятся к классическим соотношениям hn−i = hi в случае,
когда K является триангуляцией сферы или имеет нечётную раз-
мерность.



Глава 3

Торические многообразия

В этой главе мы приступаем к изучению действий тора на мно-
гообразиях. Здесь мы рассматриваем алгебраические торические
многообразия, на которых действие компактного тора возникает
как часть действия большей группы — алгебраического тора, име-
ющего плотную орбиту. Комбинаторная структура в пространстве
орбит описывается при помощи понятия веера и полностью восста-
навливает торическое многообразие.

Эта глава в основном посвящена изложению известных кон-
струкций и играет мотивирующую роль для конструкций и резуль-
татов следующих глав. Мы приводим три основных конструкции
торических многообразий — при помощи вееров, при помощи фак-
торизации открытого подмножества в Cm по действию алгебраиче-
ского тора, и при помощи метода симплектической редукции; мы
также описываем взаимосвязи между этими тремя конструкциями.
Новым здесь является раздел 3.3.2, где мы излагаем новый взгляд
на многообразие уровня отображения моментов и вводим понятие
момент-угол-многообразия. Этот подход был впервые изложен в
работе [BPR07] Бухштабера, Рэя и автора.

В этой и последующей главах нам понадобится ряд сведений из
общей теории действий компактных групп на многообразиях, кото-
рые мы собрали в отдельном приложении III. Подробное изложении
этой теории можно найти, например, в монографии [Br72].

3.1. Классическая конструкция

Торические многообразия как класс алгебраических многообра-
зий впервые возникли в алгебраической геометрии в начале 1970-х
годов в связи с задачами эквивариантной компактификации дей-
ствий алгебраического тора. Геометрия торических многообразий,
или «торическая геометрия», очень быстро превратилась в один
из самых привлекательных разделов алгебраической геометрии и
нашла приложения во многих других областях исследований, ко-
торые до этого казались весьма далёкими друг от друга.

Торическая геометрия является разделом алгебраической гео-
метрии, и здесь тором обычно называется коммутативная алгеб-
раическая группа TC, изоморфная произведению (C×)n нескольких

75
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экземпляров мультипликативной группы C× = C \ {0} комплекс-
ных чисел. Однако согласно классическому определению, приня-
тому и в топологии, n-мерным тором T называется компактная
абелева группа Ли, изоморфная произедению n окружностей. Мы
будем следовать топологической терминологии, а коммутативные
алгебраические группы TC будем называть алгебраическими тора-
ми. Тор T можно отождествить с факторгруппой Rn/Zn или с ком-
пактной подгруппой в стандартном алгебраическом торе (C×)n:

(3.1) T ∼= Tn =
{(

e2πiϕ1 , . . . , e2πiϕn
) ∈ Cn

}

(где (ϕ1, . . . , ϕn) пробегает пространство Rn), однако без особой на-
добности мы не будем фиксировать такое отождествление.

Определение 3.1.1. Торическим многообразием называется
нормальное комплексное алгебраическое многообразие X, содер-
жащее алгебраический тор TC в качестве открытого по Зарисскому
подмножества таким образом, что естественное действие TC на себе
продолжается до действия на всём X.

Таким образом, TC действует на X с плотной орбитой. Исто-
рически торические многообразия возникли как эквивариантные
компактификации алгебраического тора TC, но со временем стали
рассматривать и некомпактные торические многообразия.

Пример 3.1.2. Простейшими примерами торических многооб-
разия являются алгебраический тор (C×)n и аффинное простран-
ство Cn. Примером компактного многообразия является комплекс-
ное проективное пространство CP n, на котором тор действует в
однородных координатах следующим образом:

(t1, . . . , tn) · (z0 : z1 : . . . : zn) = (z0 : t1z1 : . . . : tnzn).

3.1.1. Аффинные торические многообразия. Одним из
замечательных свойств торических многообразий является то, что
их глубокие алгебро-геометрические свойства описываются на язы-
ке комбинаторики и выпуклой геометрии. А именно, имеется вза-
имно однозначное соответствие между веерами в NR (см. определе-
ние 1.3.1) и торическими многообразиями с действием алгебраиче-
ского тора TC = N ⊗ZC× ∼= (C×)n. Ниже мы кратко изложим соот-
ветствующую конструкцию; детали можно найти в [Fu93, Ch. 1].

Конструкция 3.1.3. Сначала покажем, как по конусу σ ⊂ NR
построить аффинное торическое многообразие. Рассмотрим двой-
ственный конус σ̌ ⊂ N∗

R и его множество целых точек Sσ := σ̌∩N∗.
Тогда Sσ является конечно порождённой полугруппой (относитель-
но сложения). Эта полугруппа определяет групповое кольцо C[Sσ],
которое является коммутативной C-алгеброй. Как комплексное
векторное пространство, алгебра C[Sσ] имеет базис {χu : u ∈ Sσ}.
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Умножение определяется при помощи сложения в Sσ:

χu · χu ′ := χu+u ′ ,

а единицей является элемент χ0. Конечно порождённой коммута-
тивной C-алгебре C[Sσ] стандартным образом сопоставляется аф-
финное алгебраическое многообразие:

Vσ := Spec(C[Sσ]),

которое называется аффинным торическим многообразием, соот-
ветствующим конусу σ. Таким образом, если в алгебре C[Sσ] вы-
брать набор образующих и тем самым представить её в виде фак-
торалгебры кольца многочленов:

C[Sσ] = C[x1, . . . , xr]/I,

то Vσ можно отождествить с подмногообразием общих нулей мно-
гочленов из идеала I. Точки многообразия Vσ можно отождествить
с гомоморфизмами полугрупп Homsg(Sσ,Cm), где Cm = C× ∪{0} —
мультипликативная полугруппа комплексных чисел.

Если τ — грань конуса σ, то мы имеем отображение Vτ → Vσ,
которое является вложением открытого (по Зарисскому) подмно-
жества. Это позволяет склеить аффинные многообразия Vσ, соот-
ветствующие всем конусам σ ∈ Σ некоторого веера Σ в одно ал-
гебраическое многообразие VΣ, которое и называется торическим
многообразием, соответствующим вееру Σ. Более формально, VΣ

можно определить как копредел в категории алгебраических мно-
гообразий Vσ по частично упорядоченному множеству конусов из Σ:

VΣ := colim
σ∈Σ

Vσ.

На многообразии Vσ имеется действие алгебраического тора:

TC × Vσ → Vσ,

которое задано следующим образом. Точки t ∈ TC задаются гомо-
морфизмами групп N∗ → C×, а точки x ∈ Vσ — гомоморфизмами
полугрупп Sσ → Cm. Тогда определим t ·x как точку в Vσ, соответ-
ствующую отображению полугрупп Sσ → Cm, заданному как

u 7→ t(u)x(u).

Двойственный гомоморфизм алгебр C[Sσ] → C[Sσ] ⊗ C[N∗] отоб-
ражает χu в χu ⊗ χu для u ∈ Sσ. Если σ = {0}, то мы получаем
умножение в алгебраической группе TC. Действия тора на многооб-
разиях Vσ согласованы с вложениями открытых подмножеств, со-
ответствующих граням конуса. Таким образом, для любого веера Σ
мы получаем TC-действие на многообразии VΣ, которое продолжает
TC-действие на себе.
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Пример 3.1.4. Пусть N = Zn и σ — конус, порождённый k
базисными векторами e1, . . . , ek, 0 6 k 6 n. Полугруппа Sσ по-
рождена элементами e∗1, . . . , e∗k и ±e∗k+1, . . . ,±e∗n. Следовательно,

C[Sσ] ∼= C[x1, . . . , xk, xk+1, x
−1
k+1, . . . , xn, x−1

n ],

где мы положили xi := χe∗i . Таким образом, соответствующее аф-
финное многообразие имеет вид

Vσ
∼= C× . . .× C× C× × . . .× C× = Ck × (C×)n−k.

В частности, при k = n мы получаем n-мерное аффинное простран-
ство, а при k = 0 (т.е. σ = {0}) получаем алгебраический тор (C×)n.

Пример 3.1.5. Пусть σ ⊂ R2 — конус, порождённый векторами
e2 и 2e1−e2 (заметим, что этот конус не является неособым). Тогда
двойственный конус σ̌ порождён векторами e∗1 и e∗1+2e∗2. В качестве
образующих полугруппы Sσ можно взять e∗1, e∗1 + e∗2 и e∗1 + 2e∗2.
Таким образом,

C[Sσ] = C[x, xy, xy2] ∼= C[u, v, w]/(v2 − uw),

а Vσ является особым многообразием (конусом над кривой второго
порядка).

Пример 3.1.6. Рассмотрим полный веер Σ в R2, имеющий три
максимальных конуса: конус σ0 порождён векторами e1 и e2, ко-
нус σ1 порождён векторами e2 и −e1 − e2, и конус σ2 порождён
векторами −e1 − e2 и e1. Тогда каждое аффинное многообразие
Vσi

изоморфно C2, с координатами (x, y) для σ0, (x−1, x−1y) для
σ1 и (y−1, xy−1) для σ2. Эти три аффинные карты склеиваются в
комплексную проективную плоскость CP 2 стандартным образом:
если (z0 : z1 : z2) — однородные координаты в CP 2, то мы имеем
x = z1/z0 и y = z2/z0.

Пример 3.1.7. Зафиксируем k ∈ Z и рассмотрим полный неосо-
бый веер в R2, имеющий 4 двумерных конуса, порождённых пара-
ми векторов (e1, e2), (e1,−e2), (−e1 + ke2,−e2) и (−e1 + ke2, e2).
Можно доказать, что соответствующее торическое многообразие
есть поверхность Хирцебруха Fk, т.е. комплексная проективизация
CP (C ⊕O(k)) (см. также раздел 4.10). Здесь C обозначает триви-
альное одномерное расслоение, а O(k) = γ⊗k, где γ — каноническое
расслоение гиперплоского сечения над CP 1 (мы также имеем γ = η̄,
где η — расслоение Хопфа). Можно доказать, что многообразие Fk

гомеоморфно S2 × S2 при чётном k и CP 2 # CP 2 при нечётном k
(здесь CP 2 обозначает CP 2 с обращённой ориентацией).

Частично упорядоченное по включению множество замыканий
орбит TC-действия на VΣ изоморфно частично упорядоченному
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множеству граней веера Σ относительно обратного включения. Та-
ким образом, k-мерные конусы веера Σ соответствуют орбитам ко-
размерности k действия алгебраического тора на VΣ. В частности,
n-мерные конусы соответствуют неподвижным точкам, а 0-мерный
конус соответствует единственной плотной орбите. Кроме того, ес-
ли некоторый веер комбинаторно вкладывается в больший веер, то
соответствующее торическое многообразие эквивариантно вклады-
вается в большее в качестве открытого по Зарисскому множества.

Торическое многообразие VΣ компактно тогда и только тогда,
когда веер Σ является полным (см. определение 1.3.1). Если Σ явля-
ется симплициальным веером, то VΣ является орбиобразием, т.е. ло-
кально гомеоморфно факторпространству R2n по действию конеч-
ной группы. Наконец, многообразие VΣ является неособым (глад-
ким) тогда и только тогда, когда веер Σ является неособым.

3.1.2. Проективные торические многообразия.

Конструкция 3.1.8 (проективные торические многообразия).
Рассмотрим целочисленный многогранник P ⊂ N∗

R и соответству-
ющий нормальный веер ΣP (см. конструкцию 1.3.2). Он имеет по
одному максимальному конусу σv на каждую вершину v ∈ P много-
гранника. Двойственный конус σ̌v отождествляется с «конусом при
вершине v», который порождён векторами, соединяющими верши-
ну v с точками многогранника P .

Определим торическое многообразие VP := VΣP
. Так как нор-

мальный веер ΣP не зависит от линейных размеров многогранника,
можно предположить, что для каждой вершины v полугруппа Sσv

(см. конструкцию 3.1.3) порождается целыми точками из много-
гранника (этого всегда можно достичь, заменив P на многогранник
kP с достаточно большим k). Отождествим точки решётки N∗ с ха-
рактерами алгебраического тора TC = N ⊗Z C×, т.е. с элементами
группы HomZ(TC,C×) ∼= Zn. Тогда целые точки из многогранника
P определяют вложение тора TC в тор (C×)|N

∗∩P | (здесь |N∗ ∩P | —
число целых точек в P ). При этом можно показать [Fu93, §3.4],
что торическое многообразие VP отождествляется с проективным
замыканием образа тора TC при этом вложении. В частности, мно-
гообразие VP проективно (является подмногообразием в CP |N∗∩P |).
Таким образом, многообразия, происходящие из нормальных вее-
ров, проективны. Верно и обратное: веер, соответствующий проек-
тивному торическому многообразию, является нормальным веером
для некоторого целочисленного многогранника.

Следующий пример (взятый нами из [Fu93, p. 71]) показыва-
ет, что существуют полные неособые вееры, которые не являются
нормальными веерами ни для каких выпуклых многогранников.
Соответствующие торические многообразия, будучи компактными
и неособыми, не являются проективными.
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Пример 3.1.9. Рассмотрим трёхмерный веер Σ, имеющий 7 од-
номерных конусов, порождённых векторами a1 = e1, a2 = e2,
a3 = e3, a4 = −e1 − e2 − e3, a5 = −e1 − e2, a6 = −e2 − e3,
a7 = −e1−e3, и 10 трёхмерных конусов с вершиной 0 над гранями
триангулированной границы тетраэдра на рис. 3.1. Легко видеть,
что этот веер является полным и неособым. Можно доказать, что
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Рис. 3.1. Полный неособый веер, задающий непро-
ективное торическое многообразие.

веер Σ нельзя получить взятием конусов над гранями выпуклого
симплициального многогранника. Тем самым Σ не является нор-
мальным веером ни для какого простого многогранника, а гладкое
компактное торическое многообразие VΣ не является проективным.

Любой комбинаторный простой многогранник допускает вы-
пуклую реализацию в виде многогранника с вершинами в точках
целочисленной решётки. Действительно, небольшим возмущением
определяющих неравенств в (1.1) можно добиться того, что ограни-
чивающие гиперплоскости станут рациональными, а комбинатор-
ный тип не изменится (так как гиперплоскости находятся в об-
щем положении). В результате мы получим простой многогранник
P ′ того же комбинаторного типа и с рациональными координата-
ми вершин. Рассмотрев растяжение kP ′ для подходящего целого k
мы получим многогранник с вершинами в точках решётки. Анало-
гично, шевеля вершины вместо гиперплоскостей, можно получить
целочисленную реализацию для произвольного симплициального
многогранника. Тем не менее, эти соображения не работают для
произвольных многогранников. И действительно, в каждой размер-
ности > 8 существуют комбинаторные многогранники (не являю-
щиеся ни простыми, ни симплициальными), которые не допуска-
ют выпуклой реализации с рациональными координатами вершин,
см. [Zi95, Ex. 6.21]. В размерностях < 8 существование таких мно-
гогранников пока не известно.
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Возвращаясь к простым многогранникам и торическим много-
образиям, мы заметим, что торические многообразия, соответству-
ющие различным выпуклым целочисленным реализациям данного
комбинаторного многогранника, могут отличаться даже как топо-
логические пространства. Например, все вееры, рассмотренные в
примере 3.1.7 получаются как нормальные вееры к многоугольни-
кам, комбинаторно эквивалентным квадрату, однако соответству-
ющие торические многообразия могут быть не гомеоморфными.
Кроме того, существуют комбинаторные простые многогранники,
которые не допускают ни одной целочисленной реализации, зада-
ющей неособое торическое многообразие. Далее мы приведём один
из таких примеров (см. пример 4.9.3).

3.2. Торические многообразия многообразия как
факторпространства: конструкция Батырева–Кокса

Наряду с классической конструкцией торических многообразий,
описанной в разделе 3.1, имеется другая конструкция, описываю-
щая торические многообразия как факторпространства некоторых
открытых подмножеств в Cm по действию подгрупп алгебраическо-
го тора. Версии этой конструкции появлялись в работах различных
авторов с начала 1990-х годов; в изложении этого раздела мы сле-
дуем работе Кокса [Co95].

Пусть Σ — веер в пространстве NR, имеющий m одномерных ко-
нусов, порождённых примитивными векторами a1, . . . ,am. В этом
разделе мы будем предполагать, что линейная оболочка векторов
a1, . . . ,am совпадает с пространством NR.

Рассмотрим отображение ` : Zm → N , переводящее i-й вектор
стандартного базиса решётки Zm в вектор a i ∈ N , для 1 6 i 6 m.
Тогда из предыдущего условия на конусы веера вытекает, что со-
ответствующее отображение `⊗Z C× : (C×)m → TC алгебраических
торов сюръективно.

Определим группу G = G(Σ) как ядро отображения `⊗ZC× (ко-
торое для простоты мы снова будем обозначать `); таким образом,
мы имеем точную последовательность групп

(3.2) 1 −→ G −→ (C×)m `−→ TC −→ 1.

Группа G изоморфна произведению (C×)m−n и конечной абелевой
группы. Легко видеть, что если Σ — неособый веер, содержащий
хотя бы один n-мерный конус, то G ∼= (C×)m−n.

Мы также определим максимальную компактную подгруппу
K = K(Σ) ⊂ G из точной последовательности

(3.3) 1 −→ K −→ Tm `−→ T −→ 1.

Пусть σ ∈ Σ — некоторый конус и a i1 . . . ,a ik — множество при-
митивных образующих его рёбер. Определим подмножество g(σ) =
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{i1, . . . , ik} ⊂ [m] = {1, . . . , m} и рассмотрим моном zσ̂ =
∏

j /∈g(σ) zj.
Введём аффинное многообразие

Z(Σ) = {z ∈ Cm : zσ̂ = 0 для всех σ ∈ Σ}

и его дополнение U(Σ) = Cm\Z(Σ), которое является квазиаффин-
ным многообразием. Для этого дополнения имеется покрытие

(3.4) U(Σ) =
⋃
σ∈Σ

U(σ).

аффинными многообразиями

U(σ) = {z ∈ Cm : zσ̂ 6= 0} = {z ∈ Cm : zj 6= 0 при j /∈ g(σ)}.

Заметим, что U(σ) ∼= Ck × (C×)m−k. Каждое подмножество U(σ) ⊂
Cm инвариантно относительно покоординатного действия (C×)m на
Cm, а значит U(Σ) также инвариантно.

Как показывает следующий результат, торическое многообра-
зие VΣ отождествляется с факторпространством U(Σ) по действию
подгруппы G ⊂ TC на U(Σ) (определение геометрического и кате-
горного факторпространства можно найти в приложении VI).

Теорема 3.2.1 (Кокс [Co95, Th. 2.1]). Предположим, что ли-
нейная оболочка одномерных конусов веера Σ совпадает с NR.

1. Торическое многообразие VΣ естественно изоморфно кате-
горному факторпространству U(Σ)//G.

2. Торическое многообразие VΣ является геометрическим фак-
торпространством U(Σ)/G тогда и только тогда, когда веер Σ
является симплициальным.

Доказательство. Сначала докажем, что для любого конуса
σ ∈ Σ аффинное торическое многообразие Vσ изоморфно категор-
ному факторпространству U(σ)//G. Алгебра регулярных функций
C(U(σ)) изоморфна алгебре C[yi, y

−1
j : 1 6 i 6 m, j /∈ g(σ)] и по-

рождается лорановскими мономами
∏m

i=1 yki
i с ki > 0 при i ∈ g(σ).

Непосредственная проверка показывает, что моном
∏m

i=1 yki
i ин-

вариантен относительно действия группы G на U(σ) тогда и только
тогда, когда он имеет вид

∏m
i=1 y

〈u ,a i〉
i для некоторого u ∈ N∗.

Условия 〈u ,a i〉 > 0 при i ∈ g(σ) в точности выделяют двой-
ственный конус σ̌ ∈ N∗

R, см. (1.16). Тем самым мы доказали, что
подалгебра инвариантных функций CG(U(σ)) изоморфна алгебре
C[σ̌ ∩ N∗] = C[Sσ] = C(Vσ) (изоморфизм устанавливается соответ-
ствием

∏m
i=1 y

〈u ,a i〉
i 7→ χu). Другими словами, U(σ)//G ∼= Vσ.
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Далее необходимо доказать, что установленные нами изомор-
физмы CG(U(σ)) → C[Sσ] согласованы при переходе к граням ко-
нуса. Другими словами, для каждой грани τ ⊂ σ необходимо уста-
новить коммутативность диаграммы

(3.5)

CG(U(σ)) −−−→ CG(U(τ))

∼=
y

y∼=
C[Sσ] −−−→ C[Sτ ].

По определению грани, мы имеем τ = σ ∩ u⊥ для некоторого
u ∈ σ̌ ∩ N∗, где u⊥ обозначает гиперплоскость в NR с нормаль-
ным вектором u . Рассмотрим моном y(u) =

∏m
i=1 y

〈u ,a i〉
i . Так как

τ = σ ∩ u⊥, моном y(u) имеет положительный показатель при yi

для i ∈ g(σ)\g(τ) и нулевой показатель при yj для j ∈ g(τ). Отсюда
следует, что алгебра регулярных функций C(U(τ)) получается из
алгебры C(U(σ)) локализацией по идеалу, порождённому мономом
y(u), т.е. C(U(τ)) = C(U(σ))y(u). Так как моном y(u) является G-
инвариантным, локализация коммутирует с переходом к инвари-
антным подалгебрам, т.е. CG(U(τ)) = CG(U(σ))y(u). Аналогично,
C[Sτ ] = C[Sσ]χu . Таким образом, диаграмма (3.5) приобретает вид

CG(U(σ)) −−−→ CG(U(σ))y(u)

∼=
y

y∼=
C[Sσ] −−−→ C[Sσ]χu ,

где горизонтальные стрелки являются гомоморфизмами локализа-
ции. Эта диаграмма, очевидно, коммутативна.

Теперь, используя аффинное покрытие (3.4) и доказанное свой-
ство согласованности изоморфизмов на аффинных многообразиях,
мы получаем изоморфизм U(Σ)//G → VΣ =

⋃
σ∈Σ Vσ. Тем самым

первое утверждение теоремы доказано.
Для доказательства второго утверждения необходимо прове-

рить, что все орбиты действия G на U(Σ) замкнуты тогда и только
тогда, когда веер Σ является симплициальным. Это доказательство
можно найти в [Co95, §2]. ¤

Предыдущее доказательство также показывает, что тор TC, дей-
ствующий на многообразии VΣ, получается факторизацией тора
(C×)m по подгруппе G, см. (3.2).

Предположим теперь, что Σ — симплициальный веер. Тогда
семейство подмножеств {g(σ) : σ ∈ Σ} образует симплициальный
комплекс на множестве вершин [m], который мы обозначим KΣ.
Если Σ — полный веер, то KΣ — симплициальное разбиение (n−1)-
мерной сферы Sn−1.
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С каждым симплициальным комплексом K на множестве [m]
мы свяжем конфигурацию координатных подпространств в Cm:

A(K) =
⋃

{i1,...,ik}/∈K
{z ∈ Cm : zi1 = . . . = zik = 0}

и её дополнение
U(K) = Cm \ A(K)

(конфигурациям и их дополнениям у нас будет посвящён отдель-
ный раздел 6.6).

Предложение 3.2.2. U(KΣ) = U(Σ).

Доказательство. Рассмотрим точку z ∈ Cm и обозначим че-
рез ω(z ) ⊂ [m] множество её нулевых координат. Тогда z ∈ U(KΣ)
тогда и только тогда, когда ω(z ) = g(σ) для некоторого кону-
са σ ∈ Σ. Это эквивалентно тому, что z ∈ U(σ). Следовательно,
U(KΣ) = ∪σ∈ΣU(σ) = U(Σ). ¤

Таким образом, подмножество U(Σ) ⊂ Cm зависит лишь от
комбинаторной структуры веера Σ, в то время как подгруппа
G ⊂ (C×)m зависит от геометрических данных — примитивных
образующих одномерных граней веера Σ.

Следующее утверждение уточняет вторую часть теоремы 3.2.1.

Предложение 3.2.3. Предположим, что веер Σ является
симплициальным. Тогда G действует на U(Σ) с конечными ста-
ционарными подгруппами точек. Если Σ является неособым вее-
ром, то действие G на U(Σ) свободно.

Доказательство. Стационарная подгруппа точки z ∈ Cm от-
носительно действия (C×)m имеет вид

(C×)m
z = {(t1, . . . , tm) ∈ (C×)m : ti = 1 если zi 6= 0}.

Стационарная подгруппа относительно действия G есть Gz =
(C×)m

z ∩G. Так как G есть ядро отображения ` : (C×)m → TC, под-
группа Gz есть ядро композиции отображений

(3.6) (C×)m
z ↪→ (C×)m `−→ TC.

Пусть z ∈ U(Σ). Тогда множество нулевых координат ω(z ) есть
g(σ) для некоторого σ ∈ Σ (см. предложение 3.2.2). Следовательно,
набор примитивных векторов {a i : i ∈ ω(z )} линейно независим.
Отсюда следует, что ядро композиции (3.6) есть конечная группа.
Если веер Σ является неособым, то {a i : i ∈ ω(z )} есть часть базиса
решётки N . В этом случае (3.6) есть мономорфизм и Gz = 1. ¤

Пример 3.2.4. Рассмотрим полный веер из Примера 3.1.6. Сим-
плициальный комплекс KΣ представляет собой полный граф на 3
вершинах (границу треугольника). Мы имеем

U(Σ) = C3 \ {z : z1 = z2 = z3 = 0} = C3 \ {0}
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Подгруппа G, определяемая точной последовательностью (3.2),
есть образ диагонального вложения C× → (C×)3. Согласно тео-
реме 3.2.1 мы имеем VΣ = U(Σ)/G = CP 2.

Пример 3.2.5. Теперь рассмотрим веер, состоящий из 3 одно-
мерных конусов, порождённых векторами e1, e2 и −e1 − e2. Этот
веер не является полным, но его 1-мерные конусы порождают век-
торное пространство NR, так что теорема 3.2.1 применима. Сим-
плициальный комплекс KΣ состоит из 3 точек. Пространство U(Σ)
есть дополнение к 3 координатным прямым в C3:

U(Σ) = C3 \ {z : z1 = z2 = 0, z1 = z3 = 0, z2 = z3 = 0},
Как и в предыдущем примере, G ∼= C× есть диагональная подгруп-
па в (C×)3. Согласно теореме 3.2.1, VΣ = U(Σ)/G — квазипроектив-
ное многообразие, получаемое удалением 3 точек из CP 2.

3.3. Гамильтоновы действия тора и симплектическая
редукция

Здесь мы излагаем подход к определению гладких торических
многообразий на основе метода симплектической редукции. Этот
метод позволяет получать гладкое проективное торическое много-
образие VP как фактор некоторого компактного подмногообразия
ZP ⊂ U(ΣP ) по свободному действию компактной группы K, опре-
деляемой из последовательности (3.3). Таким образом, в гладком
проективном случае вместо факторизации некомпактного множе-
ства U(Σ) по некомпактной группе G можно рассматривать фак-
торизацию компактного многообразия по компактной группе. Ис-
торически именно метод симплектической редукции послужил мо-
тивацией для введения конструкции из предыдущего раздела. До-
полнительную информацию о гамильтоновых действиях групп и
ссылки можно найти в монографии [Au91].

Напомним, что симплектическим многообразием (W,ω) назы-
вается гладкое (но не обязательно компактное) многообразие W с
замкнутой 2-формой ω, которая невырождена в каждой точке. Та-
ким образом, W должно иметь чётную размерность, dim W = 2n.

3.3.1. Метод симплектической редукции. Предположим,
что на W задано гладкое и сохраняющее симплектическую форму
ω действие тора K (наш выбор обозначения связан с точной по-
следовательностью (3.3), которая будет для нас источником при-
меров). Обозначим через k алгебру Ли группы K (эта алгебра Ли
коммутативна и потому тривиальна, но соответствующие определе-
ния можно обобщить и на случай действий некоммутативных групп
Ли). Для каждого элемента κ ∈ k обозначим через ξκ соответству-
ющее K-инвариантное векторное поле на W . Действие тора K на-
зывается гамильтоновым, если 1-форма ω( · , ξκ) является точной
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для любого κ ∈ k. Другими словами, существует функция Hκ на W
(называемая гамильтонианом) удовлетворяющая условию

ω(ξ, ξκ) = dHκ(ξ) = ξ(Hκ)

для любого векторного поля ξ на W . Выбрав базис {κi} в k и со-
ответствующий набор гамильтонианов {Hκi

}, можно определить
отображение моментов

µ : W → k∗, (x, κi) 7→ Hκi
(x).

Согласно теореме Атьи–Гиллёмина–Стернберга [Au91, Th. 4.2.1],
если многообразие W компактно, то образ µ(W ) отображения мо-
ментов является выпуклым многогранником в k∗.

Пример 3.3.1. В качестве простейшего и основополагающего
примера рассмотрим W = Cm с симплектической формой ω =
2
∑m

k=1 dxk ∧ dyk, где zk = xk + iyk. Рассмотрим стандартное (по-
координатное) действие тора K = Tm на Cm:

(t1, . . . , tm) · (z1, . . . , zm) = (t1z1, . . . , tmzm).

Это действие является гамильтоновым, а соответствующее отоб-
ражение моментов µ : Cm → Rm задаётся как µ(z1, . . . , zm) =
(|z1|2, . . . , |zm|2). (Здесь мы отождествили двойственную алгебру Ли
тора Tm с Rm). Образом отображения моментов является ортант

Rm
> = {(y1, . . . , ym) ∈ Rm : yi > 0 при 1 6 i 6 m}.

Пример 3.3.2. Пусть теперь Σ — неособый веер, имеющий хотя
бы один n-мерный конус, и K — подгруппа в Tm, определяемая
из (3.3). Действие из предыдущего примера можно ограничить до
действия группы K на инвариантном подмногообразии U(Σ) ⊂ Cm.
Соответствующее отображение моментов задаётся как композиция

(3.7) µΣ : Cm −→ Rm −→ k∗.

Конструкция 3.3.3 (Симплектическая редукция). Пусть на
симплектическом многообразии W задано гамильтоново действие
тора K. Предположим, что отображение моментов µ : W → k∗ соб-
ственно, т.е. множество µ−1(V ) компактно для любого компактно-
го подмножества V ⊂ k∗. Пусть v ∈ k∗ — регулярное значение отоб-
ражения моментов, т.е. дифференциал TzW → k∗ является сюръ-
ективным отображением для любого z ∈ µ−1(v). Тогда множество
уровня µ−1(v) является гладким K-инвариантным подмногообра-
зием в W , причём тор K действует на µ−1(v) с конечными стацио-
нарными подгруппами точек. Ограничение симплектической фор-
мы ω на µ−1(v) может быть вырождено. Однако, если действие K
на µ−1(v) свободно, то на гладком многообразии µ−1(v)/K имеется
невырожденная форма ω′, удовлетворяющая условию

p∗ω′ = i∗ω,
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где i : µ−1(v) → W — вложение, а p : µ−1(v) → µ−1(v)/K — про-
екция. Таким образом, (µ−1(v)/K, ω′) является симплектическим
многообразием. Переход от (W,ω) к (µ−1(v)/K, ω′) называется сим-
плектической редукцией.

3.3.2. Момент-угол-многообразия. Здесь мы более подроб-
но рассмотрим структуру многообразия уровня для отображения
моментов, соответствующего действию группы K (3.3) на множе-
стве U(ΣP ), в случае, когда ΣP — полный неособый веер, опре-
деляемый простым многогранником P . Это многообразие уровня,
называемое момент-угол-многообразием, затем будет использова-
но в конструкции торических многообразий методом симплекти-
ческой редукции. Данная конструкция является известной, одна-
ко само момент-угол-многообразие до сих пор изучалось довольно
мало. Как было отмечено во введении, момент-угол-многообразия
сами по себе представляют большой интерес, ввиду их обшир-
ных взаимосвязей с различными конструкциями из комбинатор-
ной геометрии и гомологической алгебры. Систематическому изу-
чению момент-угол-многообразий и их обобщений — момент-угол-
комплексов у нас посвящена глава 6.

Рассмотрим простой многогранник P ⊂ N∗
R, заданный как

в (1.1). Мы предположим дополнительно, что первые n гипергра-
ней F1, . . . , Fn многогранника P имеют общую вершину, и использу-
ем базис из соответствующих нормальных векторов a1, . . . ,an для
отождествления N∗

R с Rn. Тогда определены m× n-матрица AP из
конструкции 1.1.5 и аффинный мономорфизм

iP : N∗
R −→ Rm,

который вкладывает P в положительный конус Rm
> .

Теперь определим множество ZP из коммутативной диаграммы

(3.8)

ZP
iZ−−−→ Cm

y
yµ

P
iP−−−→ Rm

где µ(z1, . . . , zm) = (|z1|2, . . . , |zm|2) — отображение моментов из
примера 3.3.1. Таким образом, вертикальные стрелки являются
проекциями на факторпространства по действию тора Tm, а iZ яв-
ляется Tm-эквивариантным вложением.

Далее, выбрав матрицу C как в конструкции 1.1.5 (т.е. выбрав
базис в coker AP ), мы получим точную последовательность

(3.9) 0 −→ N∗
R

AP−→ Rm C−→ Rm−n −→ 0.

Образ многогранника P при отображении iP задаётся форму-
лой (1.7). Ввиду специального выбора базиса в пространстве N∗

R,
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первые n строк матрицы AP = (aij) образуют единичную матрицу.
Поэтому мы можем в явном виде задать отображение C матрицей

(3.10) C = (cjk) =




−an+1,1 . . . −an+1,n 1 0 . . . 0
−an+2,1 . . . −an+2,n 0 1 . . . 0

... . . . ...
...

... . . . ...
−am,1 . . . −am,n 0 0 . . . 1


 .

Сопоставив это с (1.7) и диаграммой (3.8), мы приходим к выво-
ду, что ZP вкладывается в Cm как множество общих нулей m − n
вещественных квадратичных уравнений

(3.11)
m∑

k=1

cjk

(|zk|2 − bk

)
= 0, для 1 6 j 6 m− n.

Теорема 3.3.4. Система квадратичных уравнений (3.11) невы-
рождена в каждой точке. Таким образом, определяемое ей мно-
жество ZP является гладким (m + n)-мерным многообразием,
вложенным в Cm с тривиальным нормальным расслоением.

Доказательство. Вначале докажем следующую лемму.

Лемма 3.3.5. Пусть C ′ — матрица размера (m−n)× (m− k),
полученная из C удалением столбцов с номерами j1, . . . , jk, где
1 6 k 6 n . Тогда если пересечение Fj1∩· · ·∩Fjk

соответствующих
гиперграней многогранника P непусто, то C ′ имеет максималь-
ный ранг m− n.

Доказательство. Пусть ι : Rm−k → Rm обозначает вложе-
ние координатного подпространства {x : xj1 = . . . = xjk

= 0}, и
κ : Rm → Rk — соответствующая проекция на факторпространство.
Тогда C ′ есть матрица композиции отображений C · ι, а матрица
композиции κ · AP есть матрица A′ размера k × n, составленная
из векторов-строк a j1 , . . . ,a jk

. По предположению, эти векторы ли-
нейно независимы, так что A′ имеет ранг k. Следовательно, κ·AP —
эпиморфизм. Из рассмотрения диаграммы

0
↓
Rn

yAP

0 −−−→ Rm−k ι−−−→ Rm κ−−−→ Rk −−−→ 0yC

Rm−n

↓
0
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вытекает, что C · ι — также эпиморфизм. Следовательно, C ′ имеет
ранг m− n. ¤

Теперь вернёмся к доказательству теоремы. Зафиксируем отож-
дествление Cm с R2m, заданное как

(z1, . . . , zm) → (x1, y1, . . . , xm, ym),

где zk = xk + iyk. Тогда в каждой точке (x1, y1, . . . , xm, ym) ∈ ZP

градиенты m− n квадратичных уравнений (3.11) суть

(3.12) 2 (cj,1x1, cj,1y1, . . . , cj,mxm, cj,mym) , 1 ≤ j ≤ m− n.

Записав их по строкам, получим (m− n)× 2m-матрицу 2CR, где

R =




x1 y1 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 . . . xm ym


 .

По определению вложения iP , если в некоторой точке z ∈ ZP мы
имеем xj1 = yj1 = . . . = xjk

= yjk
= 0, то пересечение гиперграней

Fj1 ∩ . . . ∩ Fjk
непусто. Согласно лемме 3.3.5, матрица, получаемая

из C удалением столбцов в номерами j1, . . . , jk, имеет ранг m − n.
Следовательно, 2CR также имеет ранг m−n, т.е. градиенты (3.12)
линейно независимы в точке z . Теорема доказана. ¤

Определение 3.3.6. Многообразие ZP называется момент-
угол-многообразием, соответствующим простому многограннику P .

Замечание. Хотя наша конструкция ZP зависит от явной гео-
метрической реализации многогранника P , топологический тип
многообразия ZP зависит лишь от комбинаторного типа P . Мы
докажем это в разделе 3.4.

Нам также понадобится описание момент-угол-многообразий
ZFi

, соответствующих гиперграням Fi ⊂ P многогранника, 1 6 i 6
m. Обозначим через p : ZP → P проекцию на пространство орбит,
т.е. левую стрелку в (3.8).

Лемма 3.3.7. Подмногообразие p−1(Fi) ⊂ ZP гомеоморфно
ZFi

× Tk, где k — число гиперграней в P , не пересекающихся с Fi.

Доказательство. Пусть гиперплоскость Hi ⊂ Rn, содержа-
щая гипергрань Fi, задаётся уравнением (a i, x ) + bi = 0, см. (1.1).
Тогда мы можем задать саму гипергрань Fi системой неравенств

Fi = {x ∈ Hi : (a j, x ) + bj > 0, при j 6= i.}
Отождествив Hi c Rn−1, мы получим представление простого мно-
гогранника Fi, аналогичное (1.1), но при это некоторые из нера-
венств будут «лишними». А именно, «лишними» будут неравенства
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(a j, x ) + bj > 0, для которых Fj ∩ Fi = ∅; по условию, таких нера-
венств в точности k. Каждое из этих «лишних» неравенств при
ограничении на Fi превращается в строгое неравенство.

Пусть mi — число гиперграней простого многогранника Fi, то-
гда мы имеем mi+k = m−1. Теперь рассмотрим ограничение отоб-
ражения iP : P → Rm

> на Fi. Заметим, что iP (Fi) лежит в гиперплос-
кости {zi = 0} ⊂ Rm, которую мы отождествим с Rm−1. Кроме то-
го, так как каждое из «лишних» неравенств при ограничении на Fi

превращается в строгое неравенство, мы имеем iP (Fi) ⊂ Rmi
> ×Rk

>.
Из этих рассмотрений вытекает, что ограничение диаграммы (3.8)
на Fi раскладывается следующим образом:

p−1(Fi) −−−→ Cmi × (C×)k −−−→ Cm−1

y
y

y
ZFi

−−−→ Cmi × Rk
> −−−→ Cmi × Rk

>y
y

y
Fi −−−→ Rmi

> × Rk
> −−−→ Rm−1

> .

Отсюда вытекает, что p−1(Fi) → ZFi
является расслоением со слоем

Tk, индуцированным из тривиального расслоения Cmi × (C×)k →
Cmi × (R>)k. Следовательно, p−1(Fi) ∼= ZFi

× Tk. ¤
Предложение 3.3.8. 1. Действие тора Tm на ZP является

гладким.
2. Для каждой гиперграни Fi ⊂ P подмножество p−1(Fi) явля-

ется гладким Tm-инвариантным подмногообразием в ZP с триви-
альным нормальным расслоением.

Доказательство. Первое утверждение вытекает из того, что
действие тора на ZP является ограничением стандартного гладко-
го действия на Cm при эквивариантном вложении iZ : ZP → Cm.
Второе утверждение вытекает из того факта, что подмногообразие
p−1(Fi) ⊂ ZP задаётся уравнением zi = 0. ¤

Теорема 3.3.9 ([BM06, Cor. 4.7]). Гладкая структура на мно-
гообразии ZP , удовлетворяющая условиям из предложения 3.3.8,
единственна.

Предположим теперь, что многогранник P является целочис-
ленным (т.е. его вершины лежат в решётке N∗), и рассмотрим со-
ответствующий нормальный веер ΣP (конструкция 1.3.2). Тогда ли-
нейное отображение AP : N∗

R → Rm есть в точности отображение,
получаемое из отображения торов ` : Tm → T (3.3) применением
функтора HomZ( · ,S1) ⊗Z R. Следовательно, отображение момен-
тов µP = µΣP

(3.7), соответствующее вееру ΣP , задаётся как

(3.13) µP : (z1, . . . , zm) 7→
(∑m

k=1
c1,k|zk|2, . . . ,

∑m

k=1
cm−n,k|zk|2

)
.



3.3. ГАМИЛЬТОНОВЫ ДЕЙСТВИЯ ТОРА 91

Следствие 3.3.10. Пусть P — простой многогранник (1.1) с
вершинами в точках решётки N∗. Тогда CbP ∈ k∗ ∼= Rm−n яв-
ляется регулярным значением для соответствующего отображе-
ния моментов (3.7), а множество уровня µ−1

P (CbP ) есть момент-
угол-многообразие ZP .

Доказательство. Это вытекает из явной формулы (3.13) для
отображения моментов, задания многообразия ZP системой (3.11)
и теоремы 3.3.4. ¤

3.3.3. Торические многообразия и симплектическая ре-
дукция. Теперь мы предположим дополнительно, что нормаль-
ный веер ΣP , задаваемый целочисленным простым многогранни-
ком P (1.1), является неособым. Тогда группа K, определяемая
из (3.3), является (m−n)-мерным тором, и мы можем рассмотреть
многообразия µ−1

P (CbP )/K, получаемые в результате симплектиче-
ской редукции действия K на Cm.

Теорема 3.3.11. Вложение µ−1
P (CbP ) ⊂ U(ΣP ) индуцирует

диффеоморфизм

µ−1
P (CbP )/K → U(ΣP )/G = VP .

Тем самым всякое неособое проективное торическое многообразие
VP получается как симплектическая редукция действия тора K ∼=
Tm−n на Cm.

Доказательство. Мы лишь наметим основные шаги доказа-
тельства; детали можно найти в [Au91, Prop. 3.1.1].

Непосредственно проверяется, что µ−1
P (CbP ) ⊂ U(ΣP ). По ана-

логии с предложением 3.2.3 доказывается, что действие K на ZP =
µ−1

P (CbP ) свободно. Теперь рассмотрим функцию

f : Cm → R, f(z ) = ‖µP (z )− CbP‖2.

Эта функция неотрицательна и принимает минимальное значение
на множестве ZP . Можно доказать, что единственными критиче-
скими точками функции f в U(ΣP ) являются z ∈ ZP . Таким обра-
зом, для любого z ∈ U(ΣP ) траектория градиентного потока функ-
ции f , выходящая из z достигнет точки из ZP . Далее, можно дока-
зать, что каждая траектория градиентного потока функции f цели-
ком лежит в одной орбите действия группы G. Отсюда и из преды-
дущего утверждения вытекает, что каждая орбита действия G на
U(ΣP ) пересекает многообразие ZP . Наконец, каждая G-орбита пе-
ресекает ZP по единственной K-орбите, т.е. если z ∈ ZP , то

G · z ∩ ZP = K · z .

Это завершает доказательство теоремы. ¤



92 3. ТОРИЧЕСКИЕ МНОГООБРАЗИЯ

Многообразие µ−1
P (CbP )/K, как результат симплектической ре-

дукции, наделяется симплектической структурой. В то же время,
неособое проективное торическое многообразие VP также является
симплектическим (симплектическая форма индуцируется вложе-
нием в проективное пространство, задаваемым многогранником P ).
Можно показать [Gu94, Appendix 2], что диффеоморфизм из тео-
ремы 3.3.11 сохраняет симплектическую форму.

Пример 3.3.12. Пусть P = ∆n — стандартный симплекс
(см. пример 1.1.6). Конусы соответствующего нормального веера
ΣP порождаются собственными подмножествами множества век-
торов {e1, . . . , en,−e1 − . . . − en}. Группы G ∼= C× и K ∼= S1

суть диагональные подгруппы в (C×)n+1 и Tn+1 соответственно, а
U(ΣP ) = Cn+1 \ {0}. Матрица C (3.10) есть строка из n + 1 еди-
ницы. Отображение моментов (3.7) задаётся как µP (z1, . . . , zn+1) =
|z1|2 + . . . + |zn+1|2. Так как CbP = 1, момент-угол-многообразие
ZP = µ−1

P (1) есть единичная сфера S2n+1 ⊂ Cn+1, а S2n+1/K ∼=
(Cn+1\{0})/G = VP — комплексное проективное пространство CP n.

3.4. Пространство орбит действия компактного тора

В алгебраическом торе TC, действующем на торическом мно-
гообразии VΣ, содержится компактный тор T . В этом разделе мы
более внимательно изучим именно действие компактного тора; по-
лученные результаты будут играть мотивирующую роль для кон-
струкций из следующей главы.

Прежде всего заметим, что пространство орбит VP /T действия
тора на неособом проективном торическом многообразии VP отож-
дествляется с простым многогранником P . Это легко вытекает
из конструкции симплектической редукции. Действительно, дей-
ствие Tm на ZP = µ−1

P (CbP ) индуцирует гамильтоново действие
T = Tm/K на VP = ZP /K. Образ соответствующего отображения
моментов VP → t∗ можно отождествить с образом многообразия
ZP ⊂ Cm при отображении моментов µ : Cm → Rm, т.е. с обра-
зом многогранника P при вложении iP (см. (3.8)). В следующей
конструкции мы даём чисто топологическую интерпретацию это-
го наблюдения. В отличие от метода симплектической редукции,
который применим лишь в случае проективных торических много-
образий, следующая конструкция может быть легко обобщена на
непроективный случай.

Конструкция 3.4.1. Рассмотрим координатные подгруппы-
окружности в Tm:

Ti = {(t1, . . . , tm) ∈ Tm : tj = 1 при j 6= i}, 1 6 i 6 m.
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Далее, для каждого подмножества ω ⊂ [m] определим координат-
ную подгруппу

Tω = {(t1, . . . , tm) ∈ Tm : tj = 1 при j /∈ ω} =
∏
i∈ω

Ti ⊂ Tm

(в частности, T∅ — это тривиальная подгруппа {1}).
Введём полярные координаты (r, ϕ) в C и построим отображе-

ние R> × S1 → C, (r, ϕ) 7→ re2πiϕ. Взяв произведение, получим
отображение

Rm
> × Tm → Cm.

Прообраз точки z ∈ Cm при этом отображении имеет вид y ×Tω(z),
где yi = |zi| для 1 6 i 6 m, а ω(z ) ⊂ [m] — множество нулевых
координат точки z . Таким образом, Cm отождествляется с фактор-
пространством Rm

> × Tm/∼, где (y , t1) ∼ (y , t2) при t−1
1 t2 ∈ Tω(y).

Используя (3.8), мы можем получить аналогичное представле-
ние и для момент-угол-многообразия ZP . Для каждой точки p мно-
гогранника P рассмотрим наименьшую грань G(p), содержащую p.
Рассмотрим множество

ψ(p) = {i ∈ [m] : p ∈ Fi},
тогда мы имеем G(p) = ∩i∈ψ(p)Fi. Введём координатную подгруп-
пу T (p) = Tψ(p). В частности, если p — вершина, то T (p) имеет
размерность n (максимально возможную), а если p — внутренняя
точка многогранника, то T (p) = {1}. Тогда многообразие ZP можно
отождествить с факторпространством

(3.14) P × Tm/∼
по отношению эквивалентности (p, t1) ∼ (p, t2) ⇔ t−1

1 t2 ∈ T (p).
Отсюда, в частности, вытекает, что топологический тип многооб-
разия ZP зависит лишь от комбинаторного типа многогранника P .
Стационарными подгруппами действия Tm на ZP будут в точности
подгруппы вида T (p).

Рассмотрим отображение ` : Tm → T из (3.3) и обозначим S(p) =
`(T (p)) ⊂ T для p ∈ P . Если p — вершина, то S(p) = T , а если p —
внутренняя точка многогранника, то S(p) = {1}. Тогда торическое
многообразие VP = ZP /K можно задать как факторпространство

(3.15) P × T/≈
по отношению эквивалентности (p, t1) ≈ (p, t2) ⇔ t−1

1 t2 ∈ S(p).

Слои проекции π : VP = P × T/≈ → P суть стационарные под-
группы T -действия. Предыдущая конструкция показывает, что это
в точности подгруппы вида S(p). Таким образом, T -действие на VP

свободно над внутренностью многогранника, вершины многогран-
ника соответствуют неподвижным точкам, а точки из внутренности
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одной грани коразмерности k соответствуют орбитам, имеющим од-
ну и ту же k-мерную стационарную подгруппу. Это свойство фор-
мализуется при помощи понятий локально стандартного действия
тора и многообразия с углами, как описано ниже.

Определение 3.4.2. Рассмотрим стандартное (покоординат-
ное) действие тора Tn на Cn. Пусть M — многообразие размер-
ности 2n с действием Tn. Стандартной картой на многообра-
зии M называется тройка (U, f, ψ), где U ⊂ M — некоторое Tn-
инвариантное открытое подмножество, ψ — aвтоморфизм тора Tn,
а f — ψ-эквивариантный гомеоморфизм f : U → W на некоторое
(Tn-инвариантное) открытое подмножество W ⊂ Cn. (Это означа-
ет, что f(t · y) = ψ(t)f(y) для всех t ∈ Tn, y ∈ U .) Скажем,
что действие тора Tn на M является локально стандартным, если
M допускает стандартный атлас, т.е. каждая точка из M лежит в
некоторой стандартной карте.

Пространством орбит стандартного действия тора является ор-
тант Rn

> (а проекцию на пространство орбит можно задавать отоб-
ражением моментов µ : Cn → Rn

>, см. пример 3.3.1). Таким обра-
зом, пространство орбит локально стандартного действия Tn на M
«локально выглядит как Rn

>». Это свойство формализуется при по-
мощи следующего определения.

Определение 3.4.3. Пусть Q — (сепарабельное, со счётной ба-
зой) топологическое пространство, представленное в виде объеди-
нения открытых множеств

⋃
Ui, для каждого из которых существу-

ет гомеоморфизм ϕi : Ui → Wi на некоторое открытое подмноже-
ство Wi ⊂ Rn

>. В ортанте Rn
> имеется естественное понятие кораз-

мерности точек: точка y ∈ Rn
> имеет коразмерность k, если в точно-

сти k её координат обращаются в нуль. Пространство Q называется
многообразием с углами, если все отображения ϕiϕ

−1
j являются го-

меоморфизмами, сохраняющими коразмерность. Тем самым поня-
тие коразмерности переносится на точки Q. Связные компоненты
множества точек коразмерности > k называются гранями кораз-
мерности k. Грани коразмерности 1 называются гипергранями.

Два многообразия с углами Q1 и Q2 гомеоморфны (как много-
образия с углами), если существует гомеоморфизм Q1 → Q2, со-
храняющий коразмерность точек. Гомеоморфизм многообразий с
углами индуцирует изоморфизм их частично упорядоченных мно-
жеств граней (по включению).

Понятие многообразия с углами можно определить и в глад-
кой категории: многообразие с углами Q называется гладким, если
все отображения ϕiϕ

−1
j являются диффеоморфизмами (при этом

отображение между открытыми подмножествами в Rn
> называется

диффеоморфизмом, если оно является ограничением диффеомор-
физма открытых подмножеств в Rn).
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Таким образом, пространство орбит Q = M/Tn локально стан-
дартного действия тора является многообразием с углами (причём
гладким, если действие гладкое).

Простейшими примерами многообразий с углами являются про-
стые многогранники, как показывает следующая конструкция.

Конструкция 3.4.4. Пусть P — простой многогранник. Для
каждой вершины v ∈ P обозначим через Uv открытое подмноже-
ство в P , полученное удалением всех граней, не содержащих v. Под-
множество Uv гомеоморфно Rn

> с сохранением коразмерности точек
(более того, оно аффинно изоморфно окрестности нуля в Rn

>). Сле-
довательно, P является многообразием с углами (причём гладким
и компактным), с атласом {Uv}.

Легко видеть, что два простых многогранника гомеоморфны
как многообразия с углами тогда и только тогда, когда они комби-
наторно эквивалентны.

Конструкция 3.4.5. Пусть Σ — симплициальный веер и VΣ —
соответствующее торическое многообразие. Рассмотрим аффинное
покрытие {Vσ : σ ∈ Σ} (см. конструкцию 3.1.3). Факторпростран-
ства Vσ/T по действию тора можно отождествить с множествами
полугрупповых гомоморфизмов из Sσ в полугруппу неотрицатель-
ных вещественных чисел R>:

Vσ/T = (Vσ)> := Homsg(Sσ,R>), σ ∈ Σ,

см. [Fu93, §4.1].
Если веер Σ является неособым, то мы имеем Vσ

∼= Ck×(C×)n−k,
где k = dim σ, см. пример 3.1.4. Следовательно, T -действие на
неособом торическом многообразии VΣ является локально стан-
дартным, а покрытие {Vσ : σ ∈ Σ} задаёт атлас из стандартных
карт. При этом (Vσ)> ∼= Rk

> × Rn−k и покрытие {(Vσ)> : σ ∈ Σ}
задаёт на пространстве орбит Q = VΣ/T структуру гладкого мно-
гообразия с углами.

В общем случае некоторые из многообразий Vσ могут не быть
изоморфны Ck × (C×)n−k (см. пример 3.1.5), и T -действие на VΣ

может не быть локально стандартным. Тем не менее, покрытие
{(Vσ)> : σ ∈ Σ} по-прежнему задаёт на Q = VΣ/T структуру мно-
гообразия с углами (вообще говоря, не гладкого).

Если Σ является полным симплициальным веером, то разбие-
ние многообразия с углами Q на грани двойственно по Пуанкаре
триангуляции (n− 1)-мерной сферы, задаваемой симплициальным
комплексом KΣ. При этом имеется проекция Q× T → VΣ, которая
устанавливает гомеоморфизм

(3.16) VΣ
∼= Q× T/≈,

по аналогии с (3.15), см. [Fu93, §4.1].
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Если VP — неособое проективное многообразие, то, как пока-
зывает анализ в начале этого раздела, пространство орбит VP /T
гомеоморфно (как многообразие с углами) многограннику P . Бо-
лее того, если π : VP → P — проекция на пространство орбит, то
прообраз π−1(Uv) ⊂ VP есть аффинное подмногообразие Vσ(v), где
σ(v) ∈ ΣP — конус размерности n в нормальном веере, соответству-
ющий вершине v многогранника.

Если неособое компактное торическое многообразие VΣ не явля-
ется проективным, то может оказаться, что многообразие с угла-
ми Q = VΣ/T не гомеоморфно никакому простому многограннику
(хотя это так для непроективного многообразия из примера 3.1.9).
При этом Q гомеоморфно простому многограннику тогда и толь-
ко тогда, когда KΣ комбинаторно эквивалентно границе симплици-
ального многогранника. Однако, начиная с dimKΣ = 3, имеются
триангуляции сфер, которые не получаются из симплициальных
многогранников (описание одного из таких примеров — сферы Бар-
нетта — можно найти в [БП04-2, 2.39]).

Конструкции этого раздела сведены в следующем утверждении.

Предложение 3.4.6. 1. Действие тора T на неособом тори-
ческом многообразии V является локально стандартным.

2. Если при этом V является проективным многообразием, то
пространство орбит V/T гомеоморфно (как многообразие с угла-
ми) простому многограннику P .

Эти свойства действия тора на торических многообразиях будут
взяты за основу для различных топологических обобщений тори-
ческих многообразий, которым посвящены две следующие главы.



Глава 4

Квазиторические многообразия

В этой главе мы осуществляем переход от алгебраических по-
строений торической геометрии к топологической теории действий
тора на многообразиях. Основным объектом изучения здесь будет
класс компактных 2n-мерных многообразий с действием n-мерного
тора T , обладающим свойствами, моделирующими действие ком-
пактного тора на неособых торических многообразиях.

Результаты этой главы опубликованы в [БП99], [БП00-2],
[БП04-2], [МП08], [Па99], [Па01], [BP00], [BP02].

4.1. Определение и конструкция квазиторических
многообразий Дэвиса–Янушкевича

В работе [DJ91] Дэвис и Янушкевич использовали топологи-
ческие свойства действия тора на торическом многообразии, опи-
санные в предложении 3.4.6, для определения нового класса мно-
гообразий с действием тора. Эти многообразия, впоследствии на-
званные квазиторическими, можно рассматривать как «топологи-
ческие аналоги» неособых компактных торических многообразий.

Определение 4.1.1. Пусть P — комбинаторный простой мно-
гогранник размерности n. Квазиторическим многообразием над P
называется 2n-мерное многообразие M с действием тора Tn, удо-
влетворяющее следующим двум условиям:

а) действие тора является локально стандартным;
б) пространство орбит гомеоморфно, как многообразие с уг-

лами, многограннику P .
Замечание. В предыдущем определении мы не требуем глад-

кости многообразия M . Однако, можно доказать, что любое ква-
зиторическое многообразие обладает гладкой структурой, относи-
тельно которой действие тора является гладким (см. [Da78]). В
разделе 4.3 мы приведём другую конструкцию, снабжающую ква-
зиторические многообразия канонической гладкой структурой.

Таким образом, мы имеем проекцию π : M → P , которая посто-
янна на орбитах действия тора Tn и отображает каждую k-мерную
орбиту в точку из внутренности некоторой k-мерной грани, для
k = 0, . . . , n. В частности, действие свободно над внутренностью
многогранника, в то время как вершины соответствуют неподвиж-
ным точкам многообразия M .

97
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Предложение 4.1.2. Неособое проективное торическое мно-
гообразие VP является квазиторическим многообразием над P .

Доказательство. Это вытекает из предложения 3.4.6. ¤

Пример 4.1.3. Комплексное проективное пространство CP n с
действием Tn, заданным в примере 3.1.2, является квазиториче-
ским многообразием над симплексом ∆n. Проекция CP n → ∆n за-
даётся отображением

(z0 : z1 : . . . : zn) 7→ 1∑n
i=0 |zi|2 (|z1|2, . . . , |zn|2).

Пусть F = {F1, . . . , Fm} — множество гиперграней многогран-
ника P . Рассмотрим прообразы

Mj = π−1(Fj), 1 6 j 6 m.

Точки внутренности гиперграни Fj соответствуют орбитам, име-
ющим одну и ту же одномерную стационарную подгруппу, кото-
рую мы обозначим TFj

. Отсюда вытекает, что Mj является связной
компонентой множества неподвижных точек действия подгруппы
TFj

. Это, в свою очередь, влечёт тот факт, что Mj является Tn-
инвариантным подмногообразием коразмерности 2 в M , и Mj яв-
ляется квазиторическим многообразием над Fj (с действием тора
Tn/TFj

∼= Tn−1). Следуя [DJ91], мы будем называть Mj характе-
ристическим подмногообразием, а соответствие

(4.1) λ : Fj 7→ TFj
, 1 6 j 6 m,

характеристической функцией квазиторического многообразия M .
Рассмотрим некоторую грань G коразмерности k многогранни-

ка P и запишем её как пересечение k гиперграней: G = Fj1∩. . .∩Fjk
.

Тогда MG = π−1(G) является Tn-инвариантным подмногообрази-
ем коразмерности 2k в M , неподвижным относительно действия
каждой из подгрупп T (Fji

), 1 6 i 6 k. Рассмотрев произволь-
ную вершину v ∈ G и воспользовавшись локальной стандартно-
стью Tn-действия на M вблизи v, мы видим, что характеристиче-
ские подмногообразия Mj1 , . . . , Mjk

пересекаются трансверсально
по подмногообразию MG, а отображение

TFj1
× . . .× TFjk

→ Tn

является мономорфизмом на k-мерную стационарную подгруппу
подмногообразия MG. Соответствие

G 7→ стационарная подгруппа подмногообразия MG

продолжает характеристическое отображение (4.1) до отображения
из частично упорядоченного множества граней многогранника P в
множество торических подгрупп в Tn.



4.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И КОНСТРУКЦИЯ 99

Определение 4.1.4. Пусть P — комбинаторный n-мерный про-
стой многогранник и λ — некоторое отображение из множества
его гиперграней в множество замкнутых одномерных подгрупп то-
ра Tn. Тогда (P, λ) называется характеристической парой, если
отображение λ(Fj1) × . . . × λ(Fjk

) → Tn является мономорфизмом
при Fj1 ∩ . . . ∩ Fjk

6= ∅.
Если (P, λ) является характеристической парой, то отображение

λ продолжается на все грани многогранника P , так что мы имеем
торическую подгруппу TG := λ(G) ⊂ Tn для каждой грани G ⊂ P .

По аналогии с конструкцией 3.4.1, квазиторическое многообра-
зие можно восстановить по характеристической паре (P, λ).

Конструкция 4.1.5 (Каноническая модель M(P, λ)). Пусть за-
дана характеристическая пара (P, λ). Напомним, что для каждой
точки p ∈ P мы обозначали через G(p) наименьшую грань, содер-
жащую p. По аналогии с (3.15) положим

M(P, λ) = P × Tn/∼,

где (p, t1) ∼ (p, t2), если t1t−1
2 ∈ λ(G(p)). Свободное действие

тора Tn на P × Tn индуцирует действие на факторпространстве
P × Tn/∼. Это действие свободно над внутренностью многогран-
ника (так как там не происходит отождествления точек) и имеет
по одной неподвижной точке для каждой вершины. Пространство
P×Tn/∼ покрывается открытыми множествами Uv×Tn/∼ (см. кон-
струкцию 3.4.4), эквивариантно гомеоморфными Rn

> × Tn/∼ = Cn.
Таким образом, действие тора локально стандартно, и P × Tn/∼
является квазиторическим многообразием.

Определение 4.1.6 (эквивалентности). Квазиторические мно-
гообразия M1 и M2 называются слабо Tn-эквивариантно гомео-
морфными (или просто слабо Tn-гомеоморфными), если существу-
ет автоморфизм ψ : Tn → Tn и гомеоморфизм f : M1 → M2, та-
кие, что f(t · x) = ψ(t) · f(x) для любых t ∈ Tn и x ∈ M1.
Если ψ — тождественный автоморфизм, то M1 и M2 называют-
ся Tn-гомеоморфными. Следуя Дэвису и Янушкиевичу, мы ска-
жем, что квазиторические многообразия M1 и M2 над одним и тем
же многогранником P эквивалентны, если существует слабый Tn-
гомеоморфизм f : M1 → M2, накрывающий тождественное отобра-
жение многогранника P .

Две характеристические пары (P, λ1) и (P, λ2) (с одним и тем же
многогранником P ) называются эквивалентными, если существует
автоморфизм ψ : Tn → Tn такой, что λ2 = ψ · λ1.

Предложение 4.1.7 ([DJ91, Prop. 1.8]). Конструкция 4.1.5
определяет взаимно однозначное соответствие между классами
эквивалентных квазиторических многообразий и характеристи-
ческих пар.
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Доказательство. В одну сторону утверждение очевидно: ес-
ли квазиторические многообразия эквивалентны, то соответству-
ющие характеристические пары также эквивалентны. Для того,
чтобы доказать обратное утверждение, достаточно показать, что
любое квазиторическое многообразие M над P с характеристиче-
ской функцией λ эквивалентно канонической модели M(P, λ). Для
этого вначале строится непрерывное отображение f : P ×Tn → M ,
отображающее p × Tn на π−1(p) для каждой точки p ∈ P . Это де-
лается путём последовательного «раздутия особых стратов». Тот
факт, что P есть стягиваемое множество гарантирует, что получае-
мое в конце главное Tn-расслоение над P тривиально. Отображение
f индуцирует эквивалентность

P × Tn/∼ = M(P, λ) → M.

Детали можно восстановить по [DJ91]. ¤
Замечание. Из этого наброска доказательства вытекает, что

единственным существенным условием на пространство орбит Q,
обеспечивающим эквивалентность канонической модели, является
то, что главное Tn-расслоение над Q, получаемое после всех раз-
дутий, тривиально. Это во всяком случае верно, если H2(Q) = 0,
так что предыдущее предложение допускает обобщения и на более
общие действия тора. Далее мы ещё вернёмся к этому наблюдению.

4.2. Полиориентации и комбинаторные квазиторические
данные

Здесь мы завершаем комбинаторное описание квазиторических
многообразий M . Характеристические пары (P, λ) заменяются на
более естественно задаваемые комбинаторные квазиторические
пары (P, Λ), состоящие из ориентированного простого многогран-
ника и целочисленной матрицы специального вида. По сравнению
с характеристической парой, пара (P, Λ) несёт некоторую дополни-
тельную информацию, которая эквивалентна выбору ориентации
для многообразия M и всех его характеристических подмногообра-
зий. Получаемое взаимно однозначное соответствие между комби-
наторными квазиторическими парами и классами эквивалентных
полиориентированных квазиторических многообразий уточняет ре-
зультат Предложения 4.1.7.

Определение 4.2.1. Скажем, что квазиторическое многообра-
зие M полиориентировано, если выбрана ориентация для M и каж-
дого из его характеристических подмногообразий Mj, 1 6 j 6 m.

Стационарную подгруппу TFj
характеристического подмногооб-

разия Mj ⊂ M можно записать в виде

(4.2) TFj
=

{(
e2πiλ1jϕ, . . . , e2πiλnjϕ

) ∈ Tn
}
,
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где ϕ ∈ R и λλj = (λ1j, . . . , λnj)
t ∈ Zn — некоторый примитивный

вектор. Этот вектор определяется подгруппой TFj
лишь с точно-

стью до знака. Выбор знака (и тем самым однозначный выбор век-
тора) задаёт параметризацию одномерной подгруппы TFj

.
Полиориентация квазиторического многообразия предоставля-

ет канонический способ выбора векторов λλj, 1 6 j 6 m. В са-
мом деле, действие параметризованной подгруппы TMj

⊂ Tn задаёт
ориентацию в нормальном расслоении νj вложения Mj ⊂ M . По-
лиориентация многообразия M также задаёт ориентацию в νj при
помощи следующего разложения касательного расслоения:

TM |Mj
= TMj ⊕ νj.

Теперь мы выберем направление примитивного вектора λλj таким
образом, чтобы эти две ориентации совпадали.

Вообще говоря, выбор полиориентации на M не является ка-
ноническим. Тем не менее, если M допускает Tn-эквивариантную
почти комплексную структуру (см. определение V.13), то выбор
такой структуры даёт канонический способ ориентации M и под-
многообразий Mj для 1 6 j 6 m. Тем самым мы получаем поли-
ориентацию, ассоциированную с эквивариантной почти комплекс-
ной структурой. В случае, когда M является эквивариантно почти
комплексным (например, если M — неособое компактное ториче-
ское многообразие), мы всегда будем его снабжать ассоциированной
полиориентацией. В других случаях мы будем фиксировать поли-
ориентацию произвольно.

Задав полиориентацию, мы можем продолжить соответствие
(4.1) до отображения целочисленных решёток

λ : Zm → Zn, ej 7→ λλj,

которое мы будем называть направленной характеристической
функцией. При наличии полиориентации мы будем предполагать
характеристическую функцию направленной. При этом, если пе-
ресечение гиперграней Fj1 , . . . , Fjk

непусто, то векторы λλj1 , . . . , λλjk

составляют часть целочисленного базиса в Zn.
Введём целочисленную матрицу Λ размера n×m, в которой j-й

столбец составляют координаты вектора λλj, 1 6 j 6 m. Каждую
вершину v ∈ P можно записать как пересечение n гиперграней:
v = Fj1 ∩ . . . ∩ Fjn . Рассмотрим максимальный минор Λv := Λj1,...,jn

матрицы Λ, образованный столбцами с номерами j1, . . . , jn. Тогда

(4.3) det Λv = ±1.

Пусть chf(P ) обозначает множество (направленных) характери-
стических функций λ для P . Это множество можно отождествить
с множеством целочисленных n × m-матриц Λ, удовлетворяющих
условию (4.3) для любой вершины v ∈ P (мы будем называть такие
матрицы характеристическими). Группа GL(n,Z) автоморфизмов
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решётки Zn действует слева на множестве chf(P ) (автоморфизм
g : Zn → Zn действует при помощи композиции λ 7→ g · λ). Так как
автоморфизмы решётки соответствуют автоморфизмам тора Tn, из
Предложения 4.1.7 вытекает наличие взаимно однозначного соот-
ветствия

(4.4) GL(n,Z)\ chf(P ) ←→ {классы эквивалентности M над P}.
Далее мы будем предполагать, что гиперграни упорядочены та-

ким образом, что первые n гиперграней содержат общую вершину
v?, называемую начальной:

F1 ∩ . . . ∩ Fn = v?.

Тогда в каждом классе сопряжённых элементов GL(n,Z)\ chf(P )
из (4.4) содержится единственная направленная характеристиче-
ская функция, задаваемая матрицей вида

(4.5) Λ =




1 0 . . . 0 λ1,n+1 . . . λ1,m

0 1 . . . 0 λ2,n+1 . . . λ2,m
...

... . . . ...
... . . . ...

0 0 . . . 1 λn,n+1 . . . λn,m


 .

В сокращённой записи, Λ = (E | Λ?), где E — единичная матри-
ца, а Λ? — матрица размера n× (m− n). Мы будем называть (4.5)
приведённой формой характеристической матрицы Λ, а подматри-
цу Λ? — приведённой подматрицей. Если же характеристическая
матрица задана в неприведённом виде Λ = (A | B), где A имеет
размер n × n, а B — размер n × (m − n), то приведённый пред-
ставитель в её классе сопряжённых элементов задаётся матрицей
(E | A−1B).

Определение 4.2.2. Пусть P — ориентированный комбинатор-
ный n-мерный простой многогранник с m гипергранями, которые
занумерованы таким образом, что первые n из них содержат общую
вершину, а Λ — целочисленная n ×m-матрица вида (4.5), удовле-
творяющих условию (4.3) для любой вершины v ∈ P . Тогда (P, Λ)
называется комбинаторной квазиторической парой.

Предложение 4.2.3. Имеется взаимно однозначное соответ-
ствие между комбинаторными квазиторическими парами и клас-
сами эквивалентности полиориентированных квазиторических
многообразий.

Доказательство. Прежде всего заметим, что эквивалент-
ность квазиторических многообразий M1 и M2 над P сохраняет
ориентацию тогда и только тогда, когда сохраняет ориентацию
автоморфизм тора, устанавливающий эквивалентность между со-
ответствующими характеристическими парами (P, λ1) и (P, λ2) (см.
Предложение 4.1.7).
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Сопоставим комбинаторную квазиторическую пару полиориен-
тированному квазиторическому многообразию M над P . Пусть
(P, λ) — соответствующая характеристическая пара. Снабдим кано-
ническую модель M(P, λ) ориентацией при помощи гомеоморфизма
M(P, λ) → M из Предложения 4.1.7. Так как M(P, λ) = P ×Tn/∼,
а над внутренностью P ◦ многогранника отождествлений не произ-
водится, мы имеем разложение

(4.6) T(p,t)M(P, λ) ∼= TpP ⊕ TtTn.

касательного пространства в точке (p, t) ∈ M(P, λ), где p ∈ P ◦

и t ∈ Tn. Теперь ориентация многогранника P задаётся при по-
мощи следующего условия: (ξ1, η1, . . . , ξn, ηn) является положитель-
ным базисом в пространстве T(p,t)M(P, λ) тогда и только тогда, ко-
гда (ξ1, . . . , ξn) и (η1, . . . , ηn) являются положительными базисами
в TpP и TtTn соответственно. (Эта процедура аналогична заданию
ориентации в Cn при помощи базиса (e1, ie1, . . . , en, ien).) Итак,
ориентация многообразия M задаёт ориентацию многогранника P .
Как мы видели выше, полиориентация M позволяет сопоставить
характеристической функции λ целочисленную n ×m-матрицу Λ.
Изменяя, если необходимо, нумерацию гиперграней, мы можем до-
биться того, что векторы λλ1, . . . , λλn образовывали положительно
ориентированный базис. Таким образом, Λ = (A | B), где det A = 1.
Тогда (P, (E | A−1B)) — комбинаторная квазиторическая пара.

Обратно, комбинаторная квазиторическая пара (P, Λ) задаёт
характеристическую пару (P, λ) и квазиторическое многообразие
M = M(P, λ), как описано в разделе 4.1. Ориентация многогранни-
ка P задаёт ориентацию на M при помощи разложения (4.6). Да-
лее, для каждого характеристического подмногообразия Mj ⊂ M
вектор λλj (j-й столбец матрицы Λ) задаёт ориентацию нормально-
го расслоения νj вложения Mj ⊂ M . Ориентации на M и νj за-
дают ориентацию характеристического подмногообразия Mj, для
1 6 j 6 m. Итак, пара (P, Λ) определяет полиориентированное
квазиторическое многообразие.

Для завершения доказательства надо проверить, что эквива-
лентным полиориентированным квазиторическим многообразиям
M1 и M2 над P соответствует одна и та же пара (P, Λ). Действи-
тельно, характеристические матрицы Λ1 и Λ2, соответствующие M1

и M2, связаны соотношением Λ1 = CΛ2, где C — матрица сохра-
няющего ориентацию автоморфизма тора, т.е. det C = 1. Отсюда
вытекает, что матрицы Λ1 и Λ2 лежат в одном классе сопряжённых
элементов (4.4), а их приведённые представители совпадают. ¤

Далее мы будем обозначать полиориентированное квазиториче-
ское многообразие, соответствующее паре (P, Λ), через M(P, Λ).
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4.3. Канонические гладкости и стабильно комплексные
структуры

Здесь мы дадим явную геометрическую конструкцию канони-
ческой модели M(P, Λ) квазиторического многообразия как фак-
торпространства момент-угол-многообразия ZP по свободному дей-
ствию тора. Эта конструкция может рассматриваться как обобще-
ние конструкции проективных торических многообразий методом
симплектической редукции (см. раздел 3.3). Её достоинством по
сравнению с изначальной конструкцией 4.1.5 Дэвиса–Янушкиевича
является геометричность; благодаря этому мы построим явные ка-
нонические инвариантные гладкие структуры на квазиторических
многообразий, а далее опишем инвариантные стабильно комплекс-
ные структуры. Полученные описания будут использованы для на-
хождения квазиторических представителей в классах комплексных
кобордизмов — одного из основных результатов этой главы.

Пусть задана комбинаторная квазиторическая пара (P, Λ). Мат-
рица Λ задаёт эпиморфизм торов Tm → Tn, ядро которого мы обо-
значим K = K(Λ). Эта подгруппа изоморфна Tm−n в силу усло-
вия (4.3). Кроме того, рассмотрим момент-угол-многообразие ZP ,
определяемое многогранником P (см. раздел 3.3.2).

Предложение 4.3.1. Подгруппа K(Λ) действует на ZP сво-
бодно. Имеется Tn-эквивариантный гомеоморфизм

ZP /K(Λ)
∼=−→ M(P, Λ)

между фактормногообразием ZP /K(Λ) и каноническим квазито-
рическим многообразием M(P, Λ).

Доказательство. Стационарные подгруппы действия тора
Tm на ZP имеют вид T (p), p ∈ P (см. конструкцию 3.4.1). Из (4.3)
вытекает, что ограничение гомоморфизма Tm → Tn на подгруппу
вида T (p) инъективно, а значит ядро K(Λ) пересекается с каж-
дой подгруппой T (p) лишь по единице. Следовательно, K(Λ) сво-
бодно действует на ZP , а факторпространство ZP /K(Λ) является
2n-мерным многообразием с действием тора Tn = Tm/K(Λ).

Для доказательства второго утверждения отождествим ZP с
P × Tm/∼, см. (3.14). Тогда проекция ZP → ZP /K(Λ) отождеств-
ляется с проекцией

ZP = P × Tm/∼ → P × Tn/∼,

индуцированной отображением Tm → Tn. По определению (см.
конструкцию 4.1.5), пространство P ×Tn/∼ есть каноническая мо-
дель квазиторического многообразия. ¤

Из предложений 3.3.8 и 4.3.1 вытекает, что на M(P, Λ) =
ZP /K(Λ) имеется гладкая структура, относительно которой дей-
ствие Tn является гладким. Мы будем называть эту гладкую
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структуру канонической. При этом, в отличие от момент-угол-
многообразий, вопрос о единственности эквивариантной гладкой
структуры на квазиторических многообразиях открыт.

Рассмотрим теперь подмногообразия p−1(Fi) ⊂ ZP , 1 6 i 6 m.
Подмногообразие p−1(Fi) неподвижно относительно действия i-ой
координатной подгруппы в торе Tm. Обозначим через Ci простран-
ство 1-мерного комплексного представления тора Tm, индуцирован-
ного из стандартного представления в Cm при помощи проекции
Cm → Ci на i-й сомножитель. Рассмотрим комплексное 1-мерное
Tm-расслоение (см. приложение III) ZP × Ci с диагональным дей-
ствием тора Tm (это расслоение тривиально как расслоение без
действия). Тогда ограничение расслоения ZP × Ci на инвариант-
ное подмногообразие p−1(Fi) изоморфно нормальному расслоению
вложения p−1(Fi) ⊂ ZP . Профакторизовав по диагональному дей-
ствию подгруппы K = K(Λ), мы получим 1-мерное комплексное
Tn-расслоение

(4.7) ρi : ZP ×K Ci → ZP /K = M(P, Λ)

над квазиторическим многообразием M = M(P, Λ). Ограничение
расслоения ρi на p−1(Fi)/K = Mi изоморфно нормальному рассло-
ению к характеристическому подмногообразию Mi ⊂ M . Задава-
емая таким образом комплексная структура в этом нормальном
расслоении есть в точности структура, определяемая полиориента-
цией многообразия M(P, Λ).

Теорема 4.3.2 ([DJ91, Th. 6.6]). Имеет место изоморфизм
вещественных Tn-расслоений над M = M(P, Λ):

TM ⊕ R2(m−n) ∼= ρ1 ⊕ . . .⊕ ρm,

где R2(m−n) — тривиальное 2(m− n)-мерное Tn-расслоение над M .

Доказательство. Мы имеем Tm-инвариантное разложение

(4.8) T ZP ⊕ ν(iZ) = ZP × Cm,

получаемое ограничением касательного расслоения T Cm на ZP .
При этом нормальное расслоение ν(iZ) тривиально как Tm-рассло-
ение, а ZP ×Cm изоморфно, как Tm-расслоение, сумме расслоений
ZP × Ci, 1 6 i 6 m. Далее, мы имеем

(4.9) T ZP = q∗(TM)⊕ ξ,

где ξ — касательное расслоение вдоль слоёв главного K-расслоения
q : ZP → ZP /K = M [Sz64, Cor 6.2]. Расслоение ξ индуцируется
проекцией q из векторного расслоения над M , ассоциированного с
главным расслоением ZP → M при помощи присоединённого пред-
ставления группы Ли K; так как K абелева, это расслоение три-
виально. Факторизуя (4.8) по действию K и используя (4.9), мы
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получаем разложение

(4.10) TM ⊕ (ξ/K)⊕ (ν(iZ)/K) ∼= ZP ×K Cm.

Согласно вышесказанному, мы имеем (ξ/K)⊕ (ν(iZ)/K) ∼= R2(m−n)

и ZP ×K Cm ∼= ρ1 ⊕ . . .⊕ ρm как Tn-расслоения. ¤

Изоморфизм расслоений из теоремы 4.3.2 позволяет ввести
на полиориентированном квазиторическом многообразии канони-
ческую стабильно комплексную структуру, согласованную с дей-
ствием тора (см. определение V.13).

Следствие 4.3.3. На полиориентированном квазиторическом
многообразии M имеется каноническая Tn-инвариантная ста-
бильно комплексная структура cT , задаваемая изоморфизмом из
теоремы 4.3.2, и определён соответствующий класс комплексных
бордизмов [M ] ∈ ΩU

2n.

4.4. Веса действия тора и знаки неподвижных точек

Каждая неподвижная точка v действия тора на квазитори-
ческом многообразии M может быть получена как пересечение
Mj1 ∩ . . . ∩Mjn некоторых n характеристических подмногообразий
и соответствует вершине многогранника P . Таким образом, каса-
тельное пространство к M в v раскладывается в сумму нормальных
пространств к Mjk

для 1 6 k 6 n:

(4.11) TvM = (ρj1 ⊕ . . .⊕ ρjn)|v.
Мы используем это разложения для отождествления TvM с Cn;
тогда в соответствующих координатах (z1, . . . , zn) касательное про-
странство к Mjk

задаётся уравнением zk = 0. Представление тора
Tn в касательном пространстве TvM ∼= Cn задаётся набором весов
wk(v) ∈ Zn, 1 6 k 6 n. Тогда для t = (e2πiϕ1 , . . . , e2πiϕ1) ∈ Tn

(см. (3.1)) и z = (z1, . . . , zn) ∈ TvM мы имеем

t ·z = (e2πi(w1(v), ϕ)z1, . . . , e
2πi(wn(v), ϕ)zn),

где ϕϕ = (ϕ1, . . . , ϕn). Веса определяются из комбинаторной квази-
торической пары (P, Λ) при помощи следующего утверждения.

Предложение 4.4.1. Веса w1(v), . . . ,wn(v) представления то-
ра Tn в касательном пространстве TvM в неподвижной точке
v = Mj1 ∩ . . . ∩ Mjn являются столбцами квадратной матрицы
Wv, удовлетворяющей условию

W t
v Λv = E.

Другими словами, {w1(v), . . . ,wn(v)} является базисом решётки
Zn, сопряжённым к базису {λλj1 , . . . , λλjn}.
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Доказательство. Вначале заметим, что из локальной стан-
дартности действия тора вытекает, что {w 1(v), . . . ,wn(v)} — базис
решётки Zn. (Тот факт, что {λλj1 , . . . , λλjn} — также базис, вытекает
из соотношения (4.3).)

Так как однопараметрическая подгруппа T (Fjk
) ⊂ Tn (4.2)

должна оставлять гиперплоскость zk = 0, касательную к Mjk
,

неподвижной, мы получаем (w i(v), λλjk
) = 0 при i 6= k. Следова-

тельно, W t
vΛv — диагональная матрица. Тогда из того, что столб-

цы матриц Wv и Λv являются базисами решётки, вытекает, что
(w k(v), λλjk

) = ±1 при 1 6 k 6 n.
С другой стороны, так как действие однопараметрической под-

группы в Tn, определяемой вектором λλjk
, задаёт ту же ориента-

цию, что и комплексная структура в расслоении ρjk
, мы получаем

(w k(v), λλjk
) > 0 при 1 6 k 6 n. ¤

Знаки неподвижных точек действия Tn на M , определяемые
инвариантной стабильно комплексной структурой (см. определе-
ние V.14), также можно вычислить в терминах комбинаторной ква-
зиторической пары (P, Λ).

Лемма 4.4.2. Пусть v = Mj1∩. . .∩Mjn — неподвижная точка.
1. Мы имеем σ(v) = 1, если в (4.11) ориентация простран-

ства TvM , определяемая ориентацией M , совпадает с
ориентацией пространства (ρj1⊕. . .⊕ρjn)|v, определяемой
ориентациями расслоений ρjk

, 1 6 k 6 n. В противном
случае, σ(v) = −1.

2. В терминах комбинаторной пары (P, Λ), мы имеем

σ(v) = sign
(
det(λλj1 , . . . , λλjn) det(aj1 , . . . ,ajn)

)
.

Доказательство. Для доказательства первого утверждения
заметим, что комплексное 1-мерное Tn-расслоение ρi тривиально
над дополнением к Mi в M . Следовательно, нетривиальная часть
пространства Tn-представления (ρ1 ⊕ . . . ⊕ ρm)|v есть в точности
(ρj1 ⊕ . . . ⊕ ρjn)|v. Отсюда вытекает, что композиция отображений
из определения V.14 в нашем случае есть в точности

(4.12) TvM → (ρj1 ⊕ . . .⊕ ρjn)|v.
Для доказательства второго утверждения мы запишем отоб-

ражение (4.12) в координатах. Здесь нам будет удобнее отож-
дествить Cm с R2m, сопоставив точке (z1, . . . , zm) ∈ Cm точку
(x1, . . . , xm, y1, . . . , ym), где zk = xk + iyk, 1 6 k 6 m (это согла-
шение отличается из использованного ранее). В этих координатах
отображение

TvM → TvM ⊕ R2(m−n) cT−→ (ρ1 ⊕ . . .⊕ ρm)|v ∼= R2m
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из определения V.14 задаётся 2m× 2n-матрицей(
AP 0
0 Λt

)

(это вытекает из разложения (4.10)). Отображение (4.12) получа-
ется ограничением на подматрицы в AP и Λt, образованные стро-
ками с номерами j1, . . . jn, откуда и вытекает требуемая формула
для знака. ¤

Пример 4.4.3. Пусть VP — неособое проективное торическое
многообразие, соответствующее простому многограннику P (1.1).
Тогда λλi = a i, 1 6 i 6 m, — суть нормальные векторы к гипергра-
ням, направленные внутрь многогранника. Из предложения 4.4.1
вытекает, что веса w 1(v), . . . ,wn(v) представления тора в касатель-
ном пространстве к неподвижной точке v ∈ VP суть примитив-
ные векторы вдоль рёбер многогранника P , исходящих из верши-
ны v. Кроме того, из предложения 4.4.2 вытекает, что в этом случае
σ(v) = 1 для всех v.

В случае произвольного квазиторического многообразия веса
w 1(v), . . . ,wn(v) не совпадают с векторами вдоль рёбер. Однако из
предложения 4.4.1 вытекает, что мы можем установить естествен-
ное взаимно однозначное соответствие

(4.13) {ориентированные рёбра P}
↔ {веса представлений Tn в неподвижных точках}.

При этом соответствии ориентированное ребро с началом в вер-
шине v = Fj1 ∩ . . . ∩ Fjn ∈ P переходит в вектор, двойственный к
λλjk

относительно базиса λλj1 , . . . , λλjn , где Fjk
— единственная гипер-

грань, содержащая v и не содержащая e.

Лемма 4.4.4. Пусть e1, . . . , en — векторы вдоль рёбер много-
гранника P , содержащих вершину v ∈ P и направленные от v,
а w1(v), . . . ,wn(v) — соответствующие веса. Тогда имеет место
формула для знака вершины:

σ(v) = sign
(
det(w1(v), . . . ,wn(v)) det(e1, . . . , en)

)
.

Доказательство. Это вытекает из леммы 4.4.2 и того фак-
та, что {w 1(v), . . . ,wn(v)} — сопряжённый базис к {λλj1 , . . . , λλjn}, а
{e1, . . . , en} — сопряжённый базис к {a j1 , . . . ,a jn}. ¤

Замечание. Формулы из лемм 4.4.2 и 4.4.4 можно сформули-
ровать в виде следующего практического правила для вычисления
знаков, которым мы будем пользоваться в дальнейшем. Запишем
векторы λλj1 , . . . , λλjn (или w 1(v), . . . ,wn(v)) в квадратную матрицу
в порядке, задаваемом ориентацией многогранника P , т.е. чтобы
нормальные векторы соответствующих гиперграней (или векторы
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вдоль соответствующих рёбер) образовывали положительный ба-
зис пространства Rn. Тогда определитель этой матрицы и есть σ(v).
Таким образом, в предположении, что векторы w 1(v), . . . ,wn(v) за-
нумерованы таким образом, что векторы вдоль соответствующих
рёбер образуют положительный базис, мы можем записать форму-
лу из леммы 4.4.4 в виде
(4.14) σ(v) = det(w 1(v), . . . ,wn(v)).

4.5. Когомологии и характеристические классы
квазиторических многообразий

Кольцо когомологий квазиторического многообразия порожда-
ется двумерными классами когомологий, соответствующими ха-
рактеристическим многообразиям (или первыми классами Чженя
расслоений ρi из теоремы 4.3.2). Между этими элементами имеется
два типа соотношений: мономиальные соотношения, происходящие
из кольца граней многогранника P и линейные соотношения, про-
исходящие из характеристической матрицы Λ. Соответствующий
результат был доказан Дэвисом и Янушкевичем и обобщает класси-
ческую теорему Данилова–Юркевича, описывающую когомологии
неособых компактных торических многообразий. Мы также при-
ведём конструкцию канонического клеточного разбиения квазито-
рического многообразия, имеющего клетки лишь в чётных размер-
ностях, и соответственно вычислим числа Бетти (т.е. размерности
групп целочисленных гомологий).

Пусть M — полиориентированное квазиторическое многообра-
зие и π : M → P — его проекция на пространство орбит, Λ — ха-
рактеристическая матрица.

Конструкция 4.5.1. Напомним рассуждения «в духе теории
Морса», которые были использованы при доказательстве соотно-
шений Дена–Соммервилля (теорема 1.2.2). Там мы превратили 1-
основ многогранника P в ориентированный граф и определили ин-
декс ind(v) вершины v ∈ P как число входящих в неё рёбер. Эти
входящие в v ребра порождают грань Gv размерности ind(v). Обо-
значим через Ĝv подмножество, получаемое из Gv удалением всех
граней, не содержащих вершину v. Очевидно, Ĝv диффеоморфно
Rind(v)

> и содержится в открытой карте Uv ⊂ P из конструкции 3.4.4.
Тогда прообраз ev := π−1Ĝv гомеоморфен Cind(v) и объединение под-
множеств ev ⊂ M по всем вершинам многогранника P определя-
ет клеточное разбиение многообразия M . Заметим, что все клетки
имеют чётную размерность, и замыкание клетки ev есть квазито-
рическое подмногообразие π−1(Gv) ⊂ M . Это рассуждение было
впервые применено Хованским [Хо86] для построения клеточно-
го разбиения неособого торического многообразия. Обобщение на
случай квазиторических многообразий было получено в [DJ91].
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Предложение 4.5.2. Целочисленные гомологии квазиториче-
ского многообразия M обращаются в нуль в нечётных размерно-
стях, а в чётных размерностях являются свободными абелевыми
группами. Их ранги (числа Бетти) задаются формулами

b2i(M) = hi(P ), 1 6 i 6 n,

где h(P ) = (h0, . . . , hn) — h-вектор многогранника P .

Доказательство. Размерность 2i-группы гомологий равна
числу 2i-мерных клеток в построенном выше клеточном разбие-
нии. Это число равно числу вершин индекса i, что есть hi(P ) в
силу рассуждения из доказательства теоремы 1.2.2. ¤

Рассмотрим кольцо граней Z[P ] (см. раздел 2.1) и элементы
(4.15) θi := λi1v1 + . . . + λimvm ∈ Z[P ], 1 6 i 6 n,

соответствующие строкам характеристической матрицы Λ.

Лемма 4.5.3. Набор θ1, . . . , θn является (линейной) регулярной
последовательностью в кольце Z[P ]. Обратно, любая линейная
регулярная последовательность (4.15) в кольце Z[P ] определяет
комбинаторную квазиторическую пару (P, Λ).

Доказательство. Так как Z[P ] является кольцом Коэна–
Маколея (следствие 2.3.6), в силу предложения II.9 достаточно до-
казать, что θ1, . . . , θn — линейная система параметров. Условие (4.3)
эквивалентно тому, что ограничения элементов θ1, . . . , θn образу-
ют базис в линейной части кольца многочленов Z[vj1 , . . . , vjn ] для
любой вершины v = Fj1 ∩ . . . ∩ Fjn многогранника P . Согласно
лемме 2.3.1, это условие в точности выделяет линейные системы
параметров в кольце Z[KP ] = Z[P ].

Обратно, регулярная последовательность (4.15) является систе-
мой параметров, а условие леммы 2.3.1 эквивалентно условию (4.3),
выделяющему комбинаторные квазиторические пары. ¤

Теорема 4.5.4 (Дэвис–Янушкевич). Пусть M — полиори-
ентированное квазиторическое многообразие, задаваемое парой
(P, Λ), и JΛ обозначает идеал в кольце граней Z[P ], порож-
дённый элементами θ1, . . . , θn (4.15). Отображение vi 7→ ui =
c1(ρi) ∈ H2(M), 1 6 i 6 m, индуцирует изоморфизм колец
Z[P ]/JΛ → H∗(M). Таким образом,

H∗(M) ∼= Z[v1, . . . , vm]/(IP + JΛ) = Z[P ]/JΛ.

Доказательство этого будет вытекать из результатов разде-
ла 6.2; более общие результаты будут получены в разделе 5.5
(см. следствие 5.5.13). В случае неособых компактных торических
многообразий это утверждение известно как теорема Данилова–
Юркевича; она была доказана Юркевичем для проективных мно-
гообразий и Даниловым [Да78, теорема 10.8] в общем случае.
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Заметим, что если матрица Λ имеет приведённый вид (4.5), то
соотношения на двумерные классы в H2(M), происходящие из иде-
ала JΛ, можно записать в виде

(4.16) vi = −λi,n+1vn+1 − . . .− λi,mvm для 1 ≤ i ≤ n.

Отсюда вытекает, что классы vn+1, . . . , vm мультипликативно по-
рождают всё кольцо H∗(M).

Если кольцо когомологий многообразия не порождается дву-
мерными классами, то на многообразии нельзя задать действие то-
ра, превращающее его в торическое или квазиторическое многооб-
разие. Например, таким образом устанавливается, что грассмани-
аны, за исключением проективных пространств, не являются то-
рическими или квазиторическими многообразиями. Более тонкий
анализ кольца когомологий также позволит нам установить (в раз-
деле 4.8), что гиперповерхности Милнора Hij не являются (ква-
зи)торическими многообразиями при i > 1.

Мы также можем вычислить классы Чженя стабильно ком-
плексной структуры на M (cм. следствие 4.3.3).

Теорема 4.5.5. Пусть (M, cT ) — квазиторическое многообра-
зие с канонической стабильно комплексной структурой, определя-
емой полиориентацией. Тогда, в обозначениях теоремы 4.5.4, мы
имеем следующее выражение для полного класса Чженя:

c(M) = 1 + c1(M) + . . . + cn(M) = (1 + u1) · · · (1 + um) ∈ H∗(M).

Класс гомологий, двойственный к ck(M) ∈ H2k(M), представля-
ется суммой подмногообразий π−1(G) ⊂ M , соответствующих
всем (n− k)-мерным граням G ⊂ P .

Доказательство. Первое утверждение вытекает из того, что
стабильно комплексная структура на M задаётся изоморфизмом с
комплексным расслоением ρ1⊕ · · · ⊕ ρm, а c(ρi) = 1 + ui, 1 6 i 6 m.

Для доказательства второго утверждения заметим, что

ck(M) =
∑

16j1<...<jk6m

uj1· · ·ujk
∈ H2k(M).

В этой сумме слагаемые uj1· · ·ujk
, для которых Fj1 ∩ . . . ∩ Fjk

= ∅,
равны нулю согласно теореме 4.5.4, а остальные слагаемые двой-
ственны подмногообразиям π−1(G), где G = Fj1 ∩ . . . ∩ Fjk

— неко-
торая (n− k)-мерная грань. ¤

4.6. Роды Хирцебруха квазиторических многообразий

Конструкции из предыдущего раздела позволяют вычислять
инварианты кобордизма (числа Чженя, роды Хирцебруха и др.)
полиориентированных квазиторических многообразий в терминах
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комбинаторики пространства орбит. Результаты в этом направле-
нии получены в работах [Па99], [Па01] используя метод локали-
зации. Ряд важных характеристик действия тора на квазиториче-
ском многообразии M можно описать, ограничиваясь рассмотре-
нием действия одномерной подгруппы-окружности достаточно об-
щего положения. Например, множество неподвижных точек такого
действия совпадает с множеством неподвижных точек действия то-
ра (и, следовательно, представляет собой конечное множество, точ-
ки которого соответствуют вершинам многогранника). Если много-
образие M полиориентировано, то такое действие действие окруж-
ности сохраняет стабильно комплексную структуру, и соответству-
ющие представления в касательных пространствах к неподвижным
точкам описываются при помощи характеристической матрицы Λ.
Это позволяет, например, вычислить χy-род Хирцебруха как сум-
му вкладов, соответствующих вершинам многогранника, в кото-
рой слагаемые зависят лишь от «локальной комбинаторики» вбли-
зи вершины. Используя некоторые дополнительные соображения,
мы получаем в качестве следствия комбинаторные формулы для
сигнатуры и рода Тодда многообразия.

Основные факты о родах Хирцебруха даны в приложении V.
Мы будем считать заданным комбинаторную квазиторическую

пару (P, Λ) и соответствующее полиориентированное квазиториче-
ское многообразие M . Тем самым на M фиксирована стабильно
комплексная структура, как описано разделе 4.3. Ориентация мно-
гообразия определяет фундаментальный класс 〈M〉 ∈ H2n(M).

4.6.1. Вычисление χy-рода. Вначале мы выберем примитив-
ный вектор νν = (ν1, . . . , νn)t ∈ Zn, такой, что

(4.17)
(
w j(v), νν

) 6= 0 при 1 6 j 6 n и для любой вершины v ∈ P,

где {w j(v), 1 6 j 6 n} — набор весов представления тора Tn в
касательном пространстве к неподвижной точке v. Из предложе-
ния 4.4.1 вытекает, что

(4.18) νν = (w 1(v), νν)λλj1 + . . . + (wn(v), νν)λλjn ,

так что условие (4.17) эквивалентно тому, что в разложении векто-
ра νν по базису {λλj1 , . . . , λλjn} все коэффициенты отличны от нуля.

Вектор νν определяет однопараметрическую подгруппу

(4.19) T (νν) :=
{(

e2πiν1ϕ, . . . , e2πiνnϕ
) ∈ Tn : ϕ ∈ R}

.

Лемма 4.6.1. Для любого νν, удовлетворяющего условию (4.17),
окружность T (νν) действует на M с изолированными неподвиж-
ными точками, соответствующими вершинам v ∈ P . Для каж-
дой вершины v = Fj1 ∩ . . . ∩ Fjn действие T (νν) индуцирует пред-
ставление окружности в касательном пространстве TvM с веса-
ми (w1(v), νν), . . . , (wj(v), νν).
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Доказательство. Тот факт, что веса представления окруж-
ности имеют нужный вид, непосредственно вытекает из определе-
ния весов. Так как веса представлений окружности T (νν) в про-
странствах TvM ненулевые, все точки, соответствующие верши-
нам v ∈ P , являются изолированными неподвижными для дей-
ствия T (νν). Осталось убедиться, что других неподвижных точек
нет. Предположим, что x ∈ M — некоторая T (νν)-неподвижная точ-
ка, причём π(x) ∈ P — не вершина. Тогда π(x) содержится во внут-
ренности некоторой грани G положительной размерности. Обозна-
чим через TG общий стабилизатор точек из внутренности грани G
относительно действия тора Tn; тогда T (νν) ⊂ TG. Рассмотрим лю-
бую вершину v′ грани G и подмногообразие MG = π−1(G) ⊂ M ;
тогда представление T (νν) в Tv′M содержит тривиальное подпро-
странство Tv′MG. Следовательно, некоторые из весов (w j(v

′), νν),
1 6 j 6 n, равны нулю. Противоречие. ¤

Замечание. Если M = VP — неособое проективное торическое
многообразие, то условие (4.17) эквивалентно условию из доказа-
тельства соотношений Дена–Соммервилля (теорема 1.2.2).

Определение 4.6.2. Пусть задан примитивный вектор νν, удо-
влетворяющий (4.17). Введем индекс indν(v) вершины v ∈ P как
число отрицательных весов представления T (νν) в TvM из лем-
мы 4.6.1. Таким образом,

indν(v) = #
{
k :

(
w k(v), νν

)
< 0

}
.

Кроме того, indν(v) равен числу отрицательных коэффициентов в
разложении (4.18).

Теорема 4.6.3 ([Па01, Теорема 3.1]). Для любого νν, удовле-
творяющего (4.17), χy-род многообразия полиориентированного
квазиторического многообразия M может быть вычислен как

χy[M ] =
∑
v∈P

(−y)indν(v)σ(v),

где сумма берётся по всем вершинам многогранника P , а σ(v) и
indν(v) задаются определениями V.14 и 4.6.2.

Доказательство. Формула Атьи–Хирцебруха (см. [AH70],
[Кр74]) даёт следующее выражения для χy-рода стабильно ком-
плексного многообразия M с действием S1:

(4.20) χy(M) =
∑

F⊂MS1

(−y)n(F )χy(F ),

где сумма берётся по всем связным компонентам F ⊂ M множества
неподвижных точек, а n(F ) обозначает количество отрицательных
весов представления S1 в нормальном расслоении к F ⊂ M . В на-
шем случае все неподвижные подмногообразия являются точками,
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соответствующими вершинам v ∈ P . Поэтому χy(F ) = χy(v) = ±1
в зависимости от того, совпадает ли ориентация Rn, определяе-
мая базисом w 1(v), . . . ,wn(v), с исходной ориентацией многогран-
ника P . Следовательно, для полиориентированного квазиториче-
ского многообразия M мы можем заменить χy(F ) на σ(v) в фор-
муле (4.20). Наконец, лемма 4.6.1 показывает, что в нашем случае
действия T (νν) на M число n(F ) в (4.20) есть в точности indν(v),
откуда и вытекает требуемая формула. ¤

4.6.2. Старшее число Чженя и эйлерова характеристи-
ка. Значение χy-рода χy(M) при y = −1 равно n-му числу Чженя
cn(ξ)[M ] для любого 2n-мерного стабильно комплексного многооб-
разия (M, cT ) (IV.2). Если M является почти комплексным, то n-е
число Чженя равно эйлеровой характеристике многообразия M .
Тем не менее, для общих стабильно комплексных многообразий эти
два числа могут отличаться, см. пример 4.6.8 ниже.

Для полиориентированного квазиторического многообразия M
теорема 4.6.3 даёт следующую формулу для числа cn:

(4.21) cn[M ] =
∑
v∈P

σ(v).

Если M является неособым проективным торическим многообра-
зием, то мы имеем σ(v) = 1 для любой вершины v ∈ P (см. при-
мер 4.4.3), и cn[M ] равно эйлеровой характеристике e(M). Таким
образом, для торических многообразий эйлерова характеристика
равна числу вершин многогранника P . Это также имеет место для
произвольного квазиторического многообразия M :

(4.22) e[M ] = fn−1(P ).

Для доказательства достаточно заметить, что эйлерова характе-
ристика S1-многообразия равна сумме эйлеровых характеристик
неподвижных подмногообразий и использовать лемму 4.6.1.

Из сравнения соотношений (4.21) и (4.22) мы получаем следу-
ющее препятствие к существованию Tn-инвариантной почти ком-
плексной структуры на квазиторическом многообразии M .

Предложение 4.6.4. Предположим, что M допускает Tn-
инвариантную почти комплексную структуру, и на нём выбрана
ассоциированная полиориентация. Тогда σ(v) = 1 для любой вер-
шины v ∈ P и, следовательно,

cn[M ] = e[M ].

С другой стороны, теорема Томаса [Th67, Th. 1.7] утверждает,
что вещественное ориентируемое 2n-мерное расслоение ζ допускает
комплексную структуру тогда и только тогда, когда оно допускает
стабильно комплексную структуру cT : ζ ⊕ R2(l−n) → ξ. такую, что
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cn(ξ) = e(ζ) (в правой части стоит эйлеров класс). Отсюда выте-
кает, что условие из предложения 4.6.4 является достаточным для
существования на квазиторическом многообразии M почти ком-
плексной структуры (не обязательно Tn-инвариантной).

4.6.3. Сигнатура. Значение χy-рода при y = 1 есть сигнатура
(или L-род) многообразия. Будучи инвариантом класса ориентиро-
ванного кобордизма, сигнатура многообразия M не зависит от ста-
бильно комплексной структуры (т.е. из всей дополнительной струк-
туры на M , задаваемой полиориентацией, лишь ориентация самого
M влияет на сигнатуру). Следующая утверждение даёт формулу
для sign(M), которая зависит лишь от ориентации.

Следствие 4.6.5. Сигнатура ориентированного квазиториче-
ского многообразия M вычисляется как

sign(M) =
∑
v∈P

det
(
w̃1(v), . . . , w̃n(v)

)
,

где w̃j(v) — векторы, определяемые из условий

w̃j(v) = ±wj(v) и
(
w̃j(v), νν

)
> 0, 1 6 j 6 n.

Доказательство. Подстановка y = 1 в формулу из теоре-
мы 4.6.3 даёт формулу

(4.23) sign(M) =
∑
v∈P

(−1)indν(v)σ(v).

При помощи (4.14) мы вычисляем

(−1)indν(v)σ(v) = (−1)indν(v) det
(
w 1(v), . . . ,wn(v)

)
=

= det
(
w̃ 1(v), . . . , w̃n(v)

)
,

откуда и вытекает требуемая формула. ¤

Если M является проективным торическим многообразием VP ,
то σ(v) = 1 для всех v ∈ P , и формула (4.23) даёт

sign(VP ) =
∑
v∈P

(−1)indν(v).

Так как в этом случае индекс indν(v) совпадает с индексом из до-
казательства теоремы 1.2.2, мы получаем формулу, известную в
торической геометрии [Od88, Th. 3.12]:

(4.24) sign(VP ) =
n∑

k=0

(−1)khk(P ).

Заметим, что если n нечётно, то правая часть этой формулы обра-
щается в нуль ввиду соотношений Дена–Соммервилля.
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4.6.4. Род Тодда. Следующим важным частным случаем χy-
рода является род Тодда, соответствующий значению y = 0. В этом
случае слагаемые в формуле из теоремы 4.6.3 не определены для
вершин индекса 0, и необходим дополнительный анализ.

Теорема 4.6.6. Род Тодда полиориентированного квазитори-
ческого многообразия вычисляется как

td(M) =
∑

v∈P : indν(v)=0

σ(v)

(сумма берётся по всем вершинам индекса 0).

Доказательство. Мы воспользуемся формулой Атьи–Ботта
[AB67], которая даёт следующее выражение для эквивариантного
χy-рода S1-многообразия M :

(4.25) χy(q, M) =
∑
v∈P

n∏
j=1

1 + yqsj(v)

1− qsj(v)
σ(v),

где q = e2πiϕ ∈ S1, а sj(v) = (w j(v), νν), 1 6 j 6 n, — веса пред-
ставления окружности в касательном пространстве к неподвижной
точке v. Теорема Атьи и Хирцебруха [AH70] утверждает, что вы-
ражение (4.25) для χy(q, M) не зависит от q и равно χy(M). Тогда,
переходя к пределу в правой части (4.25) при q → 0, мы получаем
формулу (4.20) для y 6= 0 (так как limq→0 от каждого слагаемого
в (4.25) есть в точности (−y)ind(v)σ(v)). В случае y = 0 (род Тодда)
тот же самый предел для слагаемого, соответствующего вершине v,
равен нулю, если найдется хотя бы один sj(v) < 0, а иначе равен 1.
Это есть в точности то, что утверждается в теореме. ¤

В случае неособого торического многообразия VP имеется лишь
одна вершина индекса 0. Это — «нижняя» вершина многогранни-
ка P , для которой все инцидентные рёбра являются исходящими
(в обозначениях, используемых при доказательстве теоремы 1.2.2).
Так как σ(v) = 1 для любой v ∈ P , теорема 4.6.6 дает td(VP ) = 1,
что хорошо известно (см., например, [Fu93, §5.3]; род Тодда для
алгебраических многообразий равен арифметическому роду).

Если же M является почти комплексным многообразием, то
td(M) > 0, см. предложение 4.6.4 и теорему 4.6.6.

4.6.5. Примеры.

Пример 4.6.7. Комплексная проективная плоскость CP 2, рас-
сматриваемая как торическое многообразие, имеет стандартную
комплексную структуру, задаваемую при помощи изоморфизма
расслоений T (CP 2)⊕C ' η̄⊕ η̄⊕ η̄, где η — расслоение Хопфа. Ори-
ентация также определяется комплексной структурой. Торическое
многообразие CP 2 происходит из 2-мерного симплекса с вершина-
ми (0, 0), (1, 0) и (0, 1). Таким образом, векторы-столбцы λλ1, λλ2, λλ3
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матрицы Λ являются примитивными векторами, нормальными к
гиперграням симплекса и направленными внутрь. Веса представ-
лений тора в касательных пространствах к неподвижным точкам
являются векторами вдоль рёбер, направленными от соответству-
ющей вершины. Это изображено на рис. 4.1. Вычислим род Тодда
и сигнатуру при помощи формулы (4.23) и теоремы 4.6.6. Мы име-
ем σ(v1) = σ(v2) = σ(v3) = 1. Возьмём νν = (1, 2), тогда ind(v1) = 0,
ind(v2) = 1, ind(v3) = 2 (напомним, что индекс есть число отрица-
тельных скалярных произведений векторов рёбер с νν). Итак,

sign(CP 2) = 1, td[CP 2] = 1.
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Ã¾

v1 (1, 0) (−1, 0) v2

λλ2 = (0, 1)

(0, 1)

λλ1 = (1, 0)

(0,−1)

v3

(1,−1)

(−1, 1)

λλ3 = (−1,−1)

Рис. 4.1. T (CP 2)⊕ C ' η̄ ⊕ η̄ ⊕ η̄

Пример 4.6.8. Теперь рассмотрим CP 2 с полиориентацией,
определяемой тремя векторами λλ1, λλ2, λλ3 на рис. 4.2. Эта поли-
ориентация отличается от предыдущего примера знаком вектора
λλ3. Стабильно комплексная структура определяется изоморфиз-
мом T (CP 2)⊕ R2 ∼= η̄ ⊕ η̄ ⊕ η. Используя (4.14), мы вычисляем

σ(v1) =

∣∣∣∣
1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1, σ(v2) =

∣∣∣∣
−1 1
1 0

∣∣∣∣ = −1, σ(v3) =

∣∣∣∣
0 1
1 −1

∣∣∣∣ = −1.

Взяв νν = (1, 2), мы находим indν(v1) = 0, indν(v2) = 0, indν(v3) = 1.
Итак,

sign[CP 2, η̄ ⊕ η̄ ⊕ η] = 1, td[CP 2, η̄ ⊕ η̄ ⊕ η] = 0.

Заметим, что в этом случае формула (4.21) даёт

cn[CP 2, η̄ ⊕ η̄ ⊕ η] = σ(v1) + σ(v2) + σ(v3) = −1,

в то время как эйлерова характеристика многообразия CP 2 равна 3.

В разделе 4.8 мы приведём другие примеры вычислений.
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Рис. 4.2. T (CP 2)⊕ C ' η̄ ⊕ η̄ ⊕ η

4.7. Пример: многообразие ограниченных флагов

Многообразия ограниченных флагов были введены Бухштабе-
ром и Рэем в [BR98]. В [БР98] и [BR01] было показано, что
эти многообразия являются квазиторическими над кубами. Анализ
конструкций из этих работ позволяет нам установить, что много-
образия ограниченных флагов на самом деле являются проектив-
ными торическими многообразиями; в этом разделе мы приводим
соответствующие результаты. Многообразия ограниченных флагов
играют существенную роль в наших дальнейших построениях; на
них основана конструкция торических мультипликативных образу-
ющих кольца комплексных кобордизмов в разделе 4.8, а также они
являются одним из важнейших примеров башен Ботта, которым
у нас посвящён раздел 4.10. Кроме того, конструкции из этого раз-
дела хорошо иллюстрируют наш подход к описанию торических и
квазиторических многообразий.

Конструкция 4.7.1 (многообразие ограниченных флагов).
Ограниченным флагом в Cn+1 называется полный флаг

U = {U1 ⊂ U2 ⊂ . . . ⊂ Un+1 = Cn+1, dim Ui = i},
такой, что подпространство Uk содержит координатное подпро-
странство Ck−1 = 〈e1, . . . , ek−1〉, порождённое первыми k − 1 век-
торами стандартного базиса, при 2 6 k 6 n. Обозначим через Bn

множество всех ограниченных флагов в Cn+1.
Каждый ограниченный флаг U в Cn+1 однозначно задаётся на-

бором из n прямых

(4.26) L = {l1, . . . , ln+1, li ⊂ Cn+1, dim li = 1},
таким, что lk ⊂ Ck⊕ lk+1 при 1 6 k 6 n и ln+1 = Cn+1, где Ck = 〈ek〉
есть k-я координатная прямая. Действительно, задав набор прямых
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L мы восстанавливаем ограниченный флаг U , положив Uk = Ck−1⊕
lk при 1 6 k 6 n+1. Обратно, условия lk ⊂ Ck⊕lk+1 и Uk = Ck−1⊕lk
позволяют по флагу U однозначно восстановить набор прямых L,
в обратном порядке ln+1, ln, . . . , l1.

Теорема 4.7.2. Bn является гладким торическим многообра-
зием относительно действия алгебраического тора (C×)n на огра-
ниченных флагах, происходящего из следующего действия на Cn+1:

(t1, . . . , tn) · (w1, . . . , wn, wn+1) = (t1w1, . . . , tnwn, wn+1),

где (t1, . . . , tn) ∈ (C×)n и (w1, . . . , wn, wn+1) ∈ Cn+1.

Доказательство. Вначале мы построим покрытие Bn глад-
кими аффинными картами, с регулярными функциями перехода,
и тем самым зададим на Bn структуру гладкого алгебраическо-
го многообразия. Мы будем задавать ограниченные флаги набора-
ми прямых 4.26, и пусть v k — произвольный направляющий век-
тор прямой lk, 1 6 k 6 n, а для последней прямой мы положим
vn+1 = en+1. Рассмотрим два набора открытых подмножеств в Bn:

V 0
k = {U ∈ Bn : lk 6= Ck}, 1 6 k 6 n,

V 1
k = {U ∈ Bn : (v k, ek) 6= 0}, 1 6 k 6 n.

Далее определим 2n открытых множеств

V ε1,...,εn = V ε1
1 ∩ . . . ∩ V εn

n , где εk = 0, 1,

Для каждого k мы имеем V 0
k ∪V 1

k = Bn, откуда вытекает, что набор
{V ε1,...,εn} задаёт покрытие Bn. Из условия lk ⊂ Ck ⊕ lk+1 следует,
что

(4.27) v k = zkek + zk+nv k+1, 1 6 k 6 n,

для некоторых zi ∈ C, 1 6 i 6 2n. Мы имеем zk 6= 0, если U ∈ V 1
k ,

и zk+n 6= 0, если U ∈ V 0
k . Пусть U ∈ V ε1,...,εn ; тогда мы можем

выбрать векторы (4.27) в виде v k = x0
kek + v k+1, если εk = 0,

и v k = ek + x1
kv k+1, если εk = 1, для k = n, n − 1, . . . , 1. То-

гда (xε1
1 , . . . , xεn

n ) является набором аффинных координат в V ε1,...,εn ,
что позволяет отождествить каждое из этих множеств с аффин-
ным пространством Cn. Непосредственная проверка показывает,
что функции замены координат являются регулярными на пере-
сечении карт, а значит Bn — гладкое алгебраическое многообразие.

На самом деле вычисление функций замен координат показыва-
ет, что все они являются мономами Лорана, откуда уже вытекает,
что Bn — торическое многообразие [Да78]. Однако в этом легко
убедиться непосредственно. Действительно, действие тора (C×)n

из условия теоремы в координатах карты V 0,...,0 является стандарт-
ным, т.е.

(t1, . . . , tn) · (x0
1, . . . , x

0
n) = (t1x

0
1, . . . , tnx0

n).
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Следовательно, мы имеем эквивариантное вложение открытого
множества (C×)n ⊂ V 0,...,0 ⊂ Bn, а значит Bn — торическое мно-
гообразие в силу определения 3.1.1. ¤

Лемма 4.7.3. Полный веер Σ, соответствующий торическо-
му многообразию Bn, имеет 2n одномерных конусов, порождённых
векторами

a0
k = ek, a1

k = −e1 − . . .− ek, 1 6 k 6 n,

и 2n максимальных конусов, порождённых векторами aε1
1 , . . . ,aεn

n ,
где εk = 0, 1.

Доказательство. Каждой аффинной карте V ε1,...,εn ⊂ Bn, по-
строенной в доказательстве теоремы 4.7.2, соответствует n-мерный
конус σε1,...,εn веера Σ, так что мы имеем 2n таких конусов. Одно-
мерные конусы в Σ соответствуют (C×)n-инвариантным связным
подмногообразиям коразмерности 1 в Bn. Каждое из таких подмно-
гообразий задаётся в аффинных картах обращением в нуль одной
из координат, и из явного вида аффинных карт вытекает, что все-
го имеется 2n таких подмногообразий (каждое из которых задаётся
уравнением xεk

k = 0).
Для того, чтобы найти образующие конуса σε1,...,εn , мы заметим,

что образующие двойственного конуса σ̌ε1,...,εn соответствуют весам
представления тора в аффинном пространстве Cn, соответствую-
щем карте V ε1,...,εn . Так как представление тора в карте V 0,...,0 стан-
дартно, мы имеем a0

k = ek для 1 6 k 6 n. Для нахождения остав-
шихся векторов достаточно вычислить веса представления тора в
карте V 1,...,1.

Координаты (x1
1, . . . , x

1
n) в карте V 1,...,1 определяются из соотно-

шений v k = ek + x1
kv k+1, для k = n, n − 1, . . . , 1 (где vn+1 = en+1).

Элемент (t1, . . . , tn) ∈ (C×)n действует на ek умножением на tk
при 1 6 k 6 n и действует на ek+1 тождественно (см. теоре-
му 4.7.2). Непосредственная проверка показывает, что в координа-
тах (x1

1, . . . , x
1
n) действие тора записывается следующим образом:

(t1, . . . , tn) · (x1
1, . . . , x

1
n) = (t−1

1 t2x
1
1, . . . , t

−1
n−1tnx

1
n−1, t

−1
n x1

n).

Другими словами, веса представления суть столбцы матрицы

W =




−1 0 . . . 0 0
1 −1 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 . . . −1 0
0 0 . . . 1 −1




.

Тогда векторы a1
1, . . . ,a1

n, порождающие одномерные грани конуса
σ1,...,1, образуют двойственный базис, т.е. являются столбцами мат-
рицы (W−1)t. Непосредственное вычисление показывает, что они
имеют вид, указанный в лемме. ¤
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Следствие 4.7.4. Многообразие Bn является проективным
торическим многообразием, соответствующим многограннику

P =
{
x ∈ Rn : (a0

k, x ) > 0, (a1
k, x ) + k > 0 при 1 6 k 6 n

}
.

Доказательство. Как показывает непосредственная провер-
ка, веер из леммы 4.7.3 является нормальным веером для указан-
ного многогранника. ¤

Следствие 4.7.5 ([BR01, Ex. 2.8]). Многообразие ограничен-
ных флагов Bn является квазиторическим многообразием над n-
мерным кубом In с характеристической матрицей

(4.28) Λ =




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 −1 . . . −1
0 −1 . . . −1
...

... . . . ...
0 0 . . . −1


 .

(мы предполагаем, что гиперграни куба занумерованы таким об-
разом, что Fk и Fn+k являются противоположными, т.е. не пе-
ресекаются, при 1 6 k 6 n).

Доказательство. Симплициальный комплекс KΣ, соответ-
ствующий вееру из леммы 4.7.3 (см. раздел 3.2), является границей
n-мерного крест-многогранника. Следовательно, многогранник из
следствия 4.7.4 комбинаторно эквивалентен кубу In. ¤

Пример 4.7.6. Многообразие B2 совпадает с поверхностью Хир-
цебруха F1 из примера 3.1.7.

Наряду с веером и многогранником, соответствующим Bn, так-
же легко дать описание многообразия ограниченных флагов на ос-
нове конструкции Кокса (см. раздел 3.2) или симплектической ре-
дукции (см. раздел 3.3).

Момент-угол-многообразие, соответствующее комбинаторному
кубу In, представляет собой произведение n трёхмерных сфер:

(4.29) ZIn = {(z1, . . . , z2n) ∈ C2n : |zk|2 + |zk+n|2 = 1, 1 6 k 6 n}.
Многообразие Bn получается факторизацией ZIn по ядру K(Λ)
отображения λ : T2n → Tn, задаваемого матрицей (4.28). Мы имеем
K(Λ) ∼= Tn. В явном виде вложение K(Λ) ⊂ T2n можно получить,
используя матрицу, аналогичную (3.10), и это вложение имеет вид

(t1, . . . , tn) 7→ (t1t2· · · tn−1tn, t2· · · tn−1tn, . . . , tn−1tn, tn, t1, t2, . . . , tn).

В то же время следующее утверждение позволяет явно описать
проекцию q : ZIn → Bn.

Предложение 4.7.7. Сопоставим точке z = (z1, . . . , z2n) ∈
ZIn набор векторов vn+1 = en+1, vn, . . . , v1 по правилу (4.27), и по-
ложим lk = 〈vk〉, 1 6 k 6 n + 1. Тогда проекция q : ZIn → Bn
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переводит z ∈ ZIn в ограниченный флаг в Cn+1, задаваемый набо-
ром прямых l1, . . . , ln+1.

Доказательство. В явном виде отображение λ : T2n → Tn,
задаваемое матрицей (4.28), имеет вид

(s1, . . . , s2n) 7→
(s1s

−1
n+1s

−1
n+2· · · s−1

2n , s2s
−1
n+2· · · s−1

2n , . . . , sn−1s
−1
2n−1s

−1
2n , sns

−1
2n ).

Пусть ϕ : ZIn → Bn — отображение, переводящее z ∈ ZIn в ограни-
ченный флаг, определяемый как описано в формулировке предло-
жения. Непосредственная проверка показывает, что отображение
ϕ является λ-эквивариантным, т.е. λ(s)ϕ(z ) = ϕ(s ·z ), где s ·z обо-
значает действие покоординатным умножением. Отсюда вытекает,
что мы имеем Tn-эквивариантное отображение ZIn/K(Λ) → Bn,
которое и задаёт требуемое отождествление ZIn/K(Λ) с Bn. ¤

Алгебраическая версия предложения 4.7.7 (конструкция Кок-
са) устроена полностью аналогично. Вместо момент-угол-многооб-
разия (4.29) мы имеем дополнение конфигурации координатных
подпространств U(Σ), которое для веера из леммы 4.7.3 имеет вид
(C2 \ 0) × . . . × (C2 \ 0) (n сомножителей). Многообразие Bn по-
лучается факторизацией этого U(Σ) по ядру G отображения ал-
гебраических торов (C×)2n → (C×)n, задаваемому матрицей (4.28).
Геометрическое описание проекции U(Σ) → Bn полностью совпа-
дает с указанным в предложении 4.7.7.

Далее мы будем использовать обозначения из примера 1.2 для
куба In и его гиперграней F 0

k , F 1
k , где 1 6 k 6 n. В обозначения

следствия 4.7.5 мы имеем Fk = F 0
k и Fn+k = F 1

k . При комбинатор-
ной эквивалентности многогранника из следствия 4.7.4 и куба In,
гипергрань, задаваемая уравнением (a0

k, x ) = 0 переходит в F 0
k , а

гипергрань, задаваемая уравнением (a1
k, x )+k = 0 переходит в F 1

k .
Следующее утверждение позволяет явно описать характеристиче-
ские подмногообразия в Bn (или дивизоры, инвариантные относи-
тельно действия тора).

Предложение 4.7.8 ([BR01, Ex. 2.8]).
1. Проекция π : Bn → In на пространство орбит действия тора

устроена следующим образом: ограниченный флаг, задаваемый на-
бором прямых l1, . . . , ln+1, переходит в ((v1, e1)

2, . . . , (vn, en)2) ∈ In,
где vk — вектор единичной длины, порождающий прямую lk, для
1 6 k 6 n.

2. Характеристическое подмногообразие π−1(F 0
k ) гомеоморфно

Bn−1, а π−1(F 1
k ) гомеоморфно Bk−1 ×Bn−k, для 1 6 k 6 n.

Доказательство. Проекция p : ZIn → In переводит точку
(z1, . . . , z2n) в (|z1|2, . . . , |zn|2). Заметим, что если (z1, . . . , z2n) ∈ ZIn ,
то векторы vn+1 = en+1, vn, . . . , v 1, задаваемые формулами (4.27),
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имеют единичную длину и (v k, ek) = zk для 1 6 k 6 n. Теперь
первое утверждение вытекает из предложения 4.7.7 и соотношения
p = π ◦ q.

Подмногообразие π−1(F 0
k ) совпадает с образом при проекции q

подмножества в ZIn , задаваемого соотношением zk = 0. Из соотно-
шений (4.27) вытекает, что если zk = 0, то все векторы v 1, . . . , vn

лежат в пространстве C{1,..., n+1}\k. Следовательно, подмногообра-
зие π−1(F 0

k ) можно отождествить с многообразием ограниченных
флагов в C{1,..., n+1}\k, т.е. с Bn−1.

Аналогично, подмногообразие π−1(F 0
k ) совпадает с образом

при проекции q подмножества в ZIn , задаваемого соотношением
zk = 1. Из соотношений (4.27) вытекает, что если zk = 1, то век-
торы v 1, . . . , v k лежат в подпространстве Ck ⊂ Cn+1, а векторы
v k+1, . . . , vn — в подпространстве C{k+1,..., n+1}. Следовательно, под-
многообразие π−1(F 1

k ) можно отождествить с Bk−1 ×Bn−k. ¤
Наконец, мы опишем одномерные расслоения (4.7), соответству-

ющие характеристическим подмногообразиям в Bn. Обозначим че-
рез ρε

k расслоение, соответствующее подмногообразию π−1(F ε
k ), для

1 6 k 6 n, ε = 0, 1.

Предложение 4.7.9 ([BR01, Ex. 2.8]). Расслоение ρ0
k изоморф-

но расслоению над Bn, слоем которого над ограниченным флагом U
является прямая lk. Расслоение ρ1

k изоморфно расслоению над Bn,
слоем которого над U является ортогональное дополнение к lk в
Ck ⊕ lk+1.

Доказательство. Согласно (4.7), расслоение ρ0
k задаётся как

ZIn ×K Ck, а расслоение ρ1
k — как ZIn ×K Cn+k. Тогда утверждение

вытекает из (4.27). ¤
Предложение 4.7.10. Многообразие Bn отождествляется с

проективизацией 2-мерного расслоения C⊕ ρ0
1 над Bn−1.

Доказательство. Рассмотрим проекцию Bn → Bn−1, сопо-
ставляющую флагу U = {U1 ⊂ U2 ⊂ . . . ⊂ Un ⊂ Cn+1} флаг
U ′ = U/C1 в C2,..., n+1 ∼= Cn. (Более подробно, U ′ = {U ′

1 ⊂ U ′
2 ⊂

. . . ⊂ U ′
n−1}, где U ′

k = Uk+1/C1, 1 6 k 6 n − 1.) Другими словами,
набор прямых (4.26), соответствующий U ′, получается из набора,
соответствующего U , забыванием первой прямой. Для того, чтобы
доопределить флаг U по флагу U ′ мы должны произвольным обра-
зом выбрать прямую l1 в подпространстве C1 ⊕ l2. Так как прямая
l2 является первой из прямых в наборе, соответствующем флагу
U ′ ∈ Bn−1, мы имеем Bn

∼= CP (C⊕ ρ0
1), как и требовалось. ¤

Таким образом, мы имеем башню расслоений Bn → Bn−1 →
. . . → B1 = CP 1, где каждая стрелка означает расслоение со слоем
CP 1. Конструкции такого вида называются башнями Ботта; им у
нас посвящён отдельный раздел 4.10.
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4.8. Квазиторические представители в классах
кобордизмов

Основным результатом этого раздела является теорема 4.8.15,
которая показывает, что в каждом классе комплексных бордиз-
мов содержится полиориентированное квазиторическое многообра-
зие (с эквивариантной стабильно комплексной структурой, описан-
ной в разделе 4.3). Этот результат был получен в [BPR07]. Дока-
зательство опирается на конструкцию [БР98] специального набора
аддитивных образующих групп комплексных бордизмов ΩU

n , пред-
ставленных торическими многообразиями. Тем самым показыва-
ется, что любой класс комплексных кобордизмов представляется
несвязным объединением торических многообразий. Следующим
шагом является замена несвязных объединений на связные суммы.
Имеется конструкция Дэвиса–Янушкевича [DJ91], при помощи ко-
торой связная сумма M1 #M2 двух квазиторических многообразий
M1 и M2 над многогранниками P1 и P2 соответственно превраща-
ется в квазиторическое многообразие над связной суммой P1 # P2

многогранников. Однако трудность заключается в необходимости
следить одновременно за действием тора и стабильно комплексной
структурой на связной сумме многообразий. Оказывается, что на
связной сумме M1 # M2 не всегда можно ввести полиориентацию
таким образом, чтобы класс кобордизма [M1 # M2] ∈ ΩU инду-
цированной стабильно комплексной структуры представлял сумму
классов [M1] и [M2]; это зависит от распределения знаков непо-
движных точек многообразий. (На связной сумме двух стабильно
комплексных многообразий M1 и M2 всегда имеется стабильно ком-
плексная структура, представляющая класс [M1]+[M2], однако она
не всегда согласована с действием тора.)

Чтобы обойти описанную выше трудность, мы заменяем M2

на кобордантное ему квазиторическое многообразие M ′
2, простран-

ством орбит которого является многогранник In # P2 (где In обо-
значает n-мерный куб). В результате оказывается, что на связной
сумме M1 # M ′

2 имеется стабильно комплексная структура, согла-
сованная с действием тора и представляющая класс кобордизма
[M1] + [M ′

2] = [M1] + [M2]; пространством орбит этого квазитори-
ческого многообразия является многогранник P1 # In # P2. Это
позволяет завершить доказательство основного результата о квази-
торических представителях в классах комплексных кобордизмов.

Наш результат о квазиторических представителях классов ком-
плексных кобордизмов можно рассматривать как решение квазито-
рического аналога проблемы Хирцебруха IV.16 о классах кобордиз-
ма, представляемых связными неособыми алгебраическими много-
образиях (квазиторические многообразия по определению связны).
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Используя построения из разделов 3.3.2 и 4.3, основной резуль-
тат этого раздела можно интерпретировать следующим образом:
каждый класс комплексных кобордизмов может быть представлен
фактормногообразием полного пересечения вещественных квадрик
по свободному действию тора. Это ещё раз подчёркивает важность
квадратичного представления момент-угол-многообразия ZP ; к
этой теме мы вернёмся в следующей главе.

4.8.1. Гиперповерхности Милнора Hij не являются ква-
зиторическими многообразиями. Стандартным набором муль-
типликативных образующих кольца комплексных кобордизмов ΩU

являются гиперповерхности Милнора (IV.4), см. теорему IV.13. Од-
нако, как было показано в [БР98], многообразие Hij не является
квазиторическим при i > 1. Здесь мы приводим соответствующие
рассуждения.

Конструкция 4.8.1. Пусть Ci+1 ⊂ Cj+1 — подпространство,
порождённое первыми i+1 векторами стандартного базиса в Cj+1.
Отождествим CP i с множеством прямых l ⊂ Ci+1. Каждой прямой
l сопоставим множество гиперплоскостей α ⊂ Cj+1, содержащих l.
Это множество гиперплоскостей, в свою очередь, отождествляется
с CP j−1. Рассмотрим пространство E пар (l, α), l ⊂ α. Проекция
(l, α) 7→ l определяет расслоение E → CP i со слоем CP j−1.

Лемма 4.8.2. Гиперповерхность Hij отождествляется с про-
странством E из предыдущей конструкции.

Доказательство. Прямая l ⊂ Ci+1 задаётся своим направля-
ющим вектором (z0 : z1 : . . . : zi). Гиперплоскость α ⊂ Cj+1 задаётся
некоторой линейной формой. Если обозначить через w0, w1, . . . , wj

коэффициенты этой линейной формы, то условие l ⊂ α в точности
эквивалентно условию из определения поверхности Hij. ¤

Теорема 4.8.3. Кольцо когомологий гиперповерхности Hij за-
даётся следующим образом:

H∗(Hij) ∼= Z[u, v]
/(

ui+1, (ui + ui−1v + . . . + uvi−1 + vi)vj−i
)
,

где deg u = deg v = 2.

Доказательство. Мы будем использовать обозначения из
конструкции 4.8.1. Пусть ζ обозначает расслоение над CP i, сло-
ем которого над l ∈ CP i является j-мерное подпространство
l⊥ ⊂ Cj+1. Тогда мы можем отождествить Hij с проективизацией
CP (ζ). Действительно, для каждой прямой l′ ⊂ l⊥, представля-
ющей точку слоя расслоения CP (ζ) над l ∈ CP i, гиперплоскость
α = (l′)⊥ ⊂ Cj+1 содержит l, так что пара (l, α) задаёт некоторую
точку из Hij (см. лемму 4.8.2). Оставшаяся часть доказательства
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воспроизводит общее рассуждение из теоремы Дольда о когомоло-
гиях проективизации векторного расслоения (см., например, [St68,
Гл. V]).

Обозначим через η тавтологическое одномерное расслоение над
CP i (его слоем над l ∈ CP i является сама прямая l). Тогда η ⊕ ζ
есть тривиальное (j + 1)-мерное расслоение. Положим w = c1(η̄) ∈
H2(CP i) и обозначим через c(η) = 1 + c1(η) + c2(η) + . . . полный
класс Чженя. Так как c(η)c(ζ) = 1 и c(η) = 1− w, мы имеем

(4.30) c(ζ) = 1 + w + . . . + wi.

Рассмотрим проекцию p : CP (ζ) → CP i. Обозначим через γ
«тавтологическое» одномерное расслоение над CP (ζ), слоем ко-
торого над l′ ∈ CP (ζ) является прямая l′. Далее, пусть γ⊥ обо-
значает (j − 1)-мерное расслоение над CP (ζ), слоем которого над
l′ ⊂ l⊥ является ортогональное дополнение к l′ в l⊥ (по опреде-
лению CP (ζ), каждая точка из CP (ζ) представляется некоторой
прямой l′ в некотором слое расслоения ζ, который имеет вид l⊥).
Легко видеть, что p∗(ζ) = γ ⊕ γ⊥. Положим v = c1(γ̄) ∈ H2(CP (ζ))
и u = p∗(w) ∈ H2(CP (ζ)). Тогда ui+1 = 0. Мы имеем c(γ) = 1− v и
c(p∗(ζ)) = c(γ)c(γ⊥), следовательно,

c(γ⊥) = p∗
(
c(ζ)

)
(1− v)−1 = (1 + u + . . . + ui)(1 + v + v2 + . . .)

(см. (4.30)). Но расслоение γ⊥ имеет ранг (j−1), так что cj(γ
⊥) = 0.

Вычисляя однородную компоненту степени j в предыдущем равен-
стве, мы получаем второе соотношение vj−i

∑i
k=0 ukvi−k = 0.

Так как оба пространства CP i и CP j−1 имеют лишь клетки чёт-
ной размерности, спектральная последовательность Лере–Серра
расслоения p : CP (ζ) → CP i вырождается в члене E2. Следова-
тельно, мы имеем эпиморфизм Z[u, v] → H∗(CP (ζ)), и группы ко-
гомологий пространств CP (ζ) и CP i × CP j−1 совпадают. Отсюда
вытекает, что в кольце H∗(CP (ζ)) нет других соотношений, кроме
указанных в теореме. ¤

Теорема 4.8.4. Hij не является квазиторическим многообра-
зием при i > 1.

Доказательство. Кольцо когомологий любого квазиториче-
ского многообразия имеет вид Z[v1, . . . , vm]/(IP +JΛ), где идеал IP

порождается мономами без квадратов, а JΛ — линейными форма-
ми (теорема 4.5.4). Мы можем предположить, что матрица Λ имеет
приведённый вид (4.5) и выразить первые n образующих v1, . . . , vn

через последние m− n при помощи линейных уравнений с целыми
коэффициентами. Поэтому мы имеем

Z[v1, . . . , vm]/I+J ∼= Z[w1, . . . , wm−n]/I ′,
где I ′ — некоторый идеал, имеющий базис, все элементы которого
представляются произведениями из > 2 целочисленных линейных
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форм. Предположим теперь, что Hij — квазиторическое многооб-
разие. Тогда мы имеем изоморфизм

Z[w1, . . . , wm−n]/I ′ ∼= Z[u, v]/I ′′,
где I ′′ — идеал из теоремы 4.8.3. Сравнивая размерности линейных
компонент в предыдущем равенстве, мы получаем m − n = 2, так
что w1, w2 можно отождествить с u, v (возможно, после линейной
замены). Итак, идеал I ′′ должен иметь базис, состоящий из много-
членов, разложимых в линейные множители над Z, что невозможно
при i > 1. ¤

Заметим, что Hij является тотальным пространством над тори-
ческим многообразием CP i с торическим слоем CP j−1, но действие
тора не поднимается до действия на пространстве расслоения.

4.8.2. Торические мультипликативные образующие. Мы
опишем, следуя [БР98] и [BPR07], семейство торических много-
образий {Bij, 0 6 i 6 j}, удовлетворяющих условию si+j−1(Bij) =
si+j−1(Hij). Тем самым будет показано, что это семейство, как и
гиперповерхности Милнора, мультипликативно порождает кольцо
комплексных кобордизмов.

Конструкция 4.8.5. Для каждой пары чисел 0 6 i 6 j введём
многообразие Bij, точками которого являются пары (U ,W ), где U —
ограниченный флаг в Ci+1 (конструкция 4.7.1), а W — одномерное
подпространство в U⊥

1 ⊕Cj−i. (Здесь U⊥
1 обозначает ортогональное

дополнение к U1 в Ci+1; таким образом, U⊥
1 ⊕Cj−i есть ортогональ-

ное дополнение к U1 в Cj+1) Таким образом, Bij является простран-
ством расслоения над Bi со слоем CP j−1. Это расслоение является
проективизацией суммы одномерных расслоений:

Bij = CP (ρ1
1 ⊕ . . .⊕ ρ1

i ⊕ Cj−i),

где расслоения ρ1
1, . . . , ρ

1
i над Bi описаны в предложении 4.7.9. От-

сюда вытекает, что Bij является 2(i + j − 1)-мерным торическим
многообразием, а также квазиторическим многообразием над ком-
бинаторным многогранником I i × ∆j−1 [BR01, Ex. 2.9]. Действие
тора, характеристическая матрица и характеристические подмно-
гообразия описаны в [BR01, Ex. 2.9, 4.5] или в [BPR07, 3.13].

Предложение 4.8.6. Рассмотрим отображение f : Bi → CP i,
которое сопоставляет ограниченному флагу U прямую U1 ⊂ Ci+1.
Тогда расслоение Bij → Bi индуцируется из расслоения Hij → CP i

при помощи отображения f :
Bij −−−→ Hijy

y
Bi

f−−−→ CP i

.
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Доказательство. Введя эрмитову структуру в пространстве
Cj+1, мы можем отождествить прямые W в U⊥

1 ⊕Cj−i c гиперплос-
костями в Cj+1, содержащими U1. Теперь утверждение вытекает из
леммы 4.8.2. ¤

Теорема 4.8.7. Мы имеем si+j−1[Bij] = si+j−1[Hij], где значе-
ния характеристического числа si+j−1 на гиперповерхностях Мил-
нора задаются леммой IV.12.

Доказательство. Вначале докажем следующую лемму.

Лемма 4.8.8. Пусть f : M2i
1 → M2i

2 — отображение степени d
стабильно комплексных многообразий и ξ — некоторое комплекс-
ное j-мерное векторное расслоение над M2i

2 , j > 1. Тогда

si+j−1[CP (f ∗ξ)] = d · si+j−1[CP (ξ)].

Доказательство. Пусть p : CP (ξ) → M2 — проекция, γ — тав-
тологическое расслоение над CP (ξ), а γ⊥ — дополнительное к нему
расслоение, так что γ ⊕ γ⊥ = p∗(ξ). Тогда мы имеем

T (CP (ξ)) = p∗TM2 ⊕ TF (CP (ξ)),

где TF (CP (ξ)) — касательное расслоение вдоль слоёв проекции p.
Так как TF (CP (ξ)) = Hom(γ, γ⊥) и Hom(γ, γ) = C, мы получаем

TF (CP (ξ))⊕ C = Hom(γ, γ ⊕ γ⊥).

Следовательно,

(4.31) T (CP (ξ))⊕ C = p∗TM2 ⊕ Hom(γ, γ ⊕ γ⊥) =

= p∗TM2 ⊕ Hom(γ, p∗ξ) = p∗TM2 ⊕ (γ̄ ⊗ p∗ξ),

где γ̄ = Hom(γ,C).
Отображение f индуцирует отображение F : CP (f ∗ξ) → CP (ξ),

такое, что
1) pF = fp1, где p1 : CP (f ∗ξ) → M1 — проекция;
2) deg F = deg f ;
3) F ∗γ — тавтологическое расслоение над CP (f ∗ξ).

Используя (4.31), получаем

si+j−1

(T (CP (ξ))
)

= p∗si+j−1(TM2)+si+j−1(γ̄⊗p∗ξ) = si+j−1(γ̄⊗p∗ξ)

(так как i+j−1 > i), и аналогично для T (CP (f ∗ξ)). Следовательно,

si+j−1[CP (f ∗ξ)] = si+j−1

(T (CP (f ∗ξ))
)〈
CP (f ∗ξ)

〉
=

= si+j−1

(
(F ∗γ̄)⊗ p∗1f

∗ξ
)〈
CP (f ∗ξ)

〉
=

= si+j−1

(
F ∗(γ̄ ⊗ p∗ξ)

)〈
CP (f ∗ξ)

〉
=

= si+j−1(γ̄ ⊗ p∗ξ)〈F∗CP (f ∗ξ)〉 =

= si+j−1(γ̄ ⊗ p∗ξ)〈d · CP (ξ)〉 =

= d · si+j−1[CP (ξ)].
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¤
Для завершения доказательства теоремы 4.8.7 заметим, что

отображение f : Bi → CP i из предложения 4.8.6 имеет степень 1.
(Оно является изоморфизмом на аффинной карте V 0,...,0 = {U ∈
Bi : U1 6⊂ C1,...,i}, так как ограниченный флаг из V 0,...,0 ⊂ Bi одно-
значно восстанавливается по подпространству U1.) ¤

Теорема 4.8.9 ([БР98]). Классы бордизма торических много-
образий Bij, 0 6 i 6 j, мультипликативно порождают кольцо
комплексных бордизмов ΩU

∗ . Таким образом, в классе комплекс-
ных бордизмов любого стабильно комплексного многообразия со-
держится несвязное объединение торических многообразий.

Доказательство. Первая часть утверждения вытекает из
теорем 4.8.7 и IV.13. Произведение торических многообразий явля-
ется торическим, но несвязное объединение торических многооб-
разий не является торическим многообразием, так как торические
многообразия по определению связны. ¤

Замечание. Из совпадения чисел si+j−1 не вытекает бордант-
ность многообразий Hij и Bij. Однако, мы имеем по определению
H0j = B0j = CP j−1 и H1j = B1j.

4.8.3. Конструкция связных сумм и доказательство ос-
новного результата. Последним шагом в доказательстве резуль-
тата о квазиторических представителях в классах комплексных
кобордизмов является замена несвязного объединения торических
многообразий на некоторую связную сумму, которая будет квази-
торическим многообразием.

Конструкция 4.8.10 (Эквивариантная связная сумма квази-
торических многообразий). Пусть заданы два полиориентирован-
ных квазиторических многообразия M ′ и M ′′ над n-мерными мно-
гогранниками P ′ и P ′′ с начальными вершинами v′? и v′′? соответ-
ственно. Мы будем предполагать, что соответствующие характери-
стические матрицы через Λ′ и Λ′′ имеют приведённый вид (4.5).

Рассмотрим связную сумму многогранников P ′#P ′′ = P ′#v′?,v′′?
P ′′ (см. конструкцию 1.1.9). По определению, эквивариантная связ-
ная сумма M ′#̃M ′′ = M ′#̃v′?,v′′? M ′′ есть квазиторическое многообра-
зие над P ′ # P ′′ с характеристической матрицей
(4.32)

Λ# =




1 0 . . . 0 λ′1,n+1 . . . λ′1,m′ λ′′1,n+1 . . . λ′′1,m′′

0 1 . . . 0 λ′2,n+1 . . . λ′2,m′ λ′′2,n+1 . . . λ′′2,m′′
...

... . . . ...
... . . . ...

... . . . ...
0 0 . . . 1 λ′n,n+1 . . . λ′n,m′ λ′′n,n+1 . . . λ′′n,m′′


 .

Заметим, что матрица Λ# не является приведённой, так как первые
n гиперграней многогранника P ′ # P ′′ не пересекаются.



130 4. КВАЗИТОРИЧЕСКИЕ МНОГООБРАЗИЯ

Из конструкции вытекает, что M ′#̃M ′′ эквивариантно диффео-
морфно связной сумме многообразий M ′ и M ′′, получаемой выре-
занием из M ′ и M ′′ инвариантных окрестностей Tn-неподвижных
точек, соответствующих вершинам v′? и v′′? , и последующим Tn-
эквивариантным отождествлением границ этих окрестностей.

Для задания полиориентации (и тем самым эквивариантной
стабильно комплексной структуры) на M ′#̃M ′′, наряду с матри-
цей (4.32) необходимо задать ориентацию на M ′#̃M ′′.

Так как многообразия M ′ и M ′′ ориентированы, на квазитори-
ческом многообразии M ′#̃M ′′ из предыдущей конструкции всегда
можно ввести ориентацию таким образом, чтобы оно было ориен-
тированно диффеоморфно либо связной сумме ориентированных
многообразий M ′ и M ′′, либо связной сумме M ′ и M ′′ (см. конструк-
цию IV.2). В первом случае мы скажем, что ориентация M ′#̃M ′′

согласована с ориентациями M ′ и M ′′.
Вопрос о наличии на M ′#̃M ′′ согласованной ориентации можно

выяснить по комбинаторным данным (P ′, Λ′) и (P ′′, Λ′′). Напом-
ним, что для полиориентированного квазиторического многообра-
зия определено понятие знака неподвижной точки (или вершины v
многогранника). Согласно лемме 4.4.2, если v = Fj1 ∩ . . . ∩ Fjn , то
знак σ(v) измеряет разницу между ориентацией пространств TvM
и (ρj1 ⊕ . . .⊕ ρjn)|v. Таким образом, если мы положим ui = c1(ρi) ∈
H2(M) для 1 6 i 6 m, то мы имеем

σ(v) = uj1 · · ·ujn〈M〉,
где 〈M〉 ∈ H2n(M) — фундаментальный гомологический класс.

Лемма 4.8.11. Эквивариантная связная сумма M ′#̃v′?,v′′? M ′′

полиориентированных квазиторических многообразий допускает
ориентацию, согласованную с ориентациями M ′ и M ′′, тогда и
только тогда, когда σ(v′?) = −σ(v′′?).

Доказательство. Обозначим через ρ′j, 1 6 j 6 m′, комплекс-
ные одномерные расслоения (4.7), соответствующие характеристи-
ческим подмногообразиям в M ′ (или гиперграням многогранника
P ′), и аналогично для ρ′′k, 1 6 k 6 m′′, и M ′′. Обозначим также

c1(ρ
′
j) = u′j, c1(ρ

′′
k) = u′′k, 1 6 j 6 m′, 1 6 k 6 m′′.

Гиперграни многогранника P ′#P ′′ разбиваются на три типа, и мы
обозначим через ξi, ξ′j и ξ′′k соответствующие расслоения над M ′#̃M ′′

(они отвечают столбцам характеристической матрицы (4.32)). Рас-
смотрим первые классы Чженя

c1(ξi) = wi, c1(ξ
′
j) = w′

j, c1(ξ
′′
k) = w′′

k

в H2(M ′#̃M ′′), где

1 6 i 6 n, n + 1 6 j 6 m′, n + 1 6 k 6 m′′.
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Рассмотрим отображения p′ : M ′#̃M ′′ → M ′ и p′′ : M ′#̃M ′′ → M ′′,
стягивающие одно из слагаемых в связной сумме в точку. Мы имеем
p′ ∗(ρ′j) = ξ′j для n + 1 6 j 6 m′ и p′′ ∗(ρ′′k) = ξ′′k для n + 1 6 k 6 m′′.
Соотношения (4.16) для многообразия M ′#̃M ′′ принимают вид

wi = −λ′i,n+1w
′
n+1 − . . .− λ′i,m′w′

m′ − λ′′i,n+1w
′′
n+1 − . . .− λ′′i,m′′w′′

m′′ .

Отсюда вытекает, что
(4.33) wi = p′ ∗u′i + p′′ ∗u′′i при 1 6 i 6 n.

Так как первые n гиперграней в P ′#P ′′ не пересекаются, мы имеем
w1 · · ·wn = 0 в H2n(M ′#̃M ′′), следовательно,
(p′ ∗u′1 + p′′ ∗u′′1) · · · (p′ ∗u′n + p′′ ∗u′′n) = p′ ∗(u′1 · · ·u′n) + p′′ ∗(u′′1 · · ·u′′n) = 0.

Для любого выбора ориентации и соответствующего фундамен-
тального класса 〈M ′#̃M ′′〉 ∈ H2n(M ′#̃M ′′) мы получаем

u′1 · · ·u′n
(
p′∗〈M ′#̃M ′′〉) + u′′1 · · · u′′n

(
p′′∗〈M ′#̃M ′′〉) = 0.

Но ориентация M ′#̃M ′′ согласована с ориентациями M ′ и M ′′ тогда
и только тогда, когда p′∗〈M ′#̃M ′′〉 = 〈M ′〉 и p′′∗〈M ′#̃M ′′〉 = 〈M ′′〉, т.е.
когда

σ(v′?) + σ(v′′?) = 0,

как и требовалось. ¤
Предложение 4.8.12. Пусть M ′ и M ′′ — полиориентирован-

ные квазиторические многообразия над многогранниками P ′ и P ′′

соответственно, причём σ(v′?) = −σ(v′′?). Тогда стабильно ком-
плексная структура, задаваемая на эквивариантной связной сум-
ме M ′#̃M ′′ при помощи характеристической матрицы (4.32) и со-
гласованной ориентации, эквивалентна связной сумме стабильно
комплексных структур на M ′ и M ′′. Соответствующие классы
комплексных бордизмов удовлетворяют соотношению

[M ′#̃M ′′] = [M ′] + [M ′′].

Доказательство. Связная сумма данных стабильно комп-
лексных структур на M ′ и M ′′ задаётся при помощи изоморфизма

(4.34) T (M ′#̃M ′′)⊕ R2(m′+m′′−n) ∼=−→
∼=−→ p′ ∗(ρ′1 ⊕ . . .⊕ ρ′m′)⊕ p′′ ∗(ρ′′1 ⊕ . . .⊕ ρ′′m′′)

(см. конструкцию IV.2). Мы имеем p′ ∗(ρ′j) = ξ′j для n + 1 6 j 6 m′

и p′′ ∗(ρ′′k) = ξ′′k для n + 1 6 k 6 m′′. Кроме того, мы утверждаем,
что p′ ∗(ρ′i) ⊕ p′′ ∗(ρ′′i ) = ξi ⊕ C для 1 6 i 6 n. Действительно, из
соотношений (4.16) для многообразия M ′ вытекает, что

p′ ∗(ρ′i) = (ξ′n+1)
−λ′i,n+1 ⊗ . . .⊗ (ξ′m′)

−λ′
i,m′ , 1 6 i 6 n,

а из тех же соотношений для M ′′ вытекает, что

p′′ ∗(ρ′′i ) = (ξ′′n+1)
−λ′′i,n+1 ⊗ . . .⊗ (ξ′′m′′)

−λ′′
i,m′′ , 1 6 i 6 n.
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Расслоение ξ′j над M ′#̃M ′′ имеет сечение, обращающее в нуль лишь
над характеристическим подмногообразием, соответствующим ги-
перграни F ′

j ⊂ P ′ # P ′′, для n + 1 6 j 6 m′. Аналогичное утвер-
ждение верно и для расслоений ξ′k при n + 1 6 k 6 m′′. Но так как
гиперграни F ′

j и F ′′
k в P ′ # P ′′ не пересекаются ни при каких j и

k, расслоение p′ ∗(ρ′i)⊕ p′′ ∗(ρ′′i ) обладает нигде не обращающимся в
нуль сечением. Следовательно, p′ ∗(ρ′i)⊕p′′ ∗(ρ′′i ) = η⊕C для некото-
рого 1-мерного расслоения η. Из сравнения первых классов Чженя,
с учётом (4.33), вытекает, что η = ξi, что и требовалось.

Тогда стабильно комплексная структура (4.34) приобретает вид

T (M ′#̃M ′′)⊕ R2(m′+m′′−n) →
→ ξ1 ⊕ . . .⊕ ξn ⊕ ξ′n+1 ⊕ . . .⊕ ξ′m′ ⊕ ξ′′n+1 ⊕ . . .⊕ ξ′′m′′ ⊕ Cn,

что отличается от стабильно комплексной структуры, определяе-
мой матрицей (4.32), на тривиальное слагаемое Cn. ¤

Из предложения 4.8.12 вытекает, что класс комплексных бор-
дизмов [M ′#̃M ′′] не зависит от выбора начальных вершин и нумера-
ции гиперграней (хотя комбинаторный тип многогранника P ′ # P ′′

и тем самым эквивариантный топологический тип многообразия
M ′#̃M ′′ может зависеть от этих данных).

Тем самым соотношение между эквивариантной связной сум-
мой M ′#̃M ′′ полиориентированных квазиторических многообразий
и стандартной связной суммой M ′#M ′′ ориентированных (или ста-
бильно комплексных) многообразий полностью прояснено: первая
совпадает со второй только в случае, когда σ(v′?) = −σ(v′′?). В про-
тивном случае эквивариантная связная сумма даёт M ′ # M ′′ или
M ′ # M ′′ в зависимости от выбора ориентации. Таким образом,
операцию эквивариантной связной суммы квазиторических много-
образий не всегда можно использовать для получения суммы клас-
сов бордизмов. Например, если знаки всех вершин многогранника
P положительны, то класс бордизма 2[M ] невозможно получить
непосредственно из M #̃M . Это имеет место, например, в случае,
когда M — неособое проективное торическое многообразие.

Пример 4.8.13. Рассмотрим стандартный куб In (пример 1.1.4)
с ориентацией, индуцированной из Rn. Квазиторическое многообра-
зие, соответствующее характеристической n× 2n-матрице (E| −E)
(где E — единичная n × n-матрица), есть произведение (CP 1)n со
стандартной комплексной структурой. Это многообразие представ-
ляет нетривиальный класс комплексных бордизмов и знаки всех
вершин куба положительны.

С другой стороны, мы можем рассмотреть полиориентирован-
ное квазиторическое многообразие над In, соответствующее матри-
це (E|E). Легко видеть, что соответствующая стабильно комплекс-
ная структура на (CP 1)n ∼= (S2)n есть произведение n экземпляров
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тривиальной структуры на CP 1 из примера IV.1. Мы будем обозна-
чать это полиориентированное квазиторическое многообразие над
In через S. Соответствующий класс комплексных бордизмов триви-
ален, а знаки вершин (в обозначениях примера 1.1.4) описываются
формулой

σ(ε1, . . . , εn) = (−1)ε1 · · · (−1)εn ,

т.е. любые две смежные вершины имеют различные знаки.

Теперь мы можем доказать следующую ключевую лемму, вы-
ражающую следующий принцип: хотя некоторые квазиторические
многообразия M могут быть непригодны для взятия связной сум-
мы, всегда найдётся альтернативный квазиторический представи-
тель с нужными свойствами в том же классе бордизмов [M ].

Лемма 4.8.14. Пусть M — полиориентированное квазитори-
ческое многообразие размерности > 2 над многогранником P . То-
гда существует полиориентированное многообразие M ′ над мно-
гогранником P ′, такое, что [M ′] = [M ] и P ′ имеет хотя бы две
вершины различных знаков.

Доказательство. Пусть v? — начальная вершина в P . Пусть
S — полиориентированное произведение 2-мерных сфер из приме-
ра 4.8.13, с начальной вершиной w?.

Если σ(v?) = −1, то мы определим M ′ как S#̃w?,v?M над P ′ =
In #w?,v? P . Тогда [M ′] = [M ], так как S бордантно нулю. Кроме
того, так как n > 1, у In имеется пара соседних вершин разного
знака, которые остаются после взятия связной суммы P ′.

Если σ(v?) = +1, то мы можем применить ту же конструкцию,
используя противоположную ориентацию куба In (а значит и мно-
гообразия S). Так как −S также бордантно нулю, нужное утвер-
ждение также имеет место. ¤

Теперь мы можем завершить доказательство основного резуль-
тата этого раздела.

Теорема 4.8.15. Каждый класс комплексных бордизмов раз-
мерности > 2 содержит квазиторическое многообразие (непре-
менно связное), стабильно комплексная структура которого за-
даётся некоторой полиориентацией, а следовательно согласована
с действием тора.

Доказательство. В силу теоремы 4.8.9, нам достаточно до-
казать, что для любых двух классов бордизма [M1] и [M2] в ΩU

n ,
представленных полиориентированными квазиторическими много-
образиями над многогранниками P1 и P2 соответственно, существу-
ет полиориентированное квазиторическое многообразие M , такое,
что [M ] = [M1] + [M2].
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Сначала мы, используя лемму 4.8.14, заменим M2 на M ′
2 над

P ′
2 = In # P2. Затем мы выберем начальную вершину в P ′

2 таким
образом, что она имеет различные знаки с начальной вершиной
в P1. Тогда определена эквивариантная связная сумма M1#̃M ′

2 над
P1#P ′

2, причём это полиориентированное многообразие имеет нуж-
ный класс бордизма в силу предложения 4.8.12 и леммы 4.8.14. ¤

Теорема 4.8.16. Каждый класс комплексных бордизмов пред-
ставляется факторпространством полного пересечения вещест-
венных квадрик по свободному действию тора.

Доказательство. Это вытекает из теоремы 4.8.15, предло-
жения 4.3.1 и квадратичного описания момент-угол-многообразия
ZP (3.11). ¤

В качестве ещё одного следствия мы получаем результат Рэя.

Теорема 4.8.17 ([Ra86]). Каждый класс комплексных бордиз-
мов содержит многообразие, стабильное касательное расслоение
которого распадается в сумму 1-мерных комплексных расслоений.

4.8.4. Примеры. Необходимость следить за знаками вершин
(см. лемму 4.8.11) впервые появляется для 4-мерных квазиториче-
ских многообразий (т.е. при n = 2), и здесь мы рассмотрим соот-
ветствующие иллюстрирующие примеры.

При n = 2, класс комплексных бордизмов [CP 2] со стандарт-
ной комплексной структурой (пример 4.6.7) является аддитивной
образующей группы ΩU

4
∼= Z2, причём c2(CP 2) = 3, а все вершины

2-симплекса ∆2 имеют положительные знаки.
Рассмотрим вопрос о реализации класса бордизмов 2[CP 2] поли-

ориентированным квазиторическим многообразием M . Мы не мо-
жем взять CP 2 # CP 2 в качестве M , так как ни один из знаков
вершин в ∆2 не равен −1, как требуется в лемме 4.8.11. Кроме то-
го, в силу аддитивности числа Чженя c2, требуемое многообразие
M должно удовлетворять соотношению c2(M) = 6. Тогда из (4.21)
вытекает, что многоугольник P в пространстве орбит M должен
иметь не менее 6 вершин, т.е. это не может быть ∆2 # ∆2, так
как последний является 4-угольником (это наблюдение принадле-
жит К. Фельдману). Поэтому мы должны применить лемму 4.8.14
и заменить второй экземпляр CP 2 на полиориентированное ква-
зиторическое многообразие (−S)#̃CP 2 над P ′ = I2 # ∆2. Тогда
(−S)#̃CP 2 бордантно CP 2, а P ′ является 5-угольником. Соответ-
ствующие комбинаторные данные описаны в следующем примере.

Пример 4.8.18. Полиориентированное квазиторическое много-
образие CP 2#̃ (−S)#̃CP 2 представляет класс 2[CP 2], а его про-
странство орбит есть связная сумма ∆2 # I2 # ∆2, т.е. 6-угольник.
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Соответствующие характеристические функции и ориентации по-
казаны на рис. 4.8.18. Каждая вершина 6-угольника имеет знак 1.

"
"

"
"

"
"

b
b

b
b

bb

@
@

@@

¡
¡

¡¡

¡
¡

¡¡

@
@

@@

b
b

b
b

b
b

"
"

"
"

""

Q
Q

QQ

´
´

´́

´
´

´́

Q
Q

QQ

µ ´

³¾

µ ´

³¾

µ ´

³¾

µ ´

³¾
(−1,−1)

(0,1)

(1,0)

(0,1)

(1,0)

(1,0)

(0,1)

(1,0)

(0,1)

(−1,−1)

(−1,−1)

(0,1) (1,0)

(1,0) (0,1)

(−1,−1)

#̃ #̃ =

Рис. 4.3. Эквивариантная связная сумма CP 2
#̃ (−S) #̃CP 2.

Во втором примере мы продемонстрируем ситуацию, когда два
многоугольника имеют пару вершин противоположных знаков, и
соответствующая эквивариантная связная квазиторических много-
образий представляет сумму классов бордизма.

Пример 4.8.19. Пусть CP 2 — полиориентированное квазитори-
ческое многообразие, получаемое из стандартного CP 2 обращением
ориентации. Знак каждой вершины 2-симплекса равен −1, и мы мо-
жем построить эквивариантную связную сумму CP 2#̃CP 2, которая
будет полиориентированным квазиторическим многообразием над
∆2 # ∆2. Соответствующие характеристические функции и ориен-
тации показаны на рис. 4.4. Мы имеем [CP 2] = −[CP 2], так что
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Рис. 4.4. Эквивариантная связная сумма CP 2
#̃CP 2.

[CP 2] + [CP 2] = 0 в ΩU
4 , а многообразие CP 2#̃CP 2 является грани-

цей согласно предложению 4.8.12.

Ситуация, аналогичная рассмотренной в примере 4.8.18 возни-
кает и высших размерностях, при рассмотрении вопроса о реали-
зации классов комплексных бордизмов неособыми проективными
торическими многообразиями. Для каждого такого многообразия
VP старшее число Чженя совпадает с эйлеровой характеристикой,
и поэтому равно числу вершин многогранника P . Кроме того, мы
имеем td(VP ) = 1 (см. раздел 4.6.4).
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Предположим, что даны два неособых проективных торических
многообразия V1 и V2 одинаковой размерности > 4, соответствую-
щие многогранникам P1 и P2 соответственно. Тогда cn(V1) = q(P1)
и cn(V2) = q(P2), а q(P1 #P2) = q(P1)+ q(P2)−2, где q(·) обозначает
число вершин многогранника. Так как число Чженя cn аддитивно,
никакое полиориентированное квазиторическое многообразие над
P1 # P2 не может представлять класс бордизма [V1] + [V2]. Однако
это препятствие отсутствует для многогранника P1 # In # P2, так
как он содержит 2n − 2 дополнительных вершины.

Тот факт, что никакое неособое торическое многообразие не мо-
жет представлять класс бордизма [V1]+ [V2] непосредственно выте-
кает из рассмотрения рода Тодда.

4.9. Торические и квазиторические многообразия

Здесь мы подробно сравниваем два класса многообразий —
неособые компактные торические многообразия и квазиторические
многообразия. Вообще говоря, ни один из этих классов не содер-
жится в другом, и пересечение этих классов содержит неособые
проективные торические многообразия как собственное подмноже-
ство (см. рис. 4.5). Далее мы обсуждаем соответствующие примеры.
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Рис. 4.5.

Как показывает предложение 4.1.2, неособое проективное тори-
ческое многообразие является квазиторическим. Однако, неособое
непроективное торическое многообразие не обязано быть квазито-
рическим: хотя пространство орбит Q относительно действия то-
ра Tn является многообразием с углами, оно может не быть гомео-
морфным (или комбинаторно эквивалентным) никакому простому
многограннику, см. обсуждение в конце раздела 3.4.

В примере 3.1.9 построено неособое компактное торическое мно-
гообразие VΣ, которое не является проективным. При этом соответ-
ствующий симплициальный комплекс KΣ комбинаторно эквивален-
тен границе некоторого симплициального многогранника (октаэд-
ра, над одной из граней которого построена «пирамида»). Следова-
тельно, многообразие с углами VΣ/T2 гомеоморфно простому мно-
гограннику (кубу со «срезанной» вершиной), а многообразие VΣ, не
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являясь проективным, всё же является квазиторическим многооб-
разием. Здесь уместно ввести следующее определение.

Определение 4.9.1. Скажем, что симплициальный веер Σ в
Rn является многогранным в сильном смысле (или просто много-
гранным), если его можно получить взятием конусов с вершиной 0
над гранями некоторого выпуклого симплициального многогранни-
ка. Эквивалентно, веер является многогранным в сильном смысле
если он является нормальным веером некоторого целочисленного
простого многогранника (см. конструкцию 1.3.2). Скажем, что сим-
плициальный веер Σ является многогранным в слабом смысле, если
соответствующий симплициальный комплекс KΣ комбинаторно эк-
вивалентен границе некоторого симплициального многогранника.

Пусть Σ — полный неособый веер и VΣ — соответствующее то-
рическое многообразие. Тогда VΣ является проективным тогда и
только тогда, когда Σ является многогранным в сильном смысле,
и VΣ является квазиторическим многообразием тогда и только то-
гда, когда Σ является многогранным в слабом смысле.

С другой стороны, легко построить квазиторическое многооб-
разие, которое не является торическим. Простейшим примером яв-
ляется многообразие CP 2 # CP 2 — связная сумма двух экземпля-
ров CP 2 (со стандартными ориентациями). Это многообразие яв-
ляется квазиторическим над квадратом I2 (это вытекает из кон-
струкции 4.8.10 эквивариантной связной суммы). В то же время,
как показывает следующее утверждение, многообразие CP 2 #CP 2

не может быть алгебраическим.

Предложение 4.9.2. Многообразие CP 2 # CP 2 не допускает
почти комплексной структуры.

Доказательство. Пусть M — четырёхмерное почти ком-
плексное многообразие. Рассмотрим следующие его инварианты:
χ = χ(M) (эйлерова характеристика), s = sign(M) (сигнатура) и
td = td(M) (род Тодда), см. пример V.11. Эти инварианты выра-
жаются через характеристические числа c2 = c2[M ] и c2

1 = c2
1[M ]

следующим образом:

χ = c2, s =
c2
1 − 2c2

3
, td =

c2
1 + c2

12
.

Отсюда вытекает соотношение

td =
s + χ

4
.

Допустим теперь, что M = CP 2#CP 2. Тогда мы имеем χ = 4 и
s = 2. Отсюда td = 3/2, что противоречит целочисленности рода
Тодда. ¤
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Рассмотрим теперь вопрос о существовании квазиторического
многообразия с данным комбинаторным простым многогранником
в качестве пространства орбит.

Пример 4.9.3 ([DJ91, Ex. 1.22]). Пусть P — некоторый двой-
ственно 2-смежностный простой многогранник с m > 2n гипер-
гранями (например, двойственный к циклическому многограннику
Cn(m) с n > 4 и m > 2n, см. пример 1.1.13). Тогда утверждается,
что P не допускает характеристического отображения и, следова-
тельно, не может быть реализован как пространство орбит квазито-
рического многообразия. Действительно, предположим обратное, и
пусть Λ — соответствующая характеристическая n × m-матрица.
Так как m > 2n, матрица Λ содержит два столбца, скажем, с но-
мерами i и j, которые равны по модулю 2. Так многогранник P
является двойственно 2-смежностным, соответствующие гипергра-
ни Fi и Fj имеют непустое пересечение. Следовательно, столбцы i
и j матрицы Λ входят в минор Λv для некоторой вершины v ∈ P n.
Тогда определитель этого минора чётен и значит соотношение (4.3)
не может быть выполнено. Противоречие.

Из этого примера также вытекает, что никакой целочисленный
многогранник, комбинаторно эквивалентный (Cn(m))∗ с m > 2n, не
может задавать неособое торическое многообразие. Другими сло-
вами, комбинаторный тип (Cn(m))∗ с m > 2n не допускает цело-
численной реализации с неособым нормальным веером.

Другим интересным следствием примера 4.9.3 является тот
факт, что кольца граней Z[Cn(m)] и Z/2[Cn(m)] не допускают ли-
нейной системы параметров. В то же время, так как Z/2[Cn(m)]
является кольцом Коэна–Маколея, оно допускает нелинейную ре-
гулярную последовательность. Заметим, что в случае, когда поле k
имеет нулевую характеристику, кольцо k[Cn(m)] всегда допускает
линейную систему параметров в силу теоремы II.6.

4.10. Башни Ботта

Изучая симметрические пространства, Ботт и Самельсон вве-
ли в [BS58] семейство комплексных многообразий, получаемых
как тотальные пространства итерированных расслоений над CP 1

со слоем CP 1. Гроссберг и Каршон показали в [GK94], что эти
многообразия несут действие алгебраического тора, и тем самым
представляют собой важную серию гладких проективных ториче-
ских многообразий, названных ими башнями Ботта. Башни Ботта
изучались далее в работе Чивана и Рэя [CR05], где были пере-
числены инвариантные стабильно комплексные структуры и явно
вычислены их кольца комплексной и вещественной K-теории и ко-
бордизмов. Важным примером башни Ботта является многообра-
зие ограниченных флагов, которое мы рассматривали в разделе 4.7.
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Действие группы называется полусвободным, если оно свободно
на дополнении к множеству неподвижных точек. Хаттори дока-
зал в [Ha92], что компактное симплектическое многообразие M
с полусвободным гамильтоновым S1-действием с изолированными
неподвижными точками имеет то же кольцо когомологий и те же
классы Чженя, что и произведение сфер S2 × . . . × S2, что накла-
дывает существенные топологические ограничения на структуру
многообразия. Результаты Хаттори затем были развиты в работе
Толман и Вайцмана [TW00], которые показали, что полусвободное
симплектическое S1-действие с непустым множеством изолирован-
ных неподвижных точек автоматически является гамильтоновым,
в то время как эквивариантные кольцо когомологий и классы Чже-
ня такого многообразия M также совпадают с соответствующими
инвариантами многообразия S2 × . . .× S2. В размерностях вплоть
до 6 известно, что симплектическое многообразие с S1-действием,
удовлетворяющим описанным выше свойствам, гомеоморфно про-
изведению 2-сфер, но в высших размерностях вопрос о подобной
топологической классификации остаётся открытым.

В работе [Ил06] Ильинским была рассмотрена алгебраическая
версия описанной выше проблемы о полусвободных симплектиче-
ских действиях окружности. А именно, была высказана гипоте-
за, что гладкое компактное комплексное алгебраическое многооб-
разие V с полусвободным действием алгебраического 1-тора C∗,
имеющим положительное число изолированных неподвижных то-
чек, гомеоморфно произведению CP 1 × . . . × CP 1. Связь между
алгебраической и симплектической версиями гипотезы осуществ-
ляется через общий подкласс проективных многообразий; гладкое
проективное многообразие является симплектическим. Ильинским
была доказана торическая версия его алгебраической гипотезы,
а именно, частный случай, когда V является (неособым компакт-
ным) торическим многообразием, а полусвободно действующий 1-
тор является подгруппой в большом торе (размерности dimC V ),
действующем с плотной орбитой. Первым шагом в рассуждении
Ильинского было доказательство того факта, что если V допуска-
ет одномерную подгруппу с полусвободным действием и изолиро-
ванными неподвижными точками, то соответствующий веер ком-
бинаторно эквивалентен вееру над граням обобщённого октаэдра
(крест-многогранника). Согласно результату Добринской [До01],
в этом случае V является башней Ботта, что послужило отправной
точкой в нашем исследовании полусвободных действий окружности
на башнях Ботта и более общих квазиторических многообразиях.

Каждая башня Ботта является проективным торическим мно-
гообразием над комбинаторным кубом (т.е. соответствующий веер
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является нормальным веером многогранника, комбинаторно экви-
валентного кубу). Таким образом, мы получаем следующую иерар-
хию классов Tn-многообразий:

(4.35) башни Ботта ⊂ торические многообразия над кубами ⊂
⊂ квазиторические многообразия над кубами.

В силу упомянутого выше результата Добринской [До01], первое
из включений выше на самом деле является равенством (мы пояс-
няем это в следствии 4.10.10).

Мы получаем два результата, связывающие полусвободные дей-
ствия тора на башнях Ботта, их топологическую структуру и коль-
ца когомологий. В теореме 4.10.14 мы показываем, что если баш-
ня Ботта допускает полусвободное S1-действие с изолированны-
ми неподвижными точками, то она S1-эквивариантно гомеоморфна
произведению 2-мерных сфер. Затем в теореме 4.10.22 мы показы-
ваем, что башня Ботта, кольцо когомологий которой изоморфно
кольцу когомологий произведения сфер, гомеоморфна произведе-
нию сфер. Оба результата затем обобщаются на более широкий
класс квазиторических многообразий над кубами (теоремы 4.10.18
и 4.10.28 соответственно), что позволяет также вывести результат
Ильинского о полусвободных действиях на торических многообра-
зиях (следствие 4.10.19).

4.10.1. Определение и основные свойства.

Определение 4.10.1. Башней Ботта высоты n называется
такая последовательность многообразий {B2k : 1 6 k 6 n}, что
B2 = CP 1 и B2k = CP (C⊕ ξk−1) при 2 6 k 6 n, где CP (·) обознача-
ет комплексную проективизацию расслоения, ξk−1 есть некоторое
комплексное 1-мерное расслоение над B2(k−1), а C — тривиальное
комплексное 1-мерное расслоение. В частности, мы имеем расслое-
ния pk : B2k → B2(k−1) со слоем CP 1, для 2 6 k 6 n.

Мы также будем использовать термин «башня Ботта» примени-
тельно к последнему многообразию B2n в последовательности. То-
гда из определения вытекает, что B2n представляет собой комплекс-
ное многообразие, получаемое как тотальное пространство итери-
рованного расслоения со слоем CP 1.

Следующее описание колец когомологий башни Ботта вытекает
из стандартных результатов [St68, Гл. V] о когомологиях проек-
тивизаций расслоений (все группы когомологий рассматриваются
с коэффициентами в Z, если не оговорено противное).

Лемма 4.10.2. H∗(B2k) является свободным модулем над коль-
цом H∗(B2(k−1)) с двумя образующими 1 и uk размерностей 0 и 2
соответственно. Кольцевая структура задаётся соотношением

u2
k = c1(ξk−1) · uk,
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а ограничение uk на слой CP 1 ⊂ B2k является первым классом
Чженя канонического комплексного 1-мерного расслоения над CP 1.

Для упрощения формул будем обозначать элемент p∗k(uk−1) ∈
H2(B2k) просто через uk−1; аналогично мы будем обозначать через
ui каждый из элементов в H∗(B2k) с k > i, переходящих друг в дру-
га при отображениях p∗k. Тогда башня Ботта высоты n однозначно
определяется набором целых чисел {aij : 1 6 i < j 6 n}, где

(4.36) u2
k =

k−1∑
i=1

aikuiuk, 1 6 k 6 n.

Кольцо когомологий многообразия B2n получается факторизацией
кольца многочленов Z[u1, . . . , un] по соотношениям (4.36). Числа aij

удобно организовать в верхнетреугольную матрицу:

(4.37) A =




−1 a12 · · · a1n

0 −1 · · · a2n
...

... . . . ...
0 0 · · · −1


 .

Пример 4.10.3. Пусть n = 2. Тогда башня Ботта B4 задаёт-
ся одним 1-мерным расслоением ξ1 над CP 1, т.е. является поверх-
ностью Хирцебруха (см. пример 3.1.7). Мы имеем ξ1 = γk для
некоторого k ∈ Z, где γ — каноническое 1-мерное расслоение над
B2 = CP 1. Следовательно, кольцо когомологий задаётся двумя со-
отношениями u2

1 = 0 и u2
2 = ku1u2. Хорошо известно, что

CP (C⊕ γk) ∼= CP (C⊕ γk′) ⇔ k ≡ k′ (mod 2),

где ∼= означает диффеоморфизм. Это можно доказать следующим
образом. Заметим, что CP (E) ∼= CP (E⊗η) для любого комплексно-
го 1-мерного расслоения η. Пусть k ≡ k′ (mod 2). Тогда k′− k = 2`
для некоторого ` ∈ Z, и мы имеем

CP (C⊕ γk) ∼= CP ((C⊕ γk)⊗ γ`) = CP (γ` ⊕ γk+`).

Здесь γ` ⊕ γk+` и C ⊕ γk′ являются расслоениями над CP 1 с оди-
наковыми первыми классами Чженя, так что эти два расслоения
изоморфны. Поэтому последнее пространство в предыдущей фор-
муле можно отождествить с CP (C⊕ γk′).

С другой стороны, нетрудно видеть, что если H∗(CP (C⊕γk)) ∼=
H∗(CP (C⊕ γk′)) как кольца, то k ≡ k′ (mod 2).

Этот пример показывает, что кольцо когомологий определяет
топологический тип башни Ботта B2n при n = 2. Разбор случаев,
основанный на классификационном результате [До01, §3], показы-
вает, что этот факт также имеет место для n = 3. В связи с этим
возникает вопрос, всегда ли изоморфизм колец когомологий двух
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башен Ботта влечёт их гомеоморфизм? В разделе 4.10.4 мы дадим
частичный ответ на этот вопрос.

Пример 4.10.4. Многообразие ограниченных флагов Bn явля-
ется башней Ботта (см. предложение 4.7.10). Рассмотрим проекцию
pn : Bn → Bn−1. Тогда из предложений 4.7.9 и 4.7.10 вытекает, что
p∗n(ρ0

1) = ρ0
2, где ρ1

0 рассматривается как расслоение над Bn−1, а
ρ0

2 — над Bn. Таким образом, соотношение из леммы 4.10.2 в ко-
гомологиях H∗(Bn) приобретает вид u2

n = c1(p
∗
n(ρ0

1))un = un−1un.
Следовательно, матрица (4.37) для структуры башни Ботта на мно-
гообразии ограниченных флагов имеет вид

A =




−1 1 0 · · · 0
0 −1 1 · · · 0
...

... . . . . . . ...
0 0 0 · · · 1
0 0 0 · · · −1




.

4.10.2. Башни Ботта как торические многообразия.

Предложение 4.10.5. Башня Ботта несёт естественное
действие тора, задающее на ней структуру квазиторического
многообразия над кубом с приведённой характеристической под-
матрицей Λ? = At, см. (4.37) и (4.5).

Доказательство. Квазиторические многообразие над кубом
In получается факторизацией момент-угол-многообразия

ZIn = {(z1, . . . , z2n) ∈ C2n : |zk|2 + |zk+n|2 = 1, 1 6 k 6 n}
по ядру K(Λ) отображения λ : T2n → Tn, задаваемого матри-
цей (4.5) с m = 2n. Мы имеем K(Λ) ∼= Tn. В явном виде вложение
K(Λ) → T2n задаётся следующим образом:

(4.38) (t1, . . . , tn) 7→ (t
−λ1,n+1

1 t
−λ1,n+2

2 · · · t−λ1,2n
n , . . .

. . . , t
−λn,n+1

1 t
−λn,n+2

2 · · · t−λn,2n
n , t1, t2, . . . , tn).

С другой стороны, как показано в [CR05, Prop. 3.1], башня Бот-
та, соответствующая матрице (4.37) может быть получена факто-
ризацией ZIn ∼= (S3)n по действию n-мерного подтора в T2n, опре-
деляемого вложением

(t1, . . . , tn) 7→ (t1, t
−a12
1 t2, . . . , t

−a1n
1 t−a2n

2 · · · t−an−1,n

n−1 tn, t1, t2, . . . , tn).

Остаётся заметить, что это совпадает с (4.38) для Λ? = At. ¤
Замечание. Соотношения в кольце граней n-мерного куба

имеют вид vivi+n = 0, 1 6 i 6 n. Эти соотношения вместе с (4.16)
дают (4.36) при подстановке Λ? = At и ui = vi+n; тем самым описа-
ние кольца когомологий башни Ботта из теоремы 4.10.2 согласуется
с общим описанием когомологий квазиторического многообразия в
теореме 4.5.4.
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В [GK94] рассматривалась алгебраическая версия предыдущей
конструкции, и башни Ботта были описаны как неособые проектив-
ные торические многообразия. Как показано в [CR05, §2], тополо-
гический и алгебраический подходы приводят к одному результату.

Для каждой перестановки σ на n элементах обозначим через
P (σ) соответствующую n× n-матрицу перестановки, элементами
которой являются единицы на позициях (i, σ(i)), 1 6 i 6 n, и
нули в остальных местах. Симметрическая группа Sn действует на
n×n-матрицах при помощи сопряжений A 7→ P (σ)−1AP (σ) или, эк-
вивалентно, при помощи перестановок строк и столбцов матриц A.

Предложение 4.10.6. Квазиторическое многообразие M над
кубом с приведённой подматрицей Λ? эквивалентно башне Ботта
тогда и только тогда, когда Λ? сопряжена при помощи матрицы
перестановки верхнетреугольной матрице.

Доказательство. Пусть матрица Λ? сопряжена при помощи
матрицы перестановки верхнетреугольной матрице. Ясно, что это
условие эквивалентно тому, что матрица Λ? сопряжена нижнетре-
угольной матрице. Рассмотрим действие группы Sn на множестве
гиперграней куба In перестановками пар противоположных гипер-
граней. Переупорядочивание гиперграней соответствует переупо-
рядочиванию столбцов характеристической n× 2n-матрицы Λ, так
что элемент σ ∈ Sn действует как

Λ 7→ Λ ·
(

P (σ) 0
0 P (σ)

)
.

Это действие не сохраняет приведённую форму матрицы Λ, так
как (E | Λ?) превращается в (P (σ) | Λ?P (σ)). Приведённым пред-
ставителем в левом классе сопряжённых элементов (4.4) этой мат-
рицы является матрица (E | P (σ)−1Λ?P (σ)). (Другими словами,
чтобы сохранить матрицу в приведённом виде, нам нужно ком-
пенсировать перестановку пар гиперграней автоморфизмом тора
Tn, переставляющим координатные окружности.) Таким образом,
действие перестановками на парах противоположных гиперграней
индуцирует действие сопряжениями на приведённых подматрицах.
Значит, с точностью до эквивалентности, мы можем предполо-
жить, что M имеет нижнетреугольную приведённую подматри-
цу Λ?. Условие неособости (4.3) гарантирует, что на диагонали мат-
рицы Λ? стоят ±1. Изменяя, если необходимо, полиориентацию M ,
мы можем добиться того, что все диагональные элементы матри-
цы Λ? суть −1. Тогда M и башня Ботта, соответствующая матрице
A = Λt

? имеют одинаковые характеристические матрицы Λ в силу
предложения 4.10.5. Следовательно, M и башня Ботта эквивалент-
ны в силу предложения 4.2.3.

Обратное утверждение вытекает из предложения 4.10.5. ¤
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Пример 4.10.7. Из предыдущего утверждения вытекает, что
не любое квазиторическое многообразие над кубом является баш-
ней Ботта. Например, 4-мерное квазиторическое многообразие над
квадратом с приведённой характеристической подматрицей Λ? =(−1 −2
−1 −1

)
не может быть башней Ботта, так как Λ? не является со-

пряжённой к верхнетреугольной матрице. Можно показать, что это
квазиторичекое многообразие гомеоморфно CP 2 # CP 2 и поэтому
даже не допускает комплексной структуры, см. предложение 4.9.2.

Для каждого подмножества {i1, . . . , ik} ⊂ [n] определён главный
минор квадратной n-матрицы A — определитель подматрицы, об-
разованной элементами в столбцах и строках с номерами i1, . . . , ik.
В случае башен Ботта, согласно предложению 4.10.5, все главные
миноры матрицы −Λ? равны 1; а для произвольного квазитори-
ческого многообразия условие неособости (4.3) лишь гарантирует,
что все главные миноры матрицы Λ? равны ±1.

Верхнетреугольная матрица называется унитреугольной, если
все её диагональные элементы равны 1. Следующая ключевая тех-
ническая лемма может быть извлечена из доказательства намного
более общего результата Добринской [До01, Теорема 6]. Мы при-
водим более подробное доказательство для полноты изложения.

Лемма 4.10.8 ([До01]). Пусть R — коммутативное целост-
ное кольцо с единицей 1, и пусть A — некоторая n × n-матрица
с элементами из R. Предположим, что все собственные глав-
ные миноры матрицы A равны 1. Если det A = 1, то матрица A
сопряжена при помощи матрицы перестановки унитреугольной
матрице. В противном случае матрица A сопряжена при помо-
щи матрицы перестановки матрице вида

(4.39)




1 b1 0 . . . 0
0 1 b2 . . . 0
...

... . . . . . . ...
0 0 . . . 1 bn−1

bn 0 . . . 0 1




,

где bi 6= 0 для всех i.

Доказательство. Из условия вытекает, что на диагонали в A
стоят единицы. Мы скажем, что i-я строка матрицы является эле-
ментарной, если её i-й элемент равен 1, а остальные — 0. Предпо-
лагая по индукции, что теорема верна для матриц размера (n− 1),
мы выводим, что матрица A сопряжена унитреугольной матрице
тогда и только тогда, когда она содержит элементарную строку.
Обозначим через Ai квадратную (n− 1)-матрицу, получаемую уда-
лением i-го столбца и i-й строки из A.
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По индукции мы можем предполагать, что An является унит-
реугольной матрицей. Теперь применим предположение индукции
к матрице A1. Перестановка строк и столбцов, превращающая A1

в унитреугольную матрицу, превращает A в «почти» унитреуголь-
ную матриц, которая может иметь лишь один ненулевой элемент
ниже диагонали, и этот элемент должен быть в первом столбце.
Если an1 = 0, то n-я строка матрицы A является элементарной, и
A сопряжена унитреугольной матрице при помощи матрицы пере-
становки. В противном случае мы получаем

A =




1 ∗ ∗ . . . ∗
0 1 ∗ . . . ∗
...

... . . . . . . ...
0 0 . . . 1 bn−1

bn 0 . . . 0 1




,

где bn−1 6= 0 и bn 6= 0 (иначе A содержит элементарную строку).
Пусть теперь a1j1 — последний ненулевой элемент в первой строке
матрицы A. Если A не содержит элементарных строк, то мы мо-
жем индуктивно определить ajiji+1

как последний ненулевой недиа-
гональный элемент в ji-й строке матрицы A. Очевидно мы имеем

1 < j1 < . . . < ji < ji+1 < . . . < jk = n

для некоторого k < n. Теперь, если ji = i + 1 для 1 6 i 6 n− 1, то
A имеет вид (4.39) с bi = aji−1ji

, 1 6 i 6 n− 1. В противном случае
подматрица

S =




1 a1j1 0 . . . 0
0 1 aj1j2 . . . 0
...

... . . . . . . ...
0 0 . . . 1 ajk−1n

bn 0 . . . 0 1




,

составленная из элементов в столбцах и строках с номерами
1, j1, . . . , jk, является собственной и имеет определитель

1± bn

∏
ajiji+1

6= 1.

Полученное противоречие завершает доказательство. ¤
Теорема 4.10.9. Пусть M = M(In, Λ) — квазиторическое

многообразие над кубом, с канонической эквивариантной гладкой
структурой, и Λ? — соответствующая приведённая подматрица.
Следующие условия эквивалентны:

а) M эквивалентно башне Ботта;
б) все главные миноры матрицы −Λ? равны 1;
в) M допускает эквивариантную почти комплексную струк-

туру (с ассоциированной полиориентацией).
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Доказательство. Импликация б) ⇒ а) вытекает из лем-
мы 4.10.8 и предложения 4.10.6. Импликация а) ⇒ в) очевидна.
Для доказательства того, что в)⇒ б), мы используем понятие зна-
ка вершины σ(v) и формулу из леммы 4.4.2 для вычисления это-
го знака в терминах комбинаторных данных. Будем считать, что
гиперграни Fi и Fn+i куба In являются противоположными при
1 6 i 6 n. Тогда каждая вершина v ∈ In задаётся как пересечение

Fi1 ∩ . . . ∩ Fik ∩ Fn+l1 ∩ . . . ∩ Fn+ln−k
,

где {i1, . . . , ik} t {l1, . . . , ln−k} = {1, . . . , n}. При этом для нормаль-
ных векторов гиперграней мы имеем a i = e i (i-й базисный вектор)
для 1 6 i 6 n и a j = −ej для n + 1 6 j 6 2n. Следовательно,
выражение в правой части формулы из леммы 4.4.2 равно главно-
му минору матрицы −Λ?, образованному столбцами и строками с
номерами l1, . . . , ln−k. Остаётся заметить, что в почти комплексном
случае знаки всех вершин равны 1. ¤

Замечание. Эквивалентность а)⇔б) является частным случа-
ем результата [До01, Теорема 6].

Напомним, что симплициальный многогранник, двойственный
к кубу, называется крест-многогранником. Крест-многогранник
размерности n можно получить взятием выпуклой оболочки 2n то-
чек в Rn, все координаты которых равны 1 или −1. Трёхмерный
крест-многогранник есть октаэдр.

Следствие 4.10.10. Пусть V — неособое торическое много-
образие, для которого соответствующий веер комбинаторно эк-
вивалентен вееру, состоящему из конусов над гранями крест-
многогранника. Тогда V является башней Ботта.

Доказательство. Приведённая подматрица Λ? многообразия
V имеет размер n× n, и все главные миноры матрицы −Λ? равны
1 (это доказывается так же, как в теореме 4.10.9). В силу лем-
мы 4.10.8 матрица −Λ? сопряжена унитреугольной матрице, так
что Λ имеет такой же вид, как и характеристическая матрица баш-
ни Ботта. В случае торического многообразия столбцы матрицы
Λ суть примитивные векторы вдоль рёбер веера, так что комбина-
торный тип веера и матрица Λ полностью определяют веер. Следо-
вательно, веер торического многообразия V является веером для
некоторой башни Ботта. Так как торические многообразия одно-
значно восстанавливаются по своим веерам, V является башней
Ботта. ¤

Торические многообразия над кубами удовлетворяют предполо-
жению следствия 4.10.10. Отсюда вытекает, что класс башен Ботта
совпадает с классом торических многообразий над кубами, и пер-
вое включение в (4.35) является равенством. Как и лемма 4.10.8,
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следствие 4.10.10 является частным случаем более общего резуль-
тата Добринской [До01, следствие 7] (этот результат характеризу-
ет квазиторические многообразия над произведениями симплексов,
которые раскладываются в башни расслоений).

4.10.3. Полусвободные действия окружности. Действие
группы на топологическом пространстве называется полусвобод-
ным, если оно свободно на дополнению к множеству неподвиж-
ных точек. Здесь мы показываем (в теореме 4.10.13), что если тор
Tn, действующий на квазиторическом многообразии M над кубом,
содержит 1-мерную подгруппу-окружность, действующую полусво-
бодно и с изолированными неподвижными точками, то M является
башней Ботта. Затем мы показываем, что все такие башни Ботта
S1-эквивариантно гомеоморфны произведению 2-мерных сфер (с
диагональным S1-действием).

Комплексное n-мерное представление окружности S1 определя-
ется набором весов kj ∈ Z, 1 6 j 6 n. В подходящих координатах
элемент s = e2πiϕ ∈ S1 действует следующим образом:

(4.40) s · (z1, . . . , zn) = (e2πik1ϕz1, . . . , e
2πiknϕzn).

Следующее утверждение очевидно.

Предложение 4.10.11. Представление S1 в Cn является по-
лусвободным тогда и только тогда, когда kj = ±1 при 1 6 j 6 n.

Замкнутая подгруппа в Tn задаётся примитивным вектором νν =
(ν1, . . . , νn), см. (4.19). Для каждой вершины v = Fj1 ∩ . . . ∩ Fjn мы
можем записать разложение вектора νν по базису λλj1 , . . . , λλjn :

(4.41) νν = k1(νν, v)λλj1 + . . . + kn(νν, v)λλjn .

Предложение 4.10.12. Окружность T (νν) ⊂ Tn действует
на квазиторическом многообразии M полусвободно и с изолиро-
ванными неподвижными точками тогда и только тогда, когда
для каждой вершины v = Fj1 ∩ . . .∩Fjn коэффициенты в разложе-
нии (4.41) удовлетворяют условию ki(νν, v) = ±1 для 1 6 i 6 n.

Доказательство. Из леммы 4.6.1 и (4.18) вытекает, что ко-
эффициенты ki(νν, v) совпадают с весами представления окружно-
сти T (νν) в касательном пространстве к M в неподвижной точке,
соответствующей вершине v. Тогда утверждение вытекает из пред-
ложения 4.10.11. ¤

Теорема 4.10.13. Пусть M — квазиторическое многообразие
над кубом с приведённой характеристической подматрицей Λ?.
Предположим, что M допускает полусвободное действие подгруп-
пы-окружности с изолированными неподвижными точками. То-
гда M эквивалентно башне Ботта.
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Доказательство. Мы можем предположить по индукции,
что каждое характеристическое подмногообразие является башней
Ботта, т.е. каждый собственный главный минор матрицы −Λ? ра-
вен 1. Поэтому мы находимся в ситуации леммы 4.10.8, и матри-
ца −Λ? имеет один из двух описанных там видов. Мы исключим
второй случай при помощи предположения о полусвободности дей-
ствия. Действительно, предположим, что Λ = (E | −B), где B —
матрица (4.39), и T (νν) ⊂ Tn действует полусвободно с изолирован-
ными неподвижными точками. Применив критерий из предложе-
ния 4.10.12 к вершине v = F1 ∩ . . . ∩ Fn, мы получаем νi = ±1
при 1 6 i 6 n. Теперь применим тот же критерий к вершине
v′ = Fn+1 ∩ . . . ∩ F2n. Так как подматрица, образованная соответ-
ствующими столбцами матрицы Λ есть в точности −B, мы имеем
det B = ±1. Это означает, что хотя бы одно из чисел bi равно ±1,
т.е. хотя бы одна строка матрицы B состоит только из двух ±1 и
остальных нулей. Следовательно, если все коэффициенты ki(νν, v′)
в разложении νν = k1(νν, v′)λλn+1+ . . .+kn(νν, v′)λλ2n равны ±1, то хотя
бы одна координата νj вектора νν чётна. Противоречие. ¤

Наш следующий результат показывает, что башня Ботта с по-
лусвободным действием окружности и изолированными неподвиж-
ными точками топологически тривиальна, т.е. диффеоморфна про-
изведению 2-мерных сфер. Пусть t (соответственно, C) обознача-
ет стандартное (соответственно, тривиальное) комплексное одно-
мерное представление окружности S1, а V обозначает тривиальное
расслоение со слоем V над заданной базой. Скажем, что действие
группы G на башне Ботта B2n сохраняет структуру башни, если
для каждого этажа B2k = CP (C ⊕ ξk−1), k 6 n, одномерное рас-
слоение ξk−1 является G-эквивариантным. Каноническое действие
тора Tn на B2n очевидно сохраняет структуру башни.

Теорема 4.10.14. Предположим, что башня Ботта B2n до-
пускает полусвободное действие окружности S1, имеющие изоли-
рованные неподвижные точки и сохраняющее структуру башни.
Тогда башня Ботта S1-эквивариантно диффеоморфна произведе-
нию (CP (C⊕ t))n.

Доказательство. Можно предположить по индукции, что
(n − 1)-й этаж данной башни Ботта есть (CP (C ⊕ t))n−1 и B2n =
CP (C⊕ξ) для некоторого комплексного одномерного S1-расслоения
ξ над (CP (C⊕ t))n−1.

Пусть γ — каноническое одномерное расслоение над CP (C⊕t) ∼=
CP 1. Тогда на γ имеется единственная структура эквивариантного
S1-расслоения, для которой

(4.42) γ|(1:0) = C и γ|(0:1) = t.
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Обозначим через x ∈ H2(CP (C⊕ t)) первый класс Чженя рассло-
ения γ, и пусть xi = π∗i (x) ∈ H2(CP (C ⊕ t)n−1), где πi — проекция
на i-й сомножитель. Тогда c1(ξ) =

∑n−1
i=1 aixi для некоторых ai ∈ Z.

Одномерные S1-расслоения ξ и ⊗n−1
i=1 π∗i (γ

ai) имеют одинаковые под-
лежащие расслоения; так что для некоторого целого k имеем

(4.43) ξ = tk
n−1⊗
i=1

π∗i (γ
ai)

как S1-расслоения, см. [HY76, Cor. 4.2].
Мы будем представлять неподвижные точки действия окружно-

сти на CP (C⊕t)n−1 последовательностями (pε1
1 , . . . , p

εn−1

n−1 ), где εi = 0
или 1, а pεi

i обозначает (1 : 0) при εi = 0 и (0 : 1) при εi = 1. Тогда
из (4.42) и (4.43) получаем

ξ|(pε1
1 ,...,p

εn−1
n−1 ) = tk+

∑n−1
i=1 εiai .

Действие S1 на B2n = CP (C ⊕ ξ) полусвободно тогда и только
тогда, когда |k +

∑n−1
i=1 εiai| = 1 для всех возможных значений

εi. Полагая εi = 0 для всех i, мы получаем |k| = 1. Предполо-
жим, что k = 1 (случай k = −1 рассматривается аналогично).
Тогда (a1, . . . , an−1) = (0, . . . , 0) или (0, . . . , 0,−2, 0, . . . , 0). В пер-
вом случае ξ = t и B2n = CP (C ⊕ ξ) ∼= CP (C ⊕ t)n. Во втором
случае мы имеем ξ = tπ∗i (γ

−2) для некоторого i, так что B2n =
π∗iCP (C⊕ tγ−2). Так как для любого векторного S1-расслоения E и
одномерного S1-расслоения η проективизации CP (E) и CP (E ⊗ η)
S1-диффеоморфны, мы имеем CP (C ⊕ tγ−2) ∼= CP (γ ⊕ tγ−1). Пер-
вый класс Чженя расслоения γ ⊕ tγ−1 равен нулю, так что под-
лежащее расслоение тривиально. Представление S1 в слое рассло-
ения γ ⊕ tγ−1 над каждой неподвижной точкой изоморфно C ⊕ t
в силу (4.42). Следовательно, γ ⊕ tγ−1 = C ⊕ t как S1-расслоения.
Отсюда вытекает, что CP (C⊕ tγ−2) ∼= CP (C⊕ t). ¤

Замечание. Диффеоморфизм в теореме 4.10.14 не является
Tn-эквивариантным.

Далее мы исследуем обобщения теоремы 4.10.14 на квазитори-
ческие многообразия. Хотя результат не переносится на все квази-
торические многообразия (см. пример 4.10.15), он остаётся верным,
если дополнительно потребовать, чтобы многогранник в простран-
стве орбит был кубом.

Пример 4.10.15. Пусть M — четырёхмерное квазиторическое
многообразие над 2k-угольником с

Λ =

(
1 0 1 0 . . . 1 0
0 1 0 1 . . . 0 1

)
.
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Из предложения 4.10.12 вытекает, что окружность, задаваемая век-
тором νν = (1, 1), действует на M полусвободно. Однако простран-
ство орбит для M не является 2-кубом при k > 2, так что M не
может быть гомеоморфным произведению сфер (можно показать,
что M является связной суммой k − 1 экземпляров S2 × S2).

Оказывается, что квазиторические многообразия над много-
угольниками предоставляют, в сущности, единственный источник
контрпримеров (точное утверждение см. ниже в теореме 4.10.18).

Лемма 4.10.16. Простой многогранник P размерности n > 2,
все двумерные грани которого являются 4-угольниками, комбина-
торно эквивалентен кубу.

Доказательство. Мы можем предположить по индукции,
что все гиперграни многогранника P являются кубами; докажем,
что тогда и P является кубом. Это утверждение можно найти
в [Zi95, Exercise 0.1], но мы включаем доказательство для пол-
ноты изложения. Мы будем доказывать двойственное утвержде-
ние о симплициальных многогранниках. Нам понадобится понятие
линка и звезды вершины симплициального комплекса (см. опре-
деление 1.6.5). Двойственность между P и KP продолжается до
двойственности между гипергранями многогранника P (которые
являются простыми (n−1)-мерными многогранниками) и линками
вершин комплекса KP (которые являются триангуляциями (n− 2)-
мерных сфер). Симплициальный многогранник, двойственный к
кубу, есть крест-многогранник (см. пример 4.10.17); мы будем на-
зывать его границу крест-комплексом. Утверждение, двойственное
к утверждению теоремы, вытекает из следующей леммы. ¤

Лемма 4.10.17. Пусть K — связный симплициальный ком-
плекс размерности k > 2. Если линк каждой вершины в K яв-
ляется крест-комплексом размерности k − 1, то и K является
крест-комплексом.

Доказательство. Пусть v — вершина комплекса K. По пред-
положению, lk v является крест-комплексом размерности k−1, так
что для каждой вершины p ∈ lk v найдётся единственная верши-
на q ∈ lk v, которая не соединена с p ребром в lk v. При этом p и
q могут быть соединены ребром в K, так что мы рассмотрим два
случая.

Случай 1. Предположим, что найдётся пара вершин p, q в lk v,
которые не соединены ребром вK. ПустьR— множество остальных
вершин комплекса lk v. Тогда R содержит 2(k−1) элементов. Линк
lk p тоже является крест-комплексом, так что он имеет 2k вершин и
содержит v и все элементы из R. Так как q не соединена с p ребром
в K, вершина q не лежит в lk p; поэтому найдётся другая вершина
p′ ∈ lk p, p′ /∈ v ∪ R. Аналогично мы имеем q′ ∈ lk q, q′ /∈ v ∪ R.
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Теперь возьмём произвольную вершину r ∈ R и рассмотрим lk r.
Так как lk v является (k−1)-мерным крест-комплексом, r соединена
с 2(k−1) вершинами из lk v рёбрами из lk v. Мы также знаем, что r
соединена с v, p′ и q′. Но так как lk r также является (k−1)-мерным
крест-комплексом, r может быть соединена рёбрами не более чем с
2k вершинам. Следовательно, p′ = q′, что означает, что K является
крест-комплексом.

Случай 2. Предположим теперь, что любая пара вершин в lk v
соединена ребром в K. Мы приведём это к противоречию. Каждая
вершина u в lk v соединена с v и всеми вершинами в lk v, кроме
самой u. Вершина u не может быть соединена рёбрами ни с какими
другими вершинами, кроме перечисленных, так как число вершин
в lk u равно 2k. Это означает, что любая пара вершин в K соединена
рёбрами, и что K имеет в точности 2k + 1 вершин. В каждой вер-
шине сходится 2k симплексов размерности k, и каждый k-мерный
симплекс имеет k + 1 вершин. Поэтому общее число k-симплексов
в K равно 2k(2k + 1)/(k + 1).

Теперь мы подсчитаем общее число k-симплексов в K другим
способом. Пусть σ — некоторый k-симплекс в K, не содержащий v.
Тогда σ содержит пару вершин, скажем p и q, которые не соедине-
ны ребром в lk v (иначе сам симплекс σ будет лежать lk v, так как
lk v является крест-комплексом). Пусть L — линк вершины p в ком-
плексе lk v. Тогда L является крест-комплексом размерности k− 2,
и он также совпадает с линком вершины q в комплексе lk v. Тогда
lk p есть соединение L ∗ {v, q}, так как оба эти подкомплекса име-
ют одинаковые наборы вершин и оба являются крест-комплексами.
Аналогично lk q = L ∗ {v, p}. Так как σ содержит p и q, мы имеем
σ = τ ∗p∗q для некоторого (k−2)-симплекса τ ∈ L. Следовательно,
σ содержит как минимум две грани размерности (k − 1) из lk v, а
именно τ ∗ p и τ ∗ q. Ни одна из этих граней не может быть гранью
другого k-симплекса, не содержащего v, так как каждый (k − 1)-
симплекс в K является гранью в точности двух k-симплексов, а
τ ∗ p также является гранью τ ∗ p ∗ v и τ ∗ q также является гранью
τ ∗ q ∗ v. Отсюда следует, что число k-симплексов, не содержащих
v, не превосходит половины числа (k− 1)-симплексов в lk v. Число
k-симплексов, содержащих v равно числу (k− 1)-симплексов в lk v.
Последнее число есть 2k, так что для общего числа k-симплексов в
K мы получаем оценку 6 2k−1+2k, что меньше 2k(2k+1)/(k+1) при
k > 2. Полученное противоречие завершает доказательство. ¤

Замечание. Другое доказательство леммы 4.10.16 можно по-
лучить путём построения невырожденного симплициального отоб-
ражения из K на крест-комплекс. Такое отображение будет топо-
логическим (неразветвлённым) накрытием сферы сферой, так что
оно должно быть изоморфизмом при k > 2. Этот подход был ис-
пользован в [Ил06].
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Теорема 4.10.18. Пусть квазиторическое многообразие M до-
пускает полусвободное действие подгруппы-окружности с изоли-
рованными неподвижными точками, и любая 2-мерная грань про-
странства орбит P является 4-угольником. Тогда M гомеоморф-
но (причём S1-эквивариантно) произведению 2-мерных сфер.

Доказательство. В силу леммы 4.10.16 пространство орбит
является кубом. По теореме 4.10.13 многообразие M эквивалент-
но башне Ботта. Наконец, по теореме 4.10.14 оно S1-гомеоморфно
произведению сфер. ¤

Мы также получаем основной результат Ильинского.
Следствие 4.10.19 ([Ил06]). Неособое компактное ториче-

ское многообразие V , для которого имеется одномерная подгруппа
тора, действующая полусвободно и с изолированными неподвиж-
ными точками, диффеоморфно произведению 2-мерных сфер.

Доказательство. По теореме 4.10.14, достаточно показать,
что V является башней Ботта. Для этого мы покажем, что веер,
соответствующий торическому многообразию V , комбинаторно эк-
вивалентен вееру над гранями крест-многогранника, и затем при-
меним следствие 4.10.10. Данная окружность, полусвободно дей-
ствующая на V , также действует полусвободно и с изолированны-
ми неподвижными точками на каждом характеристическом под-
многообразии Vj в V . Используя индукцию по размерности и лем-
му 4.10.17, мы сводим утверждение к 2-мерному случаю. Таким об-
разом, остаётся доказать, что многоугольник-пространство орбит
неособого компактного комплексного 2-мерного торического много-
образия с полусвободным действием окружности и изолированны-
ми неподвижными точками является 4-угольником. (Заметим, что
неособые компактные комплексные 2-мерные торические многооб-
разия всегда проективны, так что мы можем работать с многогран-
никами вместо вееров.) Следующий анализ случаев соответствует
(с небольшими изменениями) рассуждению из [Ил06, §3].

Пусть Σ — веер, соответствующий неособому компактному ком-
плексному 2-мерному торическому многообразию. Одномерные ко-
нусы из Σ соответствуют гиперграням (рёбрам) многоугольни-
ка P 2. Нам нужно показать, что имеется всего 4 одномерных ко-
нуса. Значения характеристической функции на гипергранях в P 2

задаются примитивными векторами, порождающими соответству-
ющие одномерные конусы веера Σ. Пусть νν — вектор, порождаю-
щий полусвободно действующую окружность. Мы можем выбрать
начальную вершину v в P 2 таким образом, что вектор νν попада-
ет в 2-мерный конус веера Σ, соответствующий вершине v. Затем
мы занумеруем образующие одномерных конусов a i (1 6 i 6 m)
таким образом, что вектор νν попадает в конус, порождённый век-
торами a1 и a2, а любые два последовательных вектора порождают
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2-мерный конус (см. рис. 4.6). Тем самым мы получим характери-
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Рис. 4.6

стическую матрицу Λ размера 2 × m в приведённой форме. Мы
имеем a1 = (1, 0) и a2 = (0, 1), и применяя критерий из предло-
жения 4.10.12 к первому конусу 〈a1,a2〉 (т.е. к начальной вершине
многоугольника), мы получим νν = (1, 1).

Теперь рассмотрим второй конус. Из условия неособости (4.3)
вытекает, что det(a2,a3) = 1, откуда a3 = (−1, ∗). Записав νν =
k1a2 + k2a3 и применив предложение 4.10.12 ко второму конусу
〈a2,a3〉, мы получим

(1, 1) = ±(0, 1)± (−1, ∗).
Следовательно, a3 = (−1, 0) или a3 = (−1,−2). Аналогично, рас-
сматривая последний конус 〈am,a1〉, мы получим am = (∗,−1),
откуда в силу предложения 4.10.12 вытекает am = (0,−1) или
am = (−2,−1). Случай a3 = (−1,−2) и am = (−2,−1) невозмо-
жен, так как при этом второй и последний конус перекрываются.

Предположим, что a3 = (−1, 0). Тогда аналогичный анализ
третьего конуса 〈a3,a4〉 показывает, что a4 = (0,−1) или a4 =
(−2,−1). Следовательно, a4 = am (иначе конусы перекрываются).

Аналогично, если am = (0,−1), то мы получаем am−1 = (−1, 0)
или am−1 = (−1,−2). Следовательно, am−1 = a3.

В каждом из случаем мы получаем, что m = 4, и P 2 является
4-гольником. Тем самым доказательство завершено. ¤

Заметим, что доказательство предыдущей теоремы оставляет
три возможности для векторов a3 и a4 двумерного веера: (−1, 0) и
(0,−1), или (−1, 0) и (−2,−1), или (−1,−2) и (0,−1), причём по-
следние две пары эквивалентны при помощи обращающего ориен-
тацию автоморфизма тора T2. Соответствующие приведённые под-
матрицы характеристической матрицы имеют вид

(−1 0
0 −1

)
и

(−1 −2
0 −1

)
.
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Первая из этих подматриц соответствует многообразию CP 1×CP 1,
а вторая — нетривиальной башне Ботта (поверхности Хирцебруха)
с a12 = −2.

Следующий результат даёт явное описание матриц (4.37), соот-
ветствующих нашему специальному классу башен Ботта.

Теорема 4.10.20. Башня Ботта B2n допускает полусвободно
действующую одномерную подгруппу-окружность с изолирован-
ными неподвижными точками тогда и только тогда, когда мат-
рица (4.37) удовлетворяет тождеству

1

2
(E − A) = C1C2 · · ·Cn,

где Ck (1 6 k 6 n) есть либо единичная матрица, либо унит-
реугольная матрица с единственным ненулевым элементом над
диагональю, причём этот элемент равен 1 и стоит в k-м столб-
це.

Доказательство. Вначале предположим, что B2n допускает
полусвободно действующую подгруппу-окружность с изолирован-
ными неподвижными точками. У нас имеется два набора муль-
типликативных образующих кольца H∗(B2n): набор {u1, . . . , un}
из леммы 4.10.2, удовлетворяющий соотношениям (4.36), и набор
{x1, . . . , xn}, удовлетворяющий соотношениям x2

i = 0 для 1 6 i 6 n.
Поднаборы этих элементов с i 6 k можно рассматривать как соот-
ветствующие наборы образующих для k-го этажа B2k. Как вытека-
ет из доказательства теоремы 4.10.14, мы имеем c1(ξk−1) = −2cikkxik

для некоторого ik < k, где cikk = 1 или 0. Из соотношения
u2

k + 2cikkxikuk = 0 мы получаем xk = uk + cikkxik . Другими слова-
ми, матрица Ck перехода от базиса x1, . . . , xk−1, uk, . . . , un в H2(B2n)
к базису x1, . . . , xk, uk+1, . . . , un может иметь лишь один ненуле-
вой элемент вне диагонали, и это cikk. Тогда матрица перехода от
u1, . . . , un к x1, . . . , xn есть произведение D = C1C2 · · ·Cn (заметим,
что C1 есть единичная матрица, так как x1 = u1). Тогда D = (djk)
есть унитреугольная матрица, состоящая из единиц и нулей, мы
имеем xk =

∑n
j=1 djkuj и

0 = x2
k =

(
uk +

∑k−1
j=1 djkuj

)2
= u2

k +2
∑k−1

j=1 djkujuk + . . . , 1 6 k 6 n.

С другой стороны, 0 = u2
k −

∑k−1
j=1 ajkujuk в силу (4.36). Сравнивая

коэффициенты при ujuk для 1 6 j 6 k− 1 в последних двух равен-
ствах и замечая, что эти элементы линейно независимы в H4(B2k),
мы получаем 2djk = −ajk при 1 6 j < k 6 n. Так как D и −A
являются унитреугольными матрицами, мы получаем 2D = E−A.

Теперь предположим, что матрица A удовлетворяет соотноше-
нию E−A = 2C1C2 · · ·Cn. Тогда для соответствующей башни Бот-
та мы имеем ξk−1 = π∗ik(γ

−2cikk). Следовательно, мы можем выбрать
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подгруппу-окружность таким образом, что расслоение ξk−1 примет
вид tπ∗ik(γ

−2cikk) (как S1-расслоение), для 1 < k 6 n. Тогда, как
показывает рассуждение из доказательства теоремы 4.10.14, эта
подгруппа-окружность действует полусвободно и с изолированны-
ми неподвижными точками. ¤

Пример 4.10.21. Условие на матрицу (4.37) из теоремы 4.10.20 в
частности означает, что эта матрица может иметь только элементы
0 и −2 вне диагонали. Однако не любая такая матрица удовлетво-
ряет условию теоремы 4.10.20. Например, для

A =



−1 0 −2
0 −1 −2
0 0 −1




матрица (E−A)/2 не раскладывается в произведение C1C2C3 мат-
риц требуемого вида. Поэтому соответствующая 3-этажная башня
Ботта не допускает полусвободного действия окружности с изоли-
рованными неподвижными точками. С другой стороны, для

A =



−1 −2 −2
0 −1 0
0 0 −1




мы имеем

1

2
(E − A) =




1 1 1
0 1 0
0 0 1


 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1







1 1 0
0 1 0
0 0 1







1 0 1
0 1 0
0 0 1


 .

Ясно, что не любая башня Ботта, гомеоморфная произведению
сфер, допускает полусвободно действующую окружность с изоли-
рованными неподвижными точками (последнее условие сильнее да-
же при n = 2). В следующем подразделе мы рассмотрим класс
башен Ботта, гомеоморфных произведению сфер.

4.10.4. Топологическая классификация и когомологии.
Следующее утверждение показывает, что башни Ботта, диффео-
морфные произведению сфер, можно определить по их кольцам
когомологий. Это даёт частичный ответ на вопрос, поставленный
в начале раздела.

Теорема 4.10.22. Башня Ботта B2n диффеоморфна произве-
дению (CP 1)n тогда и только тогда, когда имеет место изомор-
физм градуированных колец H∗(B2n) ∼= H∗((CP 1)n).

Доказательство. Из леммы 4.10.2 мы получаем
H∗(B2n) = H∗(B2n−2

)
[un]

/(
u2

n − c1(ξn−1)un

)
.

Таким образом, мы можем представить каждый элемент из H2(B2n)
в виде x + bun, где x ∈ H2(B2n−2) и b ∈ Z. Так как

(x + bun)2 = x2 + 2bxun + b2u2
n = x2 + b(2x + bc1(ξn−1))un,
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квадрат элемента x + bun с b 6= 0 равен нулю тогда и только тогда,
когда x2 = 0 и 2x+bc1(ξn−1) = 0. Следовательно, элементы вида x+
bun с b 6= 0, квадраты которых равны нулю, порождают свободную
подгруппу ранга один в H2(B2n).

Предположим, что H∗(B2n) ∼= H∗((CP 1)n). Тогда в H2(B2n)
существует базис {x1, . . . , xn}, для которого x2

i = 0 при всех i.
В силу предыдущего наблюдения, мы можем предположить, что
x1, . . . , xn−1 лежат в H2(B2n−2), а xn не лежит в H2(B2n−2). Тогда
можно считать, что xn =

∑n−1
i=1 bixi + un, где bi ∈ Z. Произведение

вида
∏

i∈ω xi, где ω ⊂ {1, . . . , n}, лежит в H∗(B2n−2) тогда и только
тогда, когда n /∈ ω. Отсюда вытекает, что кольцо H∗(B2n−2) порож-
дается элементами x1, . . . , xn−1 и изоморфно кольцу когомологий
пространства (CP 1)n−1. Следовательно, мы можем предположить
по индукции, что B2n−2 ∼= (CP 1)n−1.

Записав c1(ξn−1) =
∑n−1

i=1 aixi, мы получаем

0 = x2
n =

(
un +

∑n−1
i=1 bixi

)2
=

∑n−1
i=1 (ai + 2bi)xiun +

(∑n−1
i=1 bixi

)2
.

Правая часть может обращаться в нуль только если среди ai име-
ется не более одного ненулевого числа, так как элементы xixj и
xiun для i < j < n образуют базис в H4(B2n). Следователь-
но, расслоение ξn−1 индуцируется из расслоения γ−2bi над CP 1

при помощи некоторой проекции B2n−2 = (CP 1)n−1 → CP 1. Так
как CP (C ⊕ γ−2bi) является топологически тривиальным расслое-
нием (см. пример 4.10.3), расслоение с тотальным пространством
B2n = CP (C⊕ ξn−1) также тривиально. ¤

Мы также можем эффективно описать класс матриц (4.37), со-
ответствующих тем башням Ботта, которые диффеоморфны про-
изведению 2-мерных сфер.

Теорема 4.10.23. Башня Ботта B2n диффеоморфна (CP 1)n

тогда и только тогда, когда её матрица (4.37) удовлетворяет
тождеству

1

2
(E − A) = C1C2 · · ·Cn,

где каждая из Ck (1 6 k 6 n) является унитреугольной матри-
цей, которая может иметь не более одного ненулевого элемента
над диагональю, причём в k-м столбце.

Доказательство. Рассуждение аналогично использованному
при доказательстве теоремы 4.10.20. Единственное отличие в том,
что теперь число cikk в формуле c1(ξk−1) = −2cikkxik является про-
извольным целым. ¤

В оставшейся части этого раздела мы обобщаем результат тео-
ремы 4.10.22 на произвольные квазиторические многообразия, но
лишь в топологической категории (см. теорему 4.10.28).
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Начнём с анализа алгебраической структуры когомологий ква-
зиторического многообразия над кубом. Хотя соответствующий
анализ возможно провести и над Z, для наших целей удобно при-
вести коэффициенты по модулю 2. Пусть S — градуированная ал-
гебра над Z/2, порождённая элементами x1, . . . , xn степени один.
Мы будем называть S квадратичной алгеброй Ботта (или просто
КБ-алгеброй) ранга n, если выполнены следующие два условия:

(С1) x2
k =

∑
i<k aikxixk, где aik ∈ Z/2 при 1 6 k 6 n. (В частно-

сти, x2
1 = 0.)

(С2)
∏n

i=1 xi 6= 0.

Если B2n — башня Ботта, то из соотношений (4.36) вытекает,
что когомологии H∗(B2n;Z/2) являются КБ-алгеброй с удвоенной
градуировкой, что оправдывает нашу терминологию. Все дальней-
шие рассуждения остаются верными и для более широкого класса
алгебр, у которых свойство (С1) ослаблено следующим образом:

(C1’) x2
k =

∑
i<j6k aijkxixj, где aijk ∈ Z/2 при 1 6 k 6 n.

Используя (С1), мы можем представить каждый элемент из S в
виде линейной комбинации мономов без квадратов. Будем обозна-
чать такие мономы xi1 . . . xis через xω, где ω = {i1, . . . , is}.

Лемма 4.10.24. Набор элементов {xω}, соответствующих
всевозможным подмножествам ω ⊂ {1, . . . , n}, является адди-
тивным базисом в S. В частности, dim Sq = Cq

n, где Sq обознача-
ет градуированную компоненту степени q.

Доказательство. Из (С1) вытекает, что множество {xω} ад-
дитивно порождает S. Мы упорядочим мономы xω, используя об-
ратный лексикографический порядок на подмножествах индек-
сов {1, . . . , n}. А именно, для ω = {i1, . . . , is} с i1 < . . . < is и
τ = {j1, . . . , js} с j1 < . . . < js мы положим xω < xτ , если для
некоторого k имеем iq = jq при k + 1 6 q 6 s и ik < jk.

Предположим, что имеется некоторое нетривиальное линейное
соотношение между мономами xω, и пусть xτ — максимальный мо-
ном, встречающийся в этом соотношении. Тогда, использовав это
соотношение, мы можем заменить сомножитель xτ в произведении∏n

i=1 xi, а затем использовать (C1) каждый раз, когда появляется
x2

k. В результате мы получим нуль, что противоречит (С2). Итак,
нетривиальных линейных соотношений на мономы xω нет. ¤

Лемма 4.10.25. Пусть задан градуированный эпиморфизм f из
S в градуированную алгебру S ′ над Z/2, для которой S ′n−1 6= 0.
Тогда размерность ядра f : S1 → S ′1 не превосходит 1. Более того,
если размерность этого ядра есть в точности 1, то S ′ является
КБ-алгеброй ранга n− 1.
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Доказательство. Обозначим f(xi) через x̄i. Тогда соотноше-
ния (С1) имеют место для x̄1, . . . , x̄n. Предположим, что размер-
ность ядра больше 1. Тогда найдутся такие p > q > 1, что

(4.44) x̄p =
∑
i<p

bix̄i, x̄q =
∑
j<q

cjx̄j,

где bi, cj ∈ Z/2. Из леммы 4.10.24 вытекает, что Sn−1 порождается
элементами xω с |ω| = n − 1. Мы покажем, что x̄ω = 0 для всех
таких ω, что противоречит предположению S ′n−1 6= 0.

Пусть сначала q > 2. Так как |ω| = n−1, множество ω содержит
p или q. Заменим сомножители x̄p и x̄q в x̄ω используя соотноше-
ния (4.44), и затем будем последовательно применять (С1) каждый
раз, когда появляется квадрат x̄2

k. В результате получим нуль.
Пусть теперь q = 1, т.е. x̄1 = 0. Тогда достаточно показать,

что x̄ω = 0 для ω = {2, 3, . . . , n}. Заменим сомножитель x̄p в x̄ω

используя (4.44), и затем будем последовательно применять (C1)
каждый раз, когда появляется x̄2

k с k > 2. Тогда в окончательном
выражении каждое слагаемое будет содержать x̄1, что равно нулю.

Теперь докажем второе утверждение леммы. По предположе-
нию, элементы x̄i удовлетворяют одному нетривиальному линей-
ному соотношению. Пусть x̄j — максимальный элемент, встреча-
ющийся в этом соотношении. Мы можем исключить x̄j из S ′ ис-
пользуя это линейное соотношение и (С1). Тогда (С1) будет иметь
место для элементов x̄i с i 6= j. Следовательно, S ′n−1 порождается
элементом

∏
i6=j x̄i. Этот элемент не равен нулю так как S ′n−1 6= 0.

Это доказывает, что S ′ является КБ-алгеброй ранга n− 1. ¤
Теорема 4.10.26. Пусть M — квазиторическое многообразие

над многогранником P . Тогда H2∗(M ;Z/2) является КБ-алгеброй
ранга n тогда и только тогда, когда P есть n-мерный куб.

Доказательство. Пусть P есть n-куб. Так как каждый глав-
ный минор матрицы Λ? равен единице по модулю два, мы выводим,
что матрица Λ? сопряжена унитреугольной матрице, аналогично
тому, как это делалось при доказательстве леммы 4.10.8. (Матри-
ца (4.39), в которой bi не обращаются в нуль по модулю 2 для всех
1 6 i 6 n, не может получиться, так как её определитель равен
нулю по модулю 2.) Тогда из (4.16) вытекает, что H2∗(M ;Z/2) яв-
ляется КБ-алгеброй ранга n.

Теперь предположим, что H2∗(M ;Z/2) является КБ-алгеброй.
Пусть br(M) обозначает r-е число Бетти многообразия M , и fs(P ) —
число граней коразмерности s + 1 многогранника P . Тогда

b2(M) = f0(P )− n, b4(M) = f1(P )− (n− 1)f0(P ) + Cn−2
n

(см. теорему 4.5.4), и мы получаем из леммы 4.10.24, что

(4.45) f0(P ) = 2n, f1(P ) = 2n(n− 1).
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Для каждого характеристического подмногообразия Mi отобра-
жение ограничения H∗(M ;Z/2) → H∗(Mi;Z/2) сюръективно (это
вытекает из теоремы 4.5.4). Тогда из лемм 4.10.24 и 4.10.25 выте-
кает, что b2(Mi) > b2(M)− 1 = n− 1. Следовательно,

(4.46) f0(Fi) = (n− 1) + b2(Mi) > 2(n− 1),

где Fi обозначает гипергрань, соответствующую Mi, и

f1(P ) =
1

2

2n∑
i=1

f0(Fi) > 2n(n− 1).

Сравнивая это с (4.45), мы получаем, что неравенство (4.46) обра-
щается в равенство для любого i, т.е. b2(Mi) = n− 1. Это означает,
что ядро отображения H2(M ;Z/2) → H2(Mi;Z/2) одномерно, и
H2∗(Mi;Z/2) является КБ-алгеброй ранга n − 1 по лемме 4.10.25.
Поэтому мы можем провести индукцию по размерности n.

При n = 2 из соотношений (4.45) вытекает, что P является ком-
бинаторным квадратом. Пусть теорема верна в размерности n− 1,
где n > 3. Так как H2∗(Mi) является КБ-алгеброй ранга n − 1,
каждая гипергрань в P является (n− 1)-мерным кубом; в частно-
сти, любая 2-мерная грань является квадратом. Тогда P является
n-мерным кубом по лемме 4.10.16. ¤

Лемма 4.10.27. Пусть M — квазиторическое многообразие
над n-кубом. Если имеет место изоморфизм колец H∗(M ;Q) ∼=
H∗((CP 1)n;Q), то M эквивалентно башне Ботта.

Доказательство. По предположению, в H2(M ;Q) найдутся
элементы y1, . . . , yn, порождающие кольцо H∗(M ;Q) и удовлетво-
ряющие соотношениям y2

i = 0 при 1 6 i 6 n. Пусть Mi ⊂ M —
характеристическое подмногообразие; обозначим ограничение эле-
мента yk на H2(Mi;Q) через ȳk. Тогда элементы ȳ1, . . . , ȳn по-
рождают кольцо H∗(Mi;Q), так как отображение H∗(M ;Q) →
H∗(Mi;Q) сюръективно. Так как b2(Mi) = n − 1, между эле-
ментами ȳk имеется нетривиальное линейное соотношение. Ис-
пользуя это соотношение мы можем исключить один из элемен-
тов, скажем ȳn. В результате получим сюръективное отображе-
ние Q[ȳ1, . . . , ȳn−1]/(ȳ

2
1, . . . , ȳ

2
n−1) → H∗(Mi;Q). Так как размерно-

сти градуированных компонент степени 2q в обоих кольцах равны
Cq

n−1, сюръективное отображение является изоморфизмом. Поэто-
му H∗(Mi;Q) ∼= H∗((CP 1)n−1;Q), а значит мы можем предполо-
жить по индукции, что каждое Mi является башней Ботта.

Пусть Λ? — приведённая подматрица, соответствующая M . То-
гда из леммы 4.10.8 вытекает, что матрица −Λ? сопряжена унитре-
угольной матрице или матрице (4.39) с ненулевыми элементами bi,
1 6 i 6 n. Достаточно исключить второй случай. Пусть −Λ? есть
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матрица (4.39). Тогда det(−Λ?) = −1, т.е.

(4.47)
n∏

i=1

bi = (−1)n2.

Используя (4.16), мы получаем

H∗(M) = Z[x1, . . . , xn]
/(

x1(x1+b1x2), x2(x2+b2x3), . . . , xn(xn+bnx1)
)
,

где мы положили xi = vi+n для 1 6 i 6 n. По предположению,
найдётся ненулевой элемент x ∈ H2(M,Q), квадрат которого равен
нулю. Запишем x =

∑n
i=1 aixi для некоторых ai ∈ Q; тогда

0 =
( n∑

i=1

aixi

)2

=
n∑

i=1

a2
i x

2
i + 2

∑
i<j

aiajxixj =

= −a2
1b1x1x2 − a2

2b2x2x3 − . . .− a2
nbnxnx1 + 2

∑
i<j

aiajxixj.

Отсюда вытекает, что
(4.48) a2

1b1 = 2a1a2, a2
2b2 = 2a2a3, . . . , a2

nbn = 2ana1.

Предположим, что ai 6= 0 для всех i. Перемножая все равенства
из предыдущей формулы, мы получим

∏n
i=1 bi = 2n, что проти-

воречит (4.47). Следовательно, ai = 0 для некоторого i, но тогда
из (4.48) вытекает, что ai = 0 для всех i. Это противоречит пред-
положению, что x =

∑n
i=1 aixi 6= 0. Следовательно, матрица (4.39)

не может быть приведённой характеристической матрицей, а M
эквивалентно башне Ботта. ¤

Теперь мы можем доказать наш последний основной результат.

Теорема 4.10.28. Квазиторическое многообразие M гомео-
морфно произведению (CP 1)n тогда и только тогда, когда имеет
место изоморфизм градуированных колец H∗(M) ∼= H∗((CP 1)n).

Доказательство. Так как кольцо H2∗((CP 1)n;Z/2) является
КБ-алгеброй ранга n, многогранник в пространстве орбит много-
образия M является n-мерным кубом по теореме 4.10.26. Тогда M
эквивалентно башне Ботта по лемме 4.10.27. Наконец, M гомео-
морфно (CP 1)n по теореме 4.10.22. ¤

Результаты данного раздела получили дальнейшее развитие в
работе [CMS07]. Там было доказано, что аналог нашей теоре-
мы 4.10.28 имеет место для так называемых обобщённых башен
Ботта: последовательностей многообразий {Bk : 1 6 k 6 n}, в
которых Bk является проективизацией произвольной суммы одно-
мерных комплексных расслоений над Bk−1 (обычная башня Ботта
получается, когда в каждой сумме имеется всего два расслоения).



Глава 5

Локально стандартные T -многообразия

В этой главе мы рассматриваем гладкие компактные 2n-мерные
многообразия M с действием n-мерного тора T , которое является
локально стандартным. Пространство орбит Q := M/T такого мно-
гообразия является многообразием с углами, но, в отличие от ква-
зиторических многообразий, мы не требуем более, чтобы это много-
образие с углами было простым многогранником. В результате по-
лучается намного более широкий класс многообразий с действием
тора, который, однако, по-прежнему характеризуется тесной свя-
зью с комбинаторными конструкциями из предыдущих глав.

С точки зрения общей теории T -многообразий M торические и
квазиторические многообразия представляют примеры действий с
наиболее простой структурой пространства орбит: простой много-
гранник имеет тривиальную топологическую структуру, так что то-
пология самого T -многообразия полностью описывается комбина-
торикой многогранника. В общем случае топология локально стан-
дартного T -многообразия определяется не только комбинаторикой
пространства орбит, но также и его топологией. Однако даже про-
странство орбит с тривиальной топологией может иметь комби-
наторную структуру более сложную, чем простой многогранник.
Такие комбинаторные структуры представляют немалый самосто-
ятельный интерес и изучаются в этой главе. Этот материал тесно
связан с алгебраическими результатами из разделов 2.6 и 2.7.

Уже в торической геометрии при изучении пространств орбит
возникает необходимость рассматривать комбинаторные структу-
ры более общие, чем простые многогранники. Так, пространство
орбит Q = V/T неособого компактного торического многообразия
V является многообразием с углами, в котором все грани, вклю-
чая само Q, ацикличны, и все непустые пересечения граней связ-
ны. (Напомним, что пространство X называется ацикличным, если
H̃ i(X) = 0 для любого i.) Мы называем такое многообразие с уг-
лами гомологическим многогранником. Оно является настоящим
комбинаторным многогранником, если исходное торическое много-
образие проективно, но, вообще говоря, может не быть комбина-
торно эквивалентным никакому многограннику (см. обсуждение в
разделе 4.9). Как мы уже видели, это приводит к тому, что класс

161
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квазиторических многообразий не охватывает всех неособых ком-
пактных торических многообразий, что, конечно, не очень удоб-
но. В то же время можно ожидать, что все топологические свой-
ства, характеризующие квазиторические многообразия, будут так-
же иметь место, если потребовать, чтобы пространство орбит было
лишь гомологическим (а не комбинаторным) многогранником. Это
действительно подтверждается приводимыми ниже результатами.

Кольцо когомологий локально стандартного T -многообразия M
порождается элементами степени два тогда и только тогда, когда
пространство орбит Q является гомологическим многогранником
(теорема 5.6.5). В этом случае кольцо когомологий имеет структу-
ру, знакомую в торической геометрии: оно изоморфно факторколь-
цу Стенли–Риснера пространства орбит Q по идеалу, порождённо-
му некоторыми линейными формами. Тем самым видна аналогия
между когомологическими свойствами квазиторических многооб-
разий и общих локально стандартных T -многообразий.

Большой интерес также представляет класс T -многообразий M ,
у которых когомологии обращаются в нуль в нечётных размерно-
стях. В этом случае эквивариантные когомологии многообразия M
являются свободным конечно порождённым модулем над кольцом
эквивариантных когомологий точки, т.е. над кольцом многочленом
H∗

T (pt) ∼= Z[t1, . . . , tn]. Тем самым H∗
T (M) является кольцом Коэна–

Маколея. Пространство орбит T -многообразия с нулевыми нечёт-
номерными когомологиями не обязательно является гомологиче-
ским многогранником, как показывает простой пример действия
тора на чётномерной сфере (см. пример 5.2.2). Можно ввести более
общее понятие гранеацикличного многообразия с углами Q, в ко-
тором все грани по-прежнему ацикличны, но их пересечения уже
не обязаны быть связными. Оказывается, что нечётномерные кого-
мологии T -многообразия M обращаются в нуль тогда и только то-
гда, когда пространство орбит Q является гранеацикличным (тео-
рема 5.7.5). При этом кольцо эквивариантных когомологий оказы-
вается изоморфным кольцу граней симплициального частично упо-
рядоченного множества граней Q (однако это кольцо граней уже,
вообще говоря, не порождается линейными элементами).

Рассматриваемый нами класс локально стандартных T -много-
образий тесно связан с так называемыми тор-многообразиями,
введёнными как альтернативное далеко идущее обобщение ком-
пактных неособых торических многообразий в работах [Ma99]
и [HM03]. Замечательным свойством тор-многообразий является
то, что они допускают комбинаторное описание по аналогии с то-
рическими многообразиями. Оно основано на понятии мультивее-
ра, введённого в [HM03] как альтернатива вееру, сопоставляемому
торическому многообразию. Мультивеер представляет собой набор
конусов, которые могут накладываться друг на друга.
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В изложении основных понятий и конструкций этой главы мы
следуем работам [HM03], [HM05], [Ma99] и [MP06]. Получен-
ные здесь новые результаты опубликованы в работах [БП04-2],
[MP06], [MMP07].

5.1. Предварительные результаты о когомологиях
T -многообразий

Здесь мы получаем некоторые предварительные результаты о
действиях тора на многообразиях, пока не предполагая локальной
стандартности. В этом разделе M обозначает 2n-мерное замкнутое
связное ориентируемое гладкое многообразие с гладким действием
тора T произвольной размерности.

Лемма 5.1.1. Если Hodd(M) = 0, то M содержит хотя бы
одну T -неподвижную точку.

Доказательство. Для замкнутой 1-мерной подгруппы S ⊂ T
общего положения мы имеем MS = MT (см. лемму 4.6.1). Так как
Hodd(M) = 0, мы имеем χ(MT ) = χ(MS) = χ(M) > 0 (здесь χ(·)
обозначает эйлерову характеристику), откуда вытекает, что мно-
жество MT непусто. ¤

Классифицирующее пространство BT для n-мерного тора T
есть, с точностью до гомотопии, произведение (CP∞)n бесконеч-
номерных комплексных проективных пространств. В частности,

H∗
T (pt) = H∗(BT ) ∼= Z[t1, . . . , tn], deg ti = 2.

Отображение ρ, стягивающее M в точку, индуцирует гомомор-
физм ρ∗ : H∗

T (pt) → H∗
T (M) и тем самым определяет в эквивари-

антных когомологиях H∗
T (M) каноническую структуру H∗(BT )-

модуля. Если множество MT непусто, отображение ρ∗ является
мономорфизмом. При этом H∗(BT )-модуль H∗

T (M) не обязатель-
но является свободным, т.е. может содержать H∗(BT )-кручения.

Так как H∗(BT ) ∼= Z[t1, . . . , tn], мы получаем, что H∗
T (M) яв-

ляется свободным H∗(BT )-модулем тогда и только тогда, когда
H∗

T (M) является кольцом Коэна–Маколея (заметим, что H∗(BT )-
модуль H∗

T (M) автоматически конечно порождён, так как M ком-
пактно). Следующее утверждение даёт топологическую характери-
зацию T -многообразий, обладающих этим свойством.

Лемма 5.1.2. Пусть множество неподвижных точек MT

конечно и непусто. Тогда H∗
T (M) является свободным H∗(BT )-

модулем если и только если Hodd(M) = 0. В этом случае H∗
T (M) ∼=

H∗(BT )⊗H∗(M) как H∗(BT )-модули.

Доказательство. Предположим, что Hodd(M) = 0. Тогда
спектральная последовательность Серра расслоения ρ : ET×T M →
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BT вырождается в члене E2, и когомологии H∗(M) не имеют кру-
чений. Следовательно, эквивариантные когомологии H∗

T (M) изо-
морфны (как H∗(BT )-модуль) тензорному произведению H∗(BT )⊗
H∗(M) и значит являются свободным H∗(BT )-модулем.

Пусть теперь H∗
T (M) является свободным H∗(BT )-модулем.

Рассмотрим спектральную последовательность Эйленберга–Мура
расслоения ET ×T M → BT . Она сходится к H∗(M) и имеет

E∗,∗
2 = Tor∗,∗H∗(BT )

(
H∗

T (M),Z
)
.

Так как H∗
T (M) является свободным H∗(BT )-модулем, имеем

Tor∗,∗H∗(BT )

(
H∗

T (M),Z
)

= Tor0,∗
H∗(BT )

(
H∗

T (M),Z
)

= H∗
T (M)⊗H∗(BT ) Z

= H∗
T (M)

/
(ρ∗(H>0(BT ))).

Следовательно, E0,∗
2 = H∗

T (M)
/
(ρ∗(H>0(BT ))) и E−p,∗

2 = 0 при
p > 0. Отсюда вытекает, что спектральная последовательность вы-
рождается в члене E2 и
(5.1) H∗(M) = H∗

T (M)/(ρ∗(H>0(BT ))).

С другой стороны, теорема локализации (см., например, [GS99,
Th. 11.44]) утверждает, что ядро отображения ограничения

H∗
T (M) → H∗

T (MT ) = H∗(BT )⊗H∗(MT )

является H∗(BT )-кручением. Следовательно, в нашем случае это
отображение является мономорфизмом. Так как MT есть конеч-
ное множество точек, мы имеем Hodd

T (M) = 0. Наконец, отсюда и
из (5.1) вытекает, что Hodd(M) = 0. ¤

В дальнейшем для нас будут представлять особый интерес два
выделенных класса T -многообразий M : те, у которых обращают-
ся в нуль нечётномерные когомологии, и те, кольцо когомологий
которых порождается двумерными классами. Оба этих когомоло-
гических свойства наследуются подмногообразиями неподвижных
точек MH относительно действия некоторого подтора H ⊂ T , как
показано в приводимых ниже леммах. Это позволит нам применять
индукцию при доказательстве основных утверждений этой главы.

Лемма 5.1.3. Пусть H — торическая подгруппа в T и N —
связная компонента множества MH . Если Hodd(M) = 0, то
Hodd(N) = 0.

Доказательство. Заметим, что для одномерной замкнутой
подгруппы S ⊂ H общего положения мы имеем MS = MH . Пусть
p — простое число и G — подгруппа порядка p в S. Тогда действие
G на H∗(M) тривиально, так как G содержится в связной груп-
пе S. В силу [Br72, Теорема VII.2.2] мы имеем dim Hodd(MG;Z/p) 6
dim Hodd(M ;Z/p). Следовательно, Hodd(MG;Z/p) = 0. Повторяя то
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же рассуждение для множества MG с индуцированным действием
группы S/G, которая снова является окружностью, мы в итоге за-
ключаем, что Hodd(MK ;Z/p) = 0 для любой p-подгруппы K в S.
Но так как для достаточно большого порядка группы K мы име-
ем MK = MS = MH , мы получаем Hodd(MH ;Z/p) = 0. Так как
это верно для любого простого p, мы окончательно заключаем, что
Hodd(MH) = 0. ¤

Лемма 5.1.4. Пусть M,H, N — те же, что и в лемме 5.1.3.
Если кольцо H∗(M) порождается двумерными классами, то отоб-
ражение ограничения H∗(M) → H∗(N) сюръективно; в частно-
сти, кольцо H∗(N) также порождается двумерными классами.

Доказательство. Так как Hodd(M) = 0, мы имеем Hodd(N) =
0 в силу леммы 5.1.3; поэтому достаточно доказать, что отображе-
ние ограничения H∗(M ;Z/p) → H∗(N ;Z/p) сюръективно для каж-
дого простого p.

Наше рассуждение аналогично использованному при доказа-
тельстве теоремы VII.3.1 из [Br72]. Рассмотрим снова одномер-
ную замкнутую подгруппу S общего положения в H (такую, что
MS = MH), и пусть G — подгруппа в S простого порядка p. То-
гда отображение ограничения Hk

G(M ;Z/p) → Hk
G(MG;Z/p) явля-

ется изоморфизмом для достаточно большого k, см. [Br72, Тео-
рема VII.1.5]. Следовательно, для любой связной компоненты N ′ в
MG отображение ограничения r : Hk

G(M ;Z/p) → Hk
G(N ′;Z/p) сюръ-

ективно при достаточно большом k. Теперь рассмотрим коммута-
тивную диаграмму

H∗
G(M ;Z/p)

r−−−→ H∗
G(N ′;Z/p) ∼= H∗(BG;Z/p)⊗H∗(N ′;Z/p)y

y
H∗(M ;Z/p)

s−−−→ H∗(N ′;Z/p)

.

Выберем базис v1, . . . , vd ∈ H2(M ;Z/p); эти элементы мультипли-
кативно порождают кольцо H∗(M ;Z/p). Так как Hodd(M ;Z/p) =
Hodd(MG;Z/p) = 0 и χ(M) = χ(MT ) = χ(MG), мы имеем

∑
i

dim H i(M ;Z/p) =
∑

i

dim H i(MG;Z/p).

Согласно [Br72, Теорема VII.1.6], спектральная последователь-
ность Серра расслоения EG×G M → BG вырождается в члене E2.
Следовательно, вертикальная стрелка H∗

G(M ;Z/p) → H∗(M ;Z/p)
в предыдущей диаграмме является эпиморфизмом. Пусть ξj ∈
H∗

G(M ;Z/p) — произвольное поднятие элемента vj, и wj := s(vj),
1 6 i 6 d. Пусть t — образующая группы H2(BG;Z/p) ∼= Z/p. Так
как предыдущая диаграмма коммутативна и H1(N ′;Z/p) = 0 по
лемме 5.1.3, мы имеем r(ξj) = αjt + wj для некоторых αj ∈ Z/p,
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1 6 j 6 d. Выберем теперь произвольный элемент a ∈ H∗(N ′;Z/p).
Тогда найдутся ` и многочлен P (ξ1, . . . , ξd), такие, что

r
(
P (ξ1, . . . , ξd)

)
= t`a.

С другой стороны,

r
(
P (ξ1, . . . , ξd)

)
= P (α1t + w1, . . . , αdt + wd) =

∑

k>0

tkQk(w1, . . . , wd)

для некоторых многочленов Qk. Следовательно, a = Q`(w1, . . . , wd),
отображение ограничения H∗(M ;Z/p) → H∗(N ′;Z/p) сюръек-
тивно, и кольцо H∗(N ′;Z/p) порождается двумерными классами
w1, . . . , wd.

Теперь мы можем повторить то же рассуждения для N ′ с ин-
дуцированным действием группы S/G, которая снова является
окружностью. В результате получим, что отображение ограниче-
ния H∗(M ;Z/p) → H∗(N ′;Z/p) сюръективно для любой связной
компоненты N ′ множества MK , где K — произвольная p-подгруппа
в S. При этом, если порядок группы K достаточно велик, то
MK = MS = MH , а значит N ′ = N . Отсюда вытекает, что отоб-
ражения ограничения H∗(M ;Z/p) → H∗(N ;Z/p) сюръективно для
любой связной компоненты N множества MH . Так как это верно
для любого простого p, доказательство завершено. ¤

5.2. Характеристические подмногообразия

Здесь мы по-прежнему рассматриваем 2n-мерные замкнутые
связные ориентируемые гладкие T -многообразия, но на действие
тора мы наложим некоторые дополнительные ограничения по срав-
нению с предыдущим разделом. А именно, мы будем предпола-
гать, что dim T = n, действие тора эффективно, а множество MT

неподвижных точек непусто (так как dim M = 2 dim T и M ком-
пактно, множество MT всегда конечно). Важность последнего усло-
вия будет прояснена в дальнейших конструкциях этого и следую-
щих разделов. T -многообразия, обладающие вышеперечисленными
свойствами, изучались в работах [Ma99], [HM03], [HM05] под на-
званием тор-многообразий.

Подмногообразие коразмерности два в M называется характе-
ристическим, если оно является связной компонентой множества
неподвижных точек для некоторой замкнутой 1-мерной подгруп-
пы в T . В работах [HM03] и [Ma99] в определении характери-
стического подмногообразия требовалось, чтобы оно содержало хо-
тя бы одну T -неподвижную точку, но здесь мы этого требовать
не будем. Однако это требование автоматически выполнено, если
Hodd(M) = 0, в силу леммы 5.1.3.
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Мы будем обозначать характеристические подмногообразия че-
рез Mi, 1 6 i 6 m. Пересечение любого набора из k 6 n ха-
рактеристических подмногообразий либо пусто, либо представляет
собой несвязное объединение некоторого количества подмногооб-
разий коразмерности 2k, неподвижных под действием некоторой
торической подгруппы коразмерности k. В частности, пересечение
любого набора из n характеристических подмногообразий состоит
из конечного числа T -неподвижных точек.

Каждое подмногообразие Mi ориентируемо. Как и в случае ква-
зиторических многообразий, мы скажем, что T -многообразие M
полиориентировано, если выбраны ориентации самого M и всех
характеристических подмногообразий Mi. Таким образом, всего на
M имеется 2m+1 полиориентаций. Далее мы всегда будем предпо-
лагать фиксированной некоторую полиориентацию на M .

Так как оба многообразия M и Mi ориентированы, определён
гомоморфизм Гизина H∗

T (Mi) → H∗+2
T (M) в эквивариантных кого-

мологиях (см. приложение III). Обозначим через τi ∈ H2
T (M) об-

раз единицы из H0
T (Mi) под действием этого гомоморфизма. Та-

ким образом, ограничение элемента τi на H2
T (Mi) есть эквивари-

антный класс Эйлера нормального расслоения νi = ν(Mi ⊂ M).
Следующее несложно доказываемое утверждение (см. [Ma99, §1])
описывает элементарные свойства эквивариантных когомологий T -
многообразий с указанными выше свойствами.

Предложение 5.2.1. 1. Существуют единственные элемен-
ты ai ∈ H2(BT ), 1 6 i 6 m, такие, что

ρ∗(t) =
m∑

i=1

〈t, ai〉τi по модулю H∗(BT )-кручений

для любого t ∈ H2(BT ), где ρ : H∗(BT ) → H∗
T (M).

2. Подгруппа-окружность, оставляющая неподвижным под-
многообразие Mi, совпадает с подгруппой, задаваемой элементом
ai ∈ H2(BT ) при помощи отождествления H2(BT ) = Hom(S1, T ).

3. Если k различных характеристических подмногообразий
Mi1 , . . . , Mik имеют непустое пересечение, то ai1 , . . . , aik образуют
часть базиса целочисленной решётки H2(BT ) ∼= Zn.

Как неоднократно отмечалось выше, квазиторические много-
образие, а также неособые компактные торические многообра-
зия, предоставляют серии примеров многообразий M , изучаемых
в этом разделе. В следующем примере описывается простейшее T -
многообразие обладающее всеми свойствами многообразий из этого
раздела, но не являющееся (квази)торическим.
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Пример 5.2.2. Рассмотрим 2n-сферу S2n, задаваемую как сле-
дующее подмножество в Cn × R:

{
(z1, . . . , zn, y) ∈ Cn × R : |z1|2 + . . . + |zn|2 + y2 = 1

}
.

Определим действие тора Tn по формуле

(t1, . . . , tn) · (z1, . . . , zn, y) = (t1z1, . . . , tnzn, y).

Имеется две неподвижные точки (0, . . . , 0,±1) и n характеристиче-
ских подмногообразий {z1 = 0}, . . . , {zn = 0}. Пересечение k харак-
теристических подмногообразий связно при k 6 n− 1, но несвязно
(состоит из двух неподвижных точек) при k = n.

Отличие этого примера от (квази)торических многообразий за-
ключается именно в том, что пересечение некоторого набора ха-
рактеристических подмногообразий не является связным. Кольцо
когомологий квазиторического многообразия порождается двумер-
ными классами (теорема 4.5.4). Как показывает следующая лемма,
именно это когомологическое условие обеспечивает связность пере-
сечений характеристических подмногообразий.

Лемма 5.2.3. Предположим, что кольцо H∗(M) мультипли-
кативно порождается двумерными классами. Тогда всевозмож-
ные непустые кратные пересечения характеристических много-
образий связны, а их кольца когомологий также порождаются
двумерными классами.

Доказательство. Так как каждое характеристическое под-
многообразие Mi является связной компонентой множества непо-
движных точек относительно действия подгруппы-окружности в
T , кольцо когомологий H∗(Mi) порождается двумерными класса-
ми, и отображение ограничения H∗(M) → H∗(Mi) сюръективно,
в силу леммы 5.1.4. Отсюда вытекает, что отображение H∗

T (M) →
H∗

T (Mi) в эквивариантных когомологиях также сюръективно.
Теперь докажем связность кратных пересечений. Пусть Mi1 ∩

· · · ∩ Mik 6= ∅ (1 < k 6 n), и выберем в этом пересечении связ-
ную компоненту N . Так как многообразие N неподвижно относи-
тельно действия подтора, оно содержит неподвижную точку в си-
лу леммы 5.1.3. Для каждого i ∈ {i1, . . . , ik} рассмотрим вложения
ϕi : N → Mi, ψi : Mi → M и соответствующие гомоморфизмы Ги-
зина в эквивариантных когомологиях:

H0
T (N)

ϕi!−−−→ H2k−2
T (Mi)

ψi!−−−→ H2k
T (M).

Так как ограничение ψ∗i : H∗
T (M) → H∗

T (Mi) сюръективно, мы име-
ем ϕi!(1) = ψ∗i (u) для некоторого u ∈ H2k−2

T (M). Тогда

(ψi ◦ ϕi)!(1) = ψi!(ϕi!(1)) = ψi!

(
ψ∗i (u)

)
= ψi!(1)u = τiu.
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Следовательно, (ψi◦ϕi)!(1) делится на τi для любого i ∈ {i1, . . . , ik}.
Согласно [Ma99, Prop. 3.4], однородная части степени 2k коль-
ца H∗

T (M) аддитивно порождается мономами τ k1
j1

. . . τ
kp

jp
, такими,

что Mj1 ∩ · · · ∩ Mjp 6= ∅ и k1 + · · · + kp = k. Отсюда вытека-
ет, что (ψi ◦ ϕi)!(1) получается из τi1 . . . τik ∈ H2k

T (M) умножением
на ненулевое целое число. По определению гомоморфизма Гизина,
(ψi ◦ ϕi)!(1) переходит в нуль под действием отображения ограни-
чения H∗

T (M) → H∗
T (x) для любой точки x ∈ (M\N)T . С другой

стороны, образ элемента τi1 . . . τik при отображении ограничения
H∗

T (M) → H∗
T (x) является ненулевым для любой T -неподвижной

точки x ∈ Mi1∩· · ·∩Mik . Следовательно, N является единственной
связной компонентой этого пересечения. Наконец, из леммы 5.1.4
следует, что кольцо H∗(N) порождается двумерными классами. ¤

5.3. Пространства орбит и многообразия с углами

Начиная с этого раздела мы рассматривать локально стандарт-
ные действия тора T на многообразиях M (см. определение 3.4.2).

Теорема 5.3.1. Пусть dim M = 2 dim T , действие тора эффек-
тивно и Hodd(M) = 0. Тогда действие является локально стан-
дартным.

Доказательство. Вначале покажем, что нетривиальные ста-
ционарные подгруппы действия тора не могут быть конечными.
Предположим противное, т.е. стационарная подгруппа Tx конечна
и нетривиальна для некоторой точки x ∈ M . Тогда Tx содержит
циклическую подгруппу G простого порядка p. Пусть N — связная
компонента множества MG, содержащая x. Так как x ∈ N и груп-
па Tx конечна, главная стационарная подгруппа T -инвариантного
подмногообразия N также конечна. Как и в доказательстве лем-
мы 5.1.3, из [Br72, Теорема VII.2.2] вытекает, что Hodd(N ;Z/p) = 0.
В частности, эйлерова характеристика многообразия N не равна
нулю, а значит N содержит некоторую T -неподвижную точку y.
Так как действие эффективно и dim M = 2 dim T , представление
тора T в пространстве TyM является точным, а TyN является соб-
ственным T -инвариантным подпространством в TyM . Отсюда вы-
текает, что имеется нетривиальный подтор T ′ ⊂ T , который остав-
ляет неподвижным подпространство TyN и нетривиально действу-
ет в дополнении к TyN в TyM . Тогда T ′ является главной стаци-
онарной подгруппой многообразия N , что противоречит предыду-
щему выводу о конечности этой подгруппы.

Если стационарная подгруппа Tx тривиальна, то T -действие
очевидно является локально стандартным вблизи x. Предположим,
что подгруппа Tx нетривиальна. Так как она не может быть ко-
нечной, dim Tx > 0. Пусть H — компонента единицы в группе Tx,
а N — связная компонента множества MH , содержащая x. В силу
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леммы 5.1.3, многообразие N содержит некоторую T -неподвижную
точку y. Рассмотрев представление тора в касательном простран-
стве к y, мы находим, что индуцированное действие факторгруп-
пы T/H на N является эффективным. Согласно рассуждению из
предыдущего абзаца, никакая точка в N не может иметь нетриви-
альную конечную стационарную подгруппу для действия T/H, от-
куда вытекает, что Tx = H. Так как x и y находятся в одной связной
компоненте множества Tx-неподвижных точек, Tx-представление
в пространстве TxM изоморфно ограничению T -представления в
TyM на подгруппу Tx ⊂ T . Отсюда вытекает, что T -действие ло-
кально стандартно вблизи x. ¤

Далее мы будем предполагать, что действие тора локально стан-
дартно (заметим, что это автоматически влечёт, что действие эф-
фективно и dim M = 2 dim T ). Кроме того, будем предполагаем,
что множество неподвижных точек MT непусто. Оба этих условия
автоматически выполнены для многообразий с Hodd(M) = 0, в силу
предыдущей теоремы и леммы 5.1.1.

Пусть Q := M/T обозначает пространство орбит и π : M → Q —
соответствующая проекция. Так как действие тора локально стан-
дартно, Q представляет собой многообразие с углами (см. опре-
деление 3.4.3). Гиперграни пространства Q являются проекциями
характеристических подмногообразий: Qi := π(Mi), 1 6 i 6 m.
Каждая гипергрань является замкнутым связным подмножеством
в Q. Непустое пересечение k гиперграней мы будем называть пред-
гранью коразмерности k, 1 6 k 6 n. Таким образом, любая пред-
грань есть пространство орбит для некоторого непустого пересече-
ния Mi1 ∩ . . . ∩Mik характеристических подмногообразий. Вообще
говоря, предграни коразмерности > 1 могут быть несвязными (см.
пример 5.2.2). Связные компоненты предграней суть в точности
грани многообразия с углами Q. Мы также считаем само Q гранью
коразмерности нуль; другие грани называются собственными.

В частности, Q является многообразием с границей ∂Q = ∪iQi.
Пусть K обозначает нерв покрытия границы ∂Q гипергранями. Та-
ким образом,K является (n−1)-мерным симплициальным комплек-
сом на m вершинах. Симплексы размерности k− 1 из K находятся
во взаимно однозначном соответствии с предгранями коразмерно-
сти k пространства Q.

Напомним, что пространство X называется ацикличным если
H̃i(X) = 0 для всех i. Мы скажем, что пространство орбит Q яв-
ляется гранеацикличным если все его грани (включая само Q) яв-
ляются ацикличными. Мы назовём Q гомологическим многогран-
ником если все его предграни ацикличны (в частности, связны).
Заметим, что пространство Q = M/T является гомологическим
многогранником тогда и только тогда, когда оно гранеациклично и
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всевозможные пересечения характеристических многообразий Mi

являются связными.

Замечание. Простой многогранник является многообразием с
углами и также является гомологическим многогранником. Соот-
ветствующий нерв K есть граничный комплекс двойственного сим-
плициального многогранника.

Пример 5.3.2. T -многообразие S2n из примера 5.2.2 является
локально стандартным и отображение

(z1, . . . , zn, y) → (|z1|, . . . , |zn|, y)

отождествляет пространство орбит S2n/T с пространством

{(x1, . . . , xn, y) ∈ Rn+1 : x2
1 + . . . + x2

n + y2 = 1, x1 > 0, . . . , xn > 0}.
Это пространство не является простым многогранником (и даже
гомологическим многогранником), но является гранеацикличным
многообразием с углами.

Предложение 5.2.1 позволяет построить аналог характеристи-
ческого отображения для локально стандартных T -многообразий.
Рассмотрим отображение

(5.2)
λ : {Q1, . . . , Qm} → H2(BT ) = Hom(S1, T ) ∼= Zn,

Qi 7→ ai

(мы используем обозначения из предложения 5.2.1). Отображение
λ удовлетворяет условию неособости, аналогичному соответствую-
щему условию для квазиторических многообразий:

если Qi1∩. . .∩Qik 6= ∅, то λ(Qi1), . . . , λ(Qik) задают
часть базиса решётки Hom(S1, T ) ∼= Zn.

Для каждой точки q ∈ Q рассмотрим наименьшую грань G(q),
содержащую q. Эта грань является связной компонентой пересе-
чения некоторых гиперграней: G(q) ∈ Qi1 ∩ . . . ∩ Qik . Рассмотрим
торическую подгруппу T (q) ⊂ T , порождённую одномерными под-
группами, соответствующими элементам λ(Qi1), . . . , λ(Qik). Введём
факторпространство

(5.3) M(Q, λ) := T ×Q/∼,

где (t1, p) ∼ (t2, q) тогда и только тогда, когда p = q и t1t
−1
2 ∈ T (q).

Пространство M(Q, λ) является замкнутым многообразием с дей-
ствием тора T (это вытекает из того, что отображение λ удовлетво-
ряет приведённому выше условию, а Q является многообразием с
углами). Следующий результат доказывается так же, как и пред-
ложение 4.1.7 (см. замечание там же).

Лемма 5.3.3. Пусть M — локально стандартное T -многооб-
разие с пространством орбит Q, а λ — отображение (5.2). Если
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H2(Q) = 0, то существует слабо T -эквивариантный гомеомор-
физм

M(Q, λ) → M,

накрывающий тождественное отображение Q в себя.

Таким образом, как и в случае квазиторических многообра-
зий Дэвиса–Янушкевича, T -многообразие с пространством орбит
Q, удовлетворяющим соотношению H2(Q) = 0, однозначно опреде-
ляется парой (Q, λ).

5.4. Кольца граней многообразий с углами

Теперь мы перейдём к более подробному изучению комбинатор-
ной структуры многообразий с углами, получаемых как простран-
ства орбит локально стандартных T -многообразий.

Многообразие с углами называется регулярными, если каждая
грань коразмерности k содержится в точности в k гипергранях.

Предложение 5.4.1. Многообразие с углами Q, получаемое
как пространство орбит локально стандартного T -многообразия
M , является регулярным.

Доказательство. Пусть точка q ∈ Q лежит во внутренности
грани G коразмерности k, и пусть x ∈ M — произвольная точка,
переходящая в q при проекции на пространство орбит. Тогда в про-
извольной локально стандартной карте точка x имеет координаты
z1, . . . , zn, из которых в точности k обращается в нуль; без ограниче-
ния общности можно считать, что это — z1, . . . , zk. Тогда уравнение
zi = 0 при 1 6 i 6 k выделяют касательное пространство в точ-
ке x к некоторому характеристическому подмногообразию. Таким
образом, x содержится в точности в k характеристических подмно-
гообразиях. По определению, каждое характеристическое подмно-
гообразие проектируется на гипергрань, так что G содержится в
точности в k гипергранях. ¤

В регулярном многообразии с углами множество всех граней,
содержащих данную грань, является частично упорядоченным
множеством, изоморфным множеству граней симплекса (т.е. буле-
вой алгеброй). Таким образом, все грани регулярного многообра-
зия с углами Q образуют симплициальное частично упорядоченное
множество по отношению к обратному включению (так что само
Q является наименьшим элементом), называемое двойственным к
Q (по аналогии с двойственностью между простыми многогранни-
ками и симплициальными разбиениями сфер). Двойственное сим-
плициальное частично упорядоченное множество является множе-
ством граней некоторого симплициального комплекса K тогда и
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только тогда, когда все непустые пересечения наборов гипергра-
ней из Q являются связными. В этом случае K совпадает с нервом
покрытия Q гипергранями.

Пример 5.4.2. Рассмотрим три структуры многообразия с уг-
лами на двумерном диске D2, изображённые на рис. 5.1. Первое
из этих многообразий с углами не является регулярным. Второе
является регулярным и гранеацикличным многообразием с угла-
ми, но не гомеоморфно никакому простому многограннику (и да-
же не является гомологическим многогранником). В частности,
соответствующее симплициальное частично упорядоченное множе-
ство не происходит из симплициального комплекса. Наконец тре-
тье многообразие с углами гомеоморфно простому многограннику
(2-симплексу) и в частности является гомологическим многогран-
ником. Сравните с симплициальными частично упорядоченными
множествам из примера 1.7.2.
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Рис. 5.1. 2-диск как многообразие с углами.

Пример 5.4.3. Пусть Q = S2n/T — пространство орбит тор-
многообразия S2n, см. примеры 5.2.2 и 5.3.2 (случай n = 2 изобра-
жён на рис. 5.1 б)). Здесь имеется всего n гиперграней, пересече-
ние любых k гиперграней связно при k 6 n − 1, но пересечение n
гиперграней состоит из двух точек. Следовательно, двойственный
симплициальный клеточный комплекс получается склейкой двух
(n− 1)-симплексов по их границам (он описан в примере 1.7.2).

Далее мы могли бы определить кольцо граней пространства
Q как кольцо граней двойственного симплициального клеточного
комплекса (см. определение 1.7.1). Однако ввиду особой важности
этого случая для приложений мы сформулируем основные понятия
и утверждения в терминах комбинаторики граней пространства Q.
Доказательства утверждений в этом разделе получаются очевид-
ной дуализацией соответствующих утверждений из раздела 2.5.

Пересечение двух граней G и H в многообразии с углами может
быть несвязным. Мы будем рассматривать пересечение G ∩H как
множество его связных компонент и использовать обозначение E ∈
G ∩H для связных компонент E пересечения.
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Предложение 5.4.4. Пусть пересечение G∩H непусто. Тогда
существует единственная минимальная грань (обозначаемая G∨
H), содержащая G и H.

Доказательство. Пусть E ∈ G ∩ H. Тогда множество гра-
ней, содержащих E, есть множество граней некоторого симплекса,
откуда и вытекает утверждение. ¤

Определение 5.4.5. Кольцом граней регулярного многообра-
зия с углами Q называется факторкольцо

k[Q] := k[v
G

: G — некоторая грань]/IQ,

где IQ — идеал, порождённый всеми элементами вида

v
G
v

H
− v

G∨H
·
∑

E∈G∩H

v
E
.

(Здесь мы формально полагаем v
Q

= 1 и v∅ = 0.)

В частности, если грани G и H трансверсальны, т.е. codim G ∩
H = codim G + codim H, то G ∨H = Q, и мы получаем тождество

v
G
v

H
=

∑
E∈G∩H

v
E

в k[Q].

Замечание. Нерв K покрытия пространства гипергранями Q
является симплициальным комплексом. Если все непустые пересе-
чения наборов граней из Q являются связными, то кольцо граней
k[Q] совпадает с классическим кольцом граней k[K] нерва K. Од-
нако в общем случае кольца k[Q] и k[K] могут отличаться, как
показывает следующий пример.

Пример 5.4.6. Рассмотрим снова действие тора на S2n из при-
меров 5.2.2 и 5.3.2 и положим n = 2. Тогда Q представляет собой
2-мерный диск с двумя 0-гранями (которые мы обозначим p и q) и
двумя 1-гранями (обозначим их G и H). Тогда

k[Q] = k[v
G
, v

H
, vp, vq]/(vG

v
H

= vp + vq, vpvq = 0),

где deg v
G

= deg v
H

= 2, deg vp = deg vq = 4.

Лемма 5.4.7. Любой элемент a ∈ k[Q] можно записать в виде

a =
∑

G1⊃...⊃Gn

α1,...,αn

A(G1 ⊃ . . . ⊃ Gn; α1, . . . , αn) vα1

G1
. . . vαn

Gn

где A(G1 ⊃ . . . ⊃ Gn; α1, . . . , αn) ∈ k. Сумма берётся по всем цепям
граней G1 ⊃ . . . ⊃ Gn с codim Gi = i и всем неотрицательным
целыми числам αi.

Как и в случае симплициальных частично упорядоченных мно-
жеств, мы называем представление из леммы 5.4.7 цепным разло-
жением элемента a ∈ k[Q].
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Для любой вершины (0-грани) v ∈ Q определим отображение
ограничения sv по формуле

sv : k[Q] → k[Q]/(v
G

: G 63 v).

Предложение 5.4.8. Образ sv(k[Q]) отображения ограниче-
ния отождествляется с кольцом многочленов k[v

Qi1
, . . . , v

Qin
] от

n образующих степени два, соответствующих n гиперграням
Qi1 , . . . , Qin, содержащим v.

Лемма 5.4.9. Предположим, что каждая грань в Q содержит
некоторую вершину. Тогда сумма s = ⊕vsv отображений ограни-
чения по всем вершинам v ∈ Q задаёт мономорфизм из кольца
граней k[Q] в прямую сумму колец многочленов.

Определим f -вектор многообразия с углами Q как f (Q) =
(f0, . . . , fn−1), где fi — число граней коразмерности i + 1 (так что
f0 = m есть число гиперграней, по аналогии с простыми многогран-
никами). Как обычно, h-вектор h(Q) = (h0, . . . , hn) определяется
из соотношения (1.8).

Теорема 5.4.10. Мы имеем

F
(
k[Q]; t

)
=

n∑

k=0

fk−1t
2k

(1− t2)k
=

h0 + h1t
2 + . . . + hnt

2n

(1− t2)n
.

5.5. Когомологии локально стандартных T -многообразий

В этом разделе мы вначале построим естественный кольцевой
гомоморфизм из кольца граней Z[Q] в кольцо эквивариантных ко-
гомологий H∗

T (M) локально стандартного T -многообразия по мо-
дулю H∗(BT )-кручений. Затем мы получим условия, при которых
этот гомоморфизм является мономорфизмом или эпиморфизмом;
в частности он является изоморфизмом при условии Hodd(M) = 0.

5.5.1. Аксиальные функции и классы Тома. Рассмотрим
«топологическое» отображение отображение ограничения из экви-
вариантных когомологий в сумму колец многочленов:

(5.4) r =
⊕

v∈MT

rv : H∗
T (M) → H∗

T (MT ) =
⊕

v∈MT

H∗(BT ).

Ядро этого отображения является H∗(BT )-кручением (см. [GS99,
Th. 11.44]). Из леммы 5.1.2 вытекает, что r является мономорфизм
при условии Hodd(M) = 0.

Мы будем отождествлять множество неподвижных точек MT

с вершинами пространства Q. Одномерный остов Q, состоящий
из вершин (0-граней) и рёбер (1-граней), представляет собой n-
валентный граф. Обозначим через E(Q) набор рёбер со всевозмож-
ными ориентациями. Для каждого элемента e ∈ E(Q) обозначим
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через i(e) и t(e) начальную и конечную вершину ребра e соответ-
ственно. Тогда Me := π−1(e) представляет собой двумерную сферу,
которая остаётся неподвижной под действием некоторого подто-
ра коразмерности один в T (здесь π : M → Q обозначает проек-
цию на пространство орбит). В этой сфере содержатся в точности
две T -неподвижные точки i(e) и t(e). Двумерное подпространство
Ti(e)Me ⊂ Ti(e)M является неприводимой компонентой касательно-
го представления тора T в пространстве Ti(e)M . То же верно и для
другой T -неподвижной точки t(e), причём T -представления Ti(e)Me

и Tt(e)Me изоморфны. Рассмотрим единственное характеристиче-
ское подмногообразие Mi, трансверсально пересекающее Me в точ-
ке i(e). Полиориентация задаёт ориентацию нормального расслое-
ния νi подмногообразия Mi, а значит и ориентацию пространства
Ti(e)Me. В результате мы можем рассматривать Ti(e)Me как про-
странство одномерного комплексного T -представления. Тем самым
определён элемент группы Hom(T, S1) = H2(BT ), который мы обо-
значим через α(e).

Пусть eT (νi) ∈ H2
T (Mi) — эквивариантный класс Эйлера нор-

мального расслоения, и обозначим его ограничения на неподвиж-
ную точку v ∈ MT

i через eT (νi)|v ∈ H2
T (v) = H2(BT ). Тогда

(5.5) eT (νi)|v = α(e),

где e — единственное ребро, для которого i(e) = v и e /∈ Qi = π(Mi).
Следуя [GZ01], мы будем называть построенное отображение

α : E(Q) → H2(BT )

аксиальной функцией.

Лемма 5.5.1. Аксиальная функция α обладает следующими
свойствами:

а) α(ē) = ±α(e) для любого e ∈ E(Q), где ē обозначает ребро
e с противоположной ориентацией;

б) для каждой вершины v множество αv := {α(e) : i(e) = v}
является Z-базисом группы H2(BT );

в) для любого e ∈ E(Q) мы имеем αi(e) ≡ αt(e) mod α(e).

Доказательство. Свойство а) вытекает из того, что Ti(e)Me

и Tt(e)Me изоморфны как вещественные T -представления, а б) — из
того, что T -представление Ti(e)M является точным. Пусть Te — под-
тор коразмерности один, оставляющий подмногообразие Me непо-
движным. Тогда Te-представления Ti(e)M и Tt(e)M изоморфны, так
как точки i(e) и t(e) содержатся в одной связной компоненте Me

множества Te-неподвижных точек. Отсюда вытекает в). ¤

Замечание. В исходном определении аксиальной функции
из [GZ01] требовалось выполнение условия α(ē) = −α(e). Однако
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мы допускаем и α(ē) = α(e). Например, α(ē) = α(e) для действия
T 2 на S4 из примера 5.2.2.

Лемма 5.5.2. Для любых η ∈ H∗
T (M) и e ∈ E(Q) разность

ri(e)(η)− rt(e)(η) делится на α(e).

Доказательство. Рассмотрим коммутативную диаграмму
H∗

T (M) −−−→ H∗
T (i(e))⊕H∗

T (t(e)) = H∗(BT )⊕H∗(BT )y
y

H∗
Te

(Me) −−−→ H∗
Te

(i(e))⊕H∗
Te

(t(e)) = H∗(BTe)⊕H∗(BTe)

.

Так как H∗
Te

(Me) = H∗(BTe) ⊗ H∗(Me), две компоненты образа η
в H∗(BTe) ⊕H∗(BTe) совпадают. Из коммутативности диаграммы
вытекает, что ограничения элементов ri(e)(η) и rt(e)(η) на H∗(BTe)
совпадают. Но ядро отображения H∗(BT ) → H∗(BTe) есть в точ-
ности идеал, порождённый элементом α(e). ¤

Прообраз MG := π−1(G) произвольной грани G ⊂ Q кораз-
мерности k является замкнутым T -подмногообразием в M . Это
подмногообразие является связной компонентой пересечения неко-
торых k характеристических подмногообразий. Полиориентация
многообразия M задаёт ориентацию подмногообразия MG. Поэто-
му определён гомоморфизм Гизина H0

T (MG) → H2k
T (M). Обозна-

чим образ единицы при этом гомоморфизме через τ
G
. Элемент τ

G

можно рассматривать как класс, «двойственный по Пуанкаре» к
MG в эквивариантных когомологиях. Образ ограничения элемен-
та τ

G
∈ H2k

T (M) на H2k
T (MG) совпадает с эквивариантным клас-

сом Эйлера нормального расслоения ν(MG ⊂ M) и rv(τG
) = 0 для

v /∈ (MG)T . Из (5.5) вытекает, что

(5.6) rv(τG
) =





∏

i(e)=v, e⊂G

α(e), если v ∈ (MG)T ;

0, иначе.
Определим факторкольцо

Ĥ∗
T (M) := H∗

T (M)/H∗(BT )-кручения.

Отображение ограничения r из (5.4) индуцирует мономорфизм
Ĥ∗

T (M) → H∗
T (MT ), который мы также будем обозначать r. В част-

ности, τ
G

= 0 в Ĥ∗
T (M), если MG не содержит T -неподвижных то-

чек. Следующая лемма показывает, что соотношение из определе-
ния 5.4.5 имеет место в кольце Ĥ∗

T (M) (после замены v
G
на τ

G
).

Лемма 5.5.3. Для любых двух граней G и H пространства Q

в кольце Ĥ∗
T (M) имеет место соотношение

τ
G
τ
H

= τ
G∨H

·
∑

E∈G∩H

τ
E
,
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где мы положили τ∅ = 0.

Доказательство. Так как отображение r : Ĥ∗
T (M) → H∗

T (MT )
мономорфно, достаточно доказать, что для любой неподвижной
точки v ∈ MT отображение rv переводит обе части соотношения
в один и тот же элемент.

Пусть v ∈ MT . Для любой грани G 3 v положим

Nv(G) := {e ∈ E(Q) : i(e) = v, e /∈ G},
что можно рассматривать как набор направлений «трасверсаль-
ных» к G в точке v. Тогда мы можем переписать тождество (5.6)
следующим образом:

(5.7) rv(τG
) =

∏

e∈Nv(G)

α(e),

где правая часть считается равной 1 при Nv(G) = ∅ и равной 0 при
v /∈ G. Если v /∈ G ∩ H, то v /∈ E для любой связной компоненты
E пересечения G ∩ H, а также v /∈ G или v /∈ H. Следовательно,
обе части соотношения из утверждения леммы переходят в нуль по
действием rv. Если же v ∈ G ∩H, то

Nv(G) ∪Nv(H) = Nv(G ∨H) ∪Nv(E),

где E — связная компонента пересечения G ∩H, содержащая v, и
v /∈ E ′ для любой другой связной компоненты E ′ ∈ G ∩H. Отсюда
и из (5.7) вытекает, что обе части соотношения переходят в один
элемент под действием rv. ¤

Из леммы 5.5.3 вытекает, что отображение

Z[v
G

: G — некоторая грань] → H∗
T (M),

v
G
7→ τ

G

индуцирует гомоморфизм

(5.8) ϕ : Z[Q] → Ĥ∗
T (M).

Лемма 5.5.4. Если каждая грань в Q содержит некоторую
вершину, то отображение ϕ является мономорфизмом.

Доказательство. Мы имеем s = r ◦ ϕ, где s — отображение
из леммы 5.4.9. Так как s — мономорфизм, ϕ также является мо-
номорфизмом. ¤

5.5.2. Кольцо эквивариантных когомологий T -многооб-
разия. Следующая теорема показывает, что если нечётномерные
когомологии T -многообразия обращаются в нуль, то условие из
леммы 5.5.2 в точности выделяет образ кольца эквивариантных
когомологий при отображении ограничения.
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Теорема 5.5.5 ([GKM98] или [GS99]). Пусть Hodd(M) = 0, и
для любой точки v ∈ MT задан некоторый элемент ηv ∈ H∗(BT ).
Тогда (ηv) ∈

⊕
v∈MT H∗(BT ) принадлежит образу отображения

ограничения r из (5.4) тогда и только тогда, когда ηi(e) − ηt(e) де-
лится на α(e) для любого e ∈ E(Q).

Следствие 5.5.6. Если Hodd(M) = 0, то 1-остов каждой грани
в Q (включая само Q) связен.

Доказательство. Так как M связно, образ r(H0
T (M)) одно-

мерен. Тогда из теоремы 5.5.5 вытекает, что 1-остов Q связен. Ана-
логично, 1-остов произвольной грани G в Q связен, так как π−1(G)
также является локально стандартным T -многообразием с нулевы-
ми нечётномерными когомологиями (см. лемму 5.1.3). ¤

Для данной грани G ⊂ Q обозначим через I(G) идеал в H∗(BT ),
порождённый элементами α(e) с e ∈ G.

Лемма 5.5.7. Предположим, что 1-остов грани G связен, и
пусть задан элемент η ∈ H∗

T (M). Если rv(η) /∈ I(G) для некоторой
вершины v ∈ G, то rw(η) /∈ I(G) для любой вершины w ∈ G.

Доказательство. Предположим rw(η) ∈ I(G) для некоторой
вершины w ∈ G. Тогда ru(η) ∈ I(G) для любой вершины u ∈ G,
соединённой с w ребром f ⊂ G, т.к. rw(η) − ru(η) делится на α(f)
согласно лемме 5.5.2. Значит, ввиду связности 1-остова грани G,
η(w) ∈ I(G) для любой вершины w ∈ G. Противоречие. ¤

Лемма 5.5.8. Если 1-остов любой грани в Q связен, то Ĥ∗
T (M)

как H∗(BT )-модуль порождается элементами τ
G
.

Доказательство. Пусть η ∈ H>0
T (M) — ненулевой элемент.

Положим
Z(η) := {v ∈ MT : rv(η) = 0}.

Выберем v ∈ MT , такую, что v /∈ Z(η). Тогда rv(η) есть ненуле-
вой элемент в H∗(BT ), и мы можем выразить его как многочлен
от элементов {α(e) : i(e) = v}, которые образуют базис в H2(BT ).
Выберем некоторый моном

(5.9)
∏

i(e)=v

α(e)ne , ne > 0,

входящий в rv(η) с ненулевым коэффициентом. Пусть G — грань,
образованная рёбрами e с ne = 0. Тогда rv(η) /∈ I(G), так как rv(η)
содержит моном (5.9). Следовательно, rw(η) /∈ I(G) (в частности,
rw(η) 6= 0) для любой вершины w ∈ G согласно лемме 5.5.7.

С другой стороны, из (5.6) вытекает, что моном (5.9) мож-
но записать как rv(uG

τ
G
) для некоторого u

G
∈ H∗(BT ). Положим

η′ := η − u
G
τ
G
∈ H∗

T (M). Так как rw(τ
G
) = 0 для любой вершины

w /∈ G, мы имеем rw(η′) = rw(η) для каждой такой вершины w. В
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то же время, ru(η) 6= 0 для u ∈ G (см. выше). Отсюда вытекает,
что Z(η′) ⊇ Z(η). Но количество мономов в rv(η

′) строго меньше,
чем в rv(η). Следовательно, вычитая из η некоторую линейную ком-
бинацию элементов τ

G
с коэффициентами в H∗(BT ), мы получим

элемент λ, для которого Z(λ) содержит Z(η) в качестве собствен-
ного подмножества. Повторяя эту процедуру, мы в конце получим
элемент, ограничение которого на каждую вершину есть нуль. Так
как отображение ограничение r : Ĥ∗

T (M) → H∗
T (MT ) инъективно,

такой элемент равен нулю, что завершает доказательство. ¤
Теорема 5.5.9. Пусть M — локально стандартное T -много-

образие, и Q — его пространство орбит. Если любая грань в Q со-
держит вершину и её 1-остов связен, то мономорфизм ϕ : Z[Q] →
Ĥ∗

T (M) из (5.8) является изоморфизмом.
Доказательство. Для доказательства сюръективности ϕ до-

статочно показать, что кольцо Ĥ∗
T (M) порождается элементами τ

G
.

В силу предложения 5.2.1, группа Ĥ2
T (M) порождена элемента-

ми τ
Qi
, соответствующими гиперграням Qi. (В предложении 5.2.1

элемент τ
Qi

обозначался через τi.) В частности, любой элемент из
H2(BT ) ⊂ Ĥ∗

T (M) может быть записан как линейная комбинация
элементов τ

Qi
с целыми коэффициентами. Следовательно, любой

элемент из H∗(BT ) выражается как многочлен от элементов τ
Qi
.

Теперь утверждение вытекает из леммы 5.5.8. ¤
Следствие 5.5.10. Пусть M — локально стандартное T -

многообразие с Hodd(M) = 0. Тогда отображение ϕ : Z[Q] →
H∗

T (M) из (5.8) является изоморфизмом.
Доказательство. Действительно, если Hodd(M) = 0, то все

условия теоремы 5.5.9 выполнены, см. следствие 5.5.6. Кроме того,
H∗

T (M) является свободным H∗(BT )-модулем согласно лемме 5.1.2,
т.е. Ĥ∗

T (M) = H∗
T (M). ¤

Следствие 5.5.11 ([Ma99, Prop. 3.4]). Пусть M — локально
стандартное T -многообразие, для которого кольцо H∗(M) порож-
дается двумерными классами. Тогда H∗

T (M) ∼= Z[K], где K — нерв
покрытия границы пространства орбит Q гипергранями.

Доказательство. Согласно лемме 5.2.3, все пересечения ги-
перграней связны. Следовательно, частично упорядоченное множе-
ство граней пространства Q изоморфно множеству граней нерва K,
и кольцо Z[Q] есть кольцо граней симплициального комплекса. ¤

Обозначим через S частично упорядоченное множество граней
пространства Q относительно обратного включения; тогда по опре-
делению Z[S] = Z[Q]. Следующее утверждение даёт характериза-
цию локально стандартных T -многообразий с нулевыми нечётно-
мерными когомологиями в терминах S.
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Теорема 5.5.12. Пусть M — локально стандартное T -много-
образие с пространством орбит Q, и пусть S — соответствую-
щее частично упорядоченное множество. Тогда Hodd(M) = 0 если
и только если выполнены следующие два условия:

1) кольцо H∗
T (M) изоморфно Z[S](= Z[Q]);

2) Z[S] является кольцом Коэна–Маколея.

Более того, кольцо H∗(M) порождается двумерными классами
тогда и только тогда, когда дополнительно к указанным выше
условиям S является частично упорядоченным множеством гра-
ней некоторого симплициального комплекса.

Доказательство. Если Hodd(M) = 0, то H∗
T (M) ∼= Z[Q] =

Z[S] в силу следствия 5.5.10, а Z[S] является кольцом Коэна–
Маколея, так как H∗

T (M) является свободным H∗(BT )-модулем по
лемме 5.1.2.

Теперь докажем, что Hodd(M) = 0 при выполнении указанных
двух условий. Рассмотрим проекцию λ : ET ×T M → BT и компо-
зицию отображений

H∗(BT )
λ∗−→ H∗

T (M)
r−→

⊕

p∈MT

H∗(BT ).

Её ограничение на каждое слагаемое является тождественным
отображением, т.е. r ◦ λ∗ — диагональное отображение. Тогда из
леммы 2.6.3 вытекает, что λ∗(t1), . . . , λ∗(tn) является линейной си-
стемой параметров. По предположению, кольцо H∗

T (M) изоморф-
но Z[S] и является кольцом Коэна–Маколея, а значит любая ли-
нейная система параметров является регулярной последовательно-
стью (предложение II.9). Следовательно, H∗

T (M) является свобод-
ным H∗(BT )-модулем, и Hodd(M) = 0 по лемме 5.1.2.

Остаётся доказать второе утверждение. Если H∗(M) порожда-
ется двумерными классами, то из леммы 5.2.3 вытекает, что S сов-
падает с множеством граней нерва K. Обратно, если S совпадает
с множеством граней нерва K, то кольцо Z[S] порождается дву-
мерными классами. Из уже доказанного первого утверждения тео-
ремы вытекает, что H∗

T (M) ∼= Z[S] является свободным H∗(BT )-
модулем, а значит H∗(M) получается из H∗

T (M) факторизацией по
идеалу. Следовательно, кольцо H∗(M) также порождается двумер-
ными классами. ¤

Следующее описание кольца когомологий тор-многообразия с
нулевыми нечётномерными когомологиями обобщает соответству-
ющие результаты для полных неособых торических многообразий
и квазиторических многообразий (теорема 4.5.4).
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Теорема 5.5.13. Пусть M — локально стандартное T -много-
образие с Hodd(M) = 0. Тогда имеется изоморфизм колец

H∗(M) ∼= Z[v
G

: G — грань в Q]/I,

где I — идеал, порождённый следующими типами элементов:
1) v

G
v

H
− v

G∨H

∑
E∈G∩H

v
E
;

2)
m∑

i=1

〈t, ai〉vQi
для t ∈ H2(BT ).

Здесь Qi — гиперграни, а элементы ai ∈ H2(BT ) определены в пред-
ложении 5.2.1.

Доказательство. Так как спектральная последовательность
Серра расслоения ρ : ET ×T M → BT вырождается в члене E2,
отображение H∗

T (M) → H∗(M) эпиморфно и его ядро есть идеал,
порождённый всеми элементами ρ∗(t), t ∈ H2(BT ). Таким образом,
утверждение вытекает из предложения 5.2.1 и следствия 5.5.10. ¤

Пример 5.5.14. Кольцо эквивариантных когомологий T -много-
образия S4 из примера 5.4.6 изоморфно кольцу Z[Q], описанному
там же. Кольцо обычных когомологий получается дополнительной
факторизацией по идеалу, порождённому элементами v

G
и v

H
.

Следующее выражение для чисел Бетти T -многообразий обоб-
щает соответствующее утверждение для квазиторических многооб-
разий (предложение 4.5.2).

Предложение 5.5.15. Пусть M — локально стандартное T -
многообразие с Hodd(M) = 0 и пространством орбит Q. Тогда

rank H2i(M) = hi, 1 6 i 6 n,

где hi — компоненты h-вектора h(Q).
Доказательство. Так как H∗

T (M) = H∗(BT )⊗H∗(M) (адди-
тивно, лемма 5.1.2), а H∗(BT ) является кольцом многочленов от
n переменных степени два, имеется следующая формула для ряда
Пуанкаре:

F
(
H∗

T (M); t
)

=

∑n
i=0 rank H2i(M)t2i

(1− t2)n
.

С другой стороны, ряд Пуанкаре кольца граней Z[Q] описан в тео-
реме 2.5.9, и эти два ряда должны совпадать в силу теоремы 5.5.9.
Отсюда вытекает требуемое утверждение. ¤

5.6. T -многообразия над гомологическими
многогранниками

Используя результаты предыдущего раздела об эквивариант-
ных когомологиях, мы можем описывать взаимосвязь между кого-
мологиями многообразия локально стандартного T -многообразия
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M и когомологиями его пространства орбит Q. Основным резуль-
татом этого раздела является теорема 5.6.5, которая даёт когомо-
логическую характеризацию T -многообразий, пространства орбит
которых являются гомологическими многогранниками. Используя
этот результат, в следующем разделе мы докажем, что Q является
гранеацикличным тогда и только тогда, когда Hodd(M) = 0.

Лемма 5.6.1. Если Hodd(M) = 0, то H1(Q;k) = 0 для любого
кольца коэффициентов k. В частности, Q ориентируемо.

Доказательство. Рассмотрим спектральную последователь-
ность Лере для отображения проектирования ET ×T M → M/T =
Q на второй сомножитель. Член E2 имеет вид Ep,q

2 = Hp(M/T ;Hq),
где Hq — пучок с ростком Hq(BTx;k) над точкой x ∈ M/T , и
спектральная последовательность сходится к H∗

T (M ;k). Так как T -
действие на M локально стандартно, стационарная подгруппа Tx

точки x ∈ M является подтором, так что Hodd(BTx;k) = 0. Следо-
вательно,Hodd = 0, в частности,H1 = 0. Кроме того,H0 = k (посто-
янный пучок). Следовательно, E0,1

2 = 0 и E1,0
2 = H1(M/T ;k), отку-

да H1(M/T ;k) ∼= H1
T (M ;k). С другой стороны, так как Hodd(M) =

0 по предположению, H∗
T (M) является свободным H∗(BT )-модулем

(лемма 5.1.2). Из теоремы универсальных коэффициентов вытека-
ет, что Hodd

T (M ;k) = 0. В частности, H1
T (M ;k) = 0. ¤

Лемма 5.6.2. При выполнении любого из следующих условий:
1) Q является гомологическим многогранником,
2) кольцо H∗(M) порождается двумерными классам,

частично упорядоченное множество S граней в Q (относительно
обратного включения) является множеством граней горенштей-
нова* симплициального комплекса. В частности, Z[S] является
кольцом Коэна–Маколея, а геометрическая реализация |S| имеет
гомологии как у (n− 1)-сферы.

Доказательство. При любом из условий 1) или 2) все крат-
ные пересечения гиперграней из Q являются связными, так что S
является множеством граней нерва K покрытия границы ∂Q ги-
пергранями. Далее мы отождествляем S с K.

Вначале докажем, чтоK является горенштейновым* при выпол-
нении условия 1). Согласно теореме 2.4.2, достаточно проверить,
что линк lk σ каждого симплекса из K имеет гомологии как у сфе-
ры размерности dim lk σ = n − 2 − dim σ. Если σ = ∅, то lk σ сов-
падает с самим K. Его гомологии изоморфны гомологиям границы
∂Q, так как K есть нерв покрытия границы, а Q является гомоло-
гическим многогранником. Если σ 6= ∅, то lk σ есть нерв покрытия
границы некоторой грани из Q. Так как каждая грань в Q снова яв-
ляется гомологическим многогранником, lk σ имеет гомологии как
у сферы размерности dim lk σ.
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Теперь докажем, что K является горенштейновым* при выпол-
нении условия 2). Из [St96, Th. II.5.1] вытекает, что достаточно
показать, что

а) K является комплексом Коэна–Маколея;
б) каждый (n− 2)-мерный симплекс содержится в точности в

двух (n− 1)-мерных симплексах;
в) χ(K) = χ(Sn−1).

Условие а) вытекает из теоремы теоремы 5.5.12. По определению,
каждый k-мерный симплекс из K соответствует набору из k +1 ха-
рактеристических подмногообразий с непустым пересечением. Со-
гласно лемме 5.2.3, пересечение любых n характеристических под-
многообразий либо пусто, либо состоит из одной T -неподвижной
точки. Это означает, что (n − 1)-симплексы в K находятся во вза-
имно однозначном соответствии с T -неподвижными точками в M .
Далее, каждый (n−2)-симплекс в K соответствует непустому пере-
сечению n − 1 характеристических подмногообразий в M . Это пе-
ресечение связно по лемме 5.2.3, и на нём нетривиально действует
тор с неподвижной точкой, так что оно является 2-сферой. Каж-
дая 2-сфера содержит две T -неподвижных точки, откуда вытека-
ет б). Наконец, в) эквивалентно соотношению Дена–Соммервилля
h0 = hn, которое имеет место, т.к. hn = rank H2n(M) = 1. ¤

Рассмотрим порядковый комплекс ord(S) (см. пример 1.5.4) и
обозначим через C его геометрическую реализацию. Тогда C яв-
ляется конусом над пространством |S|. Для каждого симплекса
σ ∈ ord(S) обозначим через Fσ геометрическую реализацию сим-
плициального комплекса {τ ∈ ord(S) : σ ⊂ τ}. Если σ есть сим-
плекс размерности (k − 1), то мы скажем, что Fσ является гранью
в C коразмерности k. Тогда каждая гипергрань (грань коразмер-
ности один) отождествляется со звездой некоторой вершины ком-
плекса ord(S). Каждая грань коразмерности k является связной
компонентой пересечения k гиперграней, и будучи конусом явля-
ется ацикличной. В случае, когда S является множеством граней
симплициального комплекса, пространство C с указанным разби-
ением на грани рассматривалось в [DJ91, p. 428] под названием
простого многогранного комплекса.

Пусть C имеет m гиперграней, и предположим, что задано
отображение λ как в (5.2), удовлетворяющее условию неособости
там же. (Как обычно, существование такого отображения λ экви-
валентно наличию линейной системы параметров в кольце Z[S].)
Применив конструкцию (5.3) с заменой Q на C, мы получим T -
пространство M(C, λ). Так как C, вообще говоря, не является мно-
гообразием с углами, пространство M(C, λ) может не быть много-
образием. Тем не менее, имеет место следующий результат.
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Предложение 5.6.3 ([DJ91, Th. 4.8]). Кольцо H∗
T (M(C, λ);Z)

изоморфно кольцу граней Z[S].

Для произвольного регулярного многообразия с углами Q коль-
цо эквивариантных когомологий канонической модели M(Q, λ) мо-
жет не быть изоморфно кольцу Z[Q], так как грани в Q могут иметь
сложную топологию.

Предложение 5.6.4. Пусть Q — регулярное многообразие с
углами, а C — построенное выше пространство, ассоциирован-
ное с частично упорядоченным множеством S граней из Q. Тогда
имеется отображение Q → C, сохраняющее структуру граней,
которое накрывается эквивариантным отображением

Φ: M(Q, λ) → M(C, λ).

Доказательство. Отображение Q → C строится индуктив-
но, начиная с отождествления множеств вершин, а затем последо-
вательно продолжая отображение на грани высшей размерности.
Так как каждая грань в C является конусом, препятствия к та-
ким продолжениям отсутствуют. По построению, такое отображе-
ние сохраняет структуру граней, а значит накрывается отображе-
нием факторпространств

M(Q, λ) = T ×Q/∼ −→ T × C/∼= M(C, λ),

см. (5.3). ¤
Теперь перейдём к доказательству основного результата.

Теорема 5.6.5. Кольцо когомологий локально стандартного
T -многообразия порождено двумерными классами тогда и толь-
ко тогда, когда пространство орбит Q является гомологическим
многогранником.

Доказательство. Предположим вначале, что Q — гомологи-
ческий многогранник. Так как H2(Q) = 0, многообразие M гомео-
морфно канонической модели M(Q, λ) (лемма 5.3.3); так что мы
можем рассматривать отображение Φ из предложения 5.6.4 как
отображение из M в MC := M(C, λ). Пусть MC,i, 1 6 i 6 m, —
характеристические подкомплексы в MC , определяемые аналогич-
но характеристическим подмногообразиям в M . Так как действие
тора свободно на MC\ ∪i MC,i и M\ ∪i Mi, мы имеем

H∗
T (MC ,∪iMC,i) ∼= H∗(C, |S|), H∗

T (M,∪iMi) ∼= H∗(Q, ∂Q).

Следовательно, отображение Φ индуцирует отображение точных
последовательностей

(5.10)

−→ H∗(C, |S|) −−−→ H∗
T (MC) −−−→ H∗

T (∪iMC,i) −→y
yΦ∗

y
−→ H∗(Q, ∂Q) −−−→ H∗

T (M) −−−→ H∗
T (∪iMi) −→
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Каждое подмногообразие Mi является локально стандартным мно-
гообразием над гомологическим многогранником Qi. Используя ин-
дукцию и точную последовательность Майера–Виеториса, мы мо-
жем считать, что отображение H∗

T (∪iMC,i) → H∗
T (∪iMi) из преды-

дущей диаграммы является изоморфизмом. В силу леммы 5.6.2,
|S| имеет гомологии как у (n − 1)-сферы. Так как C является ко-
нусом над |S|, мы имеем H∗(C, |S|) ∼= H∗(Dn, Sn−1). Кроме того,
H∗(Q, ∂Q) ∼= H∗(Dn, Sn−1), т.к. Q является гомологическим много-
гранником. Используя эти изоморфизмы и конструкцию отображе-
ния Φ, мы видим, что индуцированное отображение H∗(C, |S|) →
H∗(Q, ∂Q) является изоморфизмом. Тогда из 5-леммы, применён-
ной к (5.10) вытекает, что Φ∗ : H∗

T (MC) → H∗
T (M) также явля-

ется изоморфизмом, откуда и из предложения 5.6.3 следует, что
H∗

T (M) ∼= Z[S]. Кроме того, Z[S] является кольцом Коэна–Маколея
в силу леммы 5.6.2. Таким образом, оба условия теоремы 5.5.12 вы-
полнены, и кольцо H∗(M) порождается двумерными классами.

Предположим теперь, что кольцо H∗(M) порождается двумер-
ными классами. Так как все кратные пересечения характеристи-
ческих подмногообразий связны, а их кольца когомологий порож-
даются двумерными классами (лемма 5.2.3), мы можем предполо-
жить по индукции, что все собственные грани в Q являются гомо-
логическими многогранниками. В частности, все собственные гра-
ни ацикличны, откуда H∗(∂Q) ∼= H∗(|S|). Отсюда и из леммы 5.6.2
вытекает, что
(5.11) H∗(∂Q) ∼= H∗(Sn−1).

Докажем следующее вспомогательное утверждение.

Предложение. H2(Q) = 0.

Доказательство. При n = 1 утверждение очевидно. Если
n = 2, то Q является поверхностью с границей, и мы снова име-
ем H2(Q) = 0. Пусть теперь n > 3. Рассмотрим точную когомо-
логическую последовательность пары (M,∪iMi) (она записана в
нижней строке диаграммы (5.10)). Все стрелки являются отобра-
жениями H∗(BT )-модулей. В силу леммы 5.1.2, H∗

T (M) является
свободным H∗(BT )-модулем. С другой стороны, группа H∗(Q, ∂Q)
конечно порождена над Z и поэтому является H∗(BT )-кручением.
Таким образом, вся последовательность расщепляется в короткие
точные сегменты:
(5.12) 0 → Hk

T (M) → Hk
T (∪iMi) → Hk+1(Q, ∂Q) → 0

Положив k = 1, мы получаем
H1

T (∪iMi) ∼= H2(Q, ∂Q).

Рассуждение из доказательства леммы 5.6.1 показывает, что
H1

T (∪iMi) = H1((∪iMi)/T ) = H1(∂Q).
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Рассмотрев проекцию (ET ×M)/T → M/T = Q, мы получаем что
связывающий гомоморфизм H1(∂Q) → H2(Q, ∂Q) из точной по-
следовательности пары (Q, ∂Q) является изоморфизмом. Следова-
тельно, имеется следующий фрагмент точной последовательности:

0 → H2(Q) → H2(∂Q) → H3(Q, ∂Q).

Так как H2(∂Q) ∼= H2(Sn−1) в силу (5.11), мы получаем H2(Q) = 0
при n > 4. При n = 3 последняя стрелка в предыдущей после-
довательности является изоморфизмом ввиду ориентируемости Q
(лемма 5.6.1), и мы снова получаем H2(Q) = 0. ¤

Теперь вернёмся к доказательству теоремы.
Так как H2(Q) = 0, мы имеем отображение Φ: M → MC(λ), как

и в доказательстве первой части теоремы. Рассмотрим диаграм-
му (5.10) с коэффициентами в k, где k = Q или Z/p с простым p.
Используя индукцию и последовательность Майера–Виеториса, мы
получаем, что отображение H∗

T (∪iMC,i;k) → H∗
T (∪iMi;k) является

изоморфизмом. В силу леммы 5.6.2, H∗(C, |S|;k) ∼= H∗(Dn, Sn−1;k),
а из конструкции отображения Φ вытекает, что индуцированное им
отображение

(5.13) H∗(Dn, Sn−1;k) ∼= H∗(C, |S|;k) → H∗(Q, ∂Q;k)

является изоморфизмом в размерности n, а значит мономорфиз-
мом во всех размерностях. Применяя 5-лемму к (5.10), мы полу-
чаем, что Φ∗ : H∗

T (MC ;k) → H∗
T (M ;k) является мономорфизмом.

Из следствия 5.5.10 и предложения 5.6.3 вытекает, что H∗
T (M) ∼=

Z[Q] ∼= H∗
T (MC). Поэтому H∗

T (MC ;k) и H∗
T (M ;k) имеют одинако-

вые размерности градуированных компонент. Следовательно, мо-
номорфизм Φ∗ : H∗

T (MC ;k) → H∗
T (M ;k) является изоморфизмом.

Применяя снова 5-лемму к диаграмме (5.10) (с коэффициентами
в k), мы получаем, что отображение (5.13) является изоморфиз-
мом. Следовательно, H∗(Q, ∂Q;k) ∼= H∗(Dn, Sn−1;k) для любого k,
откуда H∗(Q, ∂Q) ∼= H∗(Dn, Sn−1). Из этого изоморфизма и (5.11)
вытекает ацикличность Q. ¤

Теорема 5.6.5 в частности показывает, что если кольцо когомо-
логий локально стандартного T -многообразия M порождено дву-
мерными классами, то комбинаторная структура пространства ор-
бит Q полностью описывается его нервом — симплициальным ком-
плексом. Следующее утверждение полностью описывает симпли-
циальные комплексы, возникающие таким образом.

Теорема 5.6.6. Симплициальный комплекс K является нер-
вом локально-стандартного T -многообразия M , кольцо когомоло-
гий которого порождено двумерными классами, тогда и только
тогда, когда K является горенштейновым*, и его кольцо граней
Z[K] допускает линейную систему параметров.
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Доказательство. Если H∗(M) порождено двумерными клас-
сами, то комплекс K является горенштейновым* в силу лем-
мы 5.6.2. В частности, Z[K] является кольцом Коэна–Маколея.
Более того, H∗

T (M) ∼= Z[K] в силу следствия 5.5.10. Так как
H∗

T (M) ∼= H∗(BT )⊗H∗(M) как H∗(BT )-модуль (лемма 5.1.2), коль-
цо Z[K] допускает линейную систему параметров.

Пусть теперь кольцо Z[K] горенштейново* с линейной системой
параметров. Согласно [Da83, Th. 12.2], существует гомологический
многогранник Q с нервом K. Так как кольцо Z[K] допускает ли-
нейную систему параметров, оно является свободным модулем над
кольцом многочленов Z[t1, . . . , tn]. Таким образом, каждый элемент
t ∈ H2(BT ) ∼= Z[t1, . . . , tn] представляется в виде

t =
m∑

i=1

ai(t)vi,

где ai(t) ∈ Z. Ясно, что ai(t) линейно зависит от t, так что ai мож-
но рассматривать как элемент двойственного пространства H2(BT )
(см. предложение 5.2.1). Теперь введём отображение λ (5.2), пере-
водящее Qi в ai. Тогда M := M(Q, λ) (см. (5.3)) является локально
стандартным T -многообразием, и его кольцо когомологий порож-
дается двумерными классами в силу теоремы 5.6.5. ¤

5.7. T -многообразия над гранеацикличными
многообразиями с углами

В этом разделе мы доказываем наш второй основной результат
о связи когомологий T -многообразий и гомологий их пространств
орбит — теорему 5.7.5, согласно которой пространство орбит ло-
кально стандартного T -многообразия M гранеациклично тогда и
только тогда, когда Hodd(M) = 0. Приводимое нами доказатель-
ство сводит этот результат к теореме 5.6.5 о T -многообразиях над
гомологическими многогранниками, используя операции раздутия
и алгебраические результаты раздела 2.6.

Пусть M — локально стандартное T -многообразие и π : M →
Q — его проекция на пространство орбит.

Конструкция 5.7.1 (Раздутие T -многообразия). Рассмотрим
MG = π−1(G) — подмногообразие, соответствующее грани G ⊂ Q
и его нормальное расслоение ν

G
:= ν(MG ⊂ M). Так как MG явля-

ется трансверсальным пересечением характеристических подмно-
гообразий, ν

G
является суммой Уитни нормальных расслоений к

этим подмногообразиям. Таким образом, полиориентация на M за-
даёт структуру комплексного T -расслоения на ν

G
.

Рассмотрим теперь T -расслоение ν
G
⊕ C, где действие тора на

C тривиально. Его проективизация CP (ν
G
⊕C) является локально

стандартным T -многообразием, которое содержит MG в качестве
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T -инвариантного подмногообразия, причём T -действие выглядит
одинаково в окрестностях MG в M и в CP (ν

G
⊕C). Следовательно,

мы можем удалить малые T -инвариантные окрестности MG из M
и из CP (ν

G
⊕ C) и отождествить полученные T -многообразия по

их границам, предварительно сменив ориентацию у CP (ν
G
⊕ C). В

результате мы получим локально стандартное T -многообразие M̃ ,
которое называется раздутием многообразия M вдоль подмного-
образия MG.

Имеется отображение «сдутия» M̃ → M , которое стягивает про-
странство расслоения CP (ν

G
⊕C) на MG и тождественно на остав-

шейся части M̃ .
Пространство орбит Q̃ многообразия M̃ получается из Q «сре-

занием» грани G. В результате Q̃ приобретает новую гипергрань,
которую мы обозначим G̃. Симплициально клеточный комплекс,
двойственный к Q̃ получается из комплекса, двойственного к Q, в
результате применения звёздного подразбиения грани, двойствен-
ной к G (см. определение 2.6.4).

Пример 5.7.2. Если G является вершиной (0-мерной гранью),
то раздутие M̃ можно отождествить с эквивариантной связной сум-
мой M #̃CP n (см. раздел 4.8.3).

Лемма 5.7.3. Пространство орбит Q̃ является гранеациклич-
ным тогда и только тогда, когда Q гранеациклично.

Доказательство. Все новые грани, которые получаются по-
сле «срезания» грани G с Q содержатся в новой гиперграни G̃ ⊂ Q̃.
Отображения сдутия M̃ → M индуцирует проекцию Q̃ → Q, ко-
торая стягивает G̃ на G. Грань G является деформационным ре-
трактом гиперграни G̃. Следовательно, G ациклична тогда и толь-
ко тогда, когда G̃ ациклична. То же касается и всех новых гра-
ней, содержащихся в Q̃ — все они стягиваются на некоторые грани
в Q. Кроме того, само пространство Q является деформационным
ретрактом пространства Q̃. Следовательно, Q̃ ациклично тогда и
только тогда, когда ациклично Q. ¤

Лемма 5.7.4. Hodd(M̃) = 0 тогда и только тогда, когда
Hodd(M) = 0.

Доказательство. Предположим сначала, что Hodd(M) = 0.
Подмногообразие MG ⊂ M раздувается до подмногообразия кораз-
мерности два M̃G̃ ⊂ M̃ , которое можно отождествить с проекти-
визацией CP (ν

G
). Так как M̃G̃ является пространством проективи-

зации комплексного векторного расслоения над MG, его когомоло-
гии являются свободным H∗(MG)-модулем с образующими чётных
размерностей (см., например, [St68, Гл. V]). Если Hodd(M) = 0, то
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Hodd(MG) = 0 по лемме 5.1.3, а значит Hodd(M̃G̃) = 0. Рассмотрим
отображение сдутия M̃ → M и диаграмму

Hk−1(MG) −−−→ Hk(M,MG) −−−→ Hk(M) −−−→ Hk(MG)y
y∼=

y
y

Hk−1(M̃G̃) −−−→ Hk(M̃, M̃G̃) −−−→ Hk(M̃) −−−→ Hk(M̃G̃),

где вторая вертикальная стрелка является изоморфизмом по свой-
ству вырезания. Пусть теперь k нечётно. Если Hodd(M) = 0, то
отображение Hk−1(MG) → Hk(M, MG) является эпиморфизмом.
Тогда из рассмотрения диаграммы вытекает, что Hk−1(M̃G̃) →
Hk(M̃, M̃G̃) также является эпиморфизмом. Так как Hk(M̃G̃) = 0,
мы получаем Hk(M̃) = 0.

Для доказательства обратного утверждения мы воспользуемся
алгебраическими результатами из раздела 2.6. Предположим, что
Hodd(M̃) = 0. Пусть S — симплициальное частично упорядоченное
множество, соответствующее многообразию с углами Q, а S̃ соот-
ветствует Q̃. Заметим, что S̃ получается из S звёздным подразби-
ением относительно симплекса, соответствующего грани G. Тогда
Z[S̃] является кольцом Коэна–Маколея согласно теореме 5.5.12. Мы
утверждаем, что Z[S] также является кольцом Коэна–Маколея, т.е.
имеет место обратное утверждение к лемме 2.6.8 б). Действитель-
но, из теоремы 2.6.9 вытекает, что, S̃ является симплициальным
частично упорядоченным множеством Коэна–Маколея. Выберем
симплициальный комплекс K, который является общим подраз-
биением для симплициально клеточных комплексов S̃ and S (на-
пример, в качестве K можно взять барицентрическое подразбиение
комплекса S̃). Тогда K является комплексом Коэна–Маколея вви-
ду следствия 2.6.2, а значит S является симплициальным частич-
но упорядоченным множеством Коэна–Маколея. Снова применяя
теорему 2.6.9, мы заключаем, что Z[S] является кольцом Коэна–
Маколея. Тогда из теоремы 5.5.12 вытекает, что Hodd(M) = 0. ¤

Теперь мы можем доказать основной результат этого раздела.

Теорема 5.7.5. Нечётномерные когомологии локально стан-
дартного T -многообразия M обращаются в нуль тогда и только
тогда, когда пространство орбит Q является гранеацикличным.

Доказательство. Идея доказательства заключается в том,
чтобы свести утверждение к теореме 5.6.5 путём раздутия доста-
точного количества подмногообразий MG = π−1(G). Если про-
странство орбит исходного тор-многообразия гранеациклично, то
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путём раздутий можно добиться того, что пространство орбит ста-
нет гомологическим многогранником, а значит когомологии самого
многообразия будут порождаться элементами степени два.

Пусть S — симплициальное частично упорядоченное множе-
ство, соответствующее Q. Так как барицентрическое подразбиение
получается как последовательность звёздных подразбиений (пред-
ложение 2.6.5), путём применения соответствующих раздутий мы
можем получить из M локально стандартное T -многообразие M ′

с пространством орбит Q′, для которого соответствующее симпли-
циальное частично упорядоченное множество S ′ является барицен-
трическим подразбиением S. Мы имеем проекцию M ′ → M , кото-
рая получается как композиция отображений сдутия:

M = M0 ←−−− M1 ←−−− . . . ←−−− Mk = M ′.(5.14)

Предположим, что Hodd(M) = 0. Применяя лемму 5.7.4 несколь-
ко раз, мы получим Hodd(M ′) = 0. По построению, все кратные пе-
ресечения граней в Q′ связны, так что кольцо H∗(M ′) порождается
двумерными классами по теореме 5.5.12, и Q′ является гомологи-
ческим многогранником по теореме 5.6.5. В частности, Q′ гране-
ациклично. Наконец, применяя последовательно лемму 5.7.3, мы
заключаем, что Q также гранеациклично.

Предположим теперь, что Q гранеациклично. Применяя после-
довательно лемму 5.7.3, мы получаем, что Q′ также гранеациклич-
но. С другой стороны, S ′ является симплициальным комплексом,
так что пересечения всех граней в Q′ связны, и Q′ является гомо-
логическим многогранником. Тогда из теоремы 5.6.5 вытекает, что
Hodd(M ′) = 0. Наконец, последовательно применяя лемму 5.7.4, мы
заключаем, что Hodd(M) = 0. ¤

Наконец, мы можем доказать алгебраическую теорему 2.7.4 в
случае горенштейновых* симплициально клеточных комплексов,
ассоциированных с локально стандартными T -многообразиями.

Теорема 5.7.6. Пусть S — горенштейнов* симплициально
клеточный комплекс, соответствующий пространству орбит Q
некоторого локально стандартного T -многообразия M , и h(S) =
(h0, h1, . . . , hn) — его h-вектор. Предположим, что n чётно и
hi = 0 для некоторого i. Тогда число hn/2 чётно.

Доказательство. Пусть G — подгруппа в T , изоморфная
(Z/2)n. Тогда определён полный эквивариантный класс Штифеля–
Уитни wG(M) ∈ H∗

G(M ;Z/2). Обозначим через τi образ единицы
под действием гомоморфизма Гизина H0

G(Mi;Z/2) → H2
G(M ;Z/2)

в эквивариантных когомологиях. Докажем следующее вспомога-
тельное утверждение

Предложение. wG(M) =
∏m

i=1(1 + τi).
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Доказательство. Приводимое рассуждение аналогично ис-
пользованному в доказательстве [Ma99, Th. 3.1], где та же фор-
мула была доказана для полного эквивариантного класса Чженя.
Так как Hodd(M ;Z/2) = 0, а множество MG = MT состоит из изо-
лированных неподвижных точек, мы имеем

dim H∗(M ;Z/2) = χ(M) = χ(MT ) = χ(MG) = dim H∗(MG;Z/2).

Отсюда следует, что H∗
G(M ;Z/2) является свободным H∗(BG;Z/2)-

модулем (см. [Br72, Th. VII.1.6]). Из теоремы локализации выте-
кает, что отображение ограничения

(5.15) H∗
G(M ;Z/2) → H∗

G(MG;Z/2)

инъективно. Для данной точки v ∈ MG = MT положим I(v) :=
{i : v ∈ Mi}. Тогда множество I(v) состоит из n элементов, и каса-
тельное G-представление TvM раскладывается в сумму:

TvM =
⊕

i∈I(v)

νi|v,

где νi — нормальное расслоение к Mi в M . Отсюда вытекает, что

(5.16) wG(M)|v =
∏

i∈I(v)

wG(νi|v).

Так как расслоение νi ориентируемо и двумерно, мы имеем wG
1 (νi) =

0, а wG
2 (νi) получается приведением по модулю два из эквивариант-

ного класса Эйлера. Следовательно, wG
2 (νi|v) = τi|v при i ∈ I(v).

Кроме того, τi|v = 0 при i /∈ I(v) по свойству эквивариантного
гомоморфизма Гизина. Тогда мы получаем из (5.16):

wG(M)|v =
∏

i∈I(v)

(1 + τi)|v =
m∏

i=1

(1 + τi)|v.

Теперь требуемое утверждение вытекает из инъективности отобра-
жения ограничения (5.15). ¤

Теперь мы можем завершить доказательство теоремы. Отоб-
ражение H∗

G(M ;Z/2) → H∗(M ;Z/2) переводит эквивариантный
класс wG(M) в (обычный) класс Штифеля–Уитни w(M) многооб-
разия M . Так как все элементы τi имеют степень два, старший
класс w2n(M) есть многочлен от элементов степени два. По пред-
положению rank H i(M) = hi(M) = 0 для некоторого i > 0, откуда
w2n(M) = 0. Следовательно, эйлерова характеристика χ(M) чёт-
на (так как она равна по модулю два значению w2n на фундамен-
тальном классе). Но χ(M) =

∑n
i=0 hi(M) и hi(M) = hn−i(M) в си-

лу двойственности Пуанкаре. Итак, hn/2(M) при чётном n должно
быть чётным. ¤
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5.8. Графы весов

В этом разделе мы рассмотрим другой тип комбинаторных объ-
ектов, сопоставляемых T -многообразиям и несущих информацию о
топологии действия и орбитной структуре, — так называемые гра-
фы весов (в частном случае известные под названием ГКМ-графов).

При изучении квазиторических многообразий M в разделе 4.4
было построено соответствие (4.13), в силу которого ориентиро-
ванному ребру простого многогранника P сопоставляется вес T -
представления в касательном пространстве к неподвижной точке,
соответствующей началу ребра. Это соответствие можно рассмат-
ривать как граф Γ (соответствующий 1-остову многогранника P
или множеству точек в M , стационарные подгруппы которых име-
ют коразмерность 6 1) c «метками» на ориентированных рёбрах,
задающими веса представлений. Мы называем такие комбинатор-
ные объекты графами весов. Как вытекает из предложения 4.4.1, за-
дание соответствия (4.13) эквивалентно заданию характеристиче-
ской матрицы Λ. В то же время, известно, что комбинаторный про-
стой многогранник полностью задаётся своим 1-остовом (см. [Zi95,
Th. 3.12]). Таким образом, граф весов несёт в себе информацию,
полностью эквивалентную характеристической паре (P, Λ), и тем
самым полностью определяет действие тора на M . В случае дей-
ствий тора на многообразиях более общего вида, рассматривае-
мых в этой главе, нельзя ожидать, что граф весов (с аналогом
функции 4.13) будет полностью определять действие, однако он
по-прежнему представляет большой интерес.

Графы с метками на ориентированных рёбрах, соответству-
ющими весам действия тора, рассматривались при изучении T -
действий на многообразиях в работах Мусина [Му80], Хаттори
и других авторов с 1970-х годов. Изучение этих графов получи-
ло существенное развитие благодаря работам Горески–Коттвица–
Макферсона [GKM98] и Гиёмина–Зары [GZ99] в связи с рас-
смотрением симплектических многообразий с гамильтоновыми дей-
ствиями тора, а также другого тесно связанного с ними класса
T -многообразий, получившего известность под названием ГКМ-
многообразий.

Гладкое компактное 2n-мерное многообразие M с эффектив-
ным действием тора T k (k 6 n) называется ГКМ-многообразием,
если множество неподвижных точек конечно, на M задана T k-
инвариантная почти комплексная структура, а веса представле-
ния тора в касательном пространстве к каждой неподвижной точ-
ке попарно линейно независимы. Как и в случае квазиториче-
ских многообразий, ГКМ-многообразию M можно сопоставить его
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граф весов (соответствующий множеству точек в M , стационар-
ные подгруппы которых имеют коразмерность 6 1). Как показа-
но в [GKM98], многие важные топологические характеристики
ГКМ-многообразия M (такие как числа Бетти или кольцо экви-
вариантных когомологий) могут быть выражены непосредственно
в терминах его графа весов. Аксиоматизация свойств графов ве-
сов ГКМ-многообразий привела к чисто комбинаторному понятию
ГКМ-графа (см. [GZ99]), изучение которого приобрело самостоя-
тельный интерес.

В настоящем разделе мы изучаем графы весов, происходящие
из локально стандартных T -многообразий. Как и в случае ГКМ-
графов, аксиоматизация свойств графов весов таких многообразий
приводит к интересному комбинаторному объекту, который мы на-
зываем T -графом.

T -графом называется конечный n-валентный граф Γ (без пе-
тель, но возможно с кратными рёбрами) с заданной аксиальной
функцией на множестве E(Γ) ориентированных рёбер графа, при-
нимающей значения в Hom(T, S1) = H2(BT ) и удовлетворяющей
некоторым условиям совместности. Эти условия (описанные ни-
же) аналогичны соответствующим условиям для ГКМ-графов, но
несколько отличаются от них. Примером T -графа является граф
весов локально стандартного T -многообразия с неподвижной точ-
кой; в этом случае аксиальная функция задаёт веса представления
тора в касательных пространствах к неподвижным точкам.

По аналогии с ГКМ-графам можно определить кольцо эквива-
риантных когомологий T -графа, которое в случае T -графов, про-
исходящих из локально стандартных T -многообразий, совпадает с
эквивариантными когомологиями многообразия. В отличие от эк-
вивариантных когомологий ГКМ-графа, кольцо эквивариантных
когомологий T -графа допускает полное описание в терминах обра-
зующих и соотношений (теорема 5.8.13). Такое описание становится
возможным в результате сопоставления T -графу Γ некоторого сим-
плициально клеточного комплекса S(Γ); тогда кольцо эквивариант-
ных когомологий T -графа оказывается изоморфным кольцу граней
Z[S(Γ)]. Эта теорема продолжает серию результатов, отождеств-
ляющих эквивариантные когомологии неособого проективного то-
рического многообразия, квазиторического многообразия [DJ91]
и локально стандартного T -многообразия M (следствие 5.5.10) с
кольцом граней соответствующего многогранника, симплициально-
го комплекса или симплициально клеточного комплекса.
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Несмотря на то, что классы ГКМ- и T -графов вообще го-
воря отличаются, в их пересечении лежит важный подкласс n-
независимых ГКМ-графов. Таким образом, наши методы и резуль-
таты о T -графах полностью применимы к этому подклассу ГКМ-
графов, и тем самым мы получаем частичные ответы на некоторые
из вопросов о ГКМ-графах, поставленных в [GZ01].

Теперь мы перейдём к изложению определений и основных ре-
зультатов этого раздела.

5.8.1. Определение T -графов. Определения и конструкции
этого раздела получаются несложной модификацией из конструк-
ций работы [GZ99], где были введены понятия ГКМ-графа и его
эквивариантных когомологий.

Пусть Γ — связный n-валентный граф без петель (но, возмож-
но, с кратными рёбрами). Обозначим через V (Γ) множество его
вершин, а через E(Γ) множество ориентированных рёбер (так что
каждое ребро входит в E(Γ) дважды с различными ориентациями).
Обозначим далее через i(e) и t(e) начало и конец ребра e ∈ E(Γ),
а через ē ребро e с обращённой ориентацией. Для данной вершины
v ∈ V (Γ) положим

E(Γ)v := {e ∈ E(Γ) | i(e) = v}.
Набор θ = {θe} биективных соответствий

θe : E(Γ)i(e) → E(Γ)t(e), e ∈ E(Γ),

называется связностью на Γ, если
а) θē есть обратное соответствие для θe;
б) θe(e) = ē.

Каждый n-валентный граф Γ допускает ((n − 1)!)g различных
связностей, где g — число (неориентированных) рёбер в Γ. Как и
ранее, пусть T обозначает n-мерный тор. Несколько изменяя ис-
ходное определение из [GZ99], мы называем отображение

α : E(Γ) → Hom(T, S1) = H2(BT )

аксиальной функцией (ассоцированной со связностью θ), если оно
удовлетворяет следующим трём условиям:

а) α(ē) = ±α(e);
б) элементы из α(E(Γ)v) являются попарно линейно незави-

симыми (2-независимыми) для любой вершины v ∈ V (Γ);
в) α(θe(e

′)) ≡ α(e′) mod α(e) для любых e ∈ E(Γ) и e′ ∈
E(Γ)i(e).

Мы также обозначим Te := ker α(e); это торическая подгруппа
коразмерности один в T . Тогда условие в) можно переформулиро-
вать следующим образом: ограничения α(θe(e

′)) и α(e′) на H∗(BTe)
совпадают.
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Замечание. В [GZ99] в условии а) требовалось α(ē) = −α(e).
Связность θ, удовлетворяющая условию в) единственна, если эле-
менты из α(E(Γ)v) являются 3-независимыми [GZ99].

Определение 5.8.1. Скажем, что α является T -аксиальной
функцией, если она n-независима, т.е. α(E(Γ)v) является базисом
в H2(BT ) для любой вершины v ∈ V (Γ). В этом случае тройку
(Γ, α, θ) мы будем называть T -графом. Так как связность θ одно-
значно определяется по другими данными (см. замечание выше),
мы будем опускать её в обозначениях. Далее мы будем рассматри-
вать лишь T -аксиальные функции.

Замечание. По сравнению с ГКМ-графами, в определении
T -графа условие a) ослаблено (мы требуем лишь α(ē) = ±α(e)
вместо α(ē) = −α(e)), но условие б) усилено (мы требуем, что-
бы α была n-независимой вместо 2-независимости). Хотя условие
n-независимости для ГКМ-графов достаточно сильное (и исклю-
чает некоторые важные примеры), оно сбалансировано ослаблени-
ем другого условия. Это приводит к новым интересным примерам,
некоторые из которых описаны ниже.

Пример 5.8.2. Пусть M — локально стандартное T -многооб-
разие, имеющее хотя бы одну T -неподвижную точку. Обозначим че-
рез ΓM одномерный остов пространства орбит Q, а через αM акси-
альную функцию, определённую в разделе 5.5.1. Тогда из получен-
ных там результатов вытекает, что (ΓM , αM) является T -графом.

Пример 5.8.3. Два простых примера T -графов Γ показаны на
рис. 5.2. Первый из них 2-валентен, а второй — 3-валентен. Ак-
сиальная функция α переводит рёбра графа (независимо от их
ориентации) в базисные элементы t1, t2 ∈ H2(BT 2) или t1, t2, t3 ∈
H2(BT 3). Эти T -графы не являются ГКМ-графами, так как для
них не выполнено условие α(ē) = −α(e). Они происходят из T -
многообразий S4 и S6 соответственно (см. пример 5.3.2).

r

r

r

r

t1 t2 t1 t2 t3

а) n = 2 б) n = 3

Рис. 5.2. T -графы.

Определение 5.8.4. Пусть задан T -граф Γ. Его эквивариант-
ные когомологии H∗

T (Γ) определяются как набор отображений
f : V (Γ) → H∗(BT ),
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таких, что для каждого e ∈ E(Γ) ограничения f(i(e)) и f(t(e))
на H∗(BTe) совпадают. Так как H∗(BT ) является кольцом, про-
странство отображений H∗(BT )V (Γ) также приобретает кольце-
вую структуру относительно поточечного умножения. При этом
H∗

T (Γ) является подкольцом, так как отображение ограничения
H∗(BT ) → H∗(BTe) мультипликативно. Более того, H∗

T (Γ) явля-
ется H∗(BT )-алгеброй.

Пример 5.8.5. Наше определение кольца эквивариантных кого-
мологий T -графа мотивировано теоремой 5.5.5. Согласно этой тео-
реме, если M — локально стандартное T -многообразие, для кото-
рого H∗

T (M) является свободным H∗(BT )-модулем, и ΓM — соот-
ветствующий T -граф, то H∗

T (ΓM) ∼= H∗
T (M).

5.8.2. Вычисление эквивариантных когомологий.

Определение 5.8.6. Пусть (Γ, α, θ) — некоторый T -граф, а
Γ′ — связный k-валентный подграф в Γ, где 0 6 k 6 n. Мы скажем,
что (Γ′, α|E(Γ′)) является k-мерной гранью в Γ, если подграф Γ′ ин-
вариантен относительно связности θ. Как обычно, (n − 1)-мерные
грани называются гипергранями.

Пересечение граней является подграфом, инвариантным отно-
сительно связности, но, вообще говоря, несвязным. Другими сло-
вами, пересечение граней является объединением меньших граней.
Определим класс Тома k-мерной грани G = (Γ′, α|E(G′)) как отоб-
ражение τ

G
: V (Γ) → H2(n−k)(BT ), где

(5.17) τ
G
(v) :=





∏

i(e)=v, e/∈Γ′
α(e), если v ∈ V (Γ′),

0, иначе.

Лемма 5.8.7. Класс Тома τ
G
лежит в H∗

T (Γ).

Доказательство. Пусть e ∈ E(Γ). Если ни одна из вершин в
e не лежит в G, то значение τ

G
на каждой из вершин ребра e равно

нулю. Если только одна из вершин в e, скажем i(e), лежит в G, то
τ
G
(t(e)) = 0, а τ

G
(i(e)) = 0 mod α(e), так что ограничение τ

G
(i(e))

на H∗(BTe) снова равно нулю. Наконец, пусть всё ребро e содер-
жится в G. Возьмём произвольное ребро e′, для которого i(e′) = i(e)
и e′ /∈ G, т.е. α(e′) является сомножителем в τ

G
(i(e)) (если таких

рёбер e′ нет, то τ
G

= 1). Так как подграф G инвариантен отно-
сительно связности, мы имеем θe(e

′) /∈ G. Следовательно, α(θe(e
′))

является сомножителем в τ
G
(t(e)). Тогда мы имеем α(θe(e

′)) ≡ α(e′)
mod α(e) по определению аксиальной функции. То же соотношение
имеет место и для любого другого сомножителя в τ

G
(i(e)), откуда

вытекает, что ограничения элементов τ
G
(i(e)) и τ

G
(t(e)) на H∗(BTe)

совпадают. ¤
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Лемма 5.8.8. Для любых данных k рёбер в E(Γ)v в T -графе Γ
найдётся единственная k-грань, содержащая эти k рёбер.

Доказательство. Пусть W — подгруппа ранга k в H2(BT ),
порождённая образами данных k рёбер из E(Γ)v под действием ак-
сиальной функции α. Возьмём произвольный элемент e из E(Γ)v.
Под действием связности θe данные k рёбер из E(Γ)v отображают-
ся в некоторые k рёбер из E(Γ)t(e). Образы этих k рёбер из E(Γ)t(e)

относительно α порождают ту же подгруппу W в H2(BT ). Продол-
жая таким же образом, мы будем распространять исходный набор
из k рёбер по всем вершинам, используя связность. Единственность
связности гарантирует, что граф, получаемый объединением набо-
ров из k рёбер во всех вершинах, будет k-валентным. Кроме того, α-
образы всех этих рёбер порождают одну и ту же подгруппу W . ¤

Следствие 5.8.9. Грани T -графа Γ образуют симплициальное
частично упорядоченное множество S(Γ) ранга n относительно
отношения обратного включения.

Обозначим через G ∨ H минимальную грань, содержащую обе
грани G и H. Вообще говоря, такая грань может не существовать
или быть не единственной; однако, она существует и единственна,
если пересечение G ∩H непусто.

Лемма 5.8.10. Для любых двух граней G и H в Γ соответ-
ствующие классы Тома удовлетворяют соотношению

(5.18) τ
G
τ
H

= τ
G∨H

·
∑

E∈G∩H

τ
E
,

где мы формально положили τ
Γ

= 1 and τ∅ = 0, а суммирование
справа производится по всем связным компонентам E ∈ G ∩H.

Доказательство. Необходимо проверить, что обе части со-
отношения принимают одинаковые значения на каждой вершине
v ∈ V (Γ). Рассуждение полностью совпадает с использованным в
доказательстве леммы 5.5.3. ¤

Лемма 5.8.11. Классы Тома τ
G
, соответствующие всем гра-

ням в Γ, мультипликативно порождают кольцо H∗
T (Γ).

Доказательство. Опять-таки, рассуждение повторяет дока-
зательство леммы 5.5.8. ¤

Так как грани T -графа образуют симплициальное частично
упорядоченное множество, мы можем рассмотреть его кольцо гра-
ней Z[S(Γ)]. Это кольцо получается факторизацией кольца много-
членов от образующих v

G
(где G — непустые грани в Γ и deg v

G
=

2(n− dim G)) по соотношениям (5.18).
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Пример 5.8.12. Пусть Γ — T -граф, изображённый на рис. 5.2 б).
Обозначим его вершины через p и q, рёбра через e, g, h и 2-грани
через E, G, H, так что ребро e противоположно грани E и т.д. Сим-
плициально клеточный комплекс S(Γ) получается склейкой двух
треугольников по их границам. Кольцо граней Z[S(Γ)] получается
факторизацией кольца многочленов
Z[v

E
, v

G
, v

H
, vp, vq], deg v

E
= deg v

G
= deg v

H
= 2, deg vp = deg vq = 6

по двум соотношениям
v

E
v

G
v

H
= vp + vq, vpvq = 0.

Образующие, соответствующие рёбрам, могут быть исключены
ввиду соотношений типа ve = v

G
v

H
.

По определению кольца эквивариантных когомологий T -графа,
оно задано вместе с мономорфизмом в сумму колец многочленов:

r : H∗
T (Γ) −→

⊕

V (Γ)

H∗(BT ).

Аналогично, для кольца граней также имеется мономорфизм в сум-
му колец многочленов — отображение s из теоремы 2.5.6. В нашем
случае мы можем записать его в виде

s : Z[S(Γ)] −→
⊕

v∈V (Γ)

Z[S(Γ)]/(v
G

: G 63 v).

Теорема 5.8.13. Кольцо H∗
T (Γ) эквивариантных когомологий

T -графа изоморфно кольцу граней Z[S(Γ)]. Другими словами, коль-
цо H∗

T (Γ) получается факторизацией градуированного кольца мно-
гочленов от классов Тома τ

G
по соотношениям (5.18).

Доказательство. Зададим отображение
Z[v

G
: G — грань] −→ H∗

T (Γ),

переводящее v
G
в τ

G
. По лемме 5.8.10 оно пропускается через отоб-

ражение ϕ : Z[S(Γ)] → H∗
T (Γ). Сюръективность этого последнего

отображения вытекает из леммы 5.8.11. Наконец, отображение ϕ
инъективно, так как мы имеем разложение s = r ◦ϕ, а s инъектив-
но по теореме 2.5.6. ¤

5.8.3. Псевдомногообразия и ориентации. Здесь мы рас-
смотрим вопрос о характеризации симплициальных частично упо-
рядоченных множеств, которые происходят из T -графов.

Следующее определение является непосредственным распро-
странением понятия псевдомногообразия [St96, Def. 0.3.15] на сим-
плициально клеточные комплексы.

Определение 5.8.14. Симплициально клеточный комплекс S
называется (n−1)-мерным псевдомногообразием (без границы), ес-
ли выполнены следующие условия:
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1) для любого элемента σ ∈ S существует элемент τ ранга n,
для которого σ 6 τ (другими словами, S является чистым
(n− 1)-мерным комплексом);

2) для любого элемента σ ∈ S ранга (n − 1) существуют в
точности два элемента τ ранга n, для которых σ < τ ;

3) любые два элемента τ и τ ′ ранга n могут быть соединены
последовательностью τ = τ1, τ2, . . . , τk = τ ′ элементов, для
которых rank τi = n и τi ∧ τi+1 содержит элемент ранга
(n− 1), для 1 6 i 6 k − 1.

Примерами псевдомногообразий являются симплициальные
или симплициально клеточные разбиения топологических много-
образий. Однако, не любое псевдомногообразие получается таким
образом, см. пример 5.8.16 ниже.

Теорема 5.8.15. а) Пусть Γ — некоторый T -граф; то-
гда S(Γ) является псевдомногообразием, а кольцо граней
Z[S(Γ)] допускает линейную систему параметров;

б) по любому псевдомногообразию S и линейной системе па-
раметров в Z[S] канонически строится T -граф ΓS .

Более того, ΓS(Γ) = Γ.

Доказательство. а) Вершины комплекса S(Γ) соответству-
ют (n−1)-мерным граням в Γ. Так как каждая грань в Γ содержит
вершину и Γ является n-валентным, комплекс S(Γ) является чи-
стым (n− 1)-мерным. Условие 2) из определения псевдомногообра-
зия вытекает из того, что каждое ребро в Γ содержит в точности две
вершины, а 3) вытекает из связности Γ. Для того, чтобы построить
линейную систему параметров, отождествим Z[S(Γ)] с подмноже-
ством в H∗(BT )V (Γ) (см. теорему 5.8.13) и рассмотрим постоянное
отображение c : H∗(BT ) → H∗(BT )V (Γ). Оно пропускается через
мономорфизм H∗(BT ) → Z[S(Γ)], и из леммы 2.6.3 вытекает, что
c-образ любого базиса в H∗(BT ) является линейной системой па-
раметров.

б) Пусть S — псевдомногообразие размерности (n − 1). Опре-
делим граф ΓS , вершины которого соответствуют (n − 1)-мерным
симплексам σ ∈ S, и в котором число рёбер между вершинами σ
и σ′ равно числу (n − 2)-мерных симплексов в множестве σ ∧ σ′.
Тогда ΓS является связным n-валентным графом, и нам нужно за-
дать аксиальную функцию. Следующее рассуждение аналогично
использованному в [Ma05, §3], а также при доказательстве пред-
ложения 4.4.1.

Мы можем рассматривать линейную систему параметров как
отображние λ : H∗(BT ) → Z[S]. Как обычно, предположим, что
комплекс S имеет m нульмерных элементов (мы не будем их на-
зывать вершинами, чтобы не путать с вершинами графа), и пусть
u1, . . . , um обозначают соответствующие двумерные образующие в
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кольце Z[S]. Тогда для t ∈ H2(BT ) мы можем записать

λ(t) =
m∑

i=1

λi(t)ui,

где λi являются линейными функциями на H2(BT ), т.е. элементами
из H2(BT ). Пусть e — ориентированное ребро в Γ и v = i(e) — его
начальная вершина. Эта вершина соответствует некоторому (n−1)-
мерному симплексу в S, и мы обозначим через I(v) ⊂ {1, . . . , m}
множество его 0-мерных элементов в S; тогда |I(v)| = n. Так как λ
является линейной системой параметров, множество {λi : i ∈ I(v)}
является базисом в H2(BT ). Теперь определим аксиальную функ-
цию α : E(Γ) → H2(BT ), требуя, чтобы её значение на E(Γ)v было
базисом, двойственным к {λi : i ∈ I(v)}. Более подробно это мож-
но описать следующим образом. Ребро e соответствует некоторому
(n − 2)-мерному симплексу в S, и мы обозначим через ` ∈ I(v)
единственный 0-мерный элемент, который не содержится в этом
(n− 2)-симплексе. Тогда мы определим α(e), потребовав, чтобы

(5.19) 〈α(e), λi〉 = δi`, i ∈ I(v),

где δi` обозначает символ Кронекера. Нам необходимо проверить
три условия из определения T -аксиальной функции. Пусть v′ =
t(e) = i(ē). Заметим, что пересечение множеств I(v) и I(v′) содер-
жит как минимум (n− 1) элементов. Если I(v) = I(v′), то Γ имеет
всего две вершины, как в примере 5.8.3, а S получается склейкой
двух (n−1)-мерных симплексов по их границам, см. пример 1.7.2. В
противном случае, |I(v)∩I(v′)| = n−1, и мы имеем ` /∈ I(v′). Пусть
`′ обозначает элемент, для которого `′ ∈ I(v′), но `′ /∈ I(v). Тогда
из (5.19) получаем 〈α(e), λi〉 = 〈α(ē), λi〉 = 0 при i ∈ I(v) ∩ I(v′).
Так как мы работаем с целочисленными базисами, отсюда вытека-
ет α(ē) = ±α(e). Кроме того, α(E(Γ)v\e) и α(E(Γ)v′\ē) задают один
и тот же базис в факторпространстве H2(BT )/α(e). Отождествляя
эти базисы, мы получаем связность θe : E(Γ)v → E(Γ)v′ , удовлетво-
ряющую условию α(θe(e

′)) ≡ α(e′) mod α(e) для любого e′ ∈ E(Γ)v,
как и требуется. Оставшаяся часть утверждения очевидна. ¤

Заметим, что эта теорема не даёт полной характеризации сим-
плициально клеточных комплексов вида S(Γ), так как может слу-
читься, что S(ΓS) 6= S, см. пример ниже.

Пример 5.8.16. Пусть S — триангуляция 2-мерной сферы, от-
личная от границы симплекса. Выберем две вершины, не соединён-
ных ребром, и пусть S ′ — комплекс, получаемый отождествлением
этих двух вершин. Тогда S ′ является псевдомногообразием. Если
Z[S] допускает линейную систему параметров, то это верно и для
Z[S ′] (это легко вытекает из леммы 2.6.3). Тем не менее, S(ΓS′) 6= S ′
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(в действительности S(ΓS′) = S). Отсюда вытекает, что S ′ не про-
исходит ни из какого T -графа.

Определение 5.8.17. Назовём сопоставление o : V (Γ) → {±1}
ориентацией T -графа Γ, если o(i(e))α(e) = −o(i(ē))α(ē) для любого
e ∈ E(Γ).

Пример 5.8.18. Пусть M — локально стандартное T -многооб-
разие, допускающее T -инвариантную почти комплексную струк-
туру. Соответствующая T -аксиальная функция αM удовлетворяет
условию αM(ē) = −αM(e) для любого ребра e. В этом случае мы
можем положить o(v) = 1 для любой вершины v ∈ V (ΓM).

Предложение 5.8.19. Полиориентация локально стандарт-
ного T -многообразия M индуцирует ориентацию ассоциированно-
го T -графа ΓM .

Доказательство. Для каждой вершины v ∈ MT = V (ΓM)
положим o(v) = σ(v) (знак вершины, см. лемму 4.4.2). ¤

Пример 5.8.20. Пусть Γ — полный граф с 4 вершинами, кото-
рые мы обозначим v1, v2, v3, v4. Выберем базис t1, t2, t3 ∈ H2(BT 3) и
определим аксиальную функцию, положив

α(v1v2) = α(v3v4) = t1, α(v1v3) = α(v2v4) = t2,

α(v1v4) = α(v2v3) = t3

и α(ē) = α(e) для любого ориентированного ребра e. Непосред-
ственная проверка показывает, что этот T -граф неориентируем. В
действительности этот T -граф ассоциирован с псевдомногообрази-
ем на рис. 5.3 при помощи конструкции из теоремы 5.8.15 б). Это
псевдомногообразие S гомеоморфно RP 2 (внешние противополож-
ные рёбра отождествляются в соответствии со стрелками). Коль-
цо Z[S] имеет три двумерных образующих vp, vq, vr, которые зада-
ют линейную систему параметров. Заметим, что само RP 2 также
неориентируемо.
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Рис. 5.3. Симплициально клеточное разбиение RP 2

с 3 вершинами.

Предложение 5.8.21. T -граф Γ ориентируем тогда и только
тогда, когда ориентируемо псевдомногообразие S(Γ).
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Доказательство. Пусть v ∈ V (Γ) и σ — соответствующий
(n − 1)-мерный симплекс в S(Γ). Элементы из E(Γ)v соответству-
ют 0-мерным элементам (вершинам) в σ, см. доказательство теоре-
мы 5.8.15 б). Выберем базис в H2(BT ), который будем считать по-
ложительным. Предположим сначала, что S(Γ) ориентируемо. Вы-
берем «положительный» (в смысле ориентации) порядок 0-мерных
элементов в σ; тогда упорядоченное множество α(E(Γ)v) есть ба-
зис в H2(BT ). Мы положим o(v) = 1 если этот базис положительно
ориентирован, и o(v) = −1 иначе. Это задаёт ориентацию на Γ. Об-
ратив эту процедуру, получим обратное утверждение. ¤

5.9. Раздутия T -многообразий и T -графов

Здесь мы связываем воедино следующие три геометрические
конструкции, использованные в предыдущих разделах:

а) раздутие локально стандартного T -многообразия вдоль T -
инвариантного подмногообразия (см. конструкцию 5.7.1);

б) «срезание» грани простого многогранника или, в более об-
щей ситуации, раздутие ГКМ-графа или T -графа;

в) звёздное подразбиение симплициального или симплици-
ально клеточного комплекса (определение 2.6.4).

Общая конструкция раздутия ГКМ-графа дана в [GZ99, §2.2.1];
мы вкратце описываем её ниже, а также приводим поясняющие
примеры. Эта конструкция без изменений переносится на T -графы
и соответствует топологической конструкции раздутия многообра-
зий в случае T -графов, происходящих из T -многообразий.

Пусть (Γ, α, θ) — некоторый T -граф и G — грань размерности k
в Γ. Раздутием T -графа Γ относительно грани G называется T -
граф Γ̃, определяемый следующим образом. Для множества вер-
шин мы имеем V (Γ̃) = (V (Γ) \ V (G)) ∪ V (G)n−k, т.е. каждая вер-
шина p ∈ V (G) заменяется на (n − k) новых вершин p̃1, . . . , p̃n−k.
Удобно считать эти новые вершины точками, выбранными вблизи
p на рёбрах из множества Ep(Γ) \ Ep(G). Тогда мы обозначим че-
рез p′i второй конец ребра из Γ, содержащего вершину p и точку p̃i.
Кроме того для каждой пары вершин p, q ∈ G, соединённых ребром
pq, мы будем нумеровать соответствующие наборы новых вершин
в Γ̃ согласованно, т.е. с выполнением условия θpq(pp

′
i) = qq′i. Теперь

мы должны указать все рёбра нового графа Γ̃, а также значения
на них аксиальной функции α̃ : E(Γ̃) → H∗(BT ). Имеется 4 типа
рёбер, которые даны в следующем списке вместе со значениями
аксиальной функции:

а) p̃ip̃j для каждой p ∈ V (G); α̃(p̃ip̃j) = α(pp′j)− α(pp′i);
б) p̃iq̃i если p и q соединены ребром в G; α̃(p̃iq̃i) = α(pq);
в) p̃ip

′
i для каждой вершины p ∈ V (G); α̃(p̃ip

′
i) = α(pp′i);
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г) рёбра, «происходящие из Γ», т.е. e ∈ E(Γ), для которых
i(e) /∈ V (G) и t(e) /∈ V (G); α̃(e) = α(e),

cм. рис. 5.4 (n = 3, k = 1) и рис. 5.5 (n = 3, k = 0).
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Рис. 5.4. Раздутие относительно ребра

½
½

½
½

½
½

½
½

½
½=

¤
¤
¤
¤
¤
¤
¤
¤
¤
¤
¤¤²

J
J

J
J

J
J

J
JĴ
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Рис. 5.5. Раздутие относительно вершины

Имеется отображение сдутия b : Γ̃ → Γ, переводящие грани
в грани. Грань G ⊂ Γ раздувается до новой гиперграни G̃ ⊂ Γ̃

(если только G сама не была гипергранью; в этом случае Γ̃ = Γ).
Для каждой грани H ⊂ Γ, которая не содержится в G, существует
единственная грань H̃ ⊂ Γ̃, которая отображается на H при сдутии.
Отображение сдутия индуцирует гомоморфизм в эквивариантных
когомологиях b∗ : H∗

T (Γ) → H∗
T (Γ̃). Структуру этого отображения

можно восстановить из следующей коммутативной диаграммы:

(5.20)

H∗
T (Γ)

b∗−−−→ H∗
T (Γ̃)

r

y
yr̃

H∗(BT )V (Γ) Vb∗−−−→ H∗(BT )V (Γ̃),

где r и r̃ суть мономорфизмы из определения эквивариантных ко-
гомологий T -графа, а Vb∗ — гомоморфизм, индуцированный отоб-
ражением множеств Vb : V (Γ̃) → V (Γ). Следующая лемма описы-
вает образы двумерных образующих τ

F
∈ H∗

T (Γ), соответствующих
гиперграням F ⊂ Γ.
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Лемма 5.9.1. Для данной гиперграни F ⊂ Γ мы имеем b∗(τ
F
) =

τ
G̃

+ τ
F̃
, если G ⊂ F , и b∗(τ

F
) = τ

F̃
иначе.

Доказательство. Мы воспользуемся диаграммой (5.20) и
проверим, что образы классов b∗(τ

F
) и τ

G̃
+ τ

F̃
(или τ

F̃
) под дей-

ствием отображения r̃ совпадают. Возьмём произвольную верши-
ну p ∈ V (Γ). Если p /∈ G, то b−1(p) = p и r(τ

F
)(p) = r̃(τ

F̃
)(p),

r̃(τ
G̃
)(p) = 0. Пусть теперь p ∈ G; тогда мы имеем b(p̃i) = p,

1 6 i 6 n− k.
Вначале рассмотрим случай G 6⊂ F (рис. 5.6). Если p /∈ F , то

r(τ
F
)(p) = r̃(τ

F̃
)(p̃i) = 0. Иначе p ∈ F ∩ G. Пусть e — единственное

ребро, для которого e ∈ Ep(Γ) и e /∈ F . Тогда e = pq для некоторой
вершины q ∈ V (G) (так как G 6⊂ F ). Из (5.17) мы получаем

r(τ
F
)(p) = α(pq) = α̃(p̃iq̃i) = r̃(τ

F̃
)(p̃i), 1 6 i 6 n− k.

Таким образом, Vb∗r(τ
F
) = r̃(τ

F̃
), и следовательно b∗(τ

F
) = τ

F̃
.
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Рис. 5.6

Пусть теперь G ⊂ F (см. рис. 5.7). В этом случае единственное
ребро e, для которого e ∈ Ep(Γ) и e /∈ F , имеет тип pp′j. Исполь-
зуя (5.17), мы вычисляем

r(τ
F
)(p) = α(pp′j),

r̃(τ
F̃
)(p̃i) = α̃(p̃ip̃j) = α(pp′j)− α(pp′i),

r̃(τ
G̃
)(p̃i) = α̃(p̃ip

′
i) = α(pp′i), 1 6 i 6 n− k.

Тогда Vb∗r(τ
F
) = r̃(τ

G̃
)+ r̃(τ

F̃
), и следовательно b∗(τ

F
) = τ

G̃
+ τ

F̃
. ¤

Следствие 5.9.2. После отождествлений H∗
T (Γ) ∼= Z[S(Γ)] и

H∗
T (Γ̃) ∼= Z[S(Γ̃)] отображение в эквивариантных когомологиях,

индуцированное сдутием b : Γ̃ → Γ, совпадает с отображением β
из леммы 2.6.6.

Доказательство. Напомним (теорема 5.8.13), что частично
упорядоченное множество S(Γ) образовано гранями T -графа Γ с
отношением обратного включения, а изоморфизм H∗

T (Γ) ∼= Z[S(Γ)]
устанавливается при помощи отождествления классов Тома τ

H
с
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Рис. 5.7

образующими v
H
для всех граней H ⊂ Γ. Пусть σ ∈ S(Γ) — элемент,

соответствующий раздуваемой грани G. Тогда элемент τ ∈ S(Γ)
попадает в stS(Γ) σ если и только если соответствующая ему грань
H ⊂ Γ удовлетворяет условию G∩H 6= ∅. Двумерные образующие
vi, 1 6 i 6 m, кольца Z[S(Γ)] (или кольца Z[S(Γ̃)]) соответствуют
образующим τ

F
кольца H∗

T (Γ) (или образующим τ
F̃
кольца H∗

T (Γ̃)
соответственно), где F — гипергрань в Γ. Сделав соответствующую
замену обозначений, мы видим, что отображение из леммы 2.6.6
определяется условиями

τ
H
7→ τ

H
если G ∩H = ∅,

τ
F
7→ τ

G̃
+ τ

F̃
если G ⊂ F,

τ
F
7→ τ

F̃
если G 6⊂ F.

Так как отображение сдутия b∗ удовлетворяет этим условиям,
утверждение доказано. ¤



Глава 6

Момент-угол-комплексы и многообразия

Эта глава посвящена изучению момент-угол-многообразий и
их обобщений — момент-угол-комплексов. Теория момент-угол-
комплексов является одним из основных инструментов современ-
ных приложений торической топологии и объединяет методы ком-
бинаторной геометрии, коммутативной и гомологической алгебры
и эквивариантной топологии.

В разделе 3.3.2 мы сопоставили каждому геометрическому про-
стому многограннику (1.1) гладкое момент-угол-многообразие ZP с
действием тора Tm, получаемое как полное пересечение веществен-
ных квадрик в Cm. В разделе 3.4 мы показали, что топологиче-
ский тип Tm-многообразия ZP определяется лишь комбинаторной
структурой многогранника P , путём отождествления ZP с фак-
торпространством P × Tm/ ∼ по некоторому отношению эквива-
лентности. Эта последняя конструкция многообразия ZP впервые
появилась в работе Дэвиса–Янушкевича [DJ91] и была мотивиро-
вана (см. [Da83, §13]) конструкциями Винберга [Ви71] для групп
Кокстера. Также в [DJ91] было получено обобщение конструкции
ZP на произвольные конечные симплициальные комплексы K c m
вершинами (при этом простой многогранник P соответствует сим-
плициальному комплексу KP — границе двойственного многогран-
ника). Получаемые пространства ZK мы и называем момент-угол-
комплексами. В [DJ91] им отводилась лишь вспомогательная роль
при изучении (квази)торических многообразий, но вскоре стало,
что момент-угол-комплексы представляют отдельный большой ин-
терес в торической топологии.

Мы предлагаем новую конструкцию момент-угол-комплекса
ZK, использующую кубическое разбиение симплициального ком-
плекса K (см. предложение 1.8.8). В результате ZK вкладывается
в единичный полидиск (D2)m ⊂ Cm в качестве Tm-инвариантного
подмножества, представленного в виде объединения «блоков» ви-
да (D2)k × (S1)m−k. Данная конструкция момент-угол-комплексов
функториальна по K и тем самым определяет функтор из катего-
рии симплициальных комплексов и симплициальных отображений
в категорию пространств с действием тора и эквивариантных отоб-
ражений. Если K является триангуляцией (n−1)-мерной сферы, то
ZK является (m+n)-мерным многообразием. Наряду с уже обсуж-
давшейся реализацией момент-угол-комплексов как поверхностей

207
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уровня для отображений моментов гамильтоновых действий тора
(раздел 3.3) и их ролью в теории квазиторических многообразий
(раздел 4.3), они возникают в теории гомотопий как гомотопиче-
ские копределы диаграмм торов [PRV04] и в теории конфигура-
ций подпространств как дополнения конфигураций координатных
подпространств (мы рассмотрим соответствующие конструкции
далее в разделе 6.6).

Наша конструкция момент-угол-комплекса допускает ещё од-
но весьма интересное чисто топологическое обобщение. Для дан-
ных симплициального комплекса K с m вершинами и пары про-
странств W ⊂ X имеется каноническая конструкция подпростран-
ства ZK(X, W ) ⊂ Xm в произведении m экземпляров X, называе-
мого oбобщённым момент-угол-комплексом или K-степенью пары
(X,W ). Данная конструкция функториальна относительно отобра-
жений пар (X, W ). Её частными случаями с W = pt являются бу-
кет m экземпляров X (в случае, когда K является набором из m
точек), произведение m экземпляров X (когда K есть полный сим-
плекс с m вершинами) и толстый букет (когда K есть граница
симплекса). Стандартный момент-угол-комплекс ZK соответствует
паре (X, W ) = (D2,S1). Ряд других важных конструкций ториче-
ской топологии являются частными случаями обобщённых момент-
угол-комплексов, которые в последнее время активно изучаются в
теории гомотопий [DS05], [BBCG].

Одним из основных результатов этой главы является вычисле-
ние кольца когомологий момент-угол-комплекса ZK. Доказан изо-
морфизм между H∗(ZK) и Tor-алгеброй TorZ[v1,...,vm](Z[K],Z), где
Z[K] — кольцо граней комплекса K. При этом показано, что кано-
ническая биградуировка в Tor-модулях имеет явную геометриче-
скую реализацию, обусловленную введённой в ZK биградуирован-
ной клеточной структурой. Дальнейший анализ привёл к эффек-
тивному описанию Tor-алгебры в терминах комплекса Кошуля, ко-
торое открыло пути применения известных пакетов компьютерных
программ (Масаulay2, Bistellar и др.) для вычислений в комбина-
торной геометрии.

Тем самым конструкция момент-угол-комплексов позволила
применить методы эквивариантной топологии для изучения комби-
наторики симплициальных комплексов и алгебраических свойств
их колец граней, придавая новое, геометрическое, измерение «ком-
бинаторной коммутативной алгебре». В частности, вычисление ко-
гомологий момент-угол-комплексов позволило топологически ин-
терпретировать гомологические инварианты колец граней, такие
как Tor-алгебры и алгебраические числа Бетти (см. раздел 2.2).

Ещё одним важным аспектом теории момент-угол-комплексов
является их тесная взаимосвязь с конфигурациями координатных
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подпространств и их дополнениями. Этот класс пространств иг-
рает важную роль в алгебраической геометрии, теории особенно-
стей, а также в прикладной теории шарнирных механизмов. Кон-
фигурации координатных подпространств в Cm параметризуют-
ся симплициальными комплексами K с m вершинами, и наш ре-
зультат показывает, что дополнение такой конфигурации допус-
кает деформационную ретракцию на момент угол-комплекс ZK (в
частности, дополнение конфигурации и момент-угол-комплекс име-
ют одинаковый гомотопический тип). В качестве следствия мы
получаем решение известной задачи об описании кольца когомо-
логий дополнения конфигурации координатных подпространств.
Отметим, что известные результаты о когомологиях дополнений
конфигураций координатных подпространств либо не описыва-
ют мультипликативной структуры (как общая теорема Горески–
Макферсона [GM88, Part III]), либо дают лишь описание произ-
ведения двух данных коциклов в комбинаторных терминах (как
результат де Лонгвилле [dL00]). Наш результат о момент-угол-
комплексах даёт исчерпывающее глобальное описание кольца кого-
мологий дополнения конфигурации координатных подпространств.
Результаты Горески–Макферсона (в части координатных конфигу-
раций) и де Лонгвилле сводятся к частным случаям нашего резуль-
тата при помощи двойственности Александера.

Наконец, момент-угол-комплексы находят приложения и в тео-
рии действий алгебраических групп, а именно, при построении
множеств типа Кемпфа–Несс для действий алгебраического то-
ра на некоторых квазиаффинных многообразиях. В классической
ситуации действий алгебраических групп на аффинных многооб-
разиях понятие множества Кемпфа–Несс позволяет заменить ка-
тегорный фактор на факторпространство по действию максималь-
ной компактной подгруппы (см. приложение VI). Мы показыва-
ем, что момент-угол-комплекс ZK играет роль множества Кемпфа–
Несс для класса действий алгебраического тора на квазиафинных
многообразиях (дополнениях конфигураций координатных подпро-
странств), возникающих в конструкции Кокса торических мно-
гообразиям (см. раздел 3.2). Таким образом, наши результаты о
момент-угол-комплексах применимы и к вычислению когомологий
этих «торических» множеств Кемпфа–Несс. В случае неособых
проективных торических многообразий соответствующие множе-
ства Кемпфа–Несс могут быть описаны как полные пересечения
вещественных квадрик в комплексном пространстве.

Возвращаясь к нашему описанию момент-угол-многообразий
ZP как полному пересечению вещественных квадрик, отметим об-
ласть приложений, открытую в [BM06]. В этой работе был рас-
смотрен достаточно общий класс полных пересечений веществен-
ных квадрик в Cm, называемых линками (условия, накладываемые
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на уравнения квадрик обеспечивают неособость их пересечения).
В [BM06] показано, что все линки допускают структуру некэле-
ровых комплексных многообразий (в случае линков нечётных раз-
мерностей необходимо взять произведение с окружностью), тем са-
мым обобщая известные серии некэлеровых многообразий Хопфа
и Калаби–Экмана. Из результатов [BM06], а также из результа-
тов нашего раздела 3.3.2, вытекает, что класс линков совпадает с
классом момент-угол-многообразий ZP , соответствующих простым
многогранникам. Тем самым открываются новые взаимосвязи меж-
ду торической топологией и комплексной геометрией.

Результаты этой главы опубликованы в работах [ББП04],
[БП99], [БП00-2], [БП00-3], [БП00-4], [БП04-2], [Па08], [BP00],
[BP02], [Pa08].

6.1. Общая конструкция момент-угол-комплекса ZK
В разделе 3.4 мы отождествили момент-угол-многообразие ZP

с факторпространством P ×Tm/∼, см. (3.14). Теперь мы построим
Tm-эквивариантное вложение ZP в единичный полидиск

(D2)m =
{
(z1, . . . , zm) ∈ Cm : |zi|2 6 1, i = 1, . . . , m

}
.

Полидиск (D2)m инвариантен относительно стандартного действия
Tm на Cm, а пространство орбит есть единичный куб Im ⊂ Rm

> .

Предложение 6.1.1. Пространство Z, определяемое из ком-
мутативной диаграммы

Z −−−→ (D2)m

y
yµ

P
cP−−−→ Im,

где µ(z1, . . . , zm) = (|z1|2, . . . , |zm|2), а вложение cP : P → Im опи-
сано в конструкции 1.8.4, эквивариантно гомеоморфно момент-
угол-многообразию ZP .

Доказательство. Как описано в конструкции 3.4.1, мы мо-
жем отождествить полидиск (D2)m ⊂ Cm с факторпространством
Im × Tm/∼, где (y , t1) ∼ (y , t2) при t−1

1 t2 ∈ Tω(y). Здесь ω(y) обо-
значает множество нулевых координат точки y ∈ (D2)m, а Tω(y) —
соответствующая координатная подгруппа в торе Tm. Отсюда вы-
текает, что Z отождествляется с факторпространством P × Tm/∼,
где (p, t1) ∼ (p, t2) при t−1

1 t2 ∈ Tω(cP (p)). Далее, из конструкции 1.8.4
вложения cP следует, что i-я координата образа cP (p) обращается
в нуль тогда и только тогда, когда p содержится в i-й гипергра-
ни Fi. Другими словами, множество ω(cP (p)) нулевых координат
точки cP (p) совпадает с множеством ψ(p) = {i ∈ [m] : p ∈ Fi}.
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Следовательно, Tω(c
P
(p)) = T (p) и Z совпадает с факторпростран-

ством (3.14), т.е. с ZP . ¤
Замечание. Диаграмма из предложения 6.1.1 похожа на (3.8),

однако вместо линейного отображения iP используется кусочно ли-
нейное вложение многогранника в куб. Преимуществом конструк-
ции (3.8) является то, что определяемое ей пространство автома-
тически является гладким многообразием, однако, конструкция из
предложения 6.1.1 имеет более комбинаторную природу, и поэтому
более приспособлена для комбинаторных приложений и обобщений.

Максимальные грани Cv кубического разбиения C(P ) из кон-
струкции 1.8.4 соответствуют вершинам v ∈ P . Положим Bv :=
µ−1(cP (Cv)), тогда мы имеем

Bv =
{
(z1, . . . , ym) ∈ (D2)m : |zj|2 = 1 при j /∈ {i1, . . . , in}

}
,

где v = Fi1 ∩ . . .∩ Fin . Каждое Bv является Tm-инвариантным под-
множеством в (D2)m, гомеоморфным (D2)n×Tm−n, и ZP отождеств-
ляется с объединением этих подмножеств внутри (D2)m.

Пример 6.1.2. Пусть P = ∆n (n-симплекс). Тогда m = n + 1 и
ZP гомеоморфно (2n+1)-сфере S2n+1. Кубический комплекс C(∆n)
имеет (n + 1) максимальных граней Cv. Каждое подмножество Bv

гомеоморфно (D2)n×S1, а их объединение есть ∂((D2)n+1) ∼= S2n+1.
В частности, при n = 1 мы получаем известное представление 3-
сферы S3 = ∂(D2×D2) в виде объединения двух полноторий D2×S1

и S1×D2, склеенных по тождественному диффеоморфизму границ.

Теперь мы можем обобщить конструкцию момент-угол-много-
образия на произвольные симплициальные комплексы.

Конструкция 6.1.3 (момент-угол-комплекс). Пусть K — сим-
плициальный комплекс на множестве [m]. Рассмотрим кубический
подкомплекс cc(K) в Im (см. конструкцию 1.8.7). Пространство ZK,
определяемое из коммутативной диаграммы

ZK −−−→ (D2)m

y
yµ

cc(K) −−−→ Im,
называется момент-угол-комплексом, соответствующим комплек-
су K. По построению, ZK является Tm-инвариантным подмноже-
ством в полидиске, а пространство орбит ZK/Tm гомеоморфно
| cone(K)|.

Определим подпространства Bσ := µ−1(Cσ) ⊂ (D2)m, где Cσ =
C∅⊂σ — грань куба Im, соответствующая подмножеству σ ⊂ [m],
см. (1.18). Тогда

(6.1) Bσ =
{
(z1, . . . , zm) ∈ (D2)m : |zj|2 = 1 при j /∈ σ

}
,
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cc(K) =
⋃

σ∈K Cσ и

(6.2) ZK =
⋃
σ∈K

Bσ.

Можно определить категорию граней cat(K) симплициально-
го комплекса K, объектами которой являются симплексы σ ∈ K
(включая ∅), а морфизмами — вложения симплексов. Рассмотрим
диаграмму (функтор) D(D2, S1) из категории cat(K) в категорию
Tm-эквивариантных пространств и отображений, сопоставляющую
вложению симплексов τ ⊂ σ вложение Bτ ⊂ Bσ соответствующих
пространств (6.1). Тогда мы имеем

ZK = colim D(D2,S1).

Это — пример конструкции копредела диаграммы над cat(K) в
категории топологических пространств. Многие другие конструк-
ции этой главы также будут получаться как копределы различных
диаграмм над cat(K).

Пример 6.1.4. 1. Пусть K = KP для некоторого простого мно-
гогранника P . Тогда cc(KP ) = cP (C(P )), и ZKP

отождествляется с
момент-угол-многообразием ZP .

2. Пусть K = ∆m−1. Тогда cc(K) есть весь куб Im, а ZK совпадает
с полидиском (D2)m.

В ряде конструкций удобно рассматривать симплициальные
комплексы K на [m], множество вершин которых является соб-
ственным подмножеством в [m]. В этом случае, чтобы подчеркнуть
возникающую зависимость от множества [m], мы будем использо-
вать обозначение ZK,[m], а элементы множества [m], не являющиеся
вершинами K, мы будем называть призрачными вершинами.

Пусть {i} — некоторая призрачная вершина комплекса K. Тогда
кубический подкомплекс cc(K) ⊂ Im целиком содержится в гипер-
грани {yi = 1} куба Im. Следующее утверждение легко вытекает
из конструкции ZK.

Предложение 6.1.5. Пусть {i1}, . . . , {ik} — призрачные вер-
шины в K. Тогда

ZK,[m] = ZK,[m]\{i1,...,ik} × T k,

где T k ⊂ Tm ⊂ (D2)m — координатный подтор, соответствующий
подмножеству {i1, . . . , ik} ⊂ [m].

Таким образом, если K рассматривается как симплициальный
комплекс на множестве, большем чем его множество вершин, то
от соответствующего комплекса ZK отщепляется тор размерности,
равной числу призрачных вершин.
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Теорема 6.1.6. Пусть K есть триангуляция (n − 1)-мерной
сферы. Тогда ZK представляет собой (m + n)-мерное (замкнутое)
многообразие.

В более общем случае, если K есть триангуляция многообра-
зия, то ZK\µ−1(1, . . . , 1) является некомпактным многообразием.
Здесь (1, . . . , 1) ∈ Im — вершина конуса и µ−1(1, . . . , 1) ∼= Tm.

Доказательство. Сначала мы построим разбиение полиэдра
| coneK′| на «грани», аналогичные граням простого многогранни-
ка (причём наши грани будут в точности соответствовать граням
многогранника в случае K = KP для некоторого простого P ). Мы
будем рассматривать вершины {i} ∈ K также и как вершины ба-
рицентрического подразбиения K′, и положим

(6.3) Fi := stK′{i}, 1 6 i 6 m.

Назовём Fi гипергранями нашего разбиения, и определим грани ко-
размерности i как непустые пересечения наборов из i гиперграней.
В частности, вершины (0-мерные грани) нашего разбиения будут
барицентрами (n− 1)-мерных симплексов из K. Для каждого тако-
го барицентра b мы обозначим через Ub открытое подмножество в
coneK′, получаемое удалением всех граней, не содержащих b.

Предположим теперь, что K является триангуляцией сферы.
Тогда | coneK′| гомеоморфен n-мерному шару Dn, а подмножество
Ub гомеоморфно открытому подмножеству в Rn

> с сохранением раз-
мерностей граней. Так как каждая точка из | coneK′| содержится
в некотором Ub, мы получаем, что | coneK′| является многообрази-
ем с углами (см. определение 3.4.3). Отождествив | coneK′| с cc(K)
(см. предложение 1.8.8) и далее отождествив cc(K) с ZK/Tm, мы
видим, что каждая точка из ZK лежит о окрестности, гомеоморф-
ной открытому подмножеству в (D2)n × Tm−n, а значит и в Rm+n.
Тем самым ZK является (m + n)-мерным многообразием.

Если K является триангуляцией многообразия, то | coneK′|, во-
обще говоря, не является многообразием с углами из-за особенно-
сти в вершине v конуса. Однако удавив эту вершину, мы получим
некомпактное многообразие с границей |K|. Использовав разбие-
ние на грани (6.3), мы получим, что | coneK′| \ v является неком-
пактным многообразием с углами. При отождествлении | coneK′| с
cc(K) вершина конуса переходит в вершину (1, . . . , 1) ∈ Im, причём
µ−1(1, . . . , 1) ∼= Tm. Поэтому

µ−1(cc(K)\(1, . . . , 1)) = ZK \ µ−1(1, . . . , 1)

является (m + n)-мерным некомпактным многообразием. ¤

В завершение этого раздела мы приведём обобщение конструк-
ции момент-угол-комплекса на произвольные пары пространств.
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Конструкция 6.1.7 (K-степень). Пусть X — некоторое про-
странство и W ⊂ X — его подпространство. Для произвольного
симплициального комплекса K на множестве [m] и σ ∈ K положим

(X,W )σ :=
{
(x1, . . . , xm) ∈ Xm : xj ∈ W при j /∈ σ

}

и

(X, W )K :=
⋃
σ∈K

(X, W )σ =
⋃
σ∈K

(∏
i∈σ

X ×
∏

i/∈σ

W
)
.

Подпространство (X, W )K ⊂ Xm мы будем называть K-степенью
пары (X,W ) (другие названия и обозначения: K-произведение,
обобщённый момент-угол-комплекс). На категорном языке,

(X, W )K = colim D(X, W ),

где D(X, W ) — диаграмма пространств над cat(K), сопоставля-
ющая вложению симплексов τ ⊂ σ из K вложение пространств
(X,W )τ ⊂ (X,W )σ.

Если X — пространство с отмеченной точкой ∗ и W = ∗, то мы
будем использовать сокращённое обозначение XK := (X, ∗)K.

Важнейшим свойством этой конструкции является её функто-
риальность: отображение пар пространств (X, W ) → (X ′,W ′), т.е.
коммутативная диаграмма отображений

W ↪→ X
↓ ↓

W ′ ↪→ X ′,

индуцирует отображение (X,W )K → (X ′,W ′)K.

Пример 6.1.8. 1. Кубический комплекс cc(K) из (1.21) совпада-
ет с K-степенью (I1, 1)K, где 1 — конец отрезка I1 = [0, 1].

2. Для исходного момент-угол-комплекса мы имеем ZK =
(D2,S1)K.

Далее мы встретимся с другими важными примерами конструк-
ции обобщённых момент-угол-комплексов.

6.2. Конструкция Бореля и пространство
Дэвиса–Янушкевича

Классифицирующее пространство окружности S1 отождеств-
ляется с бесконечномерным комплексным проективным простран-
ством CP∞. Классифицирующее пространство BTm для m-мерного
тора представляет собой произведение m экземпляров CP∞. Ко-
гомологии пространства BTm изоморфны кольцу многочленов
Z[v1, . . . , vm], deg vi = 2 (как обычно, мы рассматриваем когомоло-
гии с целыми коэффициентами, если явно не указано другое коль-
цо коэффициентов). Тотальное пространство ETm универсального
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Tm-расслоения над BTm можно отождествить с произведением m
экземпляров бесконечномерной сферы.

В [DJ91] было рассмотрено гомотопическое факторпростран-
ство момент-угол-комплекса ZK по действию Tm (конструкция Бо-
реля, см. определение III.1), которое мы будем называть простран-
ством Дэвиса–Янушкевича:

DJ (K) := ETm ×Tm ZK.

Таким образом, имеется расслоение p : DJ (K) → BTm со слоем ZK.
Согласно [DJ91, Th. 4.8], кольцо когомологий пространства

DJ (K) (или кольцо эквивариантных когомологий пространства ZK)
изоморфно кольцу граней Z[K]. Этот результат будет непосред-
ственно вытекать из описанной ниже альтернативной геометриче-
ской конструкции пространства DJ (K), которая также имеет ряд
других приложений.

Пространство BTm допускает каноническое клеточное разбие-
ние, при котором каждый сомножитель CP∞ имеет по одной клетке
в каждой чётной размерности. Для каждого подмножества ω ⊂ [m]
определим подкомплекс

BTω := {(x1, . . . , xm) ∈ BTm : xi = ∗ если i /∈ ω},
где ∗ обозначает отмеченную точку (0-мерную клетку) в CP∞. Те-
перь для данного симплициального комплекса K на множестве [m]
определим следующий клеточный подкомплекс:

(6.4) BTK :=
⋃
σ∈K

BTσ ⊂ BTm.

Замечание. В обозначениях конструкции 6.1.7 мы имеем
BTω = (CP∞, ∗)ω и BTK = (CP∞)K.

Пример 6.2.1. 1. Пусть K представляет собой набор из m точек.
Тогда BTK = CP∞ ∨ . . . ∨ CP∞ (букет m экземпляров CP∞).

2. Пусть K = ∂∆m−1. Тогда пространство BTK = (CP∞)∂∆m−1

известно в топологии под названием толстого букета m экземпля-
ров пространства CP∞.

Предложение 6.2.2. Кольцо когомологий пространства BTK
изоморфно кольцу граней Z[K]. Вложение клеточного подкомплек-
са i : BTK ↪→ BTm индуцирует эпиморфизм в когомологиях:

i∗ : Z[v1, . . . , vm] → Z[K] = Z[v1, . . . , vm]/IK.

Доказательство. Пусть D2k
j обозначает 2k-мерную клетку в

j-м сомножителе из BTm, а C∗(BTm) — комплекс клеточных ко-
цепей. Так как пространство BTK имеет клетки лишь в чётных
размерностях, мы имеем C∗(BTK) = H∗(BTK) и вложение i инду-
цирует эпиморфизм i∗ : Z[v1, . . . , vm] → H∗(BTK). При отождеств-
лении C∗(BTm) с Z[v1, . . . , vm] клеточная коцепь (D2k1

j1
· · ·D2kp

jp
)∗
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переходит в моном vk1
j1
· · · vkp

jp
. Если {j1, . . . , jp} /∈ K, то клетка

D2k1
j1

. . . D
2kp

jp
отсутствует в BTK, и поэтому идеал IK содержится

в ядре отображения i∗. Таким образом, мы получаем эпиморфизм
Z[K] → H∗(BTK). Наконец, комбинаторный рассуждение, анало-
гичное использованному в доказательстве леммы 2.1.6, показывает,
что число 2k-мерных клеток в BTK равно размерности 2k-мерной
градуированной компоненты кольца Z[K]. Следовательно, послед-
ний эпиморфизм на самом деле является изоморфизмом. ¤

Напомним, что отображение f : X → Y топологических про-
странств называется слабой деформационной ретракцией, если оно
является гомотопической эквивалентностью и существует отобра-
жение g : Y → X, такое, что композиция f ◦ g : Y → Y гомотопна
тождественному отображению.

Теорема 6.2.3. Имеется слабая деформационная ретракция
DJ (K) → BTK, такая, что диаграмма

DJ (K)
p−−−→ BTm

y
∥∥∥

BTK i−−−→ BTm

коммутативна с точностью до гомотопии.

Доказательство. Мы имеем ZK =
⋃

σ∈K Bσ, см. (6.2), и каж-
дое подпространство Bσ является Tm-инвариантным. Следователь-
но, мы имеем следующее разложение конструкции Бореля:

DJ (K) = ETm ×Tm ZK =
⋃
σ∈K

ETm ×Tm Bσ.

Другими словами,

DJ (K) = (ES1 ×S1 D2, ES1 ×S1 S1)K.

Кроме того, BTK = (CP∞, ∗)K. Далее мы воспользуемся функто-
риальностью конструкции 6.1.7 K-степени.

Рассмотрим коммутативную диаграмму

(6.5)

∗ −−−→ ES1 ×S1 S1 −−−→ ∗y
y

y
CP∞ i0−−−→ ES1 ×S1 D2 T−−−→ CP∞,

где i0 — вложение нулевого сечения в расслоение на диски, а T —
отображение пространства расслоения на его пространство Тома
ES1 ×S1 D2/ES1 ×S1 S1 (которое отождествляется с CP∞). Так как
ES1 ×S1 S1 = S∞ — стягиваемое пространство, отображение T го-
мотопно тождественному. Отображение i0 также гомотопно тожде-
ственному. Следовательно, горизонтальные стрелки диаграммы 6.5
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определяют слабую деформационную ретракцию пар

(ES1 ×S1 D2, ES1 ×S1 S1) → (CP∞, ∗).
Отсюда и из функториальности K-степени вытекает требуемая сла-
бая деформационная ретракция DJ (K) → BTK.

Второе утверждение о коммутативности с точностью до гомо-
топии диаграммы, указанной в условии теоремы, вытекает из рас-
смотрения диаграммы

ES1 ×S1 S1 −−−→ ES1 ×S1 D2 p−−−→ CP∞
y

yT

∥∥∥
∗ −−−→ CP∞ =−−−→ CP∞,

которая коммутативна с точностью до гомотопии, и функториаль-
ности конструкции K-степени. ¤

Замечание. Если в диаграмме (6.5) отображение T заменить
на проекцию расслоения дисков, то нижняя строка будет задавать
деформационную ретракцию (не слабую) ES1 ×S1 D2 → CP∞. Од-
нако при этом диаграмма (6.5) перестаёт быть коммутативной (она
будет коммутативной лишь с точностью до гомотопии), и поэтому
нельзя напрямую воспользоваться функториальностью K-степени
для построения ретракции DJ (K) → BTK.

Следствие 6.2.4. Момент-угол-комплекс ZK является гомо-
топическим слоем клеточного вложения i : BTK ↪→ BTm.

Следствие 6.2.5 ([DJ91, Th. 4.8]). Кольцо эквивариантных
когомологий момент-угол-комплекса H∗

Tm(ZK) = H∗(DJ (K)) изо-
морфно кольцу граней Z[K]. Проекция p : DJ (K) → BTm индуци-
рует в когомологиях проекцию на факторкольцо

p∗ : Z[v1, . . . , vm] → Z[K] = Z[v1, . . . , vm]/IK.

Доказательство. Это вытекает из теоремы 6.2.3 и предложе-
ния 6.2.2. ¤

Принимая во внимание результат теоремы 6.2.3, мы далее бу-
дем использовать обозначение DJ (K) также и для клеточного ком-
плекса BTK и называть пространствами Дэвиса–Янушкевича весь
класс пространств, гомотопически эквивалентных DJ (K).

Возникает важный вопрос: в какой мере изоморфизм меж-
ду кольцом когомологий пространства X и кольцом граней Z[K]
определяет гомотопический тип X? Другими словами, существует
ли для данного симплициального комплекса K «фальшивое» про-
странство Дэвиса–Янушкевича, кольцо когомологий которого изо-
морфно Z[K], но которое не является гомотопически эквивалент-
ным DJ (K)? Этот вопрос изучался в работе [NR05].
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Предложение 6.2.6 ([NR05, Prop. 5.11]). Пусть Q[K] явля-
ется кольцом полного пересечения (это условие эквивалентно то-
му, что K является соединением симплекса и нескольких экзем-
пляров границ симплекса, см. конструкцию 1.6.1), а X — ниль-
потентный клеточный комплекс конечного типа, для которого
H∗(X;Q) ∼= Q[K]. Тогда X рационально гомотопически эквивален-
тен пространству DJ (K).

Из конструкций этого раздела можно извлечь следующую ин-
формацию о гомотопических группах момент-угол-комплекса.

Предложение 6.2.7. 1. Комплекс ZK является 2-связным
(т.е. π1(ZK) = π2(ZK) = 0), и πi(ZK) = πi(DJ (K)) при i > 3.

2. Если K является q-смежностным комплексом (т.е. любое
q-элементное подмножество вершин порождает симплекс), то
πi(ZK) = 0 при i < 2q + 1. Кроме того, π2q+1(ZK) есть свободная
абелева группа, порождённая (q+1)-элементными недостающими
гранями в K.

Доказательство. Заметим, что BTm является пространст-
вом Эйленберга–Маклейна K(Zm, 2), и 3-мерный остов простран-
ства DJ (K) совпадает с 3-мерным остовом BTm. Если же K явля-
ется q-смежностным, то из (6.4) вытекает, что (2q + 1)-остовы про-
странств DJ (K) и BTm совпадают. Теперь оба утверждения легко
вытекают из точной гомотопической последовательности отобра-
жения DJ (K) → BTm с гомотопическим слоем ZK. ¤

Вернёмся теперь к рассмотрению момент-угол-многообразий
ZP , соответствующих простым многогранникам P . Пусть задана
некоторая комбинаторная квазиторическая пара (P, Λ) (определе-
ние 4.2.2). Тогда в Tm имеется подгруппа K(Λ) ∼= Tm−n, свобод-
но действующая на ZP , и задано квазиторическое многообразие
M = M(P, Λ) := ZP/K(Λ) (см. предложение 4.3.1).

Предложение 6.2.8. Конструкция Бореля ETn ×Tn M гомо-
топически эквивалентна пространству DJ (KP ).

Доказательство. Так как K = K(Λ) свободно действует на
ZP , мы имеем

DJ (KP ) = ETm ×Tm ZP
∼=

∼= EK × (
E(Tm/K)×Tm/K (ZP/K)

) ' ETn ×Tn M.

¤

Отсюда и из следствия 6.2.5 получаем следующее утверждение
(которое также вытекает из общего утверждения 5.5.10 для локаль-
но стандартных T -многообразий).



6.3. КЛЕТОЧНОЕ РАЗБИЕНИЕ МОМЕНТ-УГОЛ-КОМПЛЕКСА 219

Следствие 6.2.9. Для любого квазиторического многообразия
M над P имеем изоморфизм колец:

H∗
Tn(M) ∼= Z[P ].

Мы также можем получить доказательство теоремы 4.5.4 о ко-
гомологиях квазиторического многообразия, независимое от ре-
зультатов главы 5.

Лемма 6.2.10 ([DJ91, Th. 4.12]). Спектральная последова-
тельность Серра расслоения

ETn ×Tn M → BTn

со слоем M вырождается в члене E2.

Доказательство. Так как BTn и M имеют клетки лишь в
чётных размерностях (см. предложение 4.5.2), все дифференциалы
в рассматриваемой спектральной последовательности тривиальны
по соображениям размерности. ¤

Следствие 6.2.11. Проекция ETn ×Tn M → BTn индуциру-
ет мономорфное отображение Z[t1, . . . , tn] → Z[P ] в когомологиях.
Вложение слоя M ↪→ ETn×Tn M индуцирует эпиморфное отобра-
жение Z[P ] → H∗(M).

Отсюда также вытекает, что ядро проекции Z[P ] → H∗(M) есть
в точности идеал JΛ = (θ1, . . . , θn), что завершает доказательство
теоремы 4.5.4.

6.3. Клеточное разбиение момент-угол-комплекса

Рассмотрим клеточное разбиение полидиска (D2)m, при котором
каждый сомножитель D2 разбивается на клетки 1, T и D размер-
ностей 0, 1 и 2 соответственно, см. рис. 6.1. Каждая клетка в (D2)m

'

&

$

%

s1T
D

Рис. 6.1

таким образом является произведением клеток трёх различных ти-
пов, и мы будем задавать такие клетки словами κ ∈ {D, T, 1}m в
«алфавите» из трёх букв. Каждой паре непересекающихся подмно-
жеств σ, ω ⊂ [m], σ∩ω = ∅, мы сопоставим слово κ(σ, ω), в котором
на позициях с номерами из σ стоит D, на позициях с номерами из
ω стоит T , а на оставшихся позициях стоит 1.
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Лемма 6.3.1. ZK является клеточным подкомплексом в (D2)m

относительно описанного выше клеточного разбиения. Клетка
κ(σ, ω) ⊂ (D2)m лежит в ZK тогда и только тогда, когда σ ∈ K.

Доказательство. Мы имеем ZK = ∪σ∈KBσ, а каждое подпро-
странство Bσ является замыканием клетки κ(σ, [m]\σ). ¤

Таким образом, мы можем рассмотреть комплекс клеточных ко-
цепей C∗(ZK), который имеет аддитивный базис из коцепей вида
κ(σ, ω)∗, двойственных к соответствующим клеткам. Введём бигра-
дуировку, положив

bideg κ(σ, ω)∗ = (−|ω|, 2|σ|+ 2|ω|),
так что bideg D = (0, 2), bideg T = (−1, 2) и bideg 1 = (0, 0). Так
как клеточный дифференциал не меняет вторую градуировку, ком-
плекс C∗(ZK) распадается в сумму своих компонент с фиксирован-
ной второй градуировкой:

(6.6) C∗(ZK) =
m⊕

q=1

C∗,2q(ZK).

Тем самым когомологии момент-угол-комплекса ZK приобретают
дополнительную градуировку, и мы определим биградуированные
числа Бетти b−p,2q(ZK), положив

(6.7) b−p,2q(ZK) := rank H−p,2q(ZK), 1 6 p, q 6 m.

Для обычных чисел Бетти тогда имеет место соотношение

(6.8) bk(ZK) =
∑

2q−p=k

b−p,2q(ZK).

Лемма 6.3.2. Пусть ϕ : K1 → K2 — симплициальное отоб-
ражение между симплициальными комплексами на множествах
[m1] и [m2] соответственно. Тогда индуцированное отображение
полиэдров | coneK′1| → | coneK′2| накрывается эквивариантным
клеточным отображением ϕZ : ZK1 → ZK2.

Доказательство. Зададим отображение полидисков

ϕD : (D2)m1 → (D2)m2 , (z1, . . . , zm1) 7→ (w1, . . . , wm2),

где
wj =

∏

i∈ϕ−1(j)

zi, 1 6 j 6 m2,

(мы полагаем wj = 1, если ϕ−1(j) = ∅). Пусть τ ∈ K1. В обозначе-
ниях (6.1) мы имеем ϕD(Bτ ) ⊂ Bϕ(τ). Так как ϕ — симплициальное
отображение, ϕ(τ) ∈ K2 и Bϕ(τ) ⊂ ZK2 . Следовательно, ограничение
ϕD на ZK1 даёт требуемое отображение. ¤
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Следствие 6.3.3. Соответствие K 7→ ZK задаёт функтор из
категории симплициальных комплексов и симплициальных отоб-
ражений в категорию пространств с действием тора и эквива-
риантных отображений. Оно также индуцирует естественное
преобразование между функтором симплициальных коцепей на K
и функтором клеточных коцепей на ZK.

Заметим также, что все отображения сохраняют биградуировку,
так что биградуированные числа Бетти также функториальны.

Замечание. Лемма 6.3.2 обобщается на обобщённые момент-
угол-комплексы ZK(X, W ) в случае, когда X допускает ассоциа-
тивное умножение с единицей, т.е. является топологическим моно-
идом, а W — подмоноидом.

6.4. Кольцо когомологий момент-угол-комплекса

Основной результат этого раздела (теорема 6.4.6) устанавливает
изоморфизм между алгеброй целочисленных когомологий момент-
угол-комплекса ZK и Tor-алгеброй симплициального комплекса K.
Вначале данный результат был доказан в [БП99] лишь для ра-
циональных коэффициентов, при помощи спектральной последо-
вательности Эйленберга–Мура расслоения ZK → DJ (K) → BTm

(см. раздел 6.2). Предлагаемое здесь новое доказательство, впер-
вые опубликованное в [ББП04] и [БП04-2], устанавливает изо-
морфизм целочисленных когомологий и основано на конструкции
клеточного разбиения из раздела 6.3 и анализе соответствующих
клеточных коцепей.

Одним из основных шагов в доказательстве является постро-
ение специальной клеточной аппроксимации диагонального отоб-
ражения ∆ : ZK → ZK × ZK. Клеточные коцепи не допускают
функториального ассоциативного умножения, так как клеточная
аппроксимация диагонального отображения, обладающая требуе-
мыми свойствами, вообще говоря, отсутствует. Однако мы показы-
ваем, что в случае момент-угол-комплексов имеется клеточная ап-
проксимация диагонального отображения, которая функториаль-
на по отношению к отображениям момент-угол-комплексов, инду-
цированных симплициальными отображениям. Соответствующая
алгебра клеточных коцепей получается факторизацией комплек-
са Кошуля кольца Z[K] по ацикличному идеалу, а её когомологии
изоморфны Tor-алгебре комплекса K. Основные результаты были
получены в [ББП04]; мы же следуем более детальному изложе-
нию в [БП04-1]. Другое доказательство теоремы 6.4.6 вытекает из
результатов работы Франца [Fr06, Th. 1.2].

6.4.1. Алгебраическая модель для клеточных коцепей.
Наша модель для клеточных коцепей комплекса ZK будет полу-
чаться факторизацией алгебры Кошуля [Λ[u1, . . . , um]⊗Z[K], d] (см.
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лемму 2.2.4) по некоторому ацикличному идеалу, как описано в сле-
дующей конструкции.

Конструкция 6.4.1. Введём факторалгебру

R∗(K) := Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K]
/
(v2

i = uivi = 0, 1 6 i 6 m),

где дифференциал и биградуировка заданы как в (I.3). Рассмотрим
каноническую проекцию

% : Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K] → R∗(K).

Алгебра R∗(K) имеет конечный аддитивный базис из мономов вида
uωvσ, где ω ⊂ [m], σ ∈ K и ω∩σ = ∅ (напомним, что мы используем
обозначение uω = ui1 . . . uik для ω = {i1, . . . , ik}). Таким образом,
мы имеем аддитивное вложение (мономорфизм биградуированных
дифференциальных модулей)

ι : R∗(K) → Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K],

которое удовлетворяет соотношению % · ι = id.

Следующее утверждение показывает, что конечномерная фак-
торалгебра R∗(K) имеет те же когомологии, что и алгебра Кошуля
Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K].

Лемма 6.4.2. Гомоморфизм % : Λ[u1, . . . , um] ⊗ Z[K] → R∗(K)
дифференциальных биградуированных алгебр является квазиизо-
морфизмом, т.е. индуцирует изоморфизм когомологий.

Доказательство. Приводимое рассуждение аналогично ис-
пользованному в доказательстве ацикличности резольвенты Ко-
шуля (см. конструкцию I.3). Мы построим оператор s, являю-
щийся коцепной гомотопией между отображениями id и ι · % из
Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K] в себя, т.е. удовлетворяющий соотношению

(6.9) ds + sd = id− ι · %.

Вначале рассмотрим случай K = ∆m−1. В этом случае алгебра
Λ[u1, . . . , um]⊗Z[K] совпадает с резольвентой Кошуля (I.4), которую
мы будем обозначать

(6.10) E = Em = Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[v1, . . . , vm],

а алгебра R∗(K) изоморфна алгебре

(6.11)
(
Λ[u]⊗ Z[v]

/
(v2 = uv = 0)

)⊗m
.

При m = 1 отображение s1 : E0,∗ = Z[v] → E−1,∗, определённое по
формуле

s1(a0 + a1v + . . . + ajv
j) = (a2v + a3v

2 + . . . + ajv
j−1)u,

является коцепной гомотопией. Действительно, любой элемент из
E имеет вид x или xu, где x = a0 + a1v + . . . + ajv

j ∈ E0,∗. В
первом случае мы имеем ds1x = x− a0 − a1v = x− ι%x, а s1dx = 0.



6.4. КОЛЬЦО КОГОМОЛОГИЙ МОМЕНТ-УГОЛ-КОМПЛЕКСА 223

Во втором случае, т.е. для xu ∈ E−1,∗, мы имеем ds1(xu) = 0, а
s1d(xu) = xu − a0u = xu − ι%(xu). В любом случае имеет место
соотношение (6.9).

Далее мы можем предположить по индукции, что для m = k−1
уже построен оператор коцепной гомотопии sk−1 : Ek−1 → Ek−1. Так
как Ek = Ek−1⊗E1, %k = %k−1⊗%1 и ιk = ιk−1⊗ι1, непосредственная
проверка показывает, что отображение

sk = sk−1 ⊗ id + ιk−1%k−1 ⊗ s1

является коцепной гомотопией между id и ιk%k, что завершает до-
казательство для K = ∆m−1.

В случае произвольного комплекса K алгебры Λ[u1, . . . , um] ⊗
Z[K] и R∗(K) получаются факторизацией алгебр (6.10) и (6.11) по
идеалу IK. При этом мы имеем

ι%(IK) ⊂ IK, d(IK) ⊂ IK, s(IK) ⊂ IK
(заметим, что последнее свойство не выполнено для оператора s,
используемого в доказательстве ацикличности резольвенты Кошу-
ля). Таким образом, тождество (6.9) по-прежнему выполнено. ¤

Сравнивая структуры дифференциальных градуированных мо-
дулей в R∗(K) и клеточном коцепном комплексе C∗(ZK) (см. раз-
дел 6.3), мы видим что они совпадают, как описано в следующем
утверждении.

Лемма 6.4.3. Отображение

g : R∗(K) → C∗(ZK), uωvσ 7→ κ(σ, ω)∗,

является изоморфизмом дифференциальных (би)градуированных
модулей. В частности, имеет место аддитивный изоморфизм

H[R∗(K)] ∼= H∗(ZK).

Отождествив алгебру R∗(K) с клеточными коцепями момент-
угол-комплекса мы можем дать топологическую интерпретацию
изоморфизму когомологий из леммы 6.4.2. Для этого мы отожде-
ствим алгебру Λ[u1, . . . , um]⊗Z[K] с клеточными коцепями некото-
рого пространства, гомотопически эквивалентного комплексу ZK.

Пусть S∞ — бесконечномерная сфера, получаемая как прямой
предел (объединение) вложенных стандартным образом друг в дру-
га нечётномерных сфер. Каждую нечётномерную сферу S2k+1 мож-
но получить из сферы S2k−1 путём приклеивания двух клеток раз-
мерностей 2k и 2k + 1:

S2k+1 ∼= (S2k−1 ∪f D2k) ∪g D2k+1.

Здесь отображение f : ∂D2k → S2k−1 тождественно (и имеет сте-
пень 1), а отображение g : ∂D2k+1 = S2k → D2k есть проекция сферы
на экваториальную плоскость (и имеет степень 0). Отсюда вытека-
ет, что пространство S∞ стягиваемо и имеет клеточное разбиение
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с одной клеткой в каждой размерности, причём граница чётно-
мерной клетки есть замыкание нечётномерной клетки, а граница
нечётномерной клетки есть нуль. Двумерным остовом этого раз-
биения является диск D2, разбитый на клетки как на рис. 6.1, а
одномерным — окружность S1 ⊂ S∞. Соответствующий комплекс
клеточных коцепей для S∞ можно отождествить с алгеброй

Λ[u]⊗ Z[v], deg u = 1, deg v = 2, du = v, dv = 0.

Из функториальности конструкции K-степени вытекает, что
имеет место деформационная ретракция на подкомплекс:

ZK = (D2,S1)K ↪→ (S∞, S1)K −→ (D2, S1)K.

Кроме того, клеточные коцепи K-степени (S∞,S1)K отождествля-
ются с Λ[u1, . . . , um] ⊗ Z[K]. Так как ZK ⊂ (S∞, S1)K является де-
формационным ретрактом, отображение клеточных коцепей

Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K] = C∗((S∞, S1)K) → C∗(ZK) = R∗(K)

индуцирует изоморфизм в когомологиях. Так как это отображе-
ние на самом деле является гомоморфизмом алгебр, оно является
квазиизоморфизмом. На самом деле оператор коцепной гомотопии,
построенный в доказательстве леммы 6.4.2 есть не что иное, как
оператор, индуцируемый на коцепях описанной выше гомотопией.

6.4.2. Клеточная аппроксимация диагонали. Здесь мы
устанавливаем мультипликативный изоморфизм когомологий в
лемме 6.4.3. Трудность здесь заключается в том, что в клеточ-
ных коцепях, вообще говоря, нет функториального ассоциативного
умножения. Классическое определение умножения в когомологиях
включает диагональное отображение, которое не является клеточ-
ным. Однако в нашем случае удаётся построить каноническую ап-
проксимацию диагонального отображения ∆ : ZK → ZK × ZK так,
что соответствующее умножение в клеточных коцепях совпадает с
умножением в алгебре R∗(K).

Стандартное определение умножения в когомологиях простран-
ства X через клеточные коцепи [ФФ89] заключается в следующем.
Рассмотрим сквозное отображение комплексов клеточных коцепей

(6.12) C∗(X)⊗ C∗(X)
×−−−→ C∗(X ×X)

∆̃∗−−−→ C∗(X).

Здесь отображение × сопоставляет клеточной коцепи c1 ⊗ c2 ∈
Cq1(X)⊗Cq2(X) коцепь c1× c2 ∈ Cq1+q2(X ×X), которая на клетке
e1×e2 ∈ X×X принимает значение (−1)q1q2c1(e1)c2(e2). Отображе-
ние ∆̃∗ индуцируется клеточной аппроксимацией ∆̃ диагонального
отображения ∆ : X → X ×X. В когомологиях отображение (6.12)
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индуцирует умножение H∗(X)⊗H∗(X) → H∗(X), которое не зави-
сит от выбора клеточной аппроксимации и функториально. Одна-
ко само отображение (6.12) не является функториальным именно
в силу произвола в выборе клеточной аппроксимации.

Тем не менее, в специальном случае X = ZK мы можем приме-
нить следующую конструкцию.

Конструкция 6.4.4 (аппроксимация для ∆ : ZK → ZK × ZK).
Рассмотрим отображение ∆̃ : D2 → D2 × D2, заданное в полярных
координатах z = ρeiϕ ∈ D2, ρ ∈ [0, 1], ϕ ∈ [0, 2π), следующим обра-
зом:

ρeiϕ 7→
{

(1 + ρ(e2iϕ − 1), 1) при ϕ ∈ [0, π],
(1, 1 + ρ(e2iϕ − 1) при ϕ ∈ [π, 2π).

Легко видеть, что это действительно клеточное отображение, пере-
водящее ∂D2 в ∂D2×∂D2, и гомотопное диагонали ∆ : D2 → D2×D2

в классе таких отображений. Взяв m-кратное произведение, полу-
чим клеточную аппроксимацию

∆̃ : (D2)m → (D2)m × (D2)m,

которая для любого симплициального комплекса K ограничивается
до клеточной аппроксимации диагонального отображения на ZK,
как описано в следующей коммутативной диаграмме:

ZK −−−→ (D2)m

∆̃

y
y∆̃

ZK ×ZK −−−→ (D2)m × (D2)m.

Заметим, что аппроксимация ∆̃ функториальна относительно отоб-
ражений момент-угол-комплексов ZK1 → ZK2 , индуцированных
симплициальными отображениями K1 → K2 (см. лемму 6.3.2).

Лемма 6.4.5. Алгебра клеточных коцепей C∗(ZK) с умноже-
нием, задаваемым при помощи клеточной аппроксимации диаго-
нали ∆̃ : ZK → ZK ×ZK и отображения (6.12), изоморфна алгебре
R∗(K). Таким образом, мы имеем изоморфизм алгебр когомологий:

H[R∗(K)] ∼= H∗(ZK).

Доказательство. Вначале рассмотрим случай K = ∆0, т.е.
ZK = D2. Клеточный коцепной комплекс C∗(D2) аддитивно порож-
дается коцепями 1 ∈ C0(D2), T ∗ ∈ C1(D2) и D∗ ∈ C2(D2), двой-
ственными к соответствующим клеткам, см. рис. 6.1. Умножение в
C∗(D2), определяемое при помощи (6.12), тривиально, так что мы
имеем мультипликативный изоморфизм

R∗(∆0) = Λ[u]⊗ Z[v]/(v2 = uv = 0) → C∗(D2).
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Далее, рассмотрев m-кратное тензорное произведение, мы по-
лучим мультипликативный изоморфизм и для K = ∆m−1:

f : R∗(∆m−1) =
Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[v1, . . . , vm]

(v2
i = uivi = 0, 1 6 i 6 m)

→ C∗((D2)m).

Для произвольного K мы имеем вложение клеточного подком-
плекса ZK ⊂ (D2)m и соответствующее мультипликативное отобра-
жение q : C∗((D2)m) → C∗(ZK). Теперь рассмотрим коммутативную
диаграмму

R∗(∆m−1)
f−−−→ C∗((D2)m)

p

y
yq

R∗(K)
g−−−→ C∗(ZK).

Здесь отображения p, f и q мультипликативны, а g является адди-
тивным изоморфизмом в силу леммы 6.4.3. Докажем, что g также
мультипликативно. Пусть α, β ∈ R∗(K). Так как p — эпиморфизм,
мы имеем α = p(α′) и β = p(β′). Тогда

g(αβ) = gp(α′β′) = qf(α′β′) = gp(α′)gp(β′) = g(α)g(β),

что и требовалось. Следовательно, g — мультипликативный изо-
морфизм, что завершает доказательство. ¤

6.4.3. Основной результат и следствия. Комбинируя ре-
зультаты лемм 2.2.4, 6.4.2 и 6.4.5, мы приходим к главному резуль-
тату этого раздела.

Теорема 6.4.6. Имеют место функториальные по K изомор-
физмы биградуированных алгебр

H∗,∗(ZK) ∼= TorZ[v1,...,vm]

(
Z[K],Z

) ∼= H
[
Λ[u1, . . . , um]⊗ Z[K], d

]
,

где биградуированная структура и дифференциал в последней ал-
гебре определяются соотношениями (I.3).

Таким образом, биградуированные числа Бетти (6.7) момент-
угол-комплекса ZK отождествляются с алгебраическими числами
Бетти (2.1) кольца граней Z[K]; тем самым эти последние числа
получают топологическую интерпретацию.

Теперь мы сведём результаты предложения 2.1.4, лемм 2.2.6
и 6.3.2, следствия 6.2.5 и теоремы 6.4.6 в следующем утверждении,
описывающем функториальные свойства соответствия K 7→ ZK.

Предложение 6.4.7. Рассмотрим следующие функторы:
а) Z, ковариантный функтор K 7→ ZK из категории ко-

нечных симплициальных комплексов и симплициальных
отображений в категорию пространств с действием то-
ра и эквивариантных отображений;
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б) k[·], контравариантный функтор K 7→ k[K] из симпли-
циальных комплексов в градуированные k-алгебры (функ-
тор кольца граней; здесь k — произвольное коммутатив-
ное кольцо с единицей);

в) Tor-alg, контравариантный функтор

K 7→ Tork[v1,...,vm]

(
k[K],k

)

из симплициальных комплексов в биградуированные k-
алгебры (этот функтор можно получить как компози-
цию k[·] и Tork[v1,...,vm](·,k));

г) H∗
T , контравариантный функтор и X 7→ H∗

T (X;k) из ка-
тегории пространств с действием тора и эквивариант-
ных отображений в k-алгебры (функтор эквивариантных
когомологий);

д) H∗, контравариантный функтор X 7→ H∗(X;k) из про-
странств в k-алгебры (функтор обычных когомологий).

Тогда мы имеем следующие тождества:

H∗
T ◦ Z = k[·], H∗ ◦ Z = Tor-alg.

Из второго тождества вытекает, что для каждого симплици-
ального отображения ϕ : K1 → K2 соответствующее отображе-
ние в когомологиях ϕ∗Z : H∗(ZK2) → H∗(ZK1) совпадает с индуциро-
ванным гомоморфизмом Tor-алгебр ϕ∗t (2.3). В частности, отобра-
жение ϕ индуцирует гомоморфизм биградуированных когомологий
H−q,2p(ZK2) → H−q,2p(ZK1).

Предложение 6.4.8. Пусть K является (n− 1)-мерным ком-
плексом Коэна–Маколея и t — регулярная последовательность
длины n в k[K]. Тогда мы имеем следующий изоморфизм алгебр:

H∗(ZK;k) ∼= Tork[v1,...,vm]/(t)
(
k[K]/(t),k

)
.

Доказательство. Это вытекает из теоремы 6.4.6 и след-
ствия II.3. ¤

Заметим, что алгебра k[K]/(t) имеет конечную размерность над
k (в отличие от k[K]). В некоторых ситуациях это позволяет вычис-
лять когомологии комплекса ZK более эффективно. Мы вернёмся
к этому в разделе 6.5.

6.4.4. Описание умножения в терминах полных под-
комплексов. В качестве одного из приложений нашего основно-
го результата мы приведём описание когомологий момент-угол-
комплекса (вместе с мультипликативной структурой) в терминах
полных подкомплексов в K, полученное Баскаковым [Ба02]. В ка-
честве следствия получается доказательство теоремы Хохстрера
(теорема 2.2.2), вычисляющей алгебраические числа Бетти колец
граней.
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Вначале заметим, что биградуированная структура в комплексе
клеточных коцепей пространства ZK на самом деле проистекает из
мультиградуированной структуры:

C∗(ZK) =
⊕

ω⊂[m]

C∗, 2ω(ZK),

где C∗, 2ω(ZK) — подкомплекс, порождённый коцепями κ(σ, ω\σ)∗

с σ ⊂ ω и σ ∈ K. Таким образом, C∗(ZK) становится Z ⊕ Zm-
градуированным модулем, и группы когомологий также расклады-
ваются соответствующим образом:

(6.13) H−i, 2j(ZK) =
⊕

ω⊂[m] : |ω|=j

H−i, 2ω(ZK),

где H−i, 2ω(ZK) := H−i[C∗, 2ω(ZK)].
Напомним, что для каждого подмножества ω ⊂ [m] задан пол-

ный подкомплекс Kω = {σ ∈ K : σ ⊂ ω}, т.е. ограничение K на ω.
Мы введём умножение в прямой сумме

⊕
p>−1

ω⊂[m]

H̃p(Kω)

(где как обычно H̃−1(∅) = Z) следующим образом. Рассмотрим два
элемента α ∈ H̃p(Kω1) и β ∈ H̃q(Kω2). Предположим сначала, что
ω1 ∩ ω2 = ∅. Тогда мы имеем вложение подкомплексов

i : Kω1tω2 = Kω1t Kω2 ↪→ Kω1∗ Kω2

(где ∗ обозначает соединение комплексов, см. конструкцию 1.6.1) и
изоморфизм приведённых симплициальных коцепей

f : C̃p(Kω1)⊗ C̃q(Kω2)
∼=−→ C̃p+q+1(Kω1∗ Kω2).

Теперь положим

a · b :=

{
0, ω1 ∩ ω2 6= ∅,

i∗f(a⊗ b) ∈ H̃p+q+1(Kω1tω2), ω1 ∩ ω2 = ∅.

Теорема 6.4.9 ([Ба02, теорема 1]). Имеют место функтори-
альные относительно симплициальных отображений изоморфиз-
мы

H̃p(Kω)
∼=−→ Hp+1−|ω|,2ω(ZK),

индуцирующие изоморфизм колец

γ :
⊕
p>−1

ω⊂[m]

H̃p(Kω)
∼=−→ H∗,∗(ZK).
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Доказательство. Утверждение об изоморфизме групп кого-
мологий вытекает из того факта, что соответствие σ∗ 7→ κ(σ, ω\σ)∗

определяет функториальный изоморфизм коцепных комплексов

C̃∗(Kω)
∼=−→ C∗+1−|ω|,2ω(ZK).

Утверждение об изоморфизме колец вытекает из изоморфизма
H∗(ZK) ∼= H[R∗(K)] (лемма 6.4.5) и анализа мультипликативной
структуры в R∗(K). ¤

Следствие 6.4.10. Имеют место изоморфизмы

H−i,2j(ZK) ∼=
⊕

ω⊂[m] : |ω|=j

H̃j−i−1(Kω),

Hk(ZK) ∼=
⊕

ω⊂[m]

H̃k−|ω|−1(Kω).

В качестве дальнейшего следствия мы получаем теорему Хох-
стера [Ho77] в её изначальной формулировке:

Tor−i,∗
Z[v1,...,vm](Z[K],Z) ∼=

⊕

ω⊂[m]

H̃ |ω|−i−1(Kω).

6.5. Биградуированные числа Бетти комплекса ZK
Здесь мы опишем основные свойства биградуированных чисел

Бетти (6.7) на основе результатов предыдущего раздела и приведём
некоторые конкретные примеры вычислений.

Лемма 6.5.1. Пусть K — симплициальный комплекс размер-
ности n− 1 с m вершинами и f1 рёбрами; тогда dimZK = m + n.
Мы имеем

а) b0,0(ZK) = b0(ZK) = 1 и b0, 2q(ZK) = 0 при q 6= 0;
б) b−p, 2q = 0 при q > m или p > q;
в) b1(ZK) = b2(ZK) = 0;
г) b3(ZK) = b−1,4(ZK) = C2

m − f1;
д) b−p, 2q(ZK) = 0 при p > q > 0 или q − p > n;
е) bm+n(ZK) = b−(m−n), 2m(ZK) = bn−1(K).

Доказательство. Мы будем использовать дифференциаль-
ную алгебру R∗(K), когомологии которой совпадают с H∗(ZK). На-
помним, что R∗(K) аддитивно порождается мономами uωvσ с σ ∈ K
и σ∩ω = ∅. Так как bideg vi = (0, 2), bideg uj = (−1, 2), биградуиро-
ванная компонента R−p,2q(K) порождена мономами uωvσ с |σ| = q−p
и |ω| = p. В частности, R−p,2q(K) = 0 при q > m или p > q, отку-
да вытекает утверждение б). Для доказательства a) заметим, что
R0,0(K) порождается единицей, а любой элемент vσ ∈ R0,2q(K) с
q > 0 является кограницей, откуда H0,2q(ZK) = 0 при q > 0.

Теперь докажем утверждение д). Пусть uωvσ ∈ R−p,2q(K), тогда
σ ∈ K, а любой симплекс из K имеет не более n вершин. Поэтому
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R−p,2q(K) = 0 при q − p > n. В силу б) мы имеем b−p,2q(ZK) = 0
при p > q, так что необходимо лишь установить, что b−q,2q(ZK) = 0
при q > 0. Группа R−q,2q(K) порождается мономами uω с |ω| = q.
Так как d(ui) = vi, непосредственная проверка показывает, что в
R−q,2q(K) нет ненулевых коциклов при q > 0, т.е. H−q,2q(ZK) = 0.

Утверждение в) вытекает из д) и (6.8).
Из д) также следует, что H3(ZK) = H−1,4(ZK). Базис в R−1,4(K)

состоит из мономов ujvi, i 6= j. Мы имеем d(ujvi) = vivj и d(uiuj) =
ujvi − uivj. Таким образом, ujvi является коциклом тогда и только
тогда, когда {i, j} не является 1-симплексом в K; в этом случае два
коцикла ujvi и uivj представляет один класс когомологий. Отсюда
вытекает утверждение г).

Докажем оставшееся утверждение е). Полная степень монома
uσvω ∈ R∗(K) равна 2|ω|+|σ|, и мы имеем ограничения |ω|+|σ| 6 m
и |ω| 6 n. Таким образом, максимум полной степени достигается
при |ω| = n и |σ| = m−n. Это доказывает первое равенство. Второе
равенство вытекает из теоремы 6.4.9. ¤

Лемма 6.5.1 показывает, что ненулевые биградуированные чис-
ла Бетти br,2q(ZK), r 6= 0, могут появляться только в полосе, огра-
ниченной прямыми q = m, r = −1, q + r = 1 и q + r = n, см.
рис 6.2 а).
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б) |K| ∼= Sn−1

Рис. 6.2. Возможные месторасположения ненулевых
биградуированных чисел Бетти b−p,2q(ZK) (обозначе-
ны звёздочками).
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Наш следующий результат позволяет выразить число симплек-
сов данной размерности в K (т.е. компоненты f -вектора) через би-
градуированные числа Бетти. Для этого рассмотрим эйлерову ха-
рактеристику комплекса C∗,2q(ZK) (см. (6.6)):

(6.14) χq(ZK) :=
m∑

p=0

(−1)p rank C−p,2q(ZK) =
m∑

p=0

(−1)pb−p,2q(ZK)

и определим порождающий многочлен

χ(ZK; t) :=
m∑

q=0

χq(ZK)t2q.

Теорема 6.5.2. Для любого (n − 1)-мерного симплициального
комплекса K с m вершинам имеет место соотношение:

χ(ZK; t) = (1− t2)m−n(h0 + h1t
2 + . . . + hnt2n)

где (h0, h1, . . . , hn) есть h-вектор комплекса K.
Доказательство. Биоднородная компонента C−p,2q(ZK) име-

ет базис из клеточных коцепей κ(σ, ω)∗ с σ ∈ K, |σ| = q − p
и |ω| = p. Следовательно, rank C−p,2q(ZK) = fq−p−1C

p
m−q+p, где

(f0, f1, . . . , fn−1) — f -вектор комплекса K и f−1 = 1. Подставляя
это в (6.14), получаем

χq(ZK) =
m∑

j=0

(−1)q−jfj−1C
q−j
m−j,

Тогда

(6.15) χ(ZK; t) =
m∑

q=0

m∑
j=0

t2jt2(q−j)(−1)q−jfj−1C
q−j
m−j =

=
m∑

j=0

fj−1t
2j(1− t2)m−j = (1− t2)m

n∑
j=0

fj−1(t
−2 − 1)−j.

Положим h(t) = h0 + h1t + . . . + hntn. Тогда из (1.8) получаем

tnh(t−1) = (t− 1)n

n∑
j=0

fj−1(t− 1)−j.

Подставляя в последнем тождестве t−2 вместо t, мы окончательно
можем переписать (6.15) как

χ(ZK; t)

(1− t2)m
=

t−2nh(t2)

(t−2 − 1)n
=

h(t2)

(1− t2)n
,

что эквивалентно требуемому тождеству. ¤
Следствие 6.5.3. Если K 6= ∆m−1 (т.е. m > n), то эйлерова

характеристика комплекса ZK равна нулю.
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Доказательство. Мы имеем

χ(ZK) =
m∑

p,q=0

(−1)−p+2qb−p,2q(ZK) =
m∑

q=0

χq(ZK) = χ(ZK; 1),

и утверждение вытекает из соотношения теоремы 6.5.2. ¤
Далее мы изучим свойства биградуированных чисел Бетти для

различных специальных классов симплициальных комплексов.

Лемма 6.5.4. Пусть K — ориентируемое (n− 1)-мерное псев-
домногообразие (см. определение 5.8.14). Тогда образующая группы
Hm+n(ZK) представляется любым мономом vσuω ∈ R∗(K) бисте-
пени (−(m− n), 2m), таким, что σ ∈ K и σ ∩ ω = ∅.

Доказательство. Мы имеем Hm+n(ZK) = H−(m−n),2m(ZK) в
силу леммы 6.5.1 е). Модуль R−(m−n),2m(K) порождается мономами
vσuω с σ ∈ K, |σ| = n, ω = [m] \ σ. Каждый такой моном является
коциклом. Пусть σ, σ′ — два (n−1)-симплекса в K, имеющие общую
(n− 2)-грань. Рассмотрим соответствующие коциклы vσuω и vσ′uω′

(где ω = [m] \ σ, ω′ = [m] \ σ′):

vσuω = vi1 . . . vinuj1 . . . ujm−n ,

vσ′uω′ = vi1 . . . vin−1vj1uinuj2 . . . ujm−n .

Так как K является псевдомногообразием, любая (n− 2)-грань в K
содержится ровно в двух (n− 1)-гранях. Поэтому в алгебре R∗(K)
имеет место тождество

d(vi1 . . . vin−1uinuj1uj2 . . . ujm−n) =

= vi1 . . . vinuj1 . . . ujm−n − vi1 . . . vin−1vj1uinuj2 . . . ujm−n

Следовательно, [vσuω] = [vσ′uω′ ] (как классы когомологий). Нако-
нец, из свойства 3) в определении псевдомногообразия вытекает,
что все мономы vσuω ∈ R−(m−n),2m(K) с точностью до знака пред-
ставляют один класс когомологий. Так как псевдомногообразие K
ориентируемо, этот класс когомологий ненулевой и является обра-
зующей группы Hm+n(ZK). ¤

Предложение 6.5.5. Пусть K является симплициальным
разбиением (n−1)-мерной сферы. Тогда двойственность Пуанкаре
для соответствующего многообразия ZK сохраняет биградуиро-
ванную структуру в когомологиях. В частности,

b−p, 2q(ZK) = b−(m−n)+p, 2(m−q)(ZK), 0 6 p 6 m− n, 0 6 q 6 m.

Доказательство. Так как спаривание групп когомологий,
задаваемое двойственностью Пуанкаре, определяется в терминах
когомологического умножения, которое сохраняет биградуиров-
ку, двойственность Пуанкаре также сохраняет биградуировку. Мы
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имеем dimZK = m + n, и в силу леммы 6.5.4

Hm+n(ZK) = Tor
−(m−n), 2m
Z[v1,...,vm]

(
Z[K],Z

) ∼= Z.

Отсюда вытекает соотношение на числа Бетти. ¤
Следствие 6.5.6. Пусть K — симплициальная (n− 1)−сфера

и ZK — соответствующее многообразие, dimZK = m + n. Тогда
а) b−p,2q(ZK) = 0 при p > m−n, с единственным исключением

b−(m−n),2m = 1;
б) b−p,2q(ZK) = 0 при q−p > n, с единственным исключением

b−(m−n),2m = 1.

Отсюда следует, что если |K| ∼= Sn−1, то ненулевые биградуиро-
ванные числа Бетти br,2q(ZK) с r 6= 0 и r 6= m−n, могут появляться
только в полосе, ограниченной прямыми r = −(m−n−1), r = −1,
q + r = 1 и q + r = n− 1, см. рис 6.2 б).

Напомним, что пространство X называется пространством с
двойственностью Пуанкаре (над k), если H∗(X;k) является алгеб-
рой Пуанкаре (см. раздел 2.4). Следующее утверждение обобщает
результат следствия 6.5.5.

Теорема 6.5.7. ZK является пространством с двойственно-
стью Пуанкаре тогда и только тогда, когда K является горен-
штейновым комплексом.

Доказательство. Пусть K является горенштейновым ком-
плексом. Тогда алгебра A из теоремы 2.4.3 является алгеброй Пуан-
каре, и мы имеем k ∼= A0 ∼= Homk(A

d, Ad), откуда Ad ∼= k. Так как
мы работаем с градуированными кольцами, Tor-алгебра является
биградуированной, следовательно, Ad = Ad,2q для некоторого q > 0.
Так как умножение в Tor-алгебре согласовано с биградуировкой,
изоморфизмы Ai

∼=→ Homk(A
d−i, Ad) из определения алгебры Пуан-

каре задают изоморфизмы

Ai, 2j ∼=−→ Homk(A
d−i, 2(q−j), Ad, 2q).

Пусть Hk = Hk(ZK;k) и H = ⊕r
k=0H

k; тогда Hk = ⊕i+2j=kA
i, 2j и

r = d + 2q. Следовательно, мы имеем изоморфизмы

Hk =
⊕

i+2j=k

Ai,2j ∼=−→
⊕

i+2j=k

Homk(A
d−i,2(q−j), Ad,2q) = Homk(H

r−k, Hr),

т.е. H является алгеброй Пуанкаре.
Предположим теперь, что H = ⊕r

k=0H
k является алгеброй Пу-

анкаре. Тогда

k ∼= Hr = Tor−d, 2q
k[v1,...,vm](k[K],k) = Ad, 2q

для некоторых d, q > 0. Так как умножение с когомологиях ZK со-
гласовано с биградуировкой, изоморфизмы Hk

∼=→ Homk(H
r−k, Hr)
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задают изоморфизмы

H−i, 2j = Ai, 2j ∼=−→ Homk(A
d−i, 2(q−j), Ad, 2q),

которые, в свою очередь, задают изоморфизмы

Ai =
⊕

j

Ai, 2j ∼=−→
⊕

j

Homk(A
d−i, 2(q−j), Ad) = Homk(A

d−i, Ad).

Следовательно, A является алгеброй Пуанкаре. ¤

Замечание. В теореме 6.5.7 мы не предполагаем, что r =
max{k : Hk(ZK;k) 6= 0} совпадает с dimZK. Из приведённого дока-
зательства вытекает, что ZK является пространством с двойствен-
ностью Пуанкаре и r = dimZK тогда и только тогда, когда K яв-
ляется горенштейновым* комплексом.

Теперь приведём примеры явных вычислений колец когомоло-
гий момент-угол-комплексов.

Пример 6.5.8. Пусть K = ∂∆m−1. Тогда

Z[K] = Z[v1, . . . , vm]/(v1 · · · vm).

Образующая старшей группы когомологий сферы ZK ∼= S2m−1

представляется коциклом u1v2v3 · · · vm ∈ Λ[u1, . . . , um] ⊗ Z[K] би-
степени (−1, 2m).

Пример 6.5.9. Пусть P — пятиугольник. Вычислим кольцо ко-
гомологий соответствующего момент-угол-многообразия ZP . Мы
имеем dimZP = 7. Занумеруем вершины пятиугольника по цик-
лу, так что соседние вершины имеют соседние индексы. Тогда
группа H3(ZP ) имеет 5 образующих, соответствующих диагона-
лям пятиугольника, и представленных коциклами viui+2 ∈ Z[P ] ⊗
Λ[u1, . . . , u5], 1 6 i 6 5. Вычисление на основе теоремы 6.4.6 пока-
зывает, что группа H4(ZP ) имеет 5 образующих, представленных
коциклами vjuj+2uj+3, 1 6 j 6 5. Как вытекает из леммы 6.5.4, про-
изведение коциклов viui+2 и vjuj+2uj+3 представляет образующую в
H7(ZP ) тогда и только тогда, когда все индексы i, i+2, j, j +2, j +3
различны. Таким образом, для каждого из 5 классов когомологий
[viui+2] имеется единственный класс [vjuj+2uj+3], такой, что произ-
ведение [viui+2] · [vjuj+2uj+3] не равно нулю.

Вычисление из предыдущего примера обобщается в следующем
утверждении, описывающем мультипликативную структуру в ко-
гомологиях многообразия ZP , соответствующего m-угольнику P .
Напомним, что когомологической длиной пространства X называ-
ется максимальное число l = l(X), для которого существует набор
классов когомологий {αi ∈ H>0(X), 1 6 i 6 l} с ненулевым произ-
ведением α1 · · ·αl.
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Теорема 6.5.10. Пусть P — некоторый m-угольник, m >
4. Тогда момент-угол-многообразие ZP имеет когомологическую
длину 2, не имеет кручения в когомологиях, а числа Бетти зада-
ются формулами

bk(ZP ) =





1 при k = 0,m + 2;

0 при k = 1, 2,m, m + 1;

(k − 2)Ck−1
m−2 + (m− k)Cm−k+1

m−2 при 3 6 k 6 m− 1.

Доказательство. Утверждение о когомологической длине
вытекает из биградуированной структуры. Действительно, пред-
положим, что l(ZP ) > 2; тогда найдутся три ненулевых клас-
са когомологий αi ∈ H−pi, 2qi(ZP ), 1 6 i 6 3, положительной
размерности с α1α2α3 6= 0. В силу леммы 6.5.1 д) мы имеем
qi > pi, при i = 1, 2, 3. Тогда α1α2α3 ∈ H−(p1+p2+p3), 2(q1+q2+q3), где
(q1 + q2 + q3) − (p1 + p2 + p3) > 2. Так как у нас n = 2, из вто-
рой части леммы 6.5.1 д) вытекает, что H−(p1+p2+p3), 2(q1+q2+q3) = 0.
Полученное противоречие показывает, что l(ZP ) 6 2. С другой
стороны, когомологии ZP нетривиальны в размерностях 3 и m + 2
(число b3(ZP ) равно числу диагоналей m-угольника), так что l(ZP )
не может быть равно 1 в силу двойственности Пуанкаре.

Для вычисления чисел Бетти рассмотрим главное расслоение
p : ZP → M со слоем Tm−2, где M — произвольное торическое мно-
гообразие над m-угольником P . Член E2 спектральной последова-
тельности Серра этого расслоения имеет вид
(6.16) E2 = [Λ[t1, . . . , tm−2]⊗H∗(M), d2]

(см. рис. 6.3). Из теоремы 4.5.4 вытекает, что H2(M) ∼= Zm−2. Так
как H1(ZP ) = H2(ZP ) = 0, дифференциал d0,1

2 : E0,1
2 → E2,0

2 явля-
ется изоморфизмом. Положим d2(ti) = wi ∈ H2(M), 1 6 i 6 m−2;
тогда из мультипликативной структуры в члене E2 вытекает, что
все дифференциалы d0,∗

2 являются мономорфизмами.
Далее, из теоремы 4.5.4 вытекает, что H∗(M) ∼= Z[P ]/JΛ. Тогда

из (6.16) и леммы 2.2.4 мы получаем следующее вычисление члена
E3 спектральной последовательности:

E3 = H
[
Λ[t1, . . . , tm−2]⊗ Z[P ]/JΛ, d2

]
=

= TorZ[v1,...,vm]/JΛ

(
Z[P ]/JΛ,Z

) ∼= H∗(ZP ),

где последнее равенство вытекает из предложения 6.4.8. Следова-
тельно, спектральная последовательность вырождается в члене E3.

Пусть f — классифицирующее отображение для расслоения p;
тогда мы имеем коммутативную диаграмму

ZP −−−→ ETm−2

p

y
y

M
f−−−→ BTm−2.
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1

ti

wi

PPPPq
PPPPq

PPPPq
PPPPq

PPPPq
PPPPq

d0,∗
2 d2,∗

2

0 2 4

0

m−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Рис. 6.3. Член E2 спектральной последовательности
расслоения p : ZP → M .

Отображение f ∗ : H∗(BTm−2) → H∗(M) эпиморфно: его можно
отождествить с проекцией

Z[v1, . . . , vm]/JΛ → Z[v1, . . . , vm]/(IP + JΛ).

Из коммутативной диаграммы расслоений вытекает, что отобра-
жение p∗ : H∗(M) → H∗(ZP ) является нулевым в положительных
размерностях. Таким образом, в спектральной последовательности
расслоения p мы имеем E4,0

∞ = 0. Но так как последовательность
вырождается в члене E3, мы имеем E4,0

3 = 0, откуда вытекает, что
d2,1

2 : E2,1
2 → E4,0

2 является эпиморфизмом. Тогда из мультиплика-
тивной структуры в члене E2 вытекает, что все дифференциалы
d2,∗

2 являются эпиморфизмами.
Из вышеописанных свойств дифференциалов в члене E2 выте-

кает, что при 3 6 k 6 m− 1

bk(ZP ) = rank E2, k−2
3 = rank E2, k−2

2 − rank E0, k−1
2 − rank E4, k−3

2 =

= (m− 2)Ck−2
m−2 − Ck−1

m−2 − Ck−3
m−2 = (k − 2)Ck−1

m−2 + (m− k)Cm−k+1
m−2 ,

что и требовалось. ¤
Любое n-мерное многообразие когомологической длины 2 имеет

кольцо когомологий как у связной суммы нескольких экземпляров
пространств вида Sk × Sn−k. Поэтому утверждение теоремы 6.5.10
означает, что если P является m-угольником, то имеет место изо-
морфизм колец когомологий

(6.17) H∗(ZP ) ∼= H∗
(m−1

#
k=3

(
Sk × Sm+2−k

)#(k−2)Ck−1
m−2

)
,

где X#k обозначает связную сумму k экземпляров пространства X.
Недавно было доказано, что изоморфизм когомологий (6.17)

происходит из диффеоморфизма соответствующих многообразий.
Более того, имеет место следующее более общее утверждение.
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Теорема 6.5.11 ([BM06, Th. 6.3]). Предположим, что n-
мерный многогранник P получается из симплекса ∆n последова-
тельным применением m − n − 1 операций «срезания вершины».
Тогда соответствующее момент-угол-многообразие диффеоморф-
но следующей связной сумме произведений сфер:

ZP
∼=

m−n+1

#
k=3

(
Sk × Sm+n−k

)#(k−2)Ck−1
m−n .

При n = 2 мы получаем диффеоморфизм многообразий из (6.17)
(заметим, что любой m-угольник получается из 2-симплекса после-
довательным срезанием вершин). Заметим, что операция срезания
вершины эквивалентна взятию связной суммы многогранника и
симплекса (см. пример 1.1.10.2). По поводу операции срезания гра-
ней (и, в частности, вершин) см. также разделы 5.7 и 5.9.

6.6. Конфигурации координатных подпространств

Здесь мы отождествляем, с точностью до гомотопической экви-
валентности, момент-угол-комплекс ZK с дополнением конфигура-
ции комплексных координатных подпространств, соответствующей
комплексу K. Тем самым результаты и методы торической топо-
логии находят приложения в теории конфигураций; в частности,
даётся описание и эффективное вычисление колец когомологий до-
полнений координатных конфигураций, а в некоторых случаях так-
же удаётся описать их гомотопический тип.

Конфигурации координатных подпространств в Cm и их допол-
нения уже появлялись у нас в разделе 3.2 в связи с конструкцией
Кокса торических многообразий. Здесь мы рассмотрим их с общих
позиций.

Координатное подпространство Cm можно задать в виде

(6.18) Lω = {(z1, . . . , zm) ∈ Cm : zi1 = . . . = zik = 0},
где ω = {i1, . . . , ik} — некоторое подмножество в [m].

Конструкция 6.6.1. Для каждого симплициального комплек-
са K на множестве [m] рассмотрим конфигурацию комплексных
координатных подпространств (или координатную конфигурацию)

A(K) = {Lω : ω /∈ K}.
Обозначим дополнение к A(K) в Cm через U(K), т.е.

(6.19) U(K) = Cm \
⋃

ω/∈K
Lω.

Заметим, что если K′ ⊂ K — подкомплекс, то U(K′) ⊂ U(K).
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Предложение 6.6.2. Сопоставление K 7→ U(K) определя-
ет взаимно однозначное соответствие между симплициальны-
ми комплексами на множестве [m] и дополнениями координат-
ных конфигураций в Cm, сохраняющее отношение вложения.

Доказательство. Необходимо построить обратное соответ-
ствие. Пусть A — конфигурация координатных подпространств в
Cm и U(A) — её дополнение. Определим

(6.20) K(A) := {ω ⊂ [m] : Lω ∩ U(A) 6= ∅}.
Нетрудно видеть, чтоK(A) является симплициальным комплексом,
который зависит лишь от U(A) и задаёт обратное соответствие. ¤

Если координатная конфигурация A содержит некоторую ги-
перплоскость, скажем {zi = 0}, то её дополнение U(A) расклады-
вается в произведение U(A0) × C∗, где A0 — координатная кон-
фигурация в гиперплоскости {zi = 0} и C∗ = C \ {0}. Таким обра-
зом, для любой координатной конфигурации A её дополнение U(A)
представляется в виде

U(A) = U(A′)× (C∗)k,

где A′ — конфигурация координатных подпространств в Cm−k, ко-
торая не содержит гиперплоскостей. С другой стороны, (6.20) по-
казывает, что A содержит гиперплоскость {zi = 0} тогда и только
тогда, когда {i} не является вершиной комплекса K(A). Отсюда
вытекает, что U(K) является дополнением координатной конфигу-
рации, не содержащей гиперплоскостей, тогда и только тогда, когда
множество вершин комплекса K есть всё [m]. Принимая во внима-
ние эти замечания, мы ограничимся рассмотрением координатных
конфигураций без гиперплоскостей и симплициальных комплексов
на множестве вершин [m].

Дополнение U(K) является частным случаем конструкции 6.1.7,
как показывает следующее утверждение.

Предложение 6.6.3. U(K) = (C,C×)K.

Доказательство. Надо доказать, что U(K) =
⋃

σ∈K Uσ, где

Uσ := {(z1, . . . , zm) ∈ Cm : zi 6= 0 при i /∈ σ}.
Это утверждение уже фактически было доказано в разделе 3.2,
см. (3.4) и предложение 3.2.2. ¤

Пример 6.6.4. 1. Если K = ∆m−1, то U(K) = Cm.
2. Если K = ∂∆m−1, то U(K) = Cm \ {0}.
3. Пусть K представляет собой набор из m точек. Тогда

U(K) = Cm \
⋃

16i<j6m

{zi = zj = 0}
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есть дополнение набора всех координатных подпространств кораз-
мерности два.

4. В более общем случае, если K есть i-мерный остов симплекса
∆m−1, то U(K) является дополнением набора всех координатных
подпространств коразмерности (i + 2).

Так как каждое координатное подпространство инвариантно от-
носительно стандартного действия Tm на Cm, дополнение U(K) так-
же является Tm-инвариантным подмножеством в Cm.

Теорема 6.6.5. Для любого симплициального комплекса K на
множестве [m] имеется Tm-эквивариантная деформационная ре-
тракция

ZK ↪→ U(K)
'−→ ZK.

Доказательство. Так как ZK = (D2,S1)K, а U(K) = (C,C×)K,
момент-угол-комплекс действительно содержится в U(K) в каче-
стве Tm-инвариантного подмножества.

Пространством орбит ZK/Tm является кубический комплекс
cc(K) (см. конструкцию 1.8.7). Пространство орбит U(K)/Tm мож-
но отождествить с

U(K)> := U(K) ∩ Rm
> ,

где Rm
> рассматривается как подмножество в Cm.

Мы имеем cc(K) ⊂ U(K)>. Вначале построим деформационную
ретракцию r : U(K)> → cc(K) пространств орбит, а затем построим
накрывающую её эквивариантную деформационную ретракцию са-
мих Tm-пространств. Если K = ∆m−1, то U(K) = Cm, а ZK = Dm, и
утверждение очевидно. В противном случае симплициальный ком-
плекс K можно получить из комплекса ∂∆m−1 последовательным
удалением симплексов, и мы построим нужную деформационную
ретракцию r по индукции.

Если K = ∂∆m−1, то U(K)> = Rm
>\{0}. В этом случае очевидно

имеется ретракция r, которая действует как показано на рис. 6.4.
Теперь предположим, что комплекс K получается из K′ удалением
одного (k − 1)-мерного симплекса τ = {j1, . . . , jk}, т.е. K ∪ τ = K′.
Тогда мы имеем вложение i : U(K)> → U(K′)>. Мы можем пред-
положить по индукции, что уже имеется деформационная ретрак-
ция r′ : U(K′)> → cc(K′). Пусть y ∈ Rm

> — точка с координатами
yj1 = . . . = yjk

= 0 и yi = 1 при i /∈ τ . Так как τ /∈ K, мы имеем
y /∈ U(K)>. С другой стороны, y ∈ Cτ ⊂ cc(K′), см. (1.18). По-
этому мы можем применить ретракцию, изображённую на рис. 6.4
на грани Cτ ⊂ Im, с центром в точке y . Обозначим эту ретракцию
через rτ . Тогда

r = rτ ◦ r′ ◦ i : U(K)> −→ cc(K)
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Рис. 6.4. Ретракция r : U(K)> → cc(K) для K = ∂∆m−1.

является требуемой деформационной ретракцией на уровне про-
странств орбит.

Момент-угол-комплекс K представляется в виде факторпро-
странства cc(K) × Tm/∼ (см. предложение 6.1.1), и аналогично
U(K) ∼= U(K)>×Tm/∼. Поэтому деформационная ретракция r про-
странств орбит накрывается эквивариантной деформационной ре-
тракцией r̃ : U(K) → ZK, которая определена по формуле r̃(y , t) =
(r(y), t), где y ∈ U(K)> и t ∈ Tm. ¤

Наличие гомотопической эквивалентности U(K) ' ZK позволя-
ет применять результаты о когомологиях момент-угол-комплексов,
такие как теоремы 6.4.6 и 6.4.9, к вычислению колец когомоло-
гий дополнений координатных конфигураций. Ниже мы рассмот-
рим соответствующие примеры.

Пример 6.6.6. Пусть K представляет собой набор из m то-
чек. Тогда ZK гомотопически эквивалентно дополнению из при-
мера 6.6.4.3 и

Z[K] = Z[v1, . . . , vm]/(vivj, i 6= j).

Подпространство коциклов в R∗(K) имеет базис из мономов

vi1ui2ui3 · · ·uik , k > 1 и ip 6= iq при p 6= q.

Так как deg vi1ui2ui3 · · · uik = k+1, размерность пространства (k+1)-
мерных коциклов равна mCk−1

m−1. Подпространство (k + 1)-мерных
кограниц порождено элементами вида

d(ui1 · · · uik)

и имеет размерность Ck
m. Следовательно,

dim H0(ZK) = 1,

dim H1(ZK) = H2(U(K)) = 0,

dim Hk+1(ZK) = mCk−1
m−1 − Ck

m = (k − 1)Ck
m, 2 6 k 6 m,

а умножение в когомологиях дополнения U(K) тривиально.
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Вычисление из предыдущего примера показывает, что если K
есть набор из m точек, то имеет место изоморфизм колец

(6.21) H∗(U(K)) ∼= H∗
( m∨

k=2

(
Sk+1

)∨(k−1)Ck
m

)
,

где X∨k обозначает букет k экземпляров пространства X. На самом
деле этот изоморфизм когомологий происходит из гомотопической
эквивалентности, как показывает следующий результат.

Теорема 6.6.7 ([ГТ04], [GT07, Cor. 9.5]). Пусть K есть i-
мерный остов симплекса ∆m−1, т.е. U(K) является дополнением
набора всех координатных подпространств коразмерности (i+2).
Тогда U(K) имеет гомотопический тип букета сфер

m∨

k=i+2

(
Si+k+1

)∨Ck
mCi+1

k−1 .

При i = 0 мы получаем гомотопическую эквивалентность про-
странств из (6.21). Доказательство теоремы основано на анализе го-
мотопического слоя вложения DJ (K) ↪→ BTm, см. следствие 6.2.4.
Также в [GT07] описан более широкий класс симплициальных ком-
плексов K, для которых соответствующее дополнение имеет гомо-
топический тип букета сфер.

Наряду с заданием координатных подпространств уравнения-
ми, как в (6.18), их также можно задавать линейными оболочками
подмножеств стандартного базиса. Это приводит к двойственному
описанию координатных конфигураций и их дополнений. А имен-
но, рассмотрим двойственный комплекс K̂ := {ω ⊂ [m] : [m]\ω /∈
K}, см. конструкцию 1.6.8. Тогда координатную конфигурацию, со-
ответствующую K, можно задавать двумя способами:

A(K) = {Lω : ω /∈ K} = {〈e i1 , . . . , e ik〉 : {i1, . . . , ik} ∈ K̂}.
Используя двойственность Александера и наше вычисление ко-

гомологий момент-угол-комплекса ZK в терминах полных подком-
плексов, мы можем получить следующее описание когомологий до-
полнения U(K).

Предложение 6.6.8. Имеют место изоморфизмы групп

H̃q(U(K)) ∼=
⊕

σ∈K̂
H̃2m−2|σ|−q−2(lkK̂ σ).

Доказательство. Из следствия 6.4.10 вытекает изоморфизм

Hq(U(K)) ∼=
⊕

τ⊂[m]

H̃q−|τ |−1(Kτ ).

Непустые симплексы τ ∈ K не вносят вклада в сумму из преды-
дущей формулы, так как соответствующие полные подкомплексы
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Kτ стягиваемы. Так как H̃−1(∅) = Z, пустой симплекс лишь до-
бавляет слагаемое Z в H0(U(K)). Поэтому мы можем переписать
последнюю формулу как

H̃q(U(K)) ∼=
⊕

τ /∈K
H̃q−|τ |−1(Kτ ).

Используя двойственность Александера (предложение 1.6.12), мы
находим

H̃q−|τ |−1(Kτ ) = H̃|τ |−3−q+|τ |+1(lkK̂ τ̂) = H̃2m−2|τ̂ |−q−2(lkK̂ τ̂),

где τ̂ = [m]\τ — симплекс в K̂. ¤

Предложение 6.6.8 является частным случаем известной форму-
лы Горески–Макферсона [GM88, Гл. III], которая вычисляет груп-
пы (ко)гомологий дополнения конфигурации произвольных аф-
финных подпространств в терминах её частично упорядоченного
множества пересечений (которое в случае координатных конфи-
гураций совпадает с множеством граней комплекса K̂). Мы видим,
что приложение теории момент-угол-комплексов не только даёт
описание мультипликативной структуры в когомологиях дополне-
ний координатных конфигураций, но также позволяет объединить
два на первый взгляд не связанных между собой результата, а
именно, теорему Горески–Макферсона о когомологиях дополнений
конфигураций и теорему Хохстера из коммутативной алгебры.

6.7. Момент-угол-комплекс как множество Кемпфа–Несс

В этом заключительном разделе главы мы интерпретируем
момент-угол-комплексы как множества типа Кемпфа–Несс, и тем
самым получаем некоторые приложения наших результатов в гео-
метрической теории инвариантов.

В приложении VI приведены необходимые сведения из теории
действий алгебраических групп. Там указано, что для данного аф-
финного многообразия X с действием редуктивной группы G мож-
но найти компактное подмножество KNX ⊂ X, для которого кате-
горный фактор X//G гомеоморфен обычному факторпространству
KNX/K множества KNX по действию максимальной компактной
подгруппы K ⊂ G. Кроме того, множество Кемпфа–Несс KNX яв-
ляется K-эквивариантным деформационным ретрактом многооб-
разия X.

Момент-угол-комплекс обладает этими двумя характеристиче-
скими свойствами множества Кемпфа–Несс для алгебраических
действий тора на специальных квазиаффинных многообразиях —
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дополнениях конфигураций координатных подпространств, рас-
сматриваемых в одном из подходов к определению торических мно-
гообразий. Тем самым момент-угол-комплексы можно считать «то-
рическими квазиаффинными» множествами типа Кемпфа–Несс,
хотя этот подход и отличается от классического, принятого для
аффинных многообразий. В случае действия, задающего проектив-
ное торическое многообразие, наше множество Кемпфа–Несс отож-
дествляется с поверхностью уровня отображения моментов, или с
невырожденным пересечением вещественных квадрик в Cm. На-
ши вычисления когомологий момент-угол-комплексов позволяют
описывать топологию торических множеств Кемпфа–Несс, и мы
завершаем этот раздел ещё одним примером, представляющим ин-
терес с точки зрения действий алгебраических групп. Как будет
видно из этого примера, торические множества Кемпфа–Несс мо-
гут иметь весьма сложную топологическую структуру; многие ин-
тересные явления возникают даже в случае действий тора, соот-
ветствующих простым 3-мерным веерам.

Мы будем использовать обозначения главы 3. Пусть Σ — сим-
плициальный веер в пространстве NR ∼= Rn, имеющий m одномер-
ных конусов, порождённых примитивными векторами a1, . . . ,am.
Веер Σ определяет следующие данные (см. раздел 3.2): симпли-
циальный комплекс KΣ, алгебраическую подгруппу G (3.2) в ал-
гебраическом торе (C×)m и её компактную подгруппу K ⊂ Tm,
квазиаффинное G-многообразие U(Σ) (3.4). При этом U(Σ) явля-
ется дополнением координатной конфигурации в Cm, и мы имеем
U(Σ) = U(KΣ) в обозначениях предыдущего раздела (см. пред-
ложение 3.2.2). Кроме того, рассмотрим момент-угол-комплекс
Z(Σ) := ZKΣ

. В явном виде мы имеем, по аналогии с (3.4),

Z(Σ) =
⋃
σ∈Σ

Z(σ),

где

Z(σ) = {z ∈ (D2)m : |zj| = 1 при j /∈ g(σ)}.
Теорема 6.7.1. Пусть Σ — симплициальный веер. Тогда
а) если Σ является полным, то композиция отображений

Z(Σ) ↪→ U(Σ) → U(Σ)/G индуцирует гомеоморфизм Z(Σ)/K →
U(Σ)/G;

б) имеется Tm-эквивариантная деформационная ретракция
U(Σ) на Z(Σ).

Доказательство. Мы имеем представления в виде фактор-
пространств

Z(Σ) ∼= cc(KΣ)× Tm/∼ и U(Σ) ∼= U(Σ)> × Tm/∼,
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см. доказательство теоремы 6.6.5. Кроме того, факторпространство
U(Σ)/G отождествляется в силу теоремы 3.2.1 с торическим мно-
гообразием VΣ, которое, в свою очередь, отождествляется с фак-
торпространством Q × T/≈ из (3.16). Таким образом, композиция
отображений Z(Σ) ↪→ U(Σ) → U(Σ)/G принимает вид

(6.22) cc(KΣ)× Tm/∼ −→ U(Σ)> × Tm/∼ −→ Q× T/≈.

При этом, если веер Σ является полным и симплициальным, то мы
имеем гомеоморфизмы многообразий с углами

cc(KΣ) ∼= | coneK′| ∼= Q,

так как разбиение на грани каждого из этих многообразий двой-
ственно по Пуанкаре триангуляции (n− 1)-мерной сферы, задава-
емой симплициальным комплексом KΣ. В результате мы получа-
ем, что композиция отображений (6.22) совпадает с отображением
Q×Tm/∼ → Q× T/≈, индуцированным отображением ` : Tm → T
из точной последовательности (3.3). Отсюда вытекает утвержде-
ние а), а утверждение б) уже доказано у нас как теорема 6.6.5. ¤

Сравнивая этот результат с теоремой VI.2, мы видим, что Z(Σ)
обладает теми же свойствами по отношению к G-действию на
U(Σ), которыми обладает множество KNX по отношению к дей-
ствию редуктивной группы на аффинном многообразии X. Поэто-
му мы будем называть Z(Σ) множеством Кемпфа–Несс многооб-
разия U(Σ).

Пример 6.7.2. Условие полноты веера Σ в теореме 6.7.1 суще-
ственно. Действительно, рассмотрим веер из примера 3.2.5. Тогда
U(Σ) представляет собой дополнение до 3 координатных прямых
в C3, а

Z(Σ) = (D2 × S1 × S1) ∪ (S1 × D2 × S1) ∪ (S1 × S1 × D2).

Оба этих пространства гомотопически эквивалентны букету S3 ∨
S3 ∨ S3 ∨ S4 ∨ S4 (см. теорему 6.6.7). Торическое многообразие
XΣ = U(Σ)/G некомпактно (оно получается удалением трёх точек
из CP 2) и поэтому не может быть гомеоморфным компактному
пространству Z(Σ)/K.

В классической ситуации действий алгебраических групп на
аффинных многообразиях множество Кемпфа–Несс допускает опи-
сание в виде множества нулей некоторого отображения момен-
тов (VI.2). Однако, подобное описание неприменимо в случае дей-
ствий алгебраического тора на квазиаффинных многообразиях
U(Σ). Действительно отображение моментов µ в (VI.2) совпада-
ет в этом случае с отображением µΣ из примера 3.3.2, но, как мы
увидим ниже, множество

µ−1
Σ (0) = {z ∈ Cm : 〈κz, z〉 = 0 для всех κ ∈ k}
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состоит лишь из нуля. Тем не менее сейчас мы покажем, что
описание торического множества Кемпфа–Несс Z(Σ), аналогич-
ное (VI.2), существует в случае, когда Σ является нормальным
веером некоторого многогранника. Тем самым будет продолжена
аналогия с аффинными множествами Кемпфа–Несс.

Пусть ΣP — нормальный веер простого многогранника P , за-
данного как (1.1), см. конструкцию 1.3.2. Тогда отображение мо-
ментов µΣP

совпадает с отображением µP , задаваемым формула-
ми (3.13). Непосредственное сравнение с (VI.2) подсказывает нам
связать множество уровня µ−1

P (0) отображения моментов (3.7) с
торическим множеством Кемпфа–Несс Z(ΣP ) для действия G на
U(ΣP ). Однако аналогия здесь не столь очевидна: множество µ−1

P (0)
задаётся уравнениями

∑m
k=1 cjk|zk|2 = 0, 1 ≤ j ≤ m − n, которые

имеют лишь нулевое решение. (Действительно, так как пересечение
Rm

> с аффинным подпространством iP (N∗
R) = AP (N∗

R) + bP ограни-
чено, пересечение Rm

> ∩AP (N∗
R) содержит лишь начало координат.)

С другой стороны, мы имеем следующее утверждение.

Предложение 6.7.3. Пусть ΣP — нормальный веер целочис-
ленного простого многогранника (1.1) и (3.13) — соответствую-
щее отображение моментов. Тогда для торического множества
Кемпфа–Несс Z(ΣP ) действия G на U(ΣP ) имеем

Z(ΣP ) ∼= µ−1
P (CbP ).

Доказательство. Действительно, множество Z(ΣP ) = ZKP

отождествляется с момент-угол-многообразием ZP (пример 6.1.4),
которое в силу следствия 3.3.10 совпадает с множеством уровня
µ−1

P (CbP ). ¤

Другими словами, разница между нашей ситуацией и аффин-
ной заключается в том, что мы должны в качестве уровня отоб-
ражения моментов брать CbP вместо 0. Дело в том, что в CbP

является регулярным значением отображения µP , в отличие от 0.
В случае нормального веера ΣP торические множества Кемпфа–

Несс Z(ΣP ) допускают представление в виде невырожденного пе-
ресечения (3.11) вещественных квадрик, что задаёт на них канони-
ческую гладкую структуру. Утверждение а) нашей теоремы 6.7.1
в этом случае вытекает из теоремы 3.3.11, известной в ториче-
ской геометрии, причём эта теорема обеспечивает наличие диф-
феоморфизма Z(ΣP )/K → U(ΣP )/G. Естественно, имеется много
полных неособых вееров Σ, которые нельзя реализовать в виде
нормальных вееров многогранников (см. пример 3.1.9). Соответ-
ствующие торические множества Кемпфа–Несс Z(Σ) являются
топологическими многообразиями, но вопрос о наличии для них
представления типа (3.11) и даже существование на них канониче-
ской гладкой структуры остаётся открытым.
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В заключение мы приведём ещё один пример, показывающий,
как результаты предыдущих разделов позволяют описывать топо-
логию торического множества Кемпфа–Несс.

Пример 6.7.4. Пусть P — простой многогранник, полученный
«срезанием» двух несмежных рёбер куба в пространстве N∗

R
∼= R3,

как показано на рис. 6.5. Мы можем задать такой многогранник
8 неравенствами
x > 0, y > 0, z > 0, −x + 3 > 0, −y + 3 > 0, −z + 3 > 0,

−x + y + 2 > 0, −y − z + 5 > 0.

Таким образом, он имеет 8 гиперграней F1, . . . , F8, занумерованных
как на рисунке. Одномерные конусы соответствующего нормально-
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го веера ΣP порождаются следующими примитивными векторами:
a1 = e1, a2 = e2, a3 = e3, a4 = −e1, a5 = −e2, a6 = −e3,

a7 = −e1 + e2, a8 = −e2 − e3.

Торическое многообразие XP есть результат раздутия многообра-
зия CP 1×CP 1×CP 1 (соответствующего кубу) в двух комплексных
1-мерных подмногообразиях {∞}×{0}×CP 1 и CP 1×{∞}×{∞}.
Матрица (3.10) имеет вид

C =




1 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0
1 −1 0 0 0 0 1 0
0 1 1 0 0 0 0 1




.
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Её транспонированная матрица задаёт вложение G ↪→ (C∗)8 (или
K ↪→ T8), и мы имеем XP = U(ΣP )/G = Z(ΣP )/K в силу теоре-
мы 6.7.1. Торическое множество Кемпфа–Несс Z(ΣP ) ∼= ZP зада-
ётся 5 вещественными квадратичными уравнениями (3.11):

|z1|2 + |z4|2 − 3 = 0, |z2|2 + |z5|2 − 3 = 0, |z3|2 + |z6|2 − 3 = 0,

|z1|2 − |z2|2 + |z7|2 − 2 = 0, |z2|2 + |z3|2 + |z8|2 − 5 = 0.

Двойственная триангуляция KP получается из границы ок-
таэдра применением двух звёздных подразбиений относительно
несмежных рёбер (см. раздел 5.9). Её кольцо граней есть

Z[KP ]=Z[v1, . . . , v8]/(v1v4, v1v7, v2v4, v2v5, v2v8, v3v6, v3v8, v5v6, v5v7, v7v8).

В соответствии с теоремой 6.4.9, группа H3(ZP ) имеет по одной об-
разующей на каждую пару вершин комплекса KP , не соединённых
ребром (т.е. на каждую пару несмежных гиперграней в P ). Сле-
довательно, H3(ZP ) ∼= Z10, и образующие представляются следую-
щими 3-коциклами в дифференциальной градуированной алгебре
[Λ[u1, . . . , u8]⊗ Z[KP ], d] из теоремы 6.4.6:

u1v4, u1v7, u2v4, u2v5, u2v8, u3v6, u3v8, u5v6, u5v7, u7v8.

Снова применяя теорему 6.4.9, мы видим, что вклад в H4(ZP )

дают лишь группы H̃0(Kω) с |ω| = 3. Имеется два вида несвязных
симплициальных комплексов на 3 вершинах: «3 отдельные точки»
и «ребро и точка». Комплекс KP не содержит полных подкомплек-
сов первого типа, и содержит 16 подкомплексов второго типа. Со-
ответствующие 4-коциклы в алгебре Λ[u1, . . . , u8]⊗ Z[KP ] суть

u4u7v1, u4u5v2, u4u8v2, u5u8v2, u6u8v3, u1u2v4, u2u6v5, u2u7v5,

u6u7v5, u3u5v6, u1u5v7, u1u8v7, u5u8v7, u2u3v8, u2u7v8, u3u7v8.

Следовательно, H4(ZP ) ∼= Z16.
Группа H5(ZP ) складывается из H̃1(Kω) с |ω| = 3 и H̃0(Kω) с

|ω| = 4. Полный подкомплекс на 3 вершинах в KP может иметь
ненулевую группу 1-х когомологий только если соответствующие 3
гиперграни в P образуют «пояс», т.е. попарно смежны, но не имеют
общей вершины. Так как такие пояса из 3 гиперграней в нашем P

отсутствуют, вклад в H5(ZP ) дают только группы H̃0(Kω) с |ω| = 4.
Соответствующие 5-коциклы суть

u1u5u8v7, u2u3u7v8, u4u5u8v2, u2u6u7v5, u2u7u5v8 − u2u7u8v5

(заметим, что последний их этих коциклов не может быть пред-
ставлен мономом). Следовательно, H5(ZP ) ∼= Z5. В силу двой-
ственности Пуанкаре, это полностью определяет вектор чисел Бет-
ти (1, 0, 0, 10, 16, 5, 5, 16, 10, 0, 0, 1) многообразия ZP размерности 11.
Образующие 6-й группы когомологий H6(ZP ) ∼= Z5 соответствуют
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поясам из 4 гиперграней в P , а соответствующие 6-коциклы суть
u2u3v4v6, u1u5v4v6, u1u3v6v7, u1u3v4v8, u1u3v4v6.

Они двойственны 5-коциклам. Фундаментальный класс много-
образия ZP представляется (с точностью до знака) коциклом
u4u5u6u7u8v1v2v3 или любым коциклом вида

uσ(4)uσ(5)uσ(6)uσ(7)uσ(8)vσ(1)vσ(2)vσ(3),

где σ ∈ S8 — любая подстановка, для которой гиперграни Fσ(1),
Fσ(2) и Fσ(3) имеют общую вершину.

Из этого описания легко восстанавливается мультипликативная
структура кольца H∗(ZP ). Например, мы имеем соотношения

[u1v4] · [u1v7] = 0, [u1v7] · [u2v4] = 0, [u1v4] · [u3v6] = [u1u3v4v6],

[u2v4] · [u3v6] · [u1u5u8v7] = [u1u2u3u5u8v4v6v7], и т.д.
Ещё одним интересным свойством многообразия ZP из этого

примера является наличие нетривиальных произведений Масси в
кольце H∗(ZP ) [Ба03]. Рассмотрим три коцикла a = u1v4, b = u2v5,
c = u3v6, представляющие классы когомологий α, β, γ ∈ H3(ZP ).
Так как αβ = 0 и βγ = 0, определено тройное произведение Мас-
си 〈α, β, γ〉. Оно состоит из классов когомологий в H8(ZP ), пред-
ставленных коциклами вида af + ec, для всевозможных e и f ,
удовлетворяющих условию ab = de и bc = df (здесь d обознача-
ет дифференциал; так как выбор элементов e и f неоднозначен,
произведение Масси, вообще говоря, является многозначной опе-
рацией). Произведение Масси называется тривиальным, если оно
содержит нуль. В нашем случае мы можем взять e = u1u2u5v4 и
f = 0, так что 〈α, β, γ〉 содержит ненулевой класс когомологий
[u1u2u5u3v4v6] ∈ H8(ZP ). Более того, произведение Масси 〈α, β, γ〉
нетривиально, см. [БП04-2, Пример 8.27]. Отсюда вытекает, что
многообразие ZP не является формальным. Дальнейшему изуче-
нию произведений Масси в когомологиях момент-угол-комплексов
посвящена работа [DS05].



Приложение I

Резольвенты и функтор Tor

Материал этого приложения в целом является изложением
стандартных конструкций гомологической алгебры, хотя некото-
рые из наших обозначений и не являются общепринятыми в алгеб-
раической литературе. Это объясняется тем, что наше изложение
ориентировано на топологические приложения. В частности, мы
как правило нумеруем компоненты коцепных комплексов и резоль-
вент неположительными числами, что удобно при вычислениях со
спектральной последовательностью Эйленберга–Мура.

Пусть k — коммутативное кольцо с единицей (обычно Z или
поле). Если не оговорено противное, все k-алгебры A и A-модули
M предполагаются градуированными неотрицательными чётными
числами. Все гомоморфизмы A-модулей предполагаются сохраня-
ющими градуировку. Для большинства излагаемых приложений
достаточно рассматривать случай конечно порождённых модулей
над алгеброй многочленов A = k[m] = k[v1, . . . , vm], однако в неко-
торых случаях нам понадобится несколько бо́льшая общность.

Пусть A — коммутативная конечно порождённая градуирован-
ная связная k-алгебра. Точная последовательность A-модулей

(I.1) . . .
d−−−→ R−i d−−−→ . . .

d−−−→ R−1 d−−−→ R0 → M → 0,

где все R−i являются свободными (проективными) модулями, на-
зывается свободной (проективной) резольвентой модуля M . Ми-
нимальное число h, для которого существует проективная резоль-
вента (I.1), в которой R−i = 0 при i > h, называется гомологиче-
ской (или проективной) размерностью модуля M и обозначается
hd M (или hdA M , если необходимо подчеркнуть, что M является
A-модулем). Если такого h не существует, полагаем hd M = ∞. Мо-
дуль Mi = Ker[d : R−i+1 → R−i+2] называется модулем i-х сизигий
для M (здесь мы полагаем M0 = M). Таким образом, hd M есть
наименьшее h, для которого модуль Mh проективен.

Введём биградуированный дифференциальный модуль [R, d], где
R = ⊕i,jR

−i,j и R−i,j := (R−i)j есть j-я градуированная компонента
модуля R−i, а d : R−i,j → R−i+1,j. Таким образом, R имеет первую,
или внешнюю, градуировку, происходящую из нумерации членов
резольвенты (которая, согласно нашему соглашению, неположи-
тельна) и вторую, или внутреннюю, градуировку, происходящую
из градуировок в членах резольвенты (которая неотрицательна и
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чётна). При действии элементов из A на элементы из [R, d] внешняя
градуировка не изменяется, в то время как дифференциал d повы-
шает внешнюю градуировку на 1, но не меняет внутренней. Полная
градуировка в R определяется определяется как сумма двух гра-
дуировок.

Если [R, d] является резольвентой A-модуля M , то для бигра-
дуированных когомологий H[R, d] мы имеем H−i,k[R, d] = 0 при
i > 0 и H0,k[R, d] = Mk. Пусть [M, 0] — биградуированный модуль
с нулевым дифференциалом и тривиальной внешней градуировкой,
т.е. M−i,k = 0 при i > 0 и M0,k = Mk. Тогда резольвента (I.1) опре-
деляет отображение [R, d] → [M, 0], индуцирующее изоморфизм в
когомологиях — так называемый квазиизоморфизм. Это отображе-
ние можно рассматривать как отображение коцепных комплексов
A-модулей:

(I.2)
. . . −−−→ R−i d−−−→ . . .

d−−−→ R−1 d−−−→ R0 −−−→ 0y
y

y
. . . −−−→ 0 −−−→ . . . −−−→ 0 −−−→ M −−−→ 0

.

Следующее утверждение показывает, что ряд Пуанкаре модуля
M (рассматриваемого как градуированное k-векторное простран-
ство) можно вычислить при помощи любой свободной резольвен-
ты (I.1).

Предложение I.1. Пусть модуль R−i имеет ранг qi и свобод-
ные образующие в размерностях d1i, . . . , dqii. Тогда

F (M ; t) = F (A; t)
∑
i>0

(−1)i(td1i + . . . + tdqii).

Доказательство. Так как H−i,k[R, d] = 0 при i > 0 и
H0,k[R, d] = Mk, мы имеем∑

i>0

(−1)i dimk R−i,k = dimk Mk

в силу свойств эйлеровой характеристики. Умножая на tk и сумми-
руя по k, получаем∑

i>0

(−1)iF (R−i; t) = F (M ; t).

Так как R−i является свободным A-модулем, мы имеем F (R−i; t) =
F (A; t)(td1i + . . . + tdqii), откуда и вытекает требуемая формула. ¤

Конструкция I.2 (минимальная резольвента). Пусть k — по-
ле. Имеется следующий канонический способ построения свобод-
ной резольвенты для M . Рассмотрим минимальную ненулевую гра-
дуированную компоненту модуля M и выберем в ней базис k-
векторного пространства. Породим подмодуль M1 этим базисом и
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затем рассмотрим минимальную размерность, в которой M 6= M1.
В этой градуированной компоненте модуля M выберем базис в до-
полнении к M1 и рассмотрим модуль M2, порождённый этим бази-
сом и подмодулем M1. Продолжая этот процесс, мы получим си-
стему образующих для M , имеющую конечное число элементов в
каждой размерности, и обладающую тем свойством, что образы
её элементов дают базис в k-векторном пространстве M ⊗A k =
M/(A+ ·M). Такая система образующих модуля M называется ми-
нимальной (или минимальным базисом).

Выберем минимальную систему образующих в M и рассмот-
рим свободный A-модуль R0

min, порождённый её элементами. Тогда
определён эпиморфизм R0

min → M . Теперь выберем минимальный
базис в ядре этого эпиморфизма и натянем на него свободный мо-
дуль R−1

min. Затем выберем минимальный базис в ядре отображения
R−1

min → R0
min и так далее. На i-м шаге мы выбираем минимальный

базис в ядре уже построенного отображения d : R−i+1
min → R−i+2

min и
порождаем им свободный модуль R−i

min. В результате мы получаем
свободную резольвенту модуля M , называемую минимальной. Ми-
нимальная резольвента обладает следующим свойством: ядро каж-
дого отображения d : R−i

min → R−i+1
min , i > 1, содержится в A+ ·R−i

min,
а образ — в A+ ·R−i+1

min . В частности, индуцированное отображение
R−i

min ⊗A k → R−i+1
min ⊗A k тривиально. Минимальная резольвента

единственна с точностью до изоморфизма.

Если A = k[m] и k — поле, то любой проективный градуирован-
ный A-модуль является свободным (см. [Ma63, Лемма VII.6.2]). В
этом случае можно не различать свободные и проективные резоль-
венты.

Конструкция I.3 (резольвента Кошуля). Пусть A = k[m] (ал-
гебра многочленов) и M = k. Рассмотрим внешнюю k-алгебру
Λ[u1, . . . , um] от образующих степени 1, определяемую соотноше-
ниями u2

i = 0 и uiuj + ujui = 0. Превратим тензорное произведение
E = Em = Λ[u1, . . . , um] ⊗ k[v1, . . . , vm] в биградуированную диффе-
ренциальную алгебру, полагая

(I.3)
bideg ui = (−1, 2), bideg vi = (0, 2),

dui = vi, dvi = 0

и требуя чтобы d было дифференцированием алгебр. Тогда [E, d]
вместе с отображением аугментации ε : E → k определяет коцепной
комплекс k[m]-модулей

(I.4) 0 → Λm[u1, . . . , um]⊗ k[v1, . . . , vm]
d−→ . . .

d−→ Λ1[u1, . . . , um]⊗ k[v1, . . . , vm]
d−→ k[v1, . . . , vm]

ε−→ k → 0,
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где Λi[u1, . . . , um] — подпространство в Λ[u1, . . . , um], порождён-
ное мономами длины i. Докажем, что этот комплекс является
точной последовательностью. Для этого достаточно доказать, что
ε : [E, d] → [k, 0] является квазиизоморфизмом. Имеется очевидное
вложение η : k → E такое, что εη = id. Для завершения доказатель-
ства мы построим k-линейное отображение s : E−i,2j → E−i−1,2j,
являющееся коцепной гомотопией между id и ηε, т.е. удовлетворя-
ющее соотношению

(I.5) ds + sd = id− ηε.

При m = 1 определим отображение s1 : E0,∗ = k[v] → E−1,∗ по
формуле

s1(a0 + a1v + . . . + ajv
j) = (a1 + a2v + . . . + ajv

j−1)u.

Тогда для f = a0 + a1v + . . .+ ajv
j ∈ E0,∗ мы имеем ds1f = f − a0 =

f − ηεf , а s1df = 0. В то же время для fu ∈ E−1,∗ имеем s1d(fu) =
fu, а ds1(fu) = 0. В любом случае имеет место соотношение (I.5).
Далее по индукции мы можем предположить, что для m = k − 1
оператор коцепной гомотопии sk−1 : Ek−1 → Ek−1 уже построен. Так
как Ek = Ek−1⊗E1, εk = εk−1⊗ε1 и ηk = ηk−1⊗η1, непосредственная
проверка показывает, что отображение

sk = sk−1 ⊗ id + ηk−1εk−1 ⊗ s1

является коцепной гомотопией между id и ηkεk.
Так как Λi[u1, . . . , um]⊗ k[m] есть свободный k[m]-модуль, ком-

плекс (I.4) является свободной резольвентой для k. Эта резольвен-
та называется резольвентой Кошуля. По построению, резольвента
Кошуля является минимальной.

Пусть (I.1) — некоторая проективная резольвента A-модуля M
и N — другой A-модуль. Применяя функтор ⊗AN к (I.2) мы полу-
чаем гомоморфизм дифференциальных модулей

[R⊗A N, d] → [M ⊗A N, 0],

который, вообще говоря, не будет индуцировать изоморфизм ко-
гомологий. Градуированный модуль (−i)-х когомологий коцепного
комплекса

. . . → R−i ⊗A N → . . . → R−1 ⊗A N → R0 ⊗A N → 0

обозначается Tor−i
A (M, N). Мы также будем рассматривать бигра-

дуированный A-модуль

TorA(M, N) =
⊕
i,j

Tor−i,j
A (M, N).

Аналогично, применяя к (I.2) функтор HomA(·, N), мы прихо-
дим к комплексу

0 → HomA(R0, N) → HomA(R−1, N) → . . . → HomA(R−i, N) → . . . ,
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модуль (−i)-х гомологий которого обозначается Ext−i
A (M,N)

Хорошо известны следующие свойства модулей Tor−i
A (M,N)

(см., например, [Ma63]).

Предложение I.4. а) A-модуль Tor−i
A (M,N) не зависит, с

точностью до изоморфизма, от выбора резольвенты (I.1);
б) Tor−i

A ( · , N) и Tor−i
A (M, · ) являются ковариантными функ-

торами;
в) Tor0

A(M, N) = M ⊗A N ;
г) Tor−i

A (M,N) ∼= Tor−i
A (N, M);

е) Короткая точная последовательность модулей

0 −→ M1 −→ M2 −→ M3 −→ 0

индуцирует длинную точную последовательность

. . . −→ Tor−i
A (M1, N) −→ Tor−i

A (M2, N) −→ Tor−i
A (M3, N) −→ . . .

. . . −→ Tor−1
A (M1, N) −→ Tor−1

A (M2, N) −→ Tor−1
A (M3, N) −→

−→ Tor0
A(M1, N) −→ Tor0

A(M2, N) −→ Tor0
A(M3, N) −→ 0.

Пусть N = k, где k — поле, и (I.1) — минимальная резольвента
A-модуля M . Тогда все дифференциалы в коцепном комплексе

. . . −−−→ R−i
min ⊗A k −−−→ . . . −−−→ R0

min ⊗A k −−−→ 0

тривиальны. Таким образом, мы имеем

(I.6)
Tor−i

A (M,k) ∼= R−i
min ⊗A k,

dimk Tor−i
A (M,k) = rank R−i

min.

Тем самым нами доказано следующее утверждение.

Предложение I.5. Если k — поле, то имеет место формула

hd M = max
{
i : Tor−i

A (M,k) 6= 0
}
.

В частности, если A = k[v1, . . . , vm] и M = N = k, то в силу
минимальности резольвенты Кошуля мы получаем

Tork[v1,...,vm](k,k) = Λ[u1, . . . , um]

и hdk = m.
В 1966 г. Эйленбергом и Муром была построена спектраль-

ная последовательность, которая получила большую известность в
алгебраической топологии. Эту спектральную последовательность
можно рассматривать как развитие подхода Адамса к вычислению
гомологий пространств петель.

Здесь мы считаем, что основное кольцо коэффициентов k явля-
ется полем, хотя в ряде случаев утверждения имеют место и над
кольцом целых чисел. Следующее утверждение служит алгебраи-
ческой основой для построения спектральной последовательности
Эйленберга–Мура.
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Теорема I.6 (Эйленберг–Мур [Sm67, Th. 1.2]). Пусть A —
коммутативная дифференциальная градуированная k-алгебра, а
M , N — дифференциальные градуированные A-модули. Тогда суще-
ствует спектральная последовательность {Er, dr}, сходящаяся к
TorA(M, N), член E2 которой имеет вид

E−i,j
2 = Tor−i,j

H[A]

(
H[M ], H[N ]

)
, i, j > 0,

где H[·] обозначает алгебру (модуль) когомологий.

Замечание. Построение функтора Tor для дифференциаль-
ных градуированных объектов требует некоторых дополнительных
рассмотрений (см., например, [Sm67] или [Ma63, Гл. XII]).

Спектральная последовательность из теоремы I.6 располагает-
ся во втором квадранте и дифференциал dr прибавляет (r, 1 − r)
к бистепени. Член E∞ этой спектральной последовательности вы-
ражается в терминах убывающей фильтрации {F−p TorA(M, N)} в
TorA(M, N) по формуле

E−p,n+p
∞ = F−p

( ∑
−i+j=n

Tor−i,j
A (M, N)

)/
F−p+1

( ∑
−i+j=n

Tor−i,j
A (M,N)

)
.

Топологические приложения теоремы I.6 возникают в случае,
когда A,M,N являются алгебрами сингулярных коцепей некото-
рых топологических пространств. Важнейший пример описывается
коммутативным квадратом

(I.7)

E −−−→ E0y
y

B −−−→ B0,

где E0 → B0 — расслоение Серра со слоем F над односвязной базой
B0, а E → B — расслоение, индуцированное непрерывным отобра-
жением B → B0. Обозначим через C∗(X) алгебру сингулярных
k-коцепей топологического пространства X. Очевидно, C∗(E0) и
C∗(B) являются C∗(B0)-модулями. При этих предположениях име-
ет место следующее утверждение.

Лемма I.7 ([Sm67, Prop. 3.4]). Биградуированный k-модуль
TorC∗(B0)(C

∗(E0), C
∗(B)) имеет естественную структуру k-алгеб-

ры, и имеет место канонический изоморфизм алгебр

TorC∗(B0)

(
C∗(E0), C

∗(B)
) → H∗(E;k).

Применяя теорему I.6 в случае A = C∗(B0), M = C∗(E0), N =
C∗(B) и принимая во внимание лемму I.7, мы получаем следующее
утверждение.
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Теорема I.8 (Эйленберг–Мур). Существует спектральная
последовательность {Er, dr} коммутативных алгебр такая, схо-
дящаяся к H∗(E;k) и имеющая член E2 вида

E−i,j
2 = Tor−i,j

H∗(B0;k)(H
∗(E0;k), H∗(B;k)).

Спектральная последовательность из теоремы I.8 называет-
ся спектральной последовательностью Эйленберга–Мура. Случай,
когда пространство B является точкой, особенно важен для при-
ложений, поэтому мы формулируем соответствующее утверждение
отдельно.

Следствие I.9. Пусть E0 → B0 — расслоение над односвязной
базой B0 со слоем F . Тогда существует спектральная последова-
тельность {Er, dr} коммутативных алгебр такая, сходящаяся к
H∗(F ;k) и имеющая член E2 вида

E2 = TorH∗(B0;k)(H
∗(E0;k),k).

Cпектральная последовательность из следствия I.9 называется
спектральной последовательностью Эйленберга–Мура расслоения
E0 → B0. В случае, когда E0 — стягиваемое пространство, мы по-
лучаем спектральную последовательность для вычисления когомо-
логий пространства петель ΩB0.





Приложение II

Регулярные последовательности и алгебры
Коэна–Маколея

Кольца и модули Коэна–Маколея играют важную роль в го-
мологической коммутативной алгебре, алгебраической геометрии
и комбинаторике. Изложение современного состояния этой теории
можно найти в монографии [BH98]. Общее определение кольца
Коэна–Маколея опирается на понятие регулярной последователь-
ности (см. определение II.1 ниже). В случае конечно порождённых
алгебр над полем k это определение эквивалентно тому, что алгеб-
ра является свободным модулем конечного ранга над некоторым
своим подкольцом многочленов.

Хотя многие результаты этого раздела верны в значительно
большей общности, в этом разделе мы будем рассматривать лишь
случай градуированных конечно порождённых связных k-алгебр A
над полем k и конечно порождённых градуированных A-модулей
M (в самом конце мы также обсудим случай k = Z). Обозначим
через H(A+) множество однородных элементов из A положитель-
ной степени. Кроме того, для любой последовательности элементов
(t1, . . . , tk) ∈ M мы будем обозначать через M/(t1, . . . , tk) модуль,
получаемый факторизацией M по подмодулю (t1, . . . , tk)M .

Определение II.1. Пусть M — некоторый A-модуль. Одно-
родный элемент t ∈ H(A+) называется M -регулярным, если он не
является делителем нуля для M , т.е. tx = 0 для x ∈ M влечёт
x = 0. Последовательность t = (t1, . . . , tk) элементов из H(A+)
называется M -регулярной последовательностью, если ti являет-
ся M/(t1, . . . , ti−1)-регулярным элементом при 1 6 i 6 k. Часто
A-регулярные элементы и последовательности мы будем для крат-
кости называть регулярными.

Следующее утверждение показывает роль регулярных последо-
вательностей в изучении гомологических свойств модулей.

Предложение II.2. Пусть дана точная последовательность
A-модулей:

. . . −−−→ S−i fi−−−→ S−i+1 −−−→ . . . −−−→ S0 f0−−−→ M −−−→ 0.
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Если t является M-регулярной и Sk-регулярной последовательно-
стью для любого k 6 0, то последовательность A/t-модулей

. . . −−−→ S−i/tS−i f i−−−→ . . . −−−→ S0/tS0 f0−−−→ M/tM −−−→ 0

также является точной.

Доказательство. При помощи индукции мы сводим утвер-
ждение к случаю, когда t состоит из единственного элемента t.
Так как

S−i/tS−i = S−i ⊗A (A/t),

а ⊗A (A/t) является точным справа функтором, точность инду-
цированной последовательности необходимо проверять начиная с
члена S−1/t.

Рассмотрим фрагмент индуцированной последовательности:

S−(i+1)/t
f i+1−→ S−i/t

f i−→ S−(i−1)/t
f i−1−→ S−(i−2)/t.

Для каждого элемента x ∈ S−i обозначим через x его класс в фак-
торкольце mod t. Пусть f i(x) = 0, тогда fi(x) = ty для неко-
торого y ∈ S−(i−1) и tfi−1(y) = 0. В силу S−(i−2)-регулярности t
мы имеем fi−1(y) = 0, поэтому существует x′ ∈ S−i такой что
y = fi(x

′). Следовательно, fi(x−tx′) = 0. Итак, x−tx′ ∈ fi+1(S
−(i+1))

и x ∈ f i+1(S
−(i+1)/t). Тем самым индуцированная последователь-

ность также является точной. ¤
В качестве следствия мы получаем утверждение, которое по-

лезно при вычислении Tor-алгебр симплициальных комплексов.

Следствие II.3. Пусть t — последовательность элементов из
A, которая является A-регулярной и M -регулярной. Тогда имеем

TorA(M,k) = TorA/t (M/t,k).

Доказательство. Применяя предыдущее предложение к ми-
нимальной резольвенте A-модуля M , мы получаем минимальную
резольвенту A/t-модуля M/t . Теперь требуемое утверждение вы-
текает из (I.6). ¤

M -регулярная последовательность называется максимальной,
если она не содержится в M -регулярной последовательности боль-
шей длины. Можно доказать, что все максимальные M -регулярные
последовательности имеют одинаковую длину, равную

(II.1) dp M = min
{
i : Ext−i

A (k,M) 6= 0
}

(см. [BH98, Th. 1.2.5]). Длина максимальной регулярной последо-
вательности называется глубиной модуля M (мы будем также ис-
пользовать обозначение dpA M , если необходимо подчеркнуть, что
M является A-модулем). Следующий фундаментальный результат
связывает глубину с гомологической размерностью модулей.
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Теорема II.4 (Ауслендер–Буксбаум). Пусть M 6= 0 — неко-
торый A-модуль, причём hd M < ∞. Тогда имеет место формула

hd M + dp M = dp A.

Доказательство. Предположим сначала, что dp A = 0. До-
пустим, что hd M = h > 0. Рассмотрим минимальную резольвенту
для M (которая, по предположению, конечна):

0 → R−h
min

dh−−−→ R−h+1
min −−−→ . . . −−−→ R0

min −−−→ M → 0.

Так как dp A = 0, мы имеем HomA(k, A) = Ext0
A(k, A) 6= 0 в си-

лу (II.1). Поэтому имеется мономорфизм A-модулей i : k → A. В
коммутативной диаграмме

R−h ⊗A k
dh⊗Ak−−−−→ R−h+1 ⊗A k

id⊗Ai

y
yid⊗Ai

R−h dh−−−→ R−h+1

отображения dh и id ⊗A i являются мономорфизмами (последнее
в силу свободности модуля R−h). Следовательно, dh ⊗A k так-
же является мономорфизмом, что противоречит минимальности
резольвенты. Итак, hd M = 0, т.е. M — свободный A-модуль и
dp M = dp A = 0.

Пусть теперь dp A > 0. Предположим, что dp M = 0. Рас-
смотрим модуль первых сизигий M1 = Ker[R0 → M ] для M .
Из (II.1) и точной последовательности для Ext легко выводится,
что dp M1 = 1. Так как hd M1 = hd M−1, формулу из утверждения
теоремы достаточно доказать для M1. Поэтому мы можем считать,
что dp M > 0. Значит существует элемент элемент t ∈ A, который
является одновременно A-регулярным и M -регулярным. Тогда

dpA/t A/t = dpA A− 1, dpA/t M/t = dpA M − 1

по определению глубины и

hdA/t M/tM = hdA M

в силу предложения I.5 и следствия II.3. Теперь доказательство
завершается при помощи индукции. ¤

В качестве следствия получаем, что если A = k[t1, . . . , tm], то
hd M 6 m, или, другими словами, модуль m-х сизигий для любо-
го k[t1, . . . , tm]-модуля свободен. Этот факт известен как теорема
Гильберта о сизигиях.

Наряду с глубиной и гомологической размерностью, важней-
шим алгебраическим инвариантом алгебры A является её размер-
ность Крулля dim A, которая в случае конечно порождённых k-
алгебр равна максимальному числу алгебраически независимых
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элементов. Далее мы рассмотрим взаимосвязи между этими ин-
вариантами.

Определение II.5. Последовательность t1, . . . , tn алгебраиче-
ски независимых однородных элементов алгебры A называется од-
нородной системой параметров, если dim A/(t1, . . . , tn) = 0 (т.е.
A является конечно порождённым k[t1, . . . , tn]-модулем). Заметим,
что в этом случае мы имеем n = dim A.

Следующий результат был впервые получен Гильбертом и яв-
ляется градуированной версией полученного позднее более общего
результата, известного как лемма Нётер о нормализации.

Теорема II.6 ([BH98, Th. 1.5.17]). В алгебре A над полем k
существует однородная система параметров. Если k имеет ну-
левую характеристику, а алгебра A порождена линейными эле-
ментами, то и однородную систему параметров можно выбрать
из линейных элементов.

Напомним, что линейные элементы у нас имеют степень два.
Однородная система параметров, образованная линейными элемен-
тами, называется линейной системой параметров.

Легко видеть, что регулярная последовательность состоит из
алгебраически независимых элементов, так что depth A 6 dim A.

Определение II.7. Алгебра A называется алгеброй Коэна–
Маколея, если в ней содержится регулярная последовательность
t1, . . . , tn длины n = dim A, т.е. если dp A = dim A.

Следующее утверждение приводит к альтернативному опреде-
лению алгебр Коэна–Маколея.

Предложение II.8. Последовательность t1, . . . , tk элементов
из H(A+) является регулярной тогда и только тогда, когда A яв-
ляется свободным k[t1, . . . , tk]-модулем. В частности, A является
алгеброй Коэна–Маколея тогда и только тогда, когда она являет-
ся свободным конечно порождённым модулем над своим подколь-
цом многочленов.

Доказательство. Если A является свободным k[t1, . . . , tk]-
модулем, то A/(t1, . . . , ti−1) является свободным k[ti, . . . , tk]-моду-
лем, так что ti является A/(t1, . . . , ti−1)-регулярным элементом при
1 6 i 6 k. Следовательно, t1, . . . , tk является A-регулярной после-
довательностью.

Обратно, пусть t = (t1, . . . , tk) является регулярной последо-
вательностью. Рассмотрим минимальную резольвенту [Rmin, d] для
k[t ]-модуля A. Тогда, в силу предложения II.2, последовательность
k-модулей

. . . −→ R−1
min/t −→ R0

min/t −→ A/t −→ 0
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является точной. Заметим, что R−i
min/t = R−i

min ⊗k[t ] k. В силу ми-
нимальности, отображение R0

min ⊗k[t ] k → A ⊗k[t ] k является изо-
морфизмом. Следовательно, R−i

min ⊗k[t ] k = 0 при i > 0, что влечёт
R−i

min = 0. Итак, R0
min → A есть изоморфизм, т.е. A является сво-

бодным k[t ]-модулем. ¤
Предложение II.9 (см. [BH98, 2.1.2]). Пусть A — алгебра

Коэна–Маколея. Тогда последовательность t = (t1, . . . , tk) элемен-
тов из H(A+) является регулярной тогда и только тогда, когда
она является частью однородной системы параметров.

В частности, любая однородная система параметров алгебры
Коэна–Маколея является регулярной последовательность. Если,
кроме того, A допускает линейную систему параметров, то мы по-
лучаем следующую формулу для ряда Пуанкаре:

(II.2) F (A; t) =
F

(
A/(t1, . . . , tn); t

)

(1− t2)n
,

где F (A/(t1, . . . , tn); t) — некоторый многочлен.

Замечание. Понятия регулярных последовательностей и ал-
гебр Коэна–Маколея над кольцом целых чисел определяются та-
ким же образом, как и выше в случае поля k. Однако, как пока-
зывают простые примеры, предложение II.8 не имеет место для
алгебр над Z. Действительно, пусть A = Z[v1, v2]/(2v2). Тогда
v1 является регулярным элементом, но A не является свободным
Z[v1]-модулем. Тем не менее, если Z-алгебра A является свободным
конечно-порождённым модулем над своим под подкольцом много-
членом, то она является алгеброй Коэна–Маколея.





Приложение III

Действия групп и эквивариантные когомологии

Здесь мы приводим ряд основных определений и конструкций,
связанных с понятием эквивариантных когомологий, включая эк-
вивариантные характеристические классы. Подробное изложение
этого материала можно найти, например, в монографии [Br72].

Пусть X — хаусдорфово топологическое пространство на кото-
ром действует слева топологическая группа G. Это означает, что
задано непрерывное отображение

G×X → X, (g, x) 7→ gx

такое, что g(hx) = (gh)x для любых g, h ∈ G, x ∈ X и ex = x, где
e — единица группы G. Пространство X называется (левым) G-
пространством. Аналогично определяется правое действие и пра-
вое G-пространство. В случае, когда G — абелева группа, понятия
левого и правого действия совпадают.

Действие называется эффективным, если множество

{g ∈ G : gx = x для любого x}
состоит из одного элемента e ∈ G. Непрерывное отображение
f : X → Y некоторых G-пространств X, Y называется эквивари-
антным, если оно коммутирует с действием группы, т.е. f(gx) =
g(f(x)) для всех g ∈ G и x ∈ X. Отображение f называет-
ся слабо эквивариантным (или, более точно, ψ-эквивариантным)
если существует автоморфизм ψ : G → G группы G такой, что
f(gx) = ψ(g)(f(x)) для всех g ∈ G и x ∈ X.

Пусть x ∈ X — некоторая точка. Множество Gx = {g ∈ G : gx =
x} элементов группы G, оставляющих на месте точку x, являет-
ся замкнутой подгруппой в G. Эта подгруппа Gx называется ста-
ционарной подгруппой (или стабилизатором) точки x. Действие
группы G называется свободным, если для любой точки x ∈ X
подгруппа Gx тривиальна. Подпространство

Gx = {gx ∈ X : g ∈ G} ⊂ X

называется орбитой точки x (относительно действия группы G).
Множество всех орбит, наделённое стандартной фактортопологи-
ей, называется пространством орбит и обозначается X/G. Если
G — компактная группа, то пространство X/G хаусдорфово, а про-
екция π : X → X/G является замкнутым и собственным отобра-
жением (т.е. прообраз любого компактного множества компактен).
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Точка x ∈ X называется неподвижной, если Gx = x, т.е. Gx = G.
Множество неподвижных точек G-пространства X мы будем обо-
значать XG.

Главным G-расслоением называется расслоение p : X → B со
слоем G, на котором структурная группа G послойно действует
правыми сдвигами (т.е. элемент g ∈ G переводит точку g′ слоя в
точку g′g). Обычное действие группы G на себе левыми сдвигами
коммутирует с правыми сдвигами. Отсюда легко выводится, что
для любого главного G-расслоения p : X → B существует канони-
ческое свободное левое G-действие на X, накрывающее тривиаль-
ное действие на B. Отображение p : X → B индуцирует гомеомор-
физм X/G ∼= B и потому может рассматриваться как проекция на
пространство орбит, ассоциированное с данным G-действием. Если
группа G компактна, то (для достаточно хороших G-пространств
X) верно и обратное, а именно, если G свободно действует на X, то
X есть тотальное пространство некоторого главного G-расслоения
(см. [Br72, Гл. II]). Таким образом, для компактных групп G поня-
тия главного G-расслоения и свободного G-действия канонически
эквивалентны.

Пусть теперь G — компактная группа Ли. Тогда существует
главное G-расслоение EG → BG, тотальное пространство EG ко-
торого стягиваемо. Это расслоение обладает следующим свойством
универсальности. Пусть E → B — другое главное G-расслоение.
Тогда существует единственное с точностью до гомотопии отобра-
жение f : B → BG такое, что расслоение E → B индуцируется
из расслоения EG → BG при помощи отображения f . В соот-
ветствии с этим пространство EG называется универсальным G-
пространством, а пространство BG — классифицирующим про-
странством для свободных G-действий.

Определение III.1. Пусть X — некоторое G-пространство.
Группа G свободно действует слева на произведении EG×X сле-
дующим образом:

g(e, x) = (eg−1, gx), g ∈ G, e ∈ EG, x ∈ X.

Пространство орбит этого действия обозначается EG ×G X (мы
будем также использовать обозначение BGX) и называется кон-
струкцией Бореля (или гомотопическим пространством орбит).
Эквивариантные когомологии пространства X (с коэффициентами
в кольце k) определяются как

H∗
G(X;k) := H∗(EG×G X;k).

Таким образом, H∗
G(pt;k) = H∗(BG;k) и проекция EG×G X → BG

задаёт в H∗
G(X;k) структуру модуля над H∗

G(pt;k).
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В эквивариантных когомологиях имеет место точная последо-
вательность пары G-пространств Y ⊂ X благодаря наличию экви-
вариантного гомеоморфизма

EG×X
/
EG× Y ∼=

(
EG× (X/Y )

)/
EG× pt.

Имеются две эквивариантные проекции
EG×X → EG

(e, x) 7→ e
и

EG×X → X

(e, x) 7→ x.

Первая из этих проекций индуцирует расслоение EG ×G X → BG
со слоем X и структурной группой G. Вторая проекция индуци-
рует отображение EG ×G X → X/G. С другой стороны, имеется
главное G-расслоение EG ×X → EG ×G X. Вложение множества
неподвижных точек XG ⊂ X задаёт вложение

BG×XG → BGX.

Таким образом, имеется вложение XG → BGX, композиция кото-
рого с проекцией BGX → X/G совпадает с вложением XG → X/G.

Роль конструкции Бореля заключается в том, что G-простран-
ство X заменяется на гомотопически эквивалентное свободное G-
пространство EG × X, и затем берётся пространство орбит. Это
объясняет термин «гомотопическое пространство орбит». Отобра-
жение EG ×G X → X/G индуцирует гомоморфизм H∗(X/G) →
H∗

G(X), который является изоморфизмом в случае свободного G-
действия. В общем случае эквивариантные когомологии дают на-
много больше информации для изучения и вычисления алгебраи-
ческих инвариантов действия, чем обычные когомологии простран-
ства орбит.

Расслоение π : E → X со слоем F называется G-расслоением, ес-
ли π является эквивариантным отображением G-пространств. При-
менение конструкции Бореля к G-расслоению π : E → X даёт рас-
слоение BGE → BGX с тем же слоем F . В случае G-векторных рас-
слоений это немедленно приводит к построению эквивариантных
характеристических классов. Например, эквивариантные классы
Штифеля–Уитни векторного G-расслоения π : E → X лежат в
H∗

G(X;Z/2) и обозначаются wG
i (E). Если E → X является ори-

ентированным G-векторным расслоением, то определён эквивари-
антный класс Эйлера eG(E) ∈ H∗

G(X;Z). Если E → X является
комплексным расслоением и G-действие сохраняет послойную ком-
плексную структуру, то определены эквивариантные классы Чже-
ня cG

i (E) ∈ H2i
G (X;Z).

Пусть теперь X = M — гладкое ориентированное G-многооб-
разие размерности n, где G по-прежнему компактная группа Ли.
Пусть также N ⊂ M — некоторое G-инвариантное (например,
неподвижное) ориентированное подмногообразие коразмерности k.
При помощи некоторого G-эквивариантного диффеоморфизма мы
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можем отождествить нормальное G-расслоение ν(N ⊂ M) с G-
инвариантной трубчатой окрестностью U подмногообразия N в M ,
а пространство Тома Tν расслоения ν — с факторпространством
U/∂U . Имеем вложение i : N ⊂ M и проекцию π : U → N . Полу-
чаем отображение Понтрягина–Тома p : M → Tν, стягивающее
дополнение M \U в точку. В эквивариантных когомологиях имеет-
ся класс Тома τN ∈ Hk

G(Tν), однозначно определяемый свойством(
α · p∗(τN), [M ]

)
=

(
i∗α, [N ]

)
,

для любого α ∈ Hn−k
G (M). Здесь [M ] ∈ HG

n (M) обозначает фунда-
ментальный класс многообразия M в эквивариантных гомологиях.
Отображение, определяемое композицией

H∗−k
G (N)

π∗−−−→ H∗−k
G (U)

·τN−−−→ H∗
G(Tν)

p∗−−−→ H∗
G(M)

называется гомоморфизмом Гизина (или прямым образом) в экви-
вариантных когомологиях и обозначается i∗. Элемент i∗(i∗(1)) ∈
Hk

G(N) совпадает с эквивариантным классом Эйлера нормального
расслоения ν.



Приложение IV

Стабильно комплексные структуры и
комплексные кобордизмы

Здесь мы кратко излагаем основные понятия теории бордизмов
и кобордизмов, уделяя особое внимание комплексным кобордиз-
мам. Стандартным источником по теории кобордизмов является
монография Стонга [St68].

Неориентированные бордизмы

Далее все многообразия будут предполагаться гладкими, ком-
пактными и замкнутыми (без границы), если не оговорено против-
ное. Пусть M1 и M2 — два n-мерных многообразия. Бордизмом
между ними называется гладкое (n + 1)-мерное многообразие W с
границей, которая представляет собой несвязное объединение M1

и M2, т.е. ∂W = M1 tM2; в этом случае M1 и M2 называются бор-
дантными. Легко видеть, что отношение бордантности разбивает
многообразия на классы эквивалентности (см. рис. IV), называе-
мые классами бордизма.

Будем обозначать класс бордизма многообразия M через [M ], а
через ΩO

n — множество классов бордизма n-мерных многообразий.
Тогда ΩO

n является абелевой группой по отношению к операции
несвязного объединения: [M1] + [M2] = [M1 tM2]. Нулём является
класс бордизма пустого множества (или любого многообразия, яв-
ляющегося границей), а −[M ] = [M ]. Таким образом, ΩO

n является
2-кручением.

Рис. IV.1. Транзитивность отношения бордантности.
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Положим ΩO
∗ :=

⊕
n>0 ΩO

n . Операция [M1] × [M2] = [M1 × M2]

превращает ΩO
∗ в коммутативное градуированное кольцо, называ-

емое кольцом неориентированных бордизмов.
Для любого пространства X можно определить отношение бор-

дантности между отображениями n-мерных многообразий в X: два
отображения M1 → X и M2 → X бордантны, если существует бор-
дизм W между M1 и M2, а отображение M1 tM2 → X продолжа-
ется до отображения W → X. Множество классов бордизма отоб-
ражений M → X образует абелеву группу, называемую группой
n-мерных неориентированных бордизмов пространства X и обо-
значаемую On(X) (другие распространённые обозначения: Nn(X),
MOn(X)).

Сопоставление X 7→ O∗(X) является обобщённой теорией го-
мологий, т.е. обладает свойствами гомотопической инвариантно-
сти, вырезания и точными последовательностями пар. При этом
O∗(pt) = ΩO

∗ , а O∗(X) является ΩO
∗ -модулем.

Конструкция Понтрягина–Тома сводит вычисление групп бор-
дизмов к гомотопической задаче:

(IV.1) On(X) = lim
k→∞

πk+n((X+) ∧MO(k)),

где X+ = X t pt, а MO(k) — пространство Тома универсального
k-мерного расслоения EO(k) → BO(k). Группы кобордизмов опре-
деляются двойственным образом:

On(X) = lim
k→∞

[Σk−n(X+), MO(k)],

здесь [X,Y ] обозначает множество классов гомотопных отображе-
ний из X в Y . При этом соответствующая теория когомологий
мультипликативна, т.е. O∗(X) = ⊕nOn(X) является градуирован-
ным кольцом. Из определений вытекает, что On(pt) = O−n(pt). Гра-
дуированное кольцо Ω∗

O, где Ω−n
O := O−n(pt) = ΩO

n , называется
кольцом неориентированных кобордизмов. Оно имеет нетривиаль-
ные элементы лишь в неположительных градуированных компо-
нентах. Таким образом, кольцо бордизмов ΩO и кольцо кобордиз-
мов ΩO отличаются лишь градуировкой, так что понятия «класс
бордизма» и «класс кобордизма» многообразия M являются вза-
имно заменяемыми. Существенное различие между бордизмами и
кобордизмами возникает лишь для нетривиальных пространств X.

Ориентированные и комплексные бордизмы

Наряду с неориентированными бордизмами важную роль игра-
ют бордизмы многообразий с дополнительными структурами. При
этом в определении бордантости требуется, чтобы многообразие
W также обладало этой структурой и имело место соотношение
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∂W = M1 t M2, где соответствующая структура на ∂W инду-
цируется из W , а M2 обозначает многообразие с противополож-
ной структурой. Простейшей дополнительной структурой является
ориентация. Соответственно, возникает понятие ориентированной
бордантности. Кольцо ориентированных бордизмов ΩSO

∗ опреде-
ляется по аналогии с ΩO

∗ , с той лишь разницей, что −[M ] = [M ].
Элементы из ΩSO

∗ не обязательно имеют порядок 2.
Другим важнейшим примером дополнительной структуры на

многообразии является комплексная структура. Однако непосред-
ственно определить отношение бордантности для комплексных
многообразий не представляется возможным, так как многообразие
W не может быть комплексным. Для преодоления этой трудности
вводится понятие стабильно комплексной (или квазикомплексной)
структуры.

Пусть TM — касательное расслоение многообразия M , а Rk обо-
значает тривиальное расслоение над M со слоем Rk. Стабильно
комплексная структура на M задаётся выбором изоморфизма

(IV.2) cT : TM ⊕ Rk → ξ

«стабильного» касательного расслоения с некоторым комплексным
векторным расслоением ξ. При этом некоторые выборы таких изо-
морфизмов объявляются эквивалентными, т.е. задают одну и ту же
стабильно комплексную структуру (детали см. в [St68, Гл. II, VII]).
В частности, две стабильно комплексных структуры считаются эк-
вивалентными, если они отличаются на тривиальное комплексное
слагаемое. По-другому стабильно комплексную структуру на M
можно определить, задавая структуру комплексного расслоения в
нормальном расслоении для некоторого вложения M ↪→ RN .

Стабильно комплексным многообразием мы называем пару
(M, cT ), состоящую из многообразия M и фиксированной стабиль-
но комплексной структуры cT на нём. Это понятие обобщает ком-
плексные и почти комплексные многообразия (последнее означа-
ет многообразие с фиксированной структурой комплексного рас-
слоения на TM , т.е. стабильно комплексной структурой (IV.2) с
k = 0). Как показывает следующий пример, многообразия могут
допускать много различных стабильно комплексных структур.

Пример IV.1. Пусть M = CP 1. Стандартная комплексная
структура на M эквивалентна стабильно комплексной структуре,
задаваемой изоморфизмом

T (CP 1)⊕ R2 ∼=−→ η ⊕ η,

где η — расслоение Хопфа. С другой стороны, изоморфизм

T (CP 1)⊕ R2 ∼=−→ η ⊕ η ∼= C2

задаёт тривиальную стабильно комплексную структуру на CP 1.
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Между стабильно комплексными многообразиями можно опре-
делить отношение бордантности. Как и в случае неориентирован-
ных бордизмов, множество классов бордизма [M, cT ] стабильно
комплексных n-мерных многообразий является абелевой группой
относительно операции несвязного объединения. Эта группа назы-
вается группой n-мерных комплексных бордизмов и обозначается
ΩU

n . Нулём этой группы является класс бордизма любого много-
образия M , которое является границей, и стабильное касательное
расслоение которого тривиально (а следовательно изоморфно три-
виальному комплексному расслоению M × Ck). Примером такого
многообразия является сфера Sn. Обратный элемент к классу бор-
дизма [M, cT ] в группе ΩU

n можно представить тем же многообра-
зием M со стабильно комплексной структурой, задаваемой изомор-
физмом

TM ⊕ Rk ⊕ R2 cT ⊕e−−−→ ξ ⊕ C,

где cT задаётся как в (IV.2), а e : R2 → C, e(x, y) = x− iy.
Если стабильно комплексная структура cT на многообразии M

определяется контекстом, то мы будем использовать сокращённое
обозначение [M ] для соответствующего класса комплексных бор-
дизмов.

Конструкция IV.2 (связная сумма). Для многообразий поло-
жительной размерности несвязное многообразий M1 t M2, пред-
ставляющее сумму классов бордизма [M1] + [M2] можно заменить
их связной суммой, представляющей тот же класс бордизма.

По определению, связной суммой M1 # M2 многообразий M1

и M2 одинаковой размерности n называется многообразие, полу-
чаемое следующим образом. Выберем некоторые точки v1 ∈ M1

и v2 ∈ M2 и их замкнутые шаровые ε-окрестности Bε(v1) и Bε(v2)
(можно считать оба многообразия римановыми). Зафиксируем изо-
метрическое вложение f пары стандартных ε-шаров Dn×S0 (здесь
S0 = {0, 1}) в M1tM2, при котором Dn×0 отображается на Bε(v1),
а Dn × 1 — на Bε(v2). Теперь, используя это вложение, заменим в
M1 t M2 пару шаров Dn × S0 на «трубку» Sn−1 × D1. Применив
стандартную процедуру сглаживания углов, получим гладкое мно-
гообразие M1 # M2. Гладкая структура на M1 # M2 не зависит от
выбора точек v1 и v2 и от выбора вложения Dn×S0 ↪→ M1tM2, если
хоть одно из многообразий M1 и M2 неориентируемо или обращаемо
(т.е. ориентируемо и допускает обращающий ориентацию диффео-
морфизм). В противном случае определяется связная сумма ори-
ентированных многообразий; при этом требуется, чтобы вложение
f сохраняло ориентацию на одном шаре и обращало её на другом.
Имеются гладкие «сжимающие» отображения p1 : M1 # M2 → M1

и p2 : M1 # M2 → M2. В ориентированном случае многообразие
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Рис. IV.2. Связная сумма и несвязное объединение.

M1 # M2 можно ориентировать таким образом, что сжимающие
отображения сохраняют ориентацию.

Простейшим примером необращаемого многообразия является
CP 2; при этом многообразия CP 2 # CP 2 и CP 2 # CP 2 не диффео-
морфны (у них разные сигнатуры).

Бордизм между M1 tM2 и M1 # M2 строится следующим обра-
зом. Рассмотрим цилиндр M1×I, из которого удалим ε-окрестность
Uε(v1 × 1) точки v1 × 1 и аналогично удалим из M2 × I окрест-
ность Uε(v2 × 1) (каждая из этих окрестностей отождествляется
c половиной стандартного открытого (n + 1)-шара). Полученные
пространства соединим «половиной трубки» вида Sn

6 × I, где по-
лусфера Sn

6 × 0 отождествляется с полусферой на границе окрест-
ности Uε(v1 × 1), а Sn

6 × 1 — с полусферой на границе окрестно-
сти Uε(v2 × 1). Сгладив углы, мы получим многообразие с краем
M1 tM2 t (M1 # M2) (или M1 tM2 t (M1 # M2) если речь идёт об
ориентированных бордизмах), см. рис. IV.2.

Наконец, если M1 и M2 — стабильно комплексные многообразия,
то каноническая стабильно комплексная структура на M1 #M2 за-
даётся следующим образом. Пусть стабильно комплексные струк-
туры на M1 и M2 задаются при помощи изоморфизмов

cT,1 : TM1 ⊕ Rk1 → ξ1 и cT,2 : TM2 ⊕ Rk2 → ξ2.

Так как мы имеем изоморфизм T (M1 #M2)⊕Rn ∼= p∗1TM1⊕p∗2TM2,
на M1 #M2 имеется стабильно комплексная структура, задаваемая
изоморфизмом

T (M1 # M2)⊕ Rn+k1+k2

∼= p∗1TM1 ⊕ Rk1 ⊕ p∗2TM2 ⊕ Rk2
cT ,1⊕cT ,2−−−−−→ p∗1ξ1 ⊕ p∗2ξ2.

Эту стабильно комплексную структуру мы будем называть связной
суммой стабильно комплексных структур на M1 и M2. Соответ-
ствующий класс комплексных бордизмов есть [M1] + [M2].
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По аналогии с (IV.1) можно определить группы комплексных
бордизмов и кобордизмов пространства X:

Un(X) = lim
k→∞

π2k+n((X+) ∧MU(k)),

Un(X) = lim
k→∞

[Σ2k−n(X+),MU(k)],(IV.3)

где MU(k) — пространство Тома универсального комплексного рас-
слоения EU(k) → BU(k). Эти группы являются ΩU

∗ -модулями и
определяют мультипликативную теорию (ко)гомологий. Таким об-
разом, U∗(X) = ⊕nUn(X) является градуированным кольцом. Гра-
дуированное кольцо Ω∗

U , где Ωn
U = ΩU

−n, называется кольцом ком-
плексных кобордизмов; оно имеет нетривиальные элементы лишь в
неположительных градуированных компонентах.

В случае, когда X является многообразием, группы Un(X) и
Un(X) допускают геометрическую интерпретацию как группы бор-
дизмов отображений многообразий M → X с некоторой дополни-
тельной структурой [Qu71]. Нам понадобится такая геометриче-
ская интерпретация лишь в простейшем случае, описываемом сле-
дующей конструкцией.

Конструкция IV.3 (геометрические кобордизмы). Для лю-
бого клеточного пространства X мы имеем H2(X) = [X,CP∞].
Так как CP∞ = MU(1), из (IV.3) вытекает, что каждый элемент
x ∈ H2(X) определяет некоторый элемент ux ∈ U2(X). Элементы
из U2(X), получаемые таким образом называются геометрически-
ми кобордизмами пространства X. Таким образом, H2(X) можно
рассматривать как подмножество в U2(X), но при этом операция
сложения в группе H2(X) не получается ограничением операции
сложения в U2(X) (мы подробно изучим этот вопрос в приложе-
нии V).

Если X является многообразием, то геометрические кобордиз-
мы задаются подмногообразиями M ⊂ X коразмерности 2 с задан-
ной комплексной структурой в нормальном расслоении.

В самом деле, элемент x ∈ H2(X) определяет класс гомотопных
отображений fx : X → CP∞. Образ fx(X) содержится в некотором
CPN ⊂ CP∞, и мы можем считать, что fx(X) трансверсален к неко-
торой гиперплоскости H ⊂ CPN . Тогда прообраз Mx := f−1

x (H)
является подмногообразием коразмерности 2 в X, с комплексной
структурой в нормальном расслоении, индуцированной комплекс-
ной структурой в нормальном расслоении вложения H ⊂ CPN .
Гомотопия отображения fx не меняет класса бордизма вложения
Mx → X.

Обратно, если задано подмногообразие M ⊂ X коразмерности
2 с комплексной структурой в его нормальном расслоении ν, то
композиция

X → M(ν) → MU(1) = CP∞
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отображения Понтрягина–Тома X → M(ν) и отображения про-
странств Тома, соответствующего классифицирующему отображе-
нию M → BU(1) расслоения ν, задаёт элемент xM ∈ H2(X), а
следовательно геометрический кобордизм.

Если многообразие X ориентируемо, то задание комплексной
структуры в нормальном расслоении вложения M ⊂ X подмно-
гообразия коразмерности 2 эквивалентно ориентации многообра-
зия M . При этом образ фундаментального класса M в гомологиях
X двойствен по Пуанкаре классу когомологий xM ∈ H2(X).

Структурные результаты

Теория неориентированных (ко)бордизмов была полностью опи-
сана Томом в 1954 г.: кольцо коэффициентов ΩO

∗ вычислено, а груп-
пы бордизмов O∗(X) клеточных пространств X сведены к группам
гомологий X с коэффициентами в ΩO

∗ . Соответствующие результа-
ты содержатся в следующем утверждении.

Теорема IV.4.
1. Два многообразия неориентированно бордантны тогда и

только тогда, когда они имеют одинаковые характери-
стические числа Штифеля–Уитни.

2. ΩO
∗ является кольцом многочленов над Z/2 от образую-

щих ai размерности i, где i пробегает все положительные
числа, не равные 2k − 1.

3. Для любого клеточного пространства X модуль O∗(X)
является свободным градуированным ΩO

∗ -модулем, изо-
морфным H∗(X;Z/2)⊗Z/2 ΩO

∗ .

Вычисление кольца комплексных бордизмов ΩU
∗ оказалось на-

много более сложной задачей, которая была решена Новиковым в
1960 г. Соответствующие результаты сведены в следующем утвер-
ждении.

Теорема IV.5.
1. ΩU

∗ ⊗Q является кольцом многочленов над Q от классов
бордизма комплексных проективных пространств CP i,
i > 1.

2. Два стабильно комплексных многообразия бордантны то-
гда и только тогда, когда они имеют одинаковые харак-
теристические числа Чженя.

3. ΩU
∗ является кольцом многочленов над Z от образующих

ai размерности 2i, где i > 1.

Заметим, что утверждение, аналогичное части 3 теоремы IV.4,
отсутствует: вообще говоря, U∗(X) даже не является свободным
ΩU
∗ -модулем. Таким образом, в отличие от неориентированных бор-

дизмов, вычисление комплексных бордизмов пространства X не
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сводится к вычислению кольца коэффициентов ΩU
∗ и групп гомо-

логий H∗(X). Теория комплексных (ко)бордизмов несравненно бо-
гаче её неориентированного аналога, но в то же время не настоль-
ко сложна, как ориентированные бордизмы и другие бордизмы с
дополнительными структурами. Благодаря этому именно теория
комплексных кобордизмов нашла обширные приложения в алгеб-
раической топологии и за её пределами, которые активно изучались
начиная с работы Новикова [Но67].

Вычисление кольца ориентированных бордизмов также было
завершено Новиковым в 1960 г. В отличие от комплексных бор-
дизмов, кольцо ΩSO

∗ имеет кручение. Мы приведём частичный ре-
зультат (не включающий полного описания кручения).

Теорема IV.6.
1. ΩSO

∗ ⊗Q является кольцом многочленов над Q от классов
бордизма комплексных проективных пространств CP 2i,
i > 1.

2. Подкольцо Tors ⊂ ΩSO
∗ элементов конечного порядка со-

стоит из элементов порядка 2. Кольцо ΩSO
∗ /Tors являет-

ся кольцом многочленов над Z от образующих ai размер-
ности 4i, где i > 1.

3. Два ориентированных многообразия бордантны тогда и
только тогда, когда они имеют одинаковые характери-
стические числа Понтрягина и Штифеля–Уитни.

Мультипликативные образующие

Для описания мультипликативных образующих кольца ΩU
∗ нам

понадобится специальный характеристический класс комплексных
расслоений. Пусть ξ — комплексное k-мерное расслоение над мно-
гообразием M . Запишем формально его полный класс Чженя сле-
дующим образом:

c(ξ) = 1 + c1(ξ) + . . . + ck(ξ) = (1 + x1) . . . (1 + xk),

так что ci(ξ) = σi(x1, . . . , xk) есть i-я элементарная симметрическая
функция от формальных переменных. Переменные x1, . . . , xk при-
обретают геометрический смысл, если ξ является суммой ξ1⊕. . .⊕ξk

одномерных расслоений, тогда xj = c1(ξj), 1 6 j 6 k. Рассмотрим
многочлен

Pn(x1, . . . xk) = xn
1 + . . . + xn

k

и выразим его через элементарные симметрические функции:

Pn(x1, . . . , xk) = sn(σ1, . . . , σk).

Подставив вместо симметрических функций классы Чженя, полу-
чим некоторый характеристический класс расслоения ξ:

sn(ξ) = sn(c1(ξ), . . . , ck(ξ)) ∈ H2n(M).



МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫЕ ОБРАЗУЮЩИЕ 275

Этот характеристический класс играет важнейшую роль при выде-
лении мультипликативных образующих кольца комплексных бор-
дизмов, благодаря следующим свойствам, непосредственно вытека-
ющим из определений.

Предложение IV.7.
1. sn(ξ) = 0 при 2n > dim M .
2. sn(ξ ⊕ η) = sn(ξ) + sn(η).

Если (M, cT ) — стабильно комплексное многообразие размерно-
сти 2n, то определим характеристическое число

sn[M ] = sn(ξ)〈M〉 ∈ Z,

где ξ — комплексное расслоение из (IV.2), а 〈M〉 ∈ H2n(M) — фун-
даментальный гомологический класс.

Следствие IV.8. Если класс бордизма [M ] ∈ ΩU
2n раскладыва-

ется в произведение [M1]× [M2], где dim M1 > 0 и dim M2 > 0, то
sn[M ] = 0.

Таким образом, характеристическое число sn обращается в нуль
на разложимых элементах из ΩU

2n. Оказывается, для выделения
неразложимых элементов, являющихся мультипликативными об-
разующими, также достаточно вычислить число sn. Следующий
результат вытекает из доказательства теоремы IV.5.

Теорема IV.9. Класс бордизма [M ] ∈ ΩU
2n можно взять в ка-

честве мультипликативной образующей an кольца ΩU
∗ тогда и

только тогда, когда

sn[M ] =

{
±1, если n 6= pk − 1 ни для какого простого p;
±p, если n = pk − 1 для некоторого простого p.

Хотя явное описание связных многообразий, представляющих
классы кобордизмов мультипликативных образующих an ∈ ΩU

∗ , по-
видимому отсутствует, имеется простой набор многообразий, клас-
сы бордизма которых порождают всё кольцо ΩU

∗ (но между ними
имеются соотношения).

Конструкция IV.10 (гиперповерхности Милнора). Зафикси-
руем целые числа j > i > 0 и рассмотрим многообразие CP i×CP j.
Алгебраическая гиперповерхность

(IV.4) Hij = {(z0 : . . . : zi)× (w0 : . . . : wj) ∈ CP i × CP j :

z0w0 + . . . + ziwi = 0}
называется гиперповерхностью Милнора. Мы имеем H0j

∼= CP j−1.
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Обозначим через p1 и p2 проекции CP i×CP j на первый и второй
сомножители соответственно, а η — комплексное 1-мерное расслое-
ние Хопфа над CP k; тогда η̄ — расслоение гиперплоского сечения.
Мы имеем

H∗(CP i × CP j) = Z[x, y]/(xi+1 = 0, yj+1 = 0),

где x = p∗1c1(η̄), y = p∗2c1(η̄).

Предложение IV.11. Геометрический кобордизм в CP i×CP j,
соответствующий элементу x+y ∈ H2(CP i×CP j), задаётся под-
многообразием Hij. В частности, образ фундаментального класса
〈Hij〉 в H2(i+j−1)(CP i×CP j) двойствен по Пуанкаре элементу x+y.

Доказательство. Имеем x + y = c1(p
∗
1(η̄)⊗ p∗2(η̄)). Классифи-

цирующее отображение fx+y : CP i × CP j → CP∞ является компо-
зицией вложения Сегре

σ : CP i × CP j → CP ij+i+j,

(z0 : . . . : zi)× (w0 : . . . : wj) 7→ (z0w0 : z0w1 : . . . : zkwl : . . . : ziwj),

и вложения CP ij+i+j → CP∞. Подмногообразие коразмерности 2 в
CP i×CP j, соответствующее классу x+ y получается как прообраз
σ−1(H) гиперплоскости общего положения в CP ij+i+j (т.е. гипер-
плоскости H, трансверсальной к образу отображения Сегре), см.
конструкцию IV.3. По построению (IV.4), гиперповерхность Мил-
нора как раз имеет вид σ−1(H) для одной из таких гиперплоско-
стей H. ¤

Лемма IV.12.

si+j−1[Hij] =





j, если i = 0, т.е. Hij = CP j−1;

2, если i = j = 1;

0, если i = 1, j > 1;

−C i
i+j, если i > 1.

Доказательство. Пусть i = 0. Так как стабильно комплекс-
ная структура на H0j = CP j−1 задаётся при помощи изоморфизма
T (CP j−1)⊕ C ∼= η̄ ⊕ . . .⊕ η̄ (j слагаемых), а x = c1(η̄), мы имеем

sj−1[CP j−1] = jxj−1〈CP j−1〉 = j.

Пусть теперь i > 0. Тогда

si+j−1(T (CP i × CP j)) = (i + 1)xi+j−1 + (j + 1)yi+j−1 =

=

{
2xj + (j + 1)yj, при i = 1;

0, при i > 1.

Обозначим через ν нормальное расслоение вложения ι : Hij →
CP i × CP j. Тогда
(IV.5) T (Hij)⊕ ν = ι∗(T (CP i × CP j)).
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Так как c1(ν) = ι∗(x + y), мы получаем si+j−1(ν) = ι∗(x + y)i+j−1.
Пусть i = 1. Тогда из (IV.5) и предложения IV.7 вытекает, что

sj[H1j] = sj(T (H1j))〈H1j〉 = ι∗(2xj + (j + 1)yj − (x + y)j)〈H1j〉 =

= (2xj +(j+1)yj−(x+y)j)(x+y)〈CP 1×CP j〉 =

{
2, если j = 1;

0, если j > 1.

Пусть теперь i > 1. Тогда si+j−1(T (CP i × CP j)) = 0, и мы
получаем из (IV.5) и предложения IV.7, что

si+j−1[Hij] = −si+j−1(ν)〈Hij〉 = −ι∗(x + y)i+j−1〈Hij〉 =

= −(x + y)i+j〈CP i × CP j〉 = −Ci
i+j.

¤
Замечание. Мы видим, что s1[H11] = 2 = s1[CP 1], т.е. H11

бордантно CP 1. На самом деле H11
∼= CP 1, так как образ соответ-

ствующего вложения Сегре есть квадратичная гиперповерхность в
CP 3, а её гиперплоское сечение есть квадрика, т.е. CP 1.

Теорема IV.13. Классы бордизма {[Hij], 0 6 i 6 j} мульти-
пликативно порождают кольцо ΩU

∗ .

Доказательство. Простое вычисление показывает, что

Н.О.Д.
(
Ci

n+1, 1 6 i 6 n
)

=

{
p, если n = pk − 1,
1, иначе.

Тогда из леммы IV.12 вытекает, что некоторая целочисленная ли-
нейная комбинация классов бордизма [Hij] с i + j = n + 1 может
быть взята в качестве мультипликативной образующей an кольца
ΩU
∗ , см. теорему IV.9. ¤
Пример IV.14. Так как s1[CP 1] = 2, s2[CP 2] = 3, классы бор-

дизма [CP 1] и [CP 2] могут быть взяты в качестве мультипликатив-
ных образующих a1 и a2 кольца ΩU

∗ . В то же время класс [CP 3]
нельзя взять в качестве a3, так как s3[CP 3] = 4, а s3(a3) = ±2. В
качестве a3 можно взять, например, класс [H22] + [CP 3].

Теорема IV.13 допускает следующее важное уточнение, принад-
лежащее Милнору (доказательство содержится в [St68, Гл. 7]).

Теорема IV.15 (Милнор). Каждый класс бордизма x ∈ ΩU
n ,

n > 0, содержит неособое алгебраическое многообразие (не обяза-
тельно связное).

Следующий вопрос остаётся открытым и по сей день.

Проблема IV.16 (Хирцебрух). Описать множество классов
бордизма из ΩU

∗ , содержащих связные неособые алгебраические
многообразия.
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Также остаётся открытым вопрос о том, какие классы бордизма
содержат связные почти комплексные многообразия.

Пример IV.17. Группа ΩU
2 изоморфна Z и порождается клас-

сом римановой сферы [CP 1]. Каждый класс k[CP 1] ∈ ΩU
2 содержит

неособое алгебраическое многообразие, а именно, несвязное объеди-
нение k экземпляров CP 1 при k > 0 и риманову поверхность рода
(1− k) при k 6 0. При этом связные алгебраические многообразия
содержатся лишь в классах бордизма k[CP 1] с k 6 1.



Приложение V

Формальные группы и роды Хирцебруха

Благодаря пионерской работе Новикова [Но67], теория и техни-
ка формальных групп, изначально возникшая в алгебраической гео-
метрии, нашла широкие приложения в теории кобордизмов. При-
ложения формальных группы тесно связаны с родами Хирцебру-
ха [Hi66] — важнейшими инвариантами классов кобордизма мно-
гообразий. Здесь мы изложим основные сведения и результаты.

Элементы теории формальных групп

В этом изложении мы следуем [St68, приложение В.М. Бух-
штабера]. Пусть R — коммутативное кольцо с единицей.

Формальный ряд F (u, v) ∈ R[[u, v]] называется (коммутативной
одномерной) формальной группой над R, если он удовлетворяет
следующим соотношениям:

1) F (u, 0) = u, F (0, v) = v;
2) F (F (u, v), w) = F (u, F (v, w));
3) F (u, v) = F (v, u).

Примером формальной группы над полем k является разложе-
ние в ряд вблизи единицы отображения умножения G × G → G в
одномерной алгебраической группе над k, что и объясняет назва-
ние.

Формальная группа F над R называется линеаризуемой, ес-
ли существует формальная замена переменных u 7→ gF (u) = u +∑

i>0 giu
i ∈ R[[u]] такая, что

(V.1) gF (F (u, v)) = gF (u) + gF (v).

Заметим, что любая формальная группа над R задаёт формальную
группу над R⊗Q.

Теорема V.1. Любая формальная группа F линеаризуема над
R⊗Q.

Доказательство. Рассмотрим ряд ω(u) = ∂F (u,w)
∂w

∣∣∣
w=0

. Тогда

ω(F (u, v)) = ∂F (F (u,v),w)
∂w

∣∣∣
w=0

= ∂F (F (u,w),v)
∂F (u,w)

· ∂F (u,w)
∂w

∣∣∣
w=0

= ∂F (u,v)
∂u

ω(u).

Следовательно, имеет место формула du
ω(u)

= dF (u,v)
ω(F (u,v))

. Положим

(V.2) g(u) =

∫ u

0

du

ω(u)
;

279
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тогда dg(u) = dg(F (u, v)). Следовательно, g(F (u, v)) = g(u) + C.
Так как F (0, v) = v, а g(0) = 0, имеем C = g(v). Итак, g(F (u, v)) =
g(u) + g(v). ¤

Ряд gF (u), удовлетворяющий соотношению (V.1), называется
логарифмом формальной группы F ; теорема V.1 показывает, что
для формальных групп над R ⊗ Q всегда существует логарифм.
Его функционально обратный ряд fF (t) ∈ R ⊗ Q[[t]] называется
экспонентой формальной группы, так что мы имеем F (u, v) =
fF (gF (u) + gF (v)) над R⊗Q. Если кольцо R не имеет кручения, то
последняя формула полностью восстанавливает формальную груп-
пу (как ряд с коэффициентами в R) по её логарифму (который
является рядом с коэффициентами в R⊗Q).

Пусть F =
∑

k,l aklu
kvl — формальная группа над кольцом R

и r : R → R′ — кольцевой гомоморфизм. Обозначим через r(F )
формальный ряд

∑
k,l r(akl)u

kvl ∈ R′[[u, v]]; тогда r(F ) является
формальной группой над R′.

Формальная группа Fu над кольцом A называется универсаль-
ной, если для любой формальной группы F над любым кольцом
R существует единственный гомоморфизм r : A → R, такой, что
F = r(Fu).

Предложение V.2. Предположим, что универсальная фор-
мальная группа Fu над A существует. Тогда

1) кольцо A порождается коэффициентами ряда Fu;
2) универсальная формальная группа единственна: если F ′

u —
другая универсальная формальная группа над A′, то суще-
ствует изоморфизм r : A → A′, такой, что F ′

u = r(Fu).

Доказательство. Докажем первое утверждение. Пусть A′ —
подкольцо в A, порождённое коэффициентами ряда Fu. Тогда име-
ем мономорфизм i : A′ → A, для которого i(Fu) = Fu. С другой
стороны, в силу универсальности, существует гомоморфизм r : A →
A′, для которого r(F ) = F . Таким образом, имеем ir(F ) = F . От-
сюда, в силу единственности, получаем ir = id: A → A. Следова-
тельно, A′ = A. Второе утверждение непосредственно вытекает из
первого. ¤

Теорема V.3 (Лазар). Универсальная формальная группа Fu

над A существует, причём кольцо A изоморфно кольцу многочле-
нов от бесконечного числа образующих: A ∼= Z[a1, a2, . . .].

Формальная группа геометрических кобордизмов

Применения формальных групп в теории кобордизмов основа-
ны на следующем основополагающем примере.
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Конструкция V.4 (Формальная группа геометрических ко-
бордизмов). Пусть X — клеточное пространство и u, v ∈ U2(X) —
два геометрических кобордизма (см. конструкцию IV.3), задава-
емых элементами x, y ∈ H2(X) соответственно. Обозначим через
u+

H
v геометрический кобордизм, соответствующий элементу x+y.

Предложение V.5. В U2(X) имеет место соотношение:

(V.3) u +
H

v = F(u, v) = u + v +
∑

k>1, l>1

αkl u
kvl,

где коэффициенты αkl ∈ Ω
−2(k+l−1)
U не зависят от X. При этом

ряд F(u, v), определяемый формулой (V.3), является формальной
группой над Ω∗

U .

Доказательство. Сначала рассмотрим пространство CP∞×
CP∞. Имеем

U∗(CP∞ × CP∞) = Ω∗
U [[u, v]],

где u, v — канонические классы 2-мерных геометрических кобор-
дизмов, соответствующие проекциям CP∞×CP∞ на сомножители.
Таким образом, в U2(CP∞ × CP∞) имеет место соотношение

(V.4) u +
H

v =
∑

k,l>0

αkl u
kvl,

где αkl ∈ Ω
−2(k+l−1)
U .

Пусть теперь геометрические кобордизмы u, v ∈ U2(X) за-
даются отображениями fu, fv : X → CP∞ соответственно. Тогда
u = (fu × fv)

∗(u), v = (fu × fv)
∗(v) и u +

H
v = (fu × fv)

∗(u +
H

v), где
fu × fv : X → CP∞ × CP∞. Применяя (fu × fv)

∗ к (V.4) и пользу-
ясь тем, что (fu×fv)

∗ является гомоморфизмом Ω∗
U -модулей, полу-

чим требуемую формулу (V.3). Тот факт, что F(u, v) является фор-
мальной группой, вытекает непосредственно из групповых свойств
умножения CP∞ × CP∞ → CP∞. ¤

Ряд (V.3) называется формальной группой геометрических ко-
бордизмов.

По определению, геометрический кобордизм u ∈ U2(X) яв-
ляется первым классом Чженя–Коннера–Флойда комплексного 1-
мерного расслоения ξ над X, индуцированного из канонического
расслоения при помощи отображения fu : X → CP∞. Таким обра-
зом, формальная группа геометрических кобордизмов задаёт выра-
жения первого класса cU

1 (ξ ⊗ η) ∈ U2(X) тензорного произведения
двух комплексных 1-мерных расслоений над X в терминах классов
u = cU

1 (ξ) и v = cU
1 (η) сомножителей: cU

1 (ξ ⊗ η) = F(u, v).

Следующее утверждение даёт описание многообразий, пред-
ставляющих коэффициенты формальной группы геометрических
кобордизмов.
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Теорема V.6 (Бухштабер).

F(u, v) =

∑
i,j>0[Hij]u

ivj

(∑
r>0[CP r]ur

)(∑
s>0[CP s]vs

) ,

где Hij (0 6 i 6 j) — гиперповерхности Милнора (IV.4), а Hji =
Hij.

Доказательство. Положим X = CP i × CP j в предложе-
нии V.5. Рассмотрим отображение двойственности Пуанкаре–
Атья D : U2(CP i × CP j) → U2(i+j)−2(CP i × CP j) и отображение
ε : U∗(CP i × CP j) → U∗(pt) = ΩU

∗ , индуцированное проекцией
CP i × CP j → pt. Тогда композиция

εD : U2(CP i × CP j) → ΩU
2(i+j)−2

переводит геометрические кобордизмы в классы бордизма соответ-
ствующих им подмногообразий. В частности, εD(u +

H
v) = [Hij],

εD(ukvl) = [CP i−k][CP j−l]. Применив εD к (V.3), получаем

[Hij] =
∑

k, l

αkl[CP i−k][CP j−l].

Следовательно,
∑
i,j

[Hij]u
ivj =

(∑

k, l

αklu
kvl

)(∑

i>k

[CP i−k]ui−k
)(∑

j>l

[CP j−l]vj−l
)
,

откуда и вытекает требуемая формула. ¤
Теорема V.7 (Мищенко). Логарифм формальной группы гео-

метрических кобордизмов имеет вид

gF(u) = u +
∑

k>1

[CP k]

k + 1
uk+1 ∈ ΩU ⊗Q[[u]].

Доказательство. Согласно (V.2),

dgF(u) =
du

∂F(u,v)
∂v

∣∣∣
v=0

.

Производя вычисления, используя формулу из теоремы V.6 и ра-
венство Hi0 = CP i−1, получаем

dgF(u) =
1 +

∑
k>0[CP k]uk

1 +
∑

i>0([Hi1]− [CP 1][CP i−1])ui
.

Из сравнения чисел Чженя вытекает, что [Hi1] = [CP 1][CP i−1] (мы
уже видели, что H11 = CP 1 в замечании перед теоремой IV.13).
Следовательно, dgF(u) = 1 +

∑
k>0[CP k]uk, откуда вытекает требу-

емая формула. ¤
Теорема V.8 (Квиллен). Формальная группа геометрических

кобордизмов F является универсальной.



РОДЫ ХИРЦЕБРУХА 283

Доказательство. Пусть Fu — универсальная формальная
группа над кольцом A. Рассмотрим гомоморфизм r : A → ΩU , пе-
реводящий Fu в F . Формальная группа Fu, рассматриваемая над
кольцом A ⊗ Q, является универсальной для формальных групп
над Q-алгебрами. По теореме V.1, такая формальная группа опре-
деляется своим логарифмом, который может быть произвольным
рядом, начинающимся с u. Таким образом, если

∑
bk

uk+1

k+1
— лога-

рифм формальной группы Fu, то кольцо A ⊗ Q является кольцом
многочленов Q[b1, b2, . . .]. По теореме V.7, r(bk) = [CP k] ∈ ΩU . Так
как ΩU ⊗Q ∼= Q[[CP 1], [CP 2], . . .], отсюда вытекает, что r⊗Q явля-
ется изоморфизмом.

По теореме V.3, кольцо A не имеет кручения, поэтому r — мо-
номорфизм. С другой стороны, из теоремы V.6 вытекает, что образ
r(A) содержит классы кобордизма [Hij] ∈ ΩU , 0 6 i 6 j. Так как
эти классы порождают ΩU (теорема IV.13), r является эпиморфиз-
мом. Итак, r — изоморфизм, что завершает доказательство. ¤

Роды Хирцебруха

Всякий гомоморфизм ϕ : ΩU → R можно рассматривать как
мультипликативный инвариант классов кобордизма многообразий;
такой гомоморфизм называется (комплексным) R-родом.

Предположим, что кольцо R не имеет кручения. Тогда любой R-
род ϕ однозначно задаётся соответствующим ему гомоморфизмом
ΩU ⊗Q→ R⊗Q, для которого мы также будем использовать обо-
значение ϕ. Конструкция Хирцебруха [Hi66] позволяет описывать
гомоморфизмы ϕ : ΩU ⊗ Q → R ⊗ Q при помощи универсальных
R-значных характеристических классов специального вида.

Конструкция V.9 (роды Хирцебруха). Рассмотрим коль-
цо H∗(BU), изоморфное кольцу формальных степенных рядов
Z[[c1, c2, . . .]] от универсальных классов Чженя, deg ck = 2k. Тогда
отображение, сопоставляющее классу бордизма [M ] ∈ ΩU набор
характеристических чисел, задаёт гомоморфизм групп

(V.5) ΩU → H∗(BU),

где H∗(BU) рассматривается как подгруппа в Hom(H∗(BU),Z).
Так как умножение в кольце H∗(BU) получается из отображений
BUk ×BUl → BUk+l, соответствующих сумме Уитни расслоений, а
характеристические классы обладают свойством мультипликатив-
ности, отображение (V.5) является гомоморфизмом колец.

Часть 2 теоремы IV.5 утверждает, что (V.5) — мономорфизм, а
часть 1 — что соответствующее отображение ΩU ⊗Q→ H∗(BU ;Q)
является изоморфизмом. Таким образом, всякий гомоморфизм
ϕ : ΩU ⊗Q→ R⊗Q можно интерпретировать как элемент из

HomQ(H∗(BU ;Q), R⊗Q) = H∗(BU ;Q)⊗R,
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или как набор однородных многочленов {Ki(c1, . . . , ci), i > 0},
deg Ki = 2i. Этот набор многочленов не может быть произвольным:
тот факт, что ϕ является кольцевым гомоморфизмом, накладывает
соотношения. Эти соотношения можно записать следующим обра-
зом: тождество

1 + c1 + c2 + . . . = (1 + c′1 + c′2 + . . .) · (1 + c′′1 + c′′2 + . . .)

влечёт тождество

(V.6)
∑
n>0

Kn(c1, . . . , cn) =
∑
i>0

Ki(c
′
1, . . . , c

′
i) ·

∑
j>0

Kj(c
′′
1, . . . , c

′′
j ).

Набор однородных многочленов K = {Ki(c1, . . . , ci), i > 0} с K0 =
1, удовлетворяющий соотношениям (V.6), называется мультипли-
кативной последовательностью Хирцебруха.

Мультипликативная последовательность K однозначно опреде-
ляется рядом

Q(x) = 1 + q1x + q2x
2 + . . . ∈ R⊗Q[[x]],

где x = c1, а qi = Ki(1, 0, . . . , 0), и любой такой ряд задаёт мульти-
пликативную последовательность. Действительно, рассмотрев со-
отношение

(V.7) 1 + c1 + . . . + cn = (1 + x1) · · · (1 + xn),

мы получаем из (V.6)

Q(x1) · · ·Q(xn) = 1 + K1(c1) + K2(c1, c2) + . . . +

+ Kn(c1, . . . , cn) + Kn+1(c1, . . . , cn, 0) + . . . .

Для дальнейшего удобно вместо ряда Q(x) рассматривать ряд
f(x) ∈ R⊗Q[[x]], задаваемый соотношением

Q(x) =
x

f(x)
; f(x) = x + f1x + f2x

2 + . . . .

Таким образом, кольцевые гомоморфизмы ϕ : ΩU ⊗ Q → R ⊗ Q
взаимно однозначно соответствуют рядам f(x) ∈ R ⊗ Q[[x]]. При
этом значение ϕ на 2n-мерном классе кобордизма [M ] ∈ ΩU равно

(V.8) ϕ[M ] =
( n∏

i=1

xi

f(xi)
, 〈M〉

)
,

где переменные x1, . . . , xn связаны с классами Чженя c1, . . . , cn

стабильно комплексной структуры на M при помощи соотноше-
ния (V.7). Мы также будем обозначать характеристический класс∏n

i=1
xi

f(xi)
расслоения ξ через ϕ(ξ); так что ϕ[M ] = ϕ(TM)〈M〉.

Гомоморфизм ϕ : ΩU → R ⊗ Q, задаваемый формулой (V.8),
называется родом Хирцебруха, соответствующим ряду f(x) = x +
f1x + f2x

2 + . . . ∈ R ⊗ Q[[x]]. Итак, имеется взаимно однозначное
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соответствие между рядами f(x) ∈ R⊗Q[[x]], начинающимися с x,
и родами ϕ : ΩU → R⊗Q.

Всякий род ϕ : ΩU → R задаёт формальную группу ϕ(F) над R.

Теорема V.10. Ряд f(x) ∈ R⊗Q[[x]], соответствующий роду
ϕ : ΩU → R⊗Q, является экспонентой формальной группы ϕ(F).

Доказательство. Это можно доказать непосредственно, рас-
сматривая формальную группу геометрических кобордизмов, либо
косвенным образом, вычисляя значение рода Хирцебруха на про-
ективных пространствах и сравнивая с формулой для логарифма
формальной группы.

1 способ. Пусть X — некоторое многообразие и u, v ∈ U2(X) —
два геометрических кобордизма, задаваемых элементами x, y ∈
H2(X) соответственно. Тогда соотношение (V.3) в U2(X) влечёт
соотношение

[Mx+y] =
∑

k,l>0

αkl[Mxkyl ]

в ΩU , где Mx+y ⊂ X — подмногообразие коразмерности 2, двой-
ственное к классу x + y ∈ H2(X), а Mxkyl ⊂ X — подмногообразие
коразмерности 2(k + l), двойственное к классу xkyl ∈ H2(X). При-
меняя род ϕ, получим

(V.9) ϕ[Mx+y] =
∑

ϕ(αkl)ϕ[Mxkyl ].

Пусть ι : Mx+y ⊂ X — вложение. Рассмотрев разложение

ι∗(T X) = TMx+y ⊕ ν(ι)

и воспользовавшись свойством мультипликативности характери-
стического класса ϕ, получаем

ι∗ϕ(T X) = ϕ(TMx+y) · ι∗( x+y
f(x+y)

).

Отсюда

(V.10) ϕ[Mx+y] = ι∗
(
ϕ(T X)· f(x+y)

x+y

)〈Mx+y〉 =
(
ϕ(T X)·f(x+y)

)〈X〉.
Аналогично, рассмотрев вложение Mxkyl → X, получаем

(V.11) ϕ[Mxkyl ] =
(
ϕ(T X) · f(x)kf(y)l)

)〈X〉.
Подставляя (V.10) и (V.11) в (V.9), получаем

f(x + y) =
∑

ϕ(αkl)f(x)kf(y)l,

что по определению означает, что f является экспонентой формаль-
ной группы ϕ(F).

2 способ. Разложение T (CP k)⊕C = η̄⊕. . .⊕η̄ (k+1 слагаемых)
позволяет явно вычислить значение рода на CP k. Пусть x = c1(η̄) ∈
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H2(CP k) и пусть g — ряд, функционально обратный к f ; тогда

ϕ[CP k] =
( x

f(x)

)k+1

〈CP k〉 =

= коэф. при xk в
( x

f(x)

)k+1

= res0

( 1

f(x)

)k+1

=

=
1

2πi

∮ ( 1

f(x)

)k+1

dx =
1

2πi

∮
1

uk+1
g′(u)du =

= res0

(g′(u)

uk+1

)
= коэф. при uk в g′(u).

(Использование интеграла по замкнутому контуру вокруг нуля для
вычисления вычета имеет смысл лишь для сходящихся рядов с ко-
эффициентами в C, однако результат верен для любых формаль-
ных рядов с коэффициентами в R⊗Q.) Итак,

g′(u) =
∑

k>0

ϕ[CP k]uk.

Из теоремы V.7 вытекает, что g — логарифм формальной группы
ϕ(F), а значит f — её экспонента. ¤

Параллельная теория имеется и для ориентированных многооб-
разий. Соответствующие роды являются гомоморфизмами ΩSO →
R из кольца ориентированных кобордизмов, а конструкция Хир-
цебруха выражает роды надQ-алгебрами через классы Понтрягина
вместо классов Чженя.

Пример V.11. Мы предполагаем R = Z в этих примерах.
1. Старшее число Чженя cn(ξ)[M ] является родом Хирцебру-

ха, соответствующим ряду f = x
1+x

. Оно равно эйлеровой харак-
теристике многообразия M , если cT является почти комплексной
структурой.

2. L-род L[M ] соответствует ряду f(x) = th(x) (гиперболиче-
ский тангенс). Он равен сигнатуре sign(M), в соответствии с клас-
сической теоремой Хирцебруха [Hi66].

3. Род Тодда td[M ] соответствует ряду f(x) = 1−e−x. Он прини-
мает значение 1 на всех комплексных проективных пространствах
CP k.

Для каждого рода ϕ : ΩU → R и пространства X мы мо-
жем положить h∗ϕ(X) = U∗(X) ⊗ΩU

R. При некоторых дополни-
тельных условиях, обеспечивающих точность последовательностей
пар, h∗ϕ(X) задаёт комплексно-ориентированную теорию когомоло-
гий с кольцом коэффициентов ϕ(ΩU). Например, тривиальный род
ε : ΩU → Z (соответствующий f(x) = x) задаёт преобразование ауг-
ментации U∗ → H∗ из комплексных кобордизмов в обычные кого-
мологии.
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Вводя формальную переменную β степени −2 и рассматривая
f(x) = 1−e−βx мы получаем род (также называемый родом Тодда),
принимающий значения в кольце Z[β]. Интерпретируя β как эле-
мент Ботта в комплексной K-группе K̃0(S2) = K−2(pt), мы полу-
чаем гомоморфизм td : Ω∗

U → K∗(pt). Он задаёт мультипликатив-
ное преобразование U∗ → K∗ из комплексных кобордизмов в ком-
плексную K-теорию, также известное как гомоморфизм Коннера–
Флойда.

Пример V.12. Важным примером рода Хирцебруха является
χy-род, соответствующий ряду

f(x) =
1− e−x(1+y)

1 + ye−x(1+y)
,

где y ∈ R — некоторый параметр. При y = −1, y = 0 и y = 1 мы
получаем соответственно старшее число Чженя cn[M ], род Тодда
td[M ] и L-род L[M ] = sign(M).

Если M является комплексным многообразием, то значение
χy[M ] можно вычислить в терминах эйлеровых характеристик ком-
плексов Дольбо на M , см. [Hi66]. Именно это послужило мотива-
цией Хирцебруху для введения понятия χy-рода.

Инвариантные стабильно комплексные структуры

Пусть дано 2n-мерное многообразие M со стабильно комплекс-
ной структурой, задаваемой изоморфизмом

(V.12) cT : TM ⊕ R2(l−n) → ξ.

Предположим, что на M действует тор Tk.

Определение V.13. Стабильно комплексная структура назы-
вается Tk-инвариантной, если для любого t ∈ Tk композиция

(V.13) r(t) : ξ
c−1
T−−→ TM ⊕ R2(l−n) dt ⊕ id−−−→ TM ⊕ R2(l−n) cT−→ ξ

является отображением комплексных расслоений; здесь dt обозна-
чает дифференциал действия элементом t . Таким образом, (V.13)
задаёт представление r : Tk → HomC(ξ, ξ).

Пусть x ∈ M — изолированная неподвижная точка действия
Tk на M . Тогда мы имеем представление rx : Tk → GL(l,C) в слое
расслоения ξ над x. Этот слой ξx

∼= Cl раскладывается в сумму
Cn ⊕ Cl−n, где rx действует без тривиальных слагаемых на Cn и
тривиально на Cl−n. Кроме того, изоморфизм cT ,x из (V.12) задаёт
ориентацию касательного пространства Tx(M).

Определение V.14. Знак σ(x) неподвижной точки x ∈ M по-
лагается равным +1, если отображение

Tx(M)
id⊕ 0−−−→ Tx(M)⊕ R2(l−n) cT ,x−−→ ξx

∼= Cn ⊕ Cl−n p−→ Cn,
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сохраняет ориентацию, и −1 иначе; здесь p обозначает проекцию
на первое слагаемое.

Заметим, что если M — почти комплексное Tk-многообразие
(т.е. l = n), то σ(x) = 1 для любой неподвижной точки.



Приложение VI

Необходимые сведения из геометрической теории
инвариантов

В этом разделе мы кратко излагаем определения и конструк-
ции геометрического факторпространства и множества Кемпфа–
Несс для действия редуктивной группы на аффинном многообра-
зии. Детали можно найти в [FM82] или [ВП89].

Пусть редуктивная алгебраическая группа G действует на ком-
плексном аффинном многообразии X. Ввиду некомпактности груп-
пы G, взятие обычного (или геометрического) факторпростран-
ства X/G со стандартной фактортопологией не всегда даёт про-
странство с хорошими свойствами (например, это факторпростран-
ство может быть нехаусдорфовым). Для того, чтобы переход к
факторпространству не выводил за пределы категории алгебраи-
ческих многообразий, вводится конструкция категорного фактор-
пространства, которую мы вкратце описываем ниже.

Рассмотрим алгебру C[X] регулярных функций на X, так что
X = SpecC[X]. Обозначим через X//G аффинное многообразие,
соответствующее G-инвариантной подалгебре C[X]G, и рассмот-
рим морфизм % : X → X//G, двойственный к вложению алгебр
C[X]G → C[X]. Тогда % является сюръективным морфизмом, уста-
навливающим взаимно однозначное соответствие между замкну-
тыми орбитами действия G на X и точками многообразия X//G.
Кроме того, % является универсальным в классе морфизмов из X,
постоянных на G-орбитах, в категории алгебраических многооб-
разий (что объясняет термин «категорное факторпространство»).
Категорное факторпространство X//G совпадает с геометрическим
X/G тогда и только тогда, когда все G-орбиты замкнуты.

В случае произвольного алгебраического G-многообразия, по-
лучаемого склейкой G-инвариантных аффинных подмногообразий,
можно пытаться определять факторпространство, склеивая соот-
ветствующие аффинные факторпространства. Однако это далеко
не всегда приводит к алгебраическому многообразию с требуемы-
ми категорными свойствами. Различные конструкции категорных
факторпространств играют важную роль в геометрической теории
инвариантов.
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Пример VI.1. Рассмотрим стандартное действие C× на C. То-
гда категорное факторпространство C//C× есть точка, а геометри-
ческое C/C× — нехаусдорфово пространство из двух точек.

Пусть ρ : G → GL(W ) — представление группы G, пусть K —
максимальная компактная подгруппа в G, и пусть 〈 , 〉 — некоторая
K-инвариантная эрмитова форма на W с ассоциированной нормой
‖ ‖. Для каждого v ∈ W рассмотрим функцию Fv : G → R, которая
на элементе g принимает значение 1

2
‖gv‖2. Эта функция имеет кри-

тическую точку тогда и только тогда, когда орбита Gv замкнута, и
все критические точки функции Fv являются минимумами [Sc89,
(4.2)]. Теперь определим множество Кемпфа–Несс KN ⊂ W од-
ним из следующих эквивалентных условий:

KN = {v ∈ W : (dFv)e = 0} = (здесь e ∈ G — единица)
= {v ∈ W : Tv(Gv) ⊥ v} =

= {v ∈ W : 〈γv, v〉 = 0 для всех γ ∈ g} =

= {v ∈ W : 〈κv, v〉 = 0 для всех κ ∈ k},(VI.1)

где g (соответственно, k) — алгебра Ли группы G (соответственно,
K), и мы считаем k ⊆ g ⊆ End(W ). Следовательно, каждая точка
v ∈ KN является ближайшей к началу координат точкой в своей
орбите Gv.

Рассмотрим теперь линейную функцию fv = (dFv)e : g → R, пе-
реводящую γ ∈ g в 〈γv, v〉, см. (VI.1). Мы можем рассматривать fv

как элемент двойственной алгебры Ли g∗. Так как группа G редук-
тивна, мы имеем g = k⊕ ik. Так как действие компактной подгруп-
пы K ⊂ G сохраняет норму, fv обращается в нуль на k, так что fv

можно рассматривать как элемент из ik∗ ∼= k∗. Варьируя v ∈ W , мы
получаем отображение моментов µ : W → k∗, которое переводит
v ∈ W в линейную функцию κ 7→ 〈iκv, v〉, где κ ∈ k. Тогда множе-
ство Кемпфа–Несс совпадает с множеством нулей отображения µ:
(VI.2) KN = µ−1(0).

Мы можем предполагать, что аффинное G-многообразие X эк-
вивариантно вложено как замкнутое подмногообразие в некото-
ром пространстве W представления группы G. Тогда множество
Кемпфа–Несс KNX многообразия X определяется как KN ∩X.

Важность понятия множества Кемпфа–Несс для изучения про-
странств орбит объясняется следующим результатом, доказатель-
ство которого можно найти в [Sc89, (4.7), (5.1)].

Теорема VI.2. а) Композиция KNX ↪→ X → X//G явля-
ется собственным отображением и индуцирует гомеоморфизм
KNX /K → X//G;

б) [Нееман] имеется K-эквивариантная деформационная ре-
тракция X на KNX .
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