2000 č. áěŋâïąàì | őłâïąàì â. 55, ćëŕ. 5(335) ŞŚŔĚŢĹ ŇĂŠĚŇĂŠĹŮĚŚŁĹŢ ŊĂŞŁ

ŞĎŁ 515.164+515.142+515.145+514.172.45

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŁŐŇĄĹŊĂŠŐŘŊĂ§ ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ

Ć. Ň. Ąãåèâăąěà, Š. Ě. Ŕăŋőć

ŚŐĎĚŘĘĂŊĹĚ

Čńăćă 1. Ŋěőąåőďĺňëě ăńčěąàăĺçěáłĺě, čěőňěâàĺçěáłĺě ĺ łőňąĺŋăâőàÄ ŋëě ŕőŋïâĺï 5 § 1.1. Ňŋőčőčàăŋŋĺłĺ 5 § 1.2. Śĺňŕńĺæĺăńìŋëě łőňŕńěłáë: âőŕőńőčĺï ĺ łőňąĺŋăâőàĺłă 15 § 1.3. Śĺňŕńĺæĺăńìŋëě łőňŕńěłáë: łőňňãâăâĺćŋăï ăńčěąàă 21 § 1.4. Čőňőńőčĺçěáłĺě áćőľáâćă łőńěæ čàăŋěľ (łőńěæ Śâěŋńĺ{Řăľáŋěàă) 24 § 1.5. Łãąĺçěáłĺě łőňŕńěłáë ĺ łãąĺçěáłĺě őâőąàăęěŋĺï 31 Čńăćă 2. Šőàĺçěáłĺě ĺ łćăğĺâőàĺçěáłĺě ňŋőčőőąàăğĺï 37 § 2.1. Ăńčěąàăĺçěáłĺě âőàĺçěáłĺě ňŋőčőőąàăğĺï 37 § 2.2. Łćăğĺâőàĺçěáłĺě ňŋőčőőąàăğĺï 42 §2.3. Śâăąĺńìŋő łőňŕńěłáŋëě áâàãłâãàë ĺ łćăğĺâőàĺçěáłĺě ŕàěďáâăćĺâěńĺ ć łńăááăå łőąőàďĺğňőć 47 §2.4. Łőňąĺŋăâőàŋëě äőàňãńë ďńï àőďőć Ţĺàæěąàãåă łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőÄ čőőąàăğĺľ 51 §2.5. Ğăďăçă łńăááĺäĺłăæĺĺ łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ ŋăď ğăďăŋŋëň ŕàőáâëň ňŋőčőčàăŋŋĺłőň 58 Čńăćă 3. Ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáë 60 § 3.1. Ňőňěŋâ-ãčőń ňŋőčőőąàăğĺï Z_P , őŕàěďěńïěňëě ŕàőáâëňĺ ňŋőčőčàăŋŋĺÄ łăňĺ 60 § 3.2. Őąéĺě ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáë Z_K 63 § 3.3. Łńěâőçŋëě áâàãłâãàë ŋă ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáăå 64 § 3.4. Łőŋáâàãłæĺï Ąőàěńï ĺ ŕàőáâàăŋáâćő Śâěŋńĺ{Řăľáŋěàă 66 § 3.5. Őąőąéěŋĺï, ăŋăńőčĺ ĺ ďőŕőńŋĺâěńìŋëě łőňňěŋâăàĺĺ 69 Čńăćă 4. Łőčőňőńőčĺĺ ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáőć ĺ łőňąĺŋăâőàĺłă áĺňÄ ŕńĺæĺăńìŋëå ňŋőčőőąàăğĺľ 71 § 4.1. Śŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì İľńěŋąěàčă{Ňãàă 71 § 4.2. Łőčőňőńőčĺĺ ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáă Z_K : áńãçăľ őąéěčő K 73 § 4.3. Łőčőňőńőčĺĺ ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáă Z_K : áńãçăľ áäěàĺçěáłőčő K 81 § 4.4. Ťăłâőà-ŕàőáâàăŋáâćă ňŋőčőőąàăğĺï Z_P ŕő áćőąőďŋëň ďěľáâćĺïň âőàă 84 § 4.5. Ąĺčàăďãĺàőćăŋŋăï ďćőľáâćěŋŋőáâì Ŕãăŋłăàě ĺ ăŋăńőčĺ áőőâŋőèěŋĺľ Ďěŋă{Śőňňěàćĺńńï ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋëå ňŋőčőőąàăğĺľ 88 Čńăćă 5. Łőŋäĺčãàăæĺĺ ŕőďŕàőáâàăŋáâć ĺ łőńìæă łőčőňőńőčĺľ ĺå ďőÄ ŕőńŋěŋĺľ 93

© Ć. Ň. Ąãåèâăąěà, Š. Ě. Ŕăŋőć 2000

4 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

§5.1. Őąğőà àěğãńìâăâőć ő łőčőňőńőčĺïå ďőŕőńŋěŋĺľ ł őąéĺň łőŋäĺčãàăæĺïň 93 § 5.2. Łőŋäĺčãàăæĺĺ łőőàďĺŋăâŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć ĺ łőčőňőńőčĺĺ łőňŕńěłÄ áă Z_K 95 §5.3. Łőŋäĺčãàăæĺĺ ďĺăčőŋăńìŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć ĺ łőčőňőńőčĺĺ ŕàőáâàăŋÄ áâćă ŕěâěńì ˙Z_K 100 Śŕĺáőł ńĺâěàăâãàë 103

Őąğőà ŕőáćïéěŋ àěğãńìâăâăň ĺ őâłàëâëň ŕàőąńěňăň ć őąèĺàŋőľ őąńăáâĺ ĺááńěÄ ďőćăŋĺľ, łőâőàăï áäőàňĺàőćăńăáì ğă ŕőáńěďŋĺě 20 ńěâ ŋă áâëłě łőňąĺŋăâőàĺłĺ ňŋőÄ čőčàăŋŋĺłőć, łőňąĺŋăâőàŋőľ ĺ ăńčěąàăĺçěáłőľ âőŕőńőčĺĺ, čőňőńőčĺçěáłőľ ăńčěąàë, âěőàĺĺ ďěľáâćĺľ čàãŕŕ ŋă âőŕőńőčĺçěáłĺå ŕàőáâàăŋáâćăå, ăńčěąàăĺçěáłőľ čěőňěâÄ àĺĺ âőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ ĺ áĺňŕńěłâĺçěáłőľ čěőňěâàĺĺ. Őáŋőćŋăï æěńì őąğőàă { ŕőłăğăâì, çâő ŕàěďńăčăěňăï ăćâőàăňĺ âěőàĺï ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáőć ŕőğćőńïěâ áãÄ éěáâćěŋŋő àăğćĺâì ćğăĺňőáćïğĺ ňěęďã ćáěňĺ ŕěàěçĺáńěŋŋëňĺ ćëèě őąńăáâïňĺ ňăâěÄ ňăâĺłĺ ĺ ŕőńãçĺâì ŋă őáŋőćě íâőčő àěèěŋĺě àïďă ĺğćěáâŋëå ğăďăç. Łăęďëľ ŕăàăčàăä őąğőàă őâŋőáĺâáï, łăł ŕàăćĺńő, ł őâďěńìŋőňã ŋăŕàăćńěŋĺî ĺááńěďőćăŋĺľ ĺ áőďěàęĺâ áőőâćěâáâćãîéěě ććěďěŋĺě. Ć łăçěáâćě ŕãâěćőďĺâěńï ŕő őąğőàã ŕàĺćěďěň áåěňăâĺçěáÄ łőě ĺğńőęěŋĺě ěčő áőďěàęăŋĺï.

Ć čńăćě 1 áőąàăŋë ćáě ŋěőąåőďĺňëě łőňąĺŋăâőàŋëě, čěőňěâàĺçěáłĺě ĺ âőŕőńőčĺçěáÄ łĺě áćěďěŋĺï ő ňŋőčőčàăŋŋĺłăå, áĺňŕńĺæĺăńìŋëå ĺ łãąĺçěáłĺå łőňŕńěłáăå ĺ àăğąĺÄ ěŋĺïå ňŋőčőőąàăğĺľ. Őŕĺáăŋë łăł łńăááĺçěáłĺě, âăł ĺ őàĺčĺŋăńìŋëě łőŋáâàãłæĺĺ, ŕőğćőńïîéĺě ĺááńěďőćăâì łőňąĺŋăâőàŋëě őąêěłâë ňěâőďăňĺ łőňňãâăâĺćŋőľ ĺ čőňőÄ ńőčĺçěáłőľ ăńčěąàë.

Ć § 1 čńăćë 2 ďăŋ őąğőà ĺáŕőńìğãěňëå ć ďăńìŋěľèěň łőŋáâàãłæĺľ ĺ àěğãńìâăâőć őą ăńčěąàăĺçěáłĺå âőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺïå ĺ áćïğăŋŋëå á ŋĺňĺ łőňąĺŋăâőàŋëå őąêÄ ěłâăå. Ŕăàăčàăä 2.2 ŕőáćïéěŋ âőŕőńőčĺçěáłĺň ăŋăńőčăň âőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ { łćăğĺâőàĺçěáłĺň ňŋőčőőąàăğĺïň, őáŋőćë âěőàĺĺ łőâőàëå ąëńĺ ğăńőęěŋë Ďíćĺáőň ĺ §ŋãèłěćĺçěň. Ňë ŕàĺćőďĺň ćăęŋěľèĺě łőŋáâàãłæĺĺ ĺ àěğãńìâăâë ő łćăğĺâőàĺçěáÄ łĺå ňŋőčőőąàăğĺïå. Ć § 2.3 ĺğńőęěŋő ŕőńãçěŋŋőě Ąãåèâăąěàőň ĺ Říěň àěèěŋĺě ăŋăÄ ńőčă ďńï łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ ŕàőąńěňë Ţĺàæěąàãåă ő áćïğŋëå ŕàěďáâăćĺÄ âěńïå ć łńăááě łőąőàďĺğňőć łăęďőčő áâăąĺńìŋő łőňŕńěłáŋőčő ňŋőčőőąàăğĺï. Ć §2.4 ĺğńőęěŋë ŕőńãçěŋŋëě Ŕăŋőćëň łőňąĺŋăâőàŋëě äőàňãńë ďńï àőďőć Ţĺàæěąàãåă łćăÄ ğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ. Ć ŕőáńěďŋěň ŕăàăčàăäě čńăćë 2 őŕĺáăŋë àěğãńìâăâë ŕő łńăááĺäĺłăæĺĺ âőàĺçěáłĺå ĺ łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ ŋăď ğăďăŋŋëň ŕàőáâëň ňŋőčőčàăŋŋĺłőň.

Ć čńăćăå 3 ĺ 4 ĺğńőęěŋă àăğćĺćăěňăï ăćâőàăňĺ âěőàĺï ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáőć. Šăłőľ łőňŕńěłá Z_K áőŕőáâăćńïěâáï łăęďőňã áĺňŕńĺæĺăńìŋőňã łőňŕńěłáã K á m ćěàÄ èĺŋăňĺ (áň. § 3.2). Ŋă Z_K ĺňěěâáï łăŋőŋĺçěáłőě ďěľáâćĺě âőàă T^m, ŕàőáâàăŋáâćőň őàąĺâ łőâőàőčő ïćńïěâáï łőŋãá ŋăď K, ĺ áőőâćěâáâćãîéěě ąĺčàăďãĺàőćăŋŋőě łńěâőçÄ ŋőě àăğąĺěŋĺě (áň. § 3.3). Řïď àěğãńìâăâőć, ŕőńãçěŋŋëå ŕàĺ ŕőňőéĺ íâőľ âěőàĺĺ, őŕĺÄ àăěâáï ŋă âőâ äăłâ, çâő Z_K ïćńïěâáï ňŋőčőőąàăğĺěň ć áńãçăě, łőčďă K { áĺňŕńĺæĺÄ ăńìŋăï áäěàă. Ćăęŋëě áńěďáâćĺï ćëâěłăîâ âăłęě ĺğ âőčő, çâő ć ąőńěě őąéěň áńãçăě áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő ňŋőčőőąàăğĺï K őáőąëě âőçłĺ łőňŕńěłáă Z_K őąàăğãîâ őàąĺâã ďěľÄ áâćĺï âőàă T^m, ďőŕőńŋěŋĺě ł őłàěáâŋőáâĺ łőâőàőľ ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ňŋőčőőąàăğĺě á

Řăąőâă ćëŕőńŋěŋă ŕàĺ ŕőďďěàęłě Řőááĺľáłőčő äőŋďă äãŋďăňěŋâăńìŋëå ĺááńěďőćăŋĺľ (čàăŋâ ò 99-01-00090).

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 5

łàăěň. Ć čńăćě 4 ŕàĺ ŕőňőéĺ ąĺčàăďãĺàőćăŋŋőľ łńěâőçŋőľ áâàãłâãàë ććěďěŋő ĺ ćëÄ çĺáńěŋő ąĺčàăďãĺàőćăŋŋőě łőńìæő łőčőňőńőčĺľ ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáă Z_K . Őâćěâ ğăŕĺáăŋ ć âěàňĺŋăå ĺğćěáâŋëå łőŋáâàãłæĺľ ĺğ čőňőńőčĺçěáłőľ ăńčěąàë, ĺáŕőńìğãěÄ ňëå ć àěèěŋĺïå łőňąĺŋăâőàŋëå ğăďăç.

Čńăćă 5 ŕőáćïéěŋă ŕàĺńőęěŋĺïň âěőàĺĺ ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáőć ł ĺğćěáâŋőľ ğăÄ ďăçě ćëçĺáńěŋĺï łőčőňőńőčĺľ ďőŕőńŋěŋĺľ łőŋäĺčãàăæĺľ ŕőďŕàőáâàăŋáâć. Őáŋőćŋőě ćŋĺňăŋĺě ãďěńěŋő łőŋäĺčãàăæĺïň łőőàďĺŋăâŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć ĺ łőŋäĺčãàăæĺïň ďĺăčőŋăńìŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć (§ § 5.2 ĺ 5.3 áőőâćěâáâćěŋŋő). Ďăŋ őąğőà àěğãńìâăâőć, ŕőńãçěŋŋëå ć íâőň ŋăŕàăćńěŋĺĺ àăğńĺçŋëňĺ ăćâőàăňĺ. Ŕàĺćěďěŋő ŕőńãçěŋŋőě ŋăňĺ àěèěŋĺě ğăďăçĺ ő łőńìæě łőčőňőńőčĺľ ďőŕőńŋěŋĺï łőŋäĺčãàăæĺĺ łőőàďĺŋăâÄ ŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć, őáŋőćăŋŋőě ŋă àěďãłæĺĺ ł ćëçĺáńěŋĺî łőńìæă łőčőňőńőčĺľ łőňŕńěłáă Z_K . Őŕĺáăŋă àěďãłæĺï ğăďăçĺ ćëçĺáńěŋĺï łőčőňőńőčĺľ ďĺăčőŋăńìŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć ł ğăďăçě ćëçĺáńěŋĺï łőčőňőńőčĺľ ŕàőáâàăŋáâćă ŕěâěńì ˙Z_K .

Ćáě ĺğńőęěŋĺě áőŕàőćőęďăěâáï ŕàĺňěàăňĺ ćăęŋěľèĺå ĺğ àăááňăâàĺćăěňëå őąêÄ ěłâőć ĺ ćëçĺáńěŋĺïňĺ ĺå ĺŋćăàĺăŋâőć, ďěňőŋáâàĺàãîéĺňĺ ŕőńãçěŋŋëě őąéĺě àěÄ ğãńìâăâë. Řěğãńìâăâë, ćőèěďèĺě ć őąğőà, ďěńïâáï ŋă âàĺ çăáâĺ. Ćő-ŕěàćëå, íâő ĺŋÄ âěàŕàěâăæĺĺ łńăááĺçěáłĺå àěğãńìâăâőć, łőâőàëě ĺŋőčďă ŋě áőŕàőćőęďăîâáï ááëńłăÄ ňĺ. Ćő-ćâőàëå, àěğãńìâăâë ďàãčĺå ăćâőàőć, łőâőàëě ňë áőŕàőćőęďăěň áőőâćěâáâćãÄ îéěľ ááëńłőľ. Ĺ ć-âàěâìĺå, àěğãńìâăâë, łőâőàëě ńĺąő ŕőńãçěŋë ŋăňĺ ŋěďăćŋő, ńĺąő ïćńïîâáï àăğćĺâĺěň àěğãńìâăâőć, őŕãąńĺłőćăŋŋëå ć àăąőâăå ăćâőàőć [19]{[23], [69], [70] ĺ ć áőćňěáâŋëå àăąőâăå [25], [26] á Ŋ. Říěň.

Ňë čńãąőłő ąńăčőďăàŋë Ń. Ă. Ăńăŋĺï, Ć. Ă. Ćăáĺńìěćã, Ť. Ćěńłěàã, Ŋ. İ. ĎőąÄ àĺŋáłőľ, Ŋ. Ŕ. Ďőńąĺńĺŋã, Ĺ. İ. Ĺğňěáâìěćã, Ő. Ř. Ňãáĺŋã, Ś. Ŕ. Ŋőćĺłőćã, İ. Řĺáã, Ŋ. Říî, đ. Śĺćăŋã, Ć. Ă. Śňĺàŋőćã, Ŋ. Śâàĺłńăŋďã, Ś. Ŕ. Šăàăáőćã, Ň. Ťăàąěàã, Č. Űĺčńěàã, Ň. Ă. Ÿâăŋìłő, Ň. Ĺ. Ÿâőčàĺŋã ĺ Ś. đğćĺŋáłőňã ğă ŕőďďěàęłã ĺ ćďőåÄ ŋőćěŋĺě, ŕőńãçěŋŋëě ć åőďě ňŋőčőçĺáńěŋŋëå őąáãęďěŋĺľ ćőŕàőáőć, łőâőàëň ŕőáćïÄ éěŋ ďăŋŋëľ őąğőà. Ňë âăłęě ąńăčőďăàŋë ãçăáâŋĺłăň áěňĺŋăàă \Šőŕőńőčĺï ĺ ćëçĺáÄ ńĺâěńìŋăï čěőňěâàĺï", łőâőàëľ ŕàőćőďĺâáï ŋă ňěåăŋĺłő-ňăâěňăâĺçěáłőň äăłãńìâěâě ŇČŞ ŕőď àãłőćőďáâćőň ăćâőàőć ĺ Ő. Ř. Ňãáĺŋă.

Čńăćă 1. Ŋěőąåőďĺňëě ăńčěąàăĺçěáłĺě, čěőňěâàĺçěáłĺě ĺ łőňąĺŋăâőàŋëě ŕőŋïâĺï

§ 1.1. Ňŋőčőčàăŋŋĺłĺ. Łőňąĺŋăâőàŋëě ĺ čěőňěâàĺçěáłĺě ăáŕěłâë âěőàĺĺ ćëÄ ŕãłńëå ňŋőčőčàăŋŋĺłőć ĺğńőęěŋë ć ąőńìèőň łőńĺçěáâćě ãçěąŋëå ŕőáőąĺľ, ňőŋőčàăÄ äĺľ ĺ áâăâěľ. Ňë ãŕőňïŋěň ńĺèì łŋĺčã Űĺčńěàă [89], čďě âăłęě ňőęŋő ŋăľâĺ ďăńìÄ ŋěľèĺě ááëńłĺ. Ć íâőň ŕăàăčàăäě ňë őŕĺáëćăěň őáŋőćŋëě ŕőŋïâĺï ĺ łőŋáâàãłæĺĺ, áćïğăŋŋëě á ňŋőčőčàăŋŋĺłăňĺ, ĺáŕőńìğãěňëě ć àăąőâě.

Ĺňěěâáï ďćă àăğńĺçŋëå ŕőďåőďă ł őŕàěďěńěŋĺî ćëŕãłńőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă ć n-ňěà-ŋőň ăääĺŋŋőň ŕàőáâàăŋáâćě R^n .

Őŕàěďěńěŋĺě 1.1.1. Ćëŕãłńëň ňŋőčőčàăŋŋĺłőň ŋăğëćăěâáï ćëŕãłńăï őąőńőçÄ łă ŕàőĺğćőńìŋőčő łőŋěçŋőčő ňŋőęěáâćă âőçěł ć ŋěłőâőàőň ŕàőáâàăŋáâćě R^n .

Őŕàěďěńěŋĺě 1.1.2. Ćëŕãłńëň ŕőńĺíďàőň P ŋăğëćăěâáï ŕěàěáěçěŋĺě łőŋěçŋőčő çĺáńă ŕőńãŕàőáâàăŋáâć ŋěłőâőàőčő ŕàőáâàăŋáâćă R^n :

(1) P = { x ∈ R^n : ⟨l_i; x⟩ ⩾ −a_i; i = 1; : : : ; m } ;

6 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

čďě l_i ∈ (R^n )^∗, i = 1; : : : ; m, { ŋěłőâőàëě ńĺŋěľŋëě äãŋłæĺĺ ĺ a_i ∈ R. Ćëŕãłńëň ňŋőčőčàăŋŋĺłőň ŋăğëćăěâáï őčàăŋĺçěŋŋëľ ćëŕãłńëľ ŕőńĺíďà.

Šěň ŋě ňěŋěě, íâĺ ďćă őŕàěďěńěŋĺï ćëŕãłńőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă ğăďăîâ őďĺŋ ĺ âőâ ęě čěőňěâàĺçěáłĺľ őąêěłâ, â.ě. ŕőďňŋőęěáâćő ŕàőáâàăŋáâćă R^n ïćńïěâáï ćëŕãłńőľ őąőńőçłőľ łőŋěçŋőčő ŋăąőàă âőçěł âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă őŋő ïćńïěâáï ŕěàěáěÄ çěŋĺěň łőŋěçŋőčő çĺáńă ŕőńãŕàőáâàăŋáâć ĺ őčàăŋĺçěŋő. İâőâ äăłâ ďőłăğëćăěâáï ćő ňŋőčĺå ãçěąŋĺłăå ŕő âěőàĺĺ ňŋőčőčàăŋŋĺłőć ĺ ćëŕãłńőľ čěőňěâàĺĺ, áň., ŋăŕàĺňěà, [89; âěőàěňă 1.1].

Řăğňěàŋőáâìî ňŋőčőčàăŋŋĺłă ŋăğëćăěâáï àăğňěàŋőáâì ěčő ăääĺŋŋőľ őąőńőçłĺ; ć âěå áńãçăïå, łőčďă ŋě őčőćăàĺćăěâáï ŕàőâĺćŋőě, ňë àăááňăâàĺćăěň âőńìłő n-ňěàŋëě ňŋőčőčàăŋŋĺłĺ P^n ć n-ňěàŋőň ŕàőáâàăŋáâćě R^n . Őŕőàŋőľ čĺŕěàŕńőáłőáâìî ňŋőÄ čőčàăŋŋĺłă P^n ŋăğëćăěâáï ŕàőĺğćőńìŋăï ăääĺŋŋăï čĺŕěàŕńőáłőáâì H, łőâőàăï ŕěÄ àěáěłăěâ P^n ĺ ďńï łőâőàőľ ňŋőčőčàăŋŋĺł áőďěàęĺâáï ć őďŋőň ĺğ őŕàěďěńïěňëå ěî ŕőďŕàőáâàăŋáâć. Ŕěàěáěçěŋĺï P^n ∩ H ňŋőčőčàăŋŋĺłă á őŕőàŋëňĺ čĺŕěàŕńőáłőáâïňĺ ŋăğëćăîâáï čàăŋïňĺ ňŋőčőčàăŋŋĺłă. Śăň ňŋőčőčàăŋŋĺł P^n âăłęě áçĺâăěâáï čàăÄ ŋìî; ćáě őáâăńìŋëě čàăŋĺ ŋăğëćăîâáï áőąáâćěŋŋëňĺ. Čàăŋĺæěľ @P^n ňŋőčőčàăŋŋĺÄ łă ŋăğëćăěâáï őąêěďĺŋěŋĺě ćáěå ěčő áőąáâćěŋŋëå čàăŋěľ. Łăęďăï čàăŋì n-ňěàŋőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n ïćńïěâáï ňŋőčőčàăŋŋĺłőň àăğňěàŋőáâĺ ⩽ n. 0-ňěàŋëě čàăŋĺ ŋăÄ ğëćăîâáï ćěàèĺŋăňĺ, 1-ňěàŋëě čàăŋĺ ŋăğëćăîâáï àěąàăňĺ, ă čàăŋĺ łőàăğňěàŋőáâĺ őďĺŋ ŋăğëćăîâáï čĺŕěàčàăŋïňĺ. Čàăŋĺ ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n ćáěå àăğňěàŋőáâěľ őąàăÄ ğãîâ çăáâĺçŋő ãŕőàïďőçěŋŋőě ňŋőęěáâćő ŕő őâŋőèěŋĺî ł ćłńîçěŋĺî, ŋăğëćăěňőě àěèěâłőľ čàăŋěľ ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n.

Ďćă ňŋőčőčàăŋŋĺłă P_1 ∈ R^{n1} ĺ P_2 ∈ R^{n2} őďŋőľ àăğňěàŋőáâĺ ŋăğëćăîâáï ăääĺŋÄ ŋő íłćĺćăńěŋâŋëňĺ, ěáńĺ áãéěáâćãěâ ăääĺŋŋőě őâőąàăęěŋĺě R^{n1} → R^{n2} , ŕěàěćőÄ ďïéěě őďĺŋ ňŋőčőčàăŋŋĺł ć ďàãčőľ. Čőćőàïâ, çâő ďćă ňŋőčőčàăŋŋĺłă łőňąĺŋăâőàŋő íłćĺćăńěŋâŋë, ěáńĺ áãéěáâćãěâ ąĺěłæĺï ňěęďã ĺå ŋăąőàăňĺ čàăŋěľ, áőåàăŋïîéăï őâŋőèěŋĺě ćłńîçěŋĺï. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ďćă ňŋőčőčàăŋŋĺłă łőňąĺŋăâőàŋő íłćĺćăÄ ńěŋâŋë, ěáńĺ ĺå àěèěâłĺ čàăŋěľ ĺğőňőàäŋë łăł çăáâĺçŋő ãŕőàïďőçěŋŋëě ňŋőęěáâćă.

Ŕàĺňěà 1.1.3 (áĺňŕńěłá ĺ łãą). Śĺňŕńěłá ´^n (n-áĺňŕńěłá) ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ćëŕãłńãî őąőńőçłã ŋăąőàă ĺğ (n + 1) âőçěł ć R^n , ŋě ńěęăéĺå ŋă őďŋőľ ăääĺŋŋőľ čĺŕěàŕńőáłőáâĺ. Ćáě čàăŋĺ n-áĺňŕńěłáă ïćńïîâáï áĺňŕńěłáăňĺ àăğňěàŋőáâĺ ⩽ n. Ćáě n-áĺňŕńěłáë ăääĺŋŋő íłćĺćăńěŋâŋë. Śâăŋďăàâŋëň n-áĺňŕńěłáőň ŋăğëćăěâáï ćëŕãłńăï őąőńőçłă âőçěł (1; 0; : : : ; 0), (0; 1; : : : ; 0); : : : ; (0; : : : ; 0; 1) ĺ (0; : : : ; 0) ć R^n . Śâăŋďăàâŋëľ n-áĺňŕńěłá ğăďăěâáï (n + 1) ŋěàăćěŋáâćăňĺ

(2) x_i ⩾ 0; i = 1; : : : ; n; ĺ − x_1 − · · · − x_n ⩾ −1:

Ŕàăćĺńìŋëľ n-áĺňŕńěłá ěáâì ćëŕãłńăï őąőńőçłă (n + 1) âőçěł (1; 0; : : : ; 0), (0; 1; : : : ; 0); : : : ; (0; : : : ; 0; 1) ć R^{n+1} .

Śâăŋďăàâŋëľ q-łãą ěáâì ćëŕãłńëľ ňŋőčőčàăŋŋĺł I^q ⊂ R^q , őŕàěďěńïěňëľ łăł

(3) I^q = { (y_1; : : : ; y_q) ∈ R^q : 0 ⩽ y_i ⩽ 1; i = 1; : : : ; q } : Ć âő ęě ćàěňï áâăŋďăàâŋëľ q-łãą ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ćëŕãłńãî őąőńőçłã 2^q âőçěł ć R^q , ĺňěîéĺå ńĺèì ŋãńěćëě ĺńĺ ěďĺŋĺçŋëě łőőàďĺŋăâë.

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 7

Śńěďãîéăï łőŋáâàãłæĺï ŕőğćőńïěâ ğăďăćăâì ćëŕãłńëľ n-ňěàŋëľ ňŋőčőčàăŋŋĺł, ĺňěîéĺľ m čĺŕěàčàăŋěľ, łăł ŕěàěáěçěŋĺě ŕőńőęĺâěńìŋőčő łőŋãáă

(4) R^m_+ = { (y_1; : : : ; y_m) ∈ R^m : y_i ⩾ 0; i = 1; : : : ; m } ⊂ R^m á ŋěłőâőàőľ n-ňěàŋőľ ŕńőáłőáâìî.

Łőŋáâàãłæĺï 1.1.4. Ŕãáâì P ∈ R^n { ćëŕãłńëľ n-ňěàŋëľ ňŋőčőčàăŋŋĺł, ğăÄ ďăŋŋëľ äőàňãńőľ (1) ďńï ŋěłőâőàëå l_i ∈ (R^n )^∗, a_i ∈ R, i = 1; : : : ; m. Ććěďěň (n × m)-ňăâàĺæã L, áâőńąæë łőâőàőľ áãâì ćěłâőàë l_i, ğăŕĺáăŋŋëě ć áâăŋďăàâŋőň ąăğĺáě ŕàőáâàăŋáâćă (R^n )^∗, â.ě. (L)_{ji} = (l_i)_j. Ğăňěâĺň, çâő àăŋč L àăćěŋ n. Ććěďěň âăłęě ćěłâőà-áâőńąěæ a = (a_1; : : : ; a_m)^t ∈ R^m . Šőčďă ňë ňőęěň ŕěàěŕĺáăâì (1) łăł

(5) P = { x ∈ R^n : (L^tx + a)_i ⩾ 0; i = 1; : : : ; m } ; čďě L^t { âàăŋáŕőŋĺàőćăŋŋăï ňăâàĺæă ĺ x = (x_1; : : : ; x_n)^t { ćěłâőà-áâőńąěæ. ŘăááňőâÄ àĺň ăääĺŋŋőě őâőąàăęěŋĺě

(6) A_P : R^n → R^m ; A_P (x) = L^tx + a ∈ R^m :

Ěčő őąàăğőň ïćńïěâáï ŋěłőâőàăï n-ňěàŋăï ŕńőáłőáâì ć R^m , ĺ (5) ŕőłăğëćăěâ, çâő A_P (P ) ěáâì ŕěàěáěçěŋĺě íâőľ ŕńőáłőáâĺ á ŕőńőęĺâěńìŋëň łőŋãáőň R^m_+ . Ŕãáâì âěŕěàì W { ňăâàĺæă àăğňěàă m × (m − n) ĺ àăŋčă (m − n) âăłăï, çâő LW = 0. Šőčďă ńěčłő ćĺďěâì, çâő

A_P (P ) = { y ∈ R^m : W^ty = W^ta; y_i ⩾ 0; i = 1; : : : ; m } : Ğăňěâĺň, çâő ňŋőčőčàăŋŋĺłĺ P ĺ A_P (P ) ăääĺŋŋő íłćĺćăńěŋâŋë.

Ŕàĺňěà 1.1.5. Řăááňőâàĺň áâăŋďăàâŋëľ n-áĺňŕńěłá ´^n ⊂ R^n , őŕàěďěńïěňëľ ŋěàăćěŋáâćăňĺ (2). Őŋ ĺňěěâ m = n + 1 čĺŕěàčàăŋěľ ĺ, ć őąőğŋăçěŋĺïå (1), l_1 = (1; 0; : : : ; 0)^t, : : : , l_n = (0; : : : ; 0; 1)^t, l_{n+1} = (−1; : : : ; −1)^t, a_1 = · · · = a_n = 0, a_{n+1} = 1. Ňë ňőęěň ŕőńőęĺâì W = (1; : : : ; 1)^t ć łőŋáâàãłæĺĺ 1.1.4. Šăłĺň őąàăğőň, W^ty = y_1 + · · · + y_m, W^ta = 1, ĺ ňë ĺňěěň

A_´n (´^n) = { y ∈ R^{n+1} : y_1 + · · · + y_{n+1} = 1; y_i ⩾ 0; i = 1; : : : ; n } : İâő ěáâì ŕàăćĺńìŋëľ n-áĺňŕńěłá ć R^{n+1} .

Ğăňěçăŋĺě. Ćëŕãłńëě ňŋőčőčàăŋŋĺłĺ, ććőďĺňëě őŕàěďěńěŋĺïňĺ 1.1.1 ĺ 1.1.2, ŕàěďáâăćńïîâ áőąőľ čěőňěâàĺçěáłĺě őąêěłâë. Ć âő ęě ćàěňï ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì łőňąĺŋăâőàŋëě ňŋőčőčàăŋŋĺłĺ, łőâőàëě ŕàěďáâăćńïîâ áőąőľ łńăááë łőňąĺŋăâőàŋő íłćĺćăńěŋâŋëå ćëŕãłńëå ňŋőčőčàăŋŋĺłőć. Ťăłâĺçěáłĺ, łőňąĺŋăâőàŋëľ ňŋőčőÄ čàăŋŋĺł ěáâì àěèěâłă čàăŋěľ (čěőňěâàĺçěáłőčő) ňŋőčőčàăŋŋĺłă, àăááňăâàĺćăěňăï łăł çăáâĺçŋő ãŕőàïďőçěŋŋőě ňŋőęěáâćő. Ć ďăŋŋőň őąğőàě ňë ĺňěěň ďěńő łăł á čěőňěâàĺçěáłĺňĺ, âăł ĺ á łőňąĺŋăâőàŋëňĺ ňŋőčőčàăŋŋĺłăňĺ.

Ďćă àăğńĺçŋëå őŕàěďěńěŋĺï ćëŕãłńëå ňŋőčőčàăŋŋĺłőć ŕàĺćőďïâ ł ďćãň àăğńĺçÄ ŋëň ŕőŋïâĺïň ňŋőčőčàăŋŋĺłőć őąéěčő ŕőńőęěŋĺï.

8 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Ŋăąőà ĺğ m ¿ n âőçěł ŕàőáâàăŋáâćă R^n ŋăåőďĺâáï ć őąéěň ŕőńőęěŋĺĺ, ěáńĺ ŋĺłăÄ łĺě (n + 1) ĺğ ŋĺå ŋě ńěęăâ ŋă őďŋőľ ăääĺŋŋőľ čĺŕěàŕńőáłőáâĺ. Ś âőçłĺ ğàěŋĺï őŕàěÄ ďěńěŋĺï 1.1.1 ćëŕãłńëľ ňŋőčőčàăŋŋĺł ïćńïěâáï ňŋőčőčàăŋŋĺłőň őąéěčő ŕőńőęěŋĺï, ěáńĺ őŋ ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ćëŕãłńãî őąőńőçłã ŋăąőàă âőçěł ć őąéěň ŕőńőęěŋĺĺ. Őâáîďă ćëâěłăěâ, çâő ćáě áőąáâćěŋŋëě čàăŋĺ âăłőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă áãâì áĺňŕńěłáë, â.ě. łăęďăï čĺŕěàčàăŋì ĺňěěâ ňĺŋĺňăńìŋőě łőńĺçěáâćő ćěàèĺŋ (ă ĺňěŋŋő n). Šăłĺě ňŋőčőčàăŋŋĺłĺ ŋăğëćăîâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋëňĺ.

Ŋăąőà ĺğ m ¿ n čĺŕěàŕńőáłőáâěľ ⟨l_i; x⟩ = −a_i, l_i ∈ (R^n )^∗, x ∈ R^n , a_i ∈ R, i = 1; : : : ; m, ŋăåőďĺâáï ć őąéěň ŕőńőęěŋĺĺ, ěáńĺ ŋĺłăłăï âőçłă ŋě ŕàĺŋăďńěęĺâ ąőńěě çěň n čĺŕěàŕńőáłőáâïň. Ś âőçłĺ ğàěŋĺï őŕàěďěńěŋĺï 1.1.2 ćëŕãłńëľ ňŋőčőčàăŋŋĺł P^n ïćńïěâáï ňŋőčőčàăŋŋĺłőň őąéěčő ŕőńőęěŋĺï, ěáńĺ őčàăŋĺçĺćăîéĺě ěčő čĺŕěàŕńőáłőáâĺ (áň. (1)) ŋăåőďïâáï ć őąéěň ŕőńőęěŋĺĺ, â.ě. ć łăęďőľ ćěàèĺŋě áåőďĺâáï ć âőçŋőáâĺ n čĺŕěàčàăŋěľ. Šăłĺě ňŋőčőčàăŋŋĺłĺ ŋăğëćăîâáï ŕàőáâëňĺ.

Ďńï ńîąőčő ćëŕãłńőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă P ⊂ R^n őŕàěďěńĺň ěčő ŕőńïàŋőě ňŋőęěáÄ âćő P^∗ ⊂ (R^n )^∗ łăł

P^∗ = { x^′ ∈ (R^n )^∗ : ⟨x^′; x⟩ ⩾ −1 ďńï ćáěå x ∈ P } : Ğăňěçăŋĺě. Ŋăèě őŕàěďěńěŋĺě ŕőńïàŋőčő ňŋőęěáâćă ćğïâő ĺğ ăńčěąàăĺçěáłőľ čěőňěâàĺĺ âőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ ĺ őâńĺçăěâáï őâ łńăááĺçěáłőčő őŕàěďěńěŋĺï,ŕàĺÄ ŋïâőčő ć ćëŕãłńőľ čěőňěâàĺĺ. Łńăááĺçěáłőě őŕàěďěńěŋĺě ŕőńãçăěâáï ŕàĺ ğăňěŋě ŋěÄ àăćěŋáâćă \⩾ −1" ćëèě ŋă \⩽ 1". Ŋăèě ŕőńïàŋőě ňŋőęěáâćő ŕěàěćőďĺâáï ć łńăááĺÄ çěáłőě áĺňňěâàĺěľ á æěŋâàőň ć 0.

Łăł ĺğćěáâŋő ĺğ ćëŕãłńőľ čěőňěâàĺĺ, ŕàĺ ãáńőćĺĺ 0 ∈ P ŕőńïàŋőě ňŋőęěáâćő P^∗ ïćńïěâáï ćëŕãłńëň ňŋőčőčàăŋŋĺłőň ć áőŕàïęěŋŋőň ŕàőáâàăŋáâćě (R^n )^∗ ĺ ŕàĺ íâőň (P^∗)^∗ = P . Ňŋőčőčàăŋŋĺł P^∗ ŋăğëćăěâáï ŕőńïàŋëň (ĺńĺ ďćőľáâćěŋŋëň) ł P . ĄőÄ ńěě âőčő, ĺňěěâáï őąàăéăîéěě ŕőàïďőł ćğăĺňŋő őďŋőğŋăçŋőě áőőâćěâáâćĺě ňěęďã àěÄ èěâłăňĺ čàăŋěľ ňŋőčőčàăŋŋĺłőć P ĺ P^∗. Ć çăáâŋőáâĺ, ěáńĺ P ïćńïěâáï ŕàőáâëň, âő P^∗ { áĺňŕńĺæĺăńěŋ, ĺ ŋăőąőàőâ.

Ŕàĺňěà 1.1.6. Ńîąőľ ňŋőčőãčőńìŋĺł (2-ňŋőčőčàăŋŋĺł) ïćńïěâáï őďŋőćàěňěŋŋő ŕàőáâëň ĺ áĺňŕńĺæĺăńìŋëň. Ć àăğňěàŋőáâïå ⩾ 3 ěďĺŋáâćěŋŋëň ňŋőčőčàăŋŋĺłőň, łőÄ âőàëľ őďŋőćàěňěŋŋő ïćńïěâáï ŕàőáâëň ĺ áĺňŕńĺæĺăńìŋëň, ïćńïěâáï áĺňŕńěłá. Łãą ïćńïěâáï ŕàőáâëň ňŋőčőčàăŋŋĺłőň. Ŕőńïàŋëň ňŋőčőčàăŋŋĺłőň áĺňŕńěłáă ïćńïěâÄ áï áĺňŕńěłá. Ŕőńïàŋëľ ňŋőčőčàăŋŋĺł łãąă ŋăğëćăěâáï őàâőíďàőň (ĺńĺ čĺŕěàőłâăÄ íďàőň). Šàěåňěàŋëľ őàâőíďà ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ őłâăíďà.

Ć ďăńìŋěľèěň ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì ŕàőáâëě ňŋőčőčàăŋŋĺłĺ ńăâĺŋáłĺňĺ ąãłćăňĺ P , Q ĺ â. ď., ć âő ćàěňï łăł áĺňŕńĺæĺăńìŋëě ňŋőčőčàăŋŋĺłĺ ąãďãâ őąőğŋăçăâìáï âăłĺÄ ňĺ ęě ąãłćăňĺ áő ğćěğďőçłőľ: P^∗, Q^∗ ĺ â. ď.

Łăęďăï čàăŋì ŕàőáâőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă ïćńïěâáï ŕàőáâëň ňŋőčőčàăŋŋĺłőň. ŔàőÄ ĺğćěďěŋĺě P_1 × P_2 ďćãå ŕàőáâëå ňŋőčőčàăŋŋĺłőć P_1 ĺ P_2 âăłęě ïćńïěâáï ŕàőáâëň ňŋőčőčàăŋŋĺłőň. Ŕãáâì P^∗_1 ĺ P^∗_2 { áőőâćěâáâćãîéĺě ŕőńïàŋëě áĺňŕńĺæĺăńìŋëě ňŋőÄ čőčàăŋŋĺłĺ. Šőčďă P^∗_1 ∘P^∗_2 := (P_1 ×P_2)^∗ áŋőćă ïćńïěâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋëň ňŋőčőčàăŋÄ ŋĺłőň. Őŕěàăæĺï ∘ ŋă áĺňŕńĺæĺăńìŋëå ňŋőčőčàăŋŋĺłăå ňőęěâ ąëâì ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő őŕĺáăŋă áńěďãîéĺň őąàăğőň. Řěăńĺğãěň P^∗_1 ć R^{n1} ĺ P^∗_2 ć R^{n2} âăłĺň őąàăğőň, çâő 0 ∈ P^∗_1 ĺ 0 ∈ P^∗_2 . Šőčďă P^∗_1 ∘ P^∗_2 ⊂ R^{n1} × R^{n2} ěáâì ćëŕãłńăï őąőńőçłă őąêěďĺŋěŋĺï P^∗_1 ⊂ R^{n1} × 0 ĺ P^∗_2 ⊂ 0 × R^{n2} .

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 9

Łőŋáâàãłæĺï 1.1.7 (áćïğŋăï áãňňă ďćãå ŕàőáâëå ňŋőčőčàăŋŋĺłőć). Ŕãáâì ŋăň ďăŋë ďćă ŕàőáâëå ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n ĺ Q^n őďĺŋăłőćőľ àăğňěàŋőáâĺ n á ćëďěńěŋŋëňĺ ćěàèĺŋăňĺ v ĺ w áőőâćěâáâćěŋŋő. Ŋěäőàňăńìŋő, áćïğŋăï áãňňă P^n #_{v;w} Q^n ňŋőčőÄ čàăŋŋĺłă P^n ć ćěàèĺŋě v á ňŋőčőčàăŋŋĺłőň Q^n ć ćěàèĺŋě w ŕőńãçăěâáï áńěďãîéĺň őąàăğőň. Ňë \áàěğăěň" ćěàèĺŋã v á ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n ĺ ćěàèĺŋã w á Q^n; ğăâěň, ŕàĺňěŋĺć áőőâćěâáâćãîéěě ŕàőěłâĺćŋőě ŕàěőąàăğőćăŋĺě, ňë ŕőńãçăěň ćőğňőęŋőáâì \ŕàăćĺńìŋő" ŕàĺłńěĺâì őáâăćèãîáï çăáâì ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n ł őáâăćèěľáï çăáâĺ Q^n ćďőńì ćŋőćì őąàăğőćăćèĺåáï čĺŕěàčàăŋěľ. Řěğãńìâăâ őąőğŋăçăěâáï P^n #_{v;w} Q^n. ŊĺÄ ęě ňë ŕàĺćőďĺň áâàőčőě őŕàěďěńěŋĺě, áńěďãï [26; § 6], łőâőàőě ąãďěâ ĺáŕőńìğőćăâìáï ďăńěě.

Ćŋăçăńě ććěďěň n-ňěàŋëľ ŕőńĺíďà �^n, ŕőńãçăěňëľ łăł ŕàőĺğćěďěŋĺě áâăŋďăàâŋőÄ čő (n − 1)-áĺňŕńěłáă ´^{n−1} ć ŕőďŕàőáâàăŋáâćě {x : x_1 = 0} ⊂ R^n á ŕěàćőľ łőőàďĺŋăâÄ ŋőľ őáìî. Čĺŕěàčàăŋĺ G_r ŕőńĺíďàă �^n, âăłĺň őąàăğőň, ĺňěîâ ćĺď R × D_r, čďě D_r { čàăŋĺ áĺňŕńěłáă ´^{n−1}, 1 ⩽ r ⩽ n. Ŕőńĺíďà �^n ĺ ćáě ěčő čĺŕěàčàăŋĺ G_r àăğďěńěŋë ŋă ďćě çăáâĺ, ŕőńőęĺâěńìŋãî ĺ őâàĺæăâěńìŋãî, ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ ğŋăłă łőőàďĺŋăâë x_1.

Ğăŋãňěàãěň čĺŕěàčàăŋĺ ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n, áåőďïéĺěáï ć ćěàèĺŋě v, łăł E_1; : : : ; E_n, ă čĺŕěàčàăŋĺ Q^n, áåőďïéĺěáï ć w, łăł F_1; : : : ; F_n. Őąőğŋăçĺň ďőŕőńŋĺâěńìŋëě ňŋőęěáâćă čĺŕěàčàăŋěľ çěàěğ C_v ĺ C_w áőőâćěâáâćěŋŋő; âăłĺň őąàăğőň, čĺŕěàčàăŋĺ ĺğ C_v ŋě áőďěàęăâ v, ă čĺŕěàčàăŋĺ ĺğ C_w ŋě áőďěàęăâ w.

Ćëąěàěň âěŕěàì ďćă ŕàőěłâĺćŋëå ŕàěőąàăğőćăŋĺï Œ_P ĺ Œ_Q ŕàőáâàăŋáâćă R^n , łőÄ âőàëě ŕěàěćőďïâ ćěàèĺŋë v ĺ w ć x_1 = ±∞ áőőâćěâáâćěŋŋő. Ňë âăłęě ŕőâàěąãÄ ěň, çâőąë ŕàěőąàăğőćăŋĺě Œ_P őâőąàăęăńő P^n ćŋãâàì ŕőńĺíďàă �^n ĺ ãďőćńěâćőàïńő ďćãň ãáńőćĺïň: ćő-ŕěàćëå, čĺŕěàŕńőáłőáâì, áőďěàęăéăï čĺŕěàčàăŋì E_r, ŕěàěåőďĺâ ć čĺŕěàŕńőáłőáâì, áőďěàęăéãî G_r, ďńï ńîąőčő r = 1; : : : ; n, ĺ, ćő-ćâőàëå, őąàăğë čĺŕěàŕńőáłőáâěľ, áőďěàęăéĺå čĺŕěàčàăŋĺ ĺğ ňŋőęěáâćă C_v, ŕěàěáěłăîâ ŕőńĺíďà �^n ć ěčő őâàĺæăâěńìŋőľ çăáâĺ. Ăŋăńőčĺçŋő, ŕàěőąàăğőćăŋĺě Œ_Q ŕěàěćőďĺâ čĺŕěàŕńőáÄ łőáâì, áőďěàęăéãî čĺŕěàčàăŋì F_r, ć čĺŕěàŕńőáłőáâì, áőďěàęăéãî čĺŕěàčàăŋì G_r, ďńï ńîąőčő 1 ⩽ r ⩽ n, ŋő őąàăğë čĺŕěàŕńőáłőáâěľ, áőďěàęăéĺå čĺŕěàčàăŋĺ ĺğ C_w, ŕěàěáěłăîâ ŕőńĺíďà �^n ć ěčő ŕőńőęĺâěńìŋőľ çăáâĺ. Őŕàěďěńĺň âěŕěàì áćïğŋãî áãňÄ ňã P^n #_{v;w} Q^n ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n ć ćěàèĺŋě v á ňŋőčőčàăŋŋĺłőň Q^n ć w łăł ŕàőáâőľ ňŋőčőčàăŋŋĺł, őčàăŋĺçĺćăěňëľ őąàăğăňĺ čĺŕěàŕńőáłőáâěľ, áőőâćěâáâćãîéĺå čĺŕěàÄ čàăŋïň ĺğ C_v, C_w, ĺ čĺŕěàŕńőáłőáâïňĺ, áőďěàęăéĺňĺ čĺŕěàčàăŋĺ G_r, r = 1; : : : ; n. Śćïğŋăï áãňňă őŕàěďěńěŋă ńĺèì á âőçŋőáâìî ďő łőňąĺŋăâőàŋőľ íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ; ąőńěě âőčő, őŋă, ćőőąéě čőćőàï, ğăćĺáĺâ őâ ćëąőàă ćěàèĺŋ v, w ĺ őâ ŋãňěàăæĺĺ čĺÄ ŕěàčàăŋěľ E_r ĺ F_r. Ěáńĺ íâőâ ćëąőà őŕàěďěńïěâáï łőŋâěłáâőň ĺńĺ ęě ěáńĺ àěğãńìÄ âăâ ŋě ğăćĺáĺâ őâ íâőčő ćëąőàă, âő ňë ąãďěň ĺáŕőńìğőćăâì áőłàăéěŋŋőě őąőğŋăçěŋĺě P^n # Q^n.

Ąńĺğłăï łőŋáâàãłæĺï áćïğŋőľ áãňňë P # Q^∗ ŕàőáâőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă P ĺ áĺňŕńĺÄ æĺăńìŋőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă Q^∗ őŕĺáăŋă ć [89; ŕàĺňěà 8.41].

Śĺňŕńĺæĺăńìŋëľ ňŋőčőčàăŋŋĺł P^∗ ŋăğëćăěâáï k-áňěęŋőáâŋëň, ěáńĺ ńîąëě k ěčő ćěàèĺŋ ŕőàőęďăîâ ŋěłőâőàãî čàăŋì. Ăŋăńőčĺçŋő, ŕàőáâőľ ňŋőčőčàăŋŋĺł P ŋăÄ ğëćăěâáï k-áňěęŋőáâŋëň, ěáńĺ ńîąëě k ěčő čĺŕěàčàăŋěľ ĺňěîâ ŋěŕãáâőě ŕěàěáěçěŋĺě (łőâőàőě ć íâőň áńãçăě ïćńïěâáï čàăŋìî łőàăğňěàŋőáâĺ k). Őçěćĺďŋő, ńîąőľ áĺňŕńĺÄ æĺăńìŋëľ (ĺ ŕàőáâőľ) ňŋőčőčàăŋŋĺł ïćńïěâáï 1-áňěęŋőáâŋëň. Ňőęŋő ŕőłăğăâì (áň. [18; áńěďáâćĺě 14.5], ă âăłęě ŕàĺňěà 1.1.15 ŋĺęě), çâő ěáńĺ P^∗ ïćńïěâáï k-áňěęŋőáâÄ

10 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

ŋëň áĺňŕńĺæĺăńìŋëň n-ňŋőčőčàăŋŋĺłőň ĺ k ¿

[_n 2 ] , âő P^∗ ěáâì n-áĺňŕńěłá. Ć çăáâÄ ŋőáâĺ, ńîąőľ 2-áňěęŋőáâŋëľ áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ 3-ňŋőčőčàăŋŋĺł ěáâì áĺňŕńěłá (âěâàăÄ íďà). Ŕàĺ íâőň, őďŋăłő, áãéěáâćãîâ áĺňŕńĺæĺăńìŋëě

[_n 2 ] -áňěęŋőáâŋëě n-ňŋőčőčàăŋÄ ŋĺłĺ á ńîąëň çĺáńőň ćěàèĺŋ. Šăłĺě ňŋőčőčàăŋŋĺłĺ ŋăğëćăîâáï áňěęŋőáâŋëňĺ. Ć çăáâŋőáâĺ, áãéěáâćãěâ áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ 4-ňŋőčőčàăŋŋĺł, őâńĺçŋëľ őâ áĺňŕńěłáă, łăęďëě ďćě ćěàèĺŋë łőâőàőčő áőěďĺŋěŋë àěąàőň.

Ŕàĺňěà 1.1.8 (áňěęŋőáâŋëľ 4-ňŋőčőčàăŋŋĺł). Ŕãáâì P = ´^2 × ´^2 { ŕàőĺğćěÄ ďěŋĺě ďćãå âàěãčőńìŋĺłőć. Šőčďă P ïćńïěâáï ŕàőáâëň ňŋőčőčàăŋŋĺłőň ĺ, łăł ńěčłő ŕàőćěàĺâì, ńîąëě ďćě čĺŕěàčàăŋĺ ć P ŕěàěáěłăîâáï ŕő őąéěľ 2-čàăŋĺ. Šăłĺň őąàăÄ ğőň, P ïćńïěâáï 2-áňěęŋőáâŋëň. Ŕőńïàŋëľ ňŋőčőčàăŋŋĺł P^∗ ïćńïěâáï áňěęŋőáâŋëň áĺňŕńĺæĺăńìŋëň 4-ňŋőčőčàăŋŋĺłőň.

Ŕàěďëďãéĺľ ŕàĺňěà ďőŕãáłăěâ áńěďãîéěě őąőąéěŋĺě. Ŕãáâì P_1 ĺ P_2 { áőőâćěâÄ áâćěŋŋő k_1-áňěęŋőáâŋëľ ĺ k_2-áňěęŋőáâŋëľ ŕàőáâëě ňŋőčőčàăŋŋĺłĺ. Šőčďă ŕàőĺğćěÄ ďěŋĺě P_1 × P_2 ïćńïěâáï min(k_1; k_2)-áňěęŋőáâŋëň ŕàőáâëň ňŋőčőčàăŋŋĺłőň. Őâáîďă áńěďãěâ, çâő ňŋőčőčàăŋŋĺłĺ (´^n × ´^n)^∗ ĺ (´^n × ´^{n+1})^∗ ďăîâ ŕàĺňěàë áňěęŋőáâŋëå áĺňŕńĺæĺăńìŋëå ňŋőčőčàăŋŋĺłőć àăğňěàŋőáâěľ 2n ĺ (2n + 1) áőőâćěâáâćěŋŋő. Ŋĺęě ŕàĺćőďĺâáï ďàãčőľ ŕàĺňěà áňěęŋőáâŋőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă, łőâőàëľ ňőęěâ ĺňěâì ŕàőÄ ĺğćőńìŋőě çĺáńő ćěàèĺŋ.

Ŕàĺňěà 1.1.9 (æĺłńĺçěáłĺě ňŋőčőčàăŋŋĺłĺ). Őŕàěďěńĺň ňőňěŋâŋãî łàĺćãî ć R^n łăł x: R → R^n ; t → x(t) = (t; t^2; : : : ; t^n) ∈ R^n :

Ďńï łăęďőčő m ¿ n őŕàěďěńĺň æĺłńĺçěáłĺľ ňŋőčőčàăŋŋĺł C^n(t_1; · · · ; t_m) łăł ćëÄ ŕãłńãî őąőńőçłã m àăğńĺçŋëå âőçěł x(t_i), t_1 ¡ t_2 ¡ · · · ¡ t_m, ŋă ňőňěŋâŋőľ łàĺÄ ćőľ. Łăł áńěďãěâ ĺğ äőàňãńë ďńï őŕàěďěńĺâěńï Ćăŋďěàňőŋďă, ŋĺłăłĺě (n + 1) âőçěł ŋă ňőňěŋâŋőľ łàĺćőľ ŋě ńěęăâ ŋă őďŋőľ ăääĺŋŋőľ čĺŕěàŕńőáłőáâĺ. Šăłĺň őąàăğőň, C^n(t_1; : : : ; t_m) ïćńïěâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋëň n-ňŋőčőčàăŋŋĺłőň. Ňőęŋő ŕőłăğăâì (áň. [89; âěőàěňă 0.7]), çâő C^n(t_1; : : : ; t_m) ĺňěěâ ć âőçŋőáâĺ m ćěàèĺŋ x(t_i), łőňąĺŋăâőàÄ ŋëľ âĺŕ æĺłńĺçěáłőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă ŋě ğăćĺáĺâ őâ łőŋłàěâŋőčő ćëąőàă ŕăàăňěâàőć t_1; : : : ; t_m ĺ C^n(t_1; : : : ; t_m) ïćńïěâáï áňěęŋőáâŋëň áĺňŕńĺæĺăńìŋëň n-ňŋőčőčàăŋŋĺÄ łőň. Ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì łőňąĺŋăâőàŋëľ æĺłńĺçěáłĺľ n-ňŋőčőčàăŋŋĺł á m ćěàèĺÄ ŋăňĺ çěàěğ C^n(m).

Ŕãáâì P { ŕàőáâőľ n-ňŋőčőčàăŋŋĺł. Őąőğŋăçĺň çěàěğ f_i çĺáńő ěčő čàăŋěľ łőàăğÄ ňěàŋőáâĺ (i+1) (â.ě. àăğňěàŋőáâĺ (n−i−1)). Ć çăáâŋőáâĺ, f_0 ěáâì çĺáńő čĺŕěàčàăŋěľ ňŋőčőčàăŋŋĺłă P , łőâőàőě ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì çěàěğ m(P ) ĺńĺ ŕàőáâő m.

Őŕàěďěńěŋĺě 1.1.10. Űěńőçĺáńěŋŋëľ ćěłâőà f(P ) = (f_0; : : : ; f_{n−1}) ŋăğëćăěâÄ áï f-ćěłâőàőň ŕàőáâőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă P . Űěńőçĺáńěŋŋëľ ćěłâőà (h_0; h_1; : : : ; h_n), łőňŕőŋěŋâë łőâőàőčő őŕàěďěńïîâáï ĺğ ãàăćŋěŋĺï

(7) h_0t^n + · · · + h_{n−1}t + h_n = (t − 1)^n + f_0(t − 1)^{n−1} + · · · + f_{n−1};

ŋăğëćăěâáï h-ćěłâőàőň ňŋőčőčàăŋŋĺłă P . Ŋăłőŋěæ, æěńőçĺáńěŋŋëľ ćěłâőà (g_0; g_1; : : : ; g[ n_2 ]), čďě g_0 = 1, g_i = h_i−h_{i−1}, i ¿ 0, ŋăğëćăěâáï g-ćěłâőàőň ňŋőčőčàăŋŋĺłă P .

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 11

Ňë âăłęě ŕőńăčăěň f_{−1} = 1, çâő őğŋăçăěâ, çâő áăň ňŋőčőčàăŋŋĺł áçĺâăěâáï čàăŋìî łőàăğňěàŋőáâĺ 0. Ďńï ńîąőčő ŕàőáâőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă f-ćěłâőà ĺ h-ćěłâőà ćëàăęăÄ îâáï ďàãč çěàěğ ďàãčă ŕàĺ ŕőňőéĺ ńĺŋěľŋëå áőőâŋőèěŋĺľ, ă ĺňěŋŋő,

(8) h_k = k∑ i=0 (−1)^{k−i} (_{n−i} n−k ) f_{i−1}; f_{n−1−k} = n∑ q=k (_q k ) h_{n−q}; k = 0; : : : ; n:

Ć çăáâŋőáâĺ, h_0 = 1 ĺ h_n = (−1)^n ( 1 − f_0 + f_1 + · · · + (−1)^nf_{n−1} ) . Ŕő âěőàěňě İľńěàă

(9) f_0 − f_1 + · · · + (−1)^{n−1}f_{n−1} = 1 + (−1)^{n−1};

çâő íłćĺćăńěŋâŋő áőőâŋőèěŋĺî h_n = 1 = h_0. Ďńï ŕàőáâëå ňŋőčőčàăŋŋĺłőć âěőàěňă İľńěàă ďőŕãáłăěâ áńěďãîéěě őąőąéěŋĺě.

Šěőàěňă 1.1.11 (áőőâŋőèěŋĺï Ďěŋă{Śőňňěàćĺńńï). h-ćěłâőà ńîąőčő ŕàőáâőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă áĺňňěâàĺçěŋ, â.ě.

h_i = h_{n−i}; i = 0; 1; : : : ; n:

Ĺňěěâáï ňŋőęěáâćő àăğńĺçŋëå áŕőáőąőć ďőłăğăâěńìáâćă áőőâŋőèěŋĺľ Ďěŋă{Śőňňěàćĺńńï. Ňë ŕàĺćőďĺň ďőłăğăâěńìáâćő, ćŕěàćëě ŕőïćĺćèěěáï ć [18] ĺ ĺáŕőńìğãîéěě áőőąàăęěŋĺï, ŋăŕőňĺŋăîéĺě ĺďěĺ ĺğ âěőàĺĺ Ňőàáă.

Ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë 1.1.11. Ŕãáâì P^n ⊂ R^n { ŕàőáâőľ ňŋőčőčàăŋŋĺł. Ćëąěàěň ńĺŋěľŋãî äãŋłæĺî ’: R^n → R őąéěčő ŕőńőęěŋĺï ć âőň áňëáńě, çâő őŋă ŕàĺŋĺňăěâ àăğńĺçŋëě ğŋăçěŋĺï ŋă ćáěå ćěàèĺŋăå P^n. Ďńï íâőľ äãŋłæĺĺ ’ ŋăľďěâáï ćěłâőà ˚ ∈ R^n âăłőľ, çâő ’(x) = ⟨˚; x⟩. Ğăňěâĺň, çâő ćěłâőà ˚ ŋě ŕăàăńńěńěŋ ŋĺ őďŋőňã àěąàã ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n. Šěŕěàì ňë ąãďěň àăááňăâàĺćăâì ’ łăł äãŋłæĺî ćëáőâë ŋă P^n. Ŕàĺ ŕőňőéĺ ’ ňë ŕàěćàăâĺň 1-őáâőć ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n ć őàĺěŋâĺàőÄ ćăŋŋëľ čàăä, ŋăŕàăćńïï łăęďőě àěąàő âăł, çâőąë äãŋłæĺï ’ ćőğàăáâăńă ćďőńì ŋěčő (ŋăŕőňŋĺň, çâő ňë ćëąàăńĺ äãŋłæĺî ’ őąéěčő ŕőńőęěŋĺï). Ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë v ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n őŕàěďěńĺň ěě ĺŋďěłá ind(v) łăł çĺáńő àěąěà, ćåőďïéĺå ć v. ŐąőğŋăÄ çĺň çĺáńő ćěàèĺŋ ĺŋďěłáă i çěàěğ I_˚ (i). Ňë ãâćěàęďăěň, çâő I_˚ (i) = h_{n−i}. ĎěľáâćĺÄ âěńìŋő, łăęďăï čàăŋì P^n ĺňěěâ ěďĺŋáâćěŋŋãî ćěàåŋîî ćěàèĺŋã (ňăłáĺňãň äãŋłæĺĺ ćëáőâë ’, őčàăŋĺçěŋŋőľ ŋă čàăŋì) ĺ ěďĺŋáâćěŋŋãî ŋĺęŋîî ćěàèĺŋã (ňĺŋĺňãň ’). Ŕãáâì F^k { ŋěłőâőàăï k-čàăŋì ĺ v_F { ěě ćěàåŋïï ćěàèĺŋă. Šăł łăł ňŋőčőčàăŋŋĺł P^n ŕàőáâőľ, ć ćěàèĺŋě v_F áåőďïâáï ć âőçŋőáâĺ k àěąěà ĺğ čàăŋĺ F^k, â.ě. ind(v_F ) ⩾ k. Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, łăęďăï ćěàèĺŋă ĺŋďěłáă q ⩾ k ïćńïěâáï ćěàåŋěľ ćěàèĺŋőľ ďńï (_q k ) čàăŋěľ àăğňěàŋőáâĺ k. Őâáîďă áńěďãěâ, çâő f_{n−1−k} (çĺáńő k-čàăŋěľ) ňőęěâ ąëâì ćëçĺáńěŋő łăł f_{n−1−k} = ∑ q⩾k (_q k ) I_˚ (q):

Ćâőàőě ĺğ âőęďěáâć (8) ŕőłăğëćăěâ, çâő I_˚ (q) = h_{n−q}, çâő ĺ âàěąőćăńőáì. Ć çăáâŋőáÄ âĺ, çĺáńő I_˚ (q) ŋě ğăćĺáĺâ őâ ˚. Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, âăł łăł ind_˚ (v) = n − ind_{−˚} (v) ďńï ńîąőľ ćěàèĺŋë v, ňë ĺňěěň

h_{n−q} = I_˚ (q) = I_{−˚} (n − q) = h_q:

12 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Ĺáŕőńìğãï (8), áőőâŋőèěŋĺï Ďěŋă{Śőňňěàćĺńńï ňőęŋő ŕěàěŕĺáăâì ć âěàňĺŋăå f-ćěłâőàă ć áńěďãîéěň ćĺďě:

(10) f_{k−1} = n∑ j=k (−1)^{n−j}

(_j k ) f_{j−1}; k = 0; 1; : : : ; n:

Śőőâŋőèěŋĺï Ďěŋă{Śőňňěàćĺńńï ąëńĺ ŕőńãçěŋë Ďěŋőň ďńï n ⩽ 5 ć 1905 č. ĺ ŚőňÄ ňěàćĺńńěň ć őąéěň áńãçăě ć 1927 č. (áň. [78]) ć ćĺďě, ăŋăńőčĺçŋőň (10).

Ŕàĺňěà 1.1.12. Ŕãáâì P^{n1}_1 ĺ P^{n2}_2 { ďćă ŕàőáâëå ňŋőčőčàăŋŋĺłă. Şçĺâëćăï, çâő ńîąăï čàăŋì ňŋőčőčàăŋŋĺłă P_1 × P_2 ěáâì ŕàőĺğćěďěŋĺě ŋěłőâőàőľ čàăŋĺ P_1 ŋă čàăŋì P_2, ňë ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ĺğ őŕàěďěńěŋĺï f-ćěłâőàă ŕőńãçăěň:

f_k(P_1 × P_2) = n1∑ i=−1

f_i(P_1)f_{k−i−1}(P_2); k = −1; 0; : : : ; n_1 + n_2 − 1:

Ŕőńőęĺň h(P ; t) = h_0 + h_1t + · · · + h_nt^n. Šőčďă ĺğ ŕőáńěďŋěľ äőàňãńë áőčńăáŋő (7) ćëâěłăěâ áőőâŋőèěŋĺě

(11) h(P_1 × P_2; t) = h(P_1; t)h(P_2; t):

Ŕàĺňěà 1.1.13. Ćëàăğĺň f-ćěłâőà ĺ h-ćěłâőà áćïğŋőľ áãňňë P^n #Q^n ć âěàňĺŋăå f-ćěłâőàőć ĺ h-ćěłâőàőć ňŋőčőčàăŋŋĺłőć P^n ĺ Q^n. Łăł áńěďãěâ ĺğ łőŋáâàãłæĺĺ 1.1.7,

f_i(P^n # Q^n) = f_i(P^n) + f_i(Q^n) −

(_n i+1 ) ; i = 0; 1; : : : ; n − 2;

f_{n−1}(P^n # Q^n) = f_{n−1}(P^n) + f_{n−1}(Q^n) − 2

(ğăňěâĺň, çâő

(_n i+1 ) = f_i(´^{n−1})). Ďăńěě ć áĺńã (8)

h_0(P^n # Q^n) = h_n(P^n # Q^n) = 1;

h_i(P^n # Q^n) = h_i(P^n) + h_i(Q^n); i = 1; 2; : : : ; n − 1:

Šăłĺň őąàăğőň, h_i, i = 1; : : : ; n − 1, ğăďăîâ æěńőçĺáńěŋŋëě äãŋłæĺĺ ŋă ňŋőęěáâćě ŕàőáâëå ňŋőčőčàăŋŋĺłőć, ńĺŋěľŋëě őâŋőáĺâěńìŋő áćïğŋőľ áãňňë.

Ŕàőąńěňă 1.1.14. Őŕĺáăâì ćáě æěńőçĺáńěŋŋëě äãŋłæĺĺ ŋă ňŋőęěáâćě ŕàőáÄ âëå ňŋőčőčàăŋŋĺłőć, ńĺŋěľŋëě őâŋőáĺâěńìŋő áćïğŋőľ áãňňë.

Ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^∗ őŕàěďěńĺň f-ćěłâőà łăł f(P^∗) = (f_0; f_1; : : : ; f_{n−1}), čďě f_i ěáâì çĺáńő i-čàăŋěľ (i-áĺňŕńěłáőć) P^∗. Šőčďă h-ćěłâőà h(P^∗) = (h_0; h_1; : : : ; h_n) őŕàěďěńïěâáï áőőâŋőèěŋĺěň (7). Ğăňěâĺň, çâő ěáńĺ P^∗ ïćńïěâáï áĺňÄ ŕńĺæĺăńìŋëň ňŋőčőčàăŋŋĺłőň, ŕőńïàŋëň ł ŕàőáâőňã ňŋőčőčàăŋŋĺłã P , âő f_i(P^∗) = f_i(P ). Őâáîďă ćëâěłăěâ, çâő áőőâŋőèěŋĺï Ďěŋă{Śőňňěàćĺńńï ĺňěîâ ňěáâő ĺ ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋëå ňŋőčőčàăŋŋĺłőć.

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 13

Ŕàĺňěà 1.1.15. Ŕãáâì P^∗ { q-áňěęŋőáâŋëľ áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ n-ňŋőčőčàăŋŋĺł. Šőčďă f_{k−1}(P^∗) =

(_m k ) , k ⩽ q, čďě m = f_0(P^∗) { çĺáńő ćěàèĺŋ. Ĺğ (8) ňë ćëćőďĺň

(12) h_k(P^∗) = k∑ i=0 (−1)^{k−i} (_{n−i} k−i )(_m i ) = (_{m−n+k−1} k ) ; k ⩽ q

(ŕőáńěďŋěě àăćěŋáâćő ŕőńãçăěâáï ćëçĺáńěŋĺěň łőíääĺæĺěŋâă ŕàĺ t^k ć őąěĺå çăáâïå âőęďěáâćă^1_{(1+t)n−k+1} (1 + t)^m = (1 + t)^{m−n+k−1}). Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő P^∗ ŋě ïćńïěâáï áĺňŕńěłáőň. Šőčďă m ¿ n + 1, ĺ ĺğ (12) áńěďãěâ, çâő h_0 ¡ h_1 ¡ · · · ¡ h_q. Łăł ŕőÄ łăğëćăîâ áőőâŋőèěŋĺï Ďěŋă{Śőňňěàćĺńńï, ć íâőň áńãçăě ĺňěěâ ňěáâő ŋěàăćěŋáâćő q ⩽ [_n 2 ] . Ćőğŋĺłăěâ ěáâěáâćěŋŋëľ ćőŕàőá: łăłĺě æěńőçĺáńěŋŋëě ćěłâőàë ňőčãâ ąëâì f-ćěł-âőàăňĺ ŕàőáâëå (ĺńĺ, íłćĺćăńěŋâŋő, áĺňŕńĺæĺăńìŋëå) ňŋőčőčàăŋŋĺłőć? ŚőőâŋőèěÄ ŋĺï Ďěŋă{Śőňňěàćĺńńï ďăîâ ŋěőąåőďĺňőě ãáńőćĺě.

Ŕàěďńőęěŋĺě 1.1.16 [52]. Śőőâŋőèěŋĺï Ďěŋă{Śőňňěàćĺńńï ïćńïîâáï ŋăĺÄ ąőńěě őąéĺňĺ ńĺŋěľŋëňĺ ãàăćŋěŋĺïňĺ, łőâőàëň ãďőćńěâćőàïîâ f-ćěłâőàë ćáěå ŕàőáâëå (ĺńĺ áĺňŕńĺæĺăńìŋëå ) ňŋőčőčàăŋŋĺłőć.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ć őâńĺçĺě őâ [52], ňë ąãďěň ĺáŕőńìğőćăâì h-ćěłâőàë. ĎőáâăÄ âőçŋő ŕőłăğăâì, çâő ăääĺŋŋăï őąőńőçłă h-ćěłâőàőć (h_0; h_1; : : : ; h_n) ŕàőáâëå n-ňŋőčő-čàăŋŋĺłőć ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ

[_n 2 ] -ňěàŋãî ŕńőáłőáâì. Ŕőńőęĺň Q_k := ´^k × ´^{n−k}, k = 0; 1 : : : ;

[_n 2 ] . Šăł łăł h(´^k) = 1 + t + · · · + t^k, ĺğ (11) ňë ŕőńãçăěň

h(Q_k) =

1 − t^{k+1} 1 − t · 1 − t^{n−k+1} 1 − t : Őâáîďă ćëâěłăěâ, çâő h(Q_{k+1}) − h(Q_k) = t^{k+1} + · · · , k = 0; 1; : : : ;

[_n 2 ] − 1. ŚńěďőćăÄ âěńìŋő, ćěłâőàë h(Q_k), k = 0; 1 : : : ;

[_n 2 ] , ăääĺŋŋő ŋěğăćĺáĺňë.

Ňë őâňěâĺň âăłęě, çâő áőőâŋőèěŋĺě (9) ïćńïěâáï ěďĺŋáâćěŋŋëň ńĺŋěľŋëň áőőâŋőÄ èěŋĺěň, łőâőàőňã ãďőćńěâćőàïîâ ćěłâőàë çĺáěń čàăŋěľ ćáěå ćëŕãłńëå ňŋőčőčàăŋÄ ŋĺłőć.

Şáńőćĺï, åăàăłâěàĺğãîéĺě f-ćěłâőàë ŕàőáâëå (ĺńĺ áĺňŕńĺæĺăńìŋëå) ňŋőčőčàăŋÄ ŋĺłőć, ć ŋăáâőïéěě ćàěňï ĺğćěáâŋëě łăł g-âěőàěňă, ąëńĺ ćëáłăğăŋë ć łăçěáâćě čĺŕőÄ âěğë Ňăłňîńńěŋőň [58] ć 1970 č. ĺ ďőłăğăŋë Śâěŋńĺ [80] (ŋěőąåőďĺňőáâì) ĺ Ąĺńńěàőľ, Ńĺ [13] (ďőáâăâőçŋőáâì) ć 1980 č. Łàőňě áőőâŋőèěŋĺľ Ďěŋă{Śőňňěàćĺńńï, g-âěőàěňă áőďěàęĺâ ďćă ŋăąőàă ŋěàăćěŋáâć, őďĺŋ ĺğ łőâőàëå áőáâőĺâ ĺğ ńĺŋěľŋëå ŋěàăćěŋáâć, ă ďàãčőľ { ĺğ ŋěńĺŋěľŋëå. Ďńï âőčő çâőąë áäőàňãńĺàőćăâì g-âěőàěňã ŕőńŋőáâìî, ŋăň ŕőŋăďőąĺâáï áńěďãîéăï łőŋáâàãłæĺï. Ďńï ńîąëå ďćãå ŋăâãàăńìŋëå çĺáěń a, i áãéěáâćãěâ ěďĺŋáâćěŋŋőě ąĺŋőňĺăńìŋőě i-àăğńőęěŋĺě çĺáńă a ćĺďă a = (_{ai} i ) + (_{ai−1} i−1 ) + · · · + (_{aj} j ) ; čďě a_i ¿ a_{i−1} ¿ · · · ¿ a_j ⩾ i ⩾ 1. Őŕàěďěńĺň

a^{⟨i⟩} =

(_{ai+1} i+1 ) + (_{ai−1+1} i ) + · · · + (_{aj +1} j+1 ) ; 0^{⟨i⟩} = 0:

14 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Šěőàěňă 1.1.17 (g-âěőàěňă). Űěńőçĺáńěŋŋëľ ćěłâőà (f_0; f_1; : : : ; f_{n−1}) ïćńïěâÄ áï f-ćěłâőàőň ŋěłőâőàőčő ŕàőáâőčő n-ňŋőčőčàăŋŋĺłă âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă áőőâćěâáâćãîéăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì (h_0; : : : ; h_n), őŕàěďěńïěňăï (7), ãďőćńěâćőàïěâ áńěďãîéĺň âàěň ãáńőćĺïň:

(ă) h_i = h_{n−i}, i = 0; : : : ; n (áőőâŋőèěŋĺï Ďěŋă{Śőňňěàćĺńńï); (ą) h_0 ⩽ h_1 ⩽ · · · ⩽ h[ n_2 ], â.ě. g_i ⩾ 0, i = 0; 1; : : : ;

[_n 2 ] . (ć) h_0 = 1, h_{i+1} − h_i ⩽ (h_i − h_{i−1})^{⟨i⟩}, â.ě. g_{i+1} ⩽ g^{⟨i⟩}_i , i = 1; : : : ;

[_n 2 ] − 1.

Ğăňěçăŋĺě. Őçěćĺďŋő, âě ęě áăňëě ãáńőćĺï åăàăłâěàĺğãîâ f-ćěłâőàë áĺňŕńĺÄ æĺăńìŋëå ňŋőčőčàăŋŋĺłőć.

Ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì æěńëå çĺáěń (k_0; k_1; : : : ; k_r), ãďőćńěâćőàïîéăï ãáńőćĺïň k_0 = 1 ĺ 0 ⩽ k_{i+1} ⩽ k^{⟨i⟩}_i , i = 1; : : : ; r − 1, ŋăğëćăěâáï M-ćěłâőàőň (ŕő ĺňěŋĺ Ň. Ňăłőńěï). Şáńőćĺï (ą) ĺ (ć) ĺğ g-âěőàěňë őğŋăçăîâ, çâő g-ćěłâőà (g_0; g_1; : : : ; g[ n_2 ])

ŕàőáâőčő n-ňŋőčőčàăŋŋĺłă ïćńïěâáï M-ćěłâőàőň. Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, ŕőŋïâĺě M-ćěł-âőàă ćőğŋĺłăěâ ć áńěďãîéěň łńăááĺäĺłăæĺőŋŋőň àěğãńìâăâě ĺğ łőňňãâăâĺćŋőľ ăńčěąàë.

Šěőàěňă 1.1.18 (Ňăłőńěľ). Ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì (k_0; k_1; : : : ; k_r) ïćńïěâáï Mćěłâőàőň âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă áãéěáâćãěâ čàăďãĺàőćăŋŋăï łőňňãâăÄ âĺćŋăï ăńčěąàă A = A^0 ⊕ A^2 ⊕ · · · ⊕ A^{2r} ŋăď ŕőńěň k = A^0, ŕőàőęďěŋŋăï (łăł ăńčěąàă) íńěňěŋâăňĺ áâěŕěŋĺ 2, âăłăï, çâő àăğňěàŋőáâì 2i-ľ čàăďãĺàőćăŋŋőľ łőňŕőŋěŋâë A àăćŋă k_i, â.ě. dim_k A^{2i} = k_i, i = 1; : : : ; r.

Ďőłăğăâěńìáâćő ňőęŋő ŋăľâĺ ć [79].

Ďńï ďőłăğăâěńìáâćă ďőáâăâőçŋőáâĺ g-âěőàěňë Ąĺńńěàőľ ĺ Ńĺ ąëńă ŕàěďńőęěŋă ğăňěçăâěńìŋăï łőňąĺŋăâőàŋő-čěőňěâàĺçěáłăï łőŋáâàãłæĺï, ŕőğćőńïîéăï ŕőáâàőĺâì áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ ňŋőčőčàăŋŋĺł á ńîąőľ ŋăŕěàěď ğăďăŋŋőľ M-ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî ć łăçěáâćě g-ćěłâőàă. Ďőłăğăâěńìáâćő Śâěŋńĺ ãáńőćĺï ŋěőąåőďĺňőáâĺ ć g-âěőàěňě (â.ě. ãâćěàęďěŋĺï ő âőň, çâő g-ćěłâőà ŕàőáâőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă ïćńïěâáï M-ćěłâőàőň) őáŋőćëćăěâáï ŋă čńãąőłĺå àěğãńìâăâăå ăńčěąàăĺçěáłőľ čěőňěâàĺĺ: áĺńìŋőľ âěőàěÄ ňě Ńěäèěæă ďńï łőčőňőńőčĺľ âőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ. Ňë ŕàĺćőďĺň ĺďěĺ ďőłăÄ ğăâěńìáâćă Śâěŋńĺ ć §2.1. Ś 1995 č. ŕőïćĺńőáì ŋěáłőńìłő ąőńěě íńěňěŋâăàŋëå łőňąĺÄ ŋăâőàŋëå ďőłăğăâěńìáâć g-âěőàěňë. Ŕěàćőě íńěňěŋâăàŋőě ďőłăğăâěńìáâćő ŇăłňîńÄ ńěŋă [59], ĺáŕőńìğãîéěě ćňěáâő ăńčěąàë łőčőňőńőčĺľ âőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï ŕőÄ ŋïâĺě ăńčěąàë ňŋőčőčàăŋŋĺłă, ąëńő, âěň ŋě ňěŋěě, ďőáâăâőçŋő áńőęŋëň. Ŋěďăćŋő Ć. Ă. Šĺňőàĺŋëň [86] ąëńő ŕàěďńőęěŋő ąőńěě ŕàőáâőě íńěňěŋâăàŋőě ďőłăğăâěńìáâćő g-âěőàěňë, łőâőàőě őáŋőćăŋő ŋă ĺŋâěàŕàěâăæĺĺ ăńčěąàë ňŋőčőčàăŋŋĺłă Ňăłňîńńěŋă łăł ăńčěąàë ďĺääěàěŋæĺăńìŋëå őŕěàăâőàőć (á ŕőáâőïŋŋëňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ), ŕàĺÄ ŋĺňăîéĺå ŋãńěćőě ğŋăçěŋĺě ŋă ňŋőčőçńěŋě őąêěňă ňŋőčőčàăŋŋĺłă.

Łăł ćëâěłăěâ ĺğ àěğãńìâăâőć [13], ãáńőćĺě (ą) ĺğ g-âěőàěňë, â.ě. ŋěàăćěŋáâćă

(13) h_0 ⩽ h_1 ⩽ · · · ⩽ h[ n_2 ];

ďăěâ ŋăĺąőńěě őąéĺě ńĺŋěľŋëě ŋěàăćěŋáâćă, łőâőàëň ãďőćńěâćőàïîâ f-ćěłâőàë ćáěå ŕàőáâëå (ĺńĺ áĺňŕńĺæĺăńìŋëå) ňŋőčőčàăŋŋĺłőć. İâĺ ŋěàăćěŋáâćă ć ŋăáâőïéěě ćàěňï

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 15

ĺğćěáâŋë łăł Őąőąéěŋŋăï Šěőàěňă ő Ŋĺęŋěľ Čàăŋĺæě (ŐŠŊČ) ďńï ŕàőáâëå (áĺňÄ ŕńĺæĺăńìŋëå) ňŋőčőčàăŋŋĺłőć. Ć âěçěŋĺě ŕőáńěďŋĺå ďćãå ďěáïâĺńěâĺľ ąëńő ŕőńãçěÄ ŋő ňŋőęěáâćő àěğãńìâăâőć ć ŋăŕàăćńěŋĺĺ őąőąéěŋĺï áőőâŋőèěŋĺľ Ďěŋă{ŚőňňěàćĺńÄ ńï, ŐŠŊČ ĺ g-âěőàěňë ŋă ąőńěě èĺàőłĺľ łńăáá őąêěłâőć, çěň áĺňŕńĺæĺăńìŋëě ňŋőčőÄ čàăŋŋĺłĺ. Šěň ŋě ňěŋěě, ğďěáì őáâăěâáï ąőńìèőě łőńĺçěáâćő ĺŋâàĺčãîéĺå őâłàëâëå ŕàőąńěň. Ŋěłőâőàëě ĺğ ŋĺå ŕàĺćěďěŋë ć őąğőàŋőľ áâăâìě Śâěŋńĺ [83]. Ć ŋăáâőïéěľ àăÄ ąőâě ňë âăłęě àăááňăâàĺćăěň ŋěłőâőàëě áćïğăŋŋëě á íâĺň ćőŕàőáë (áň. łőňňěŋâăàĺĺ ć áńěďãîéěň ŕăàăčàăäě).

Ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéěě ćăęŋőě áńěďáâćĺě ĺğ g-âěőàěňë.

Šěőàěňă 1.1.19 (Šěőàěňă ő Ćěàåŋěľ Čàăŋĺæě (ŠĆČ) ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋëå ňŋőÄ čőčàăŋŋĺłőć [89; âěőàěňă 8.23, áńěďáâćĺě 8.38]). Űĺłńĺçěáłĺľ ňŋőčőčàăŋŋĺł C^n(m) (ŕàĺňěà 1:1:9) ĺňěěâ ňăłáĺňăńìŋőě çĺáńő i-čàăŋěľ, 2 ⩽ i ⩽ n − 1, áàěďĺ ćáěå áĺňŕńĺæĺăńìŋëå n-ňŋőčőčàăŋŋĺłőć P^∗ á m ćěàèĺŋăňĺ. Šăłĺň őąàăğőň, ěáńĺ f_0(P^∗) = m, âő f_i(P^∗) ⩽ f_i ( C^n(m) ) ; 2 ⩽ i ⩽ n − 1:

Ğăňěâĺň, çâő f_i(C^n(m)) =

(_m i+1 ) ŕàĺ 0 ⩽ i ¡

[_n 2 ] . Ŕőáńěďŋïï âěőàěňă ąëńă ćëÄ áłăğăŋă ć łăçěáâćě čĺŕőâěğë Ňőâæłĺŋőň ć 1957 č. Őŋă ąëńă ďőłăğăŋă Ňăłňîńńěŋőň ć 1970 č., çâő ďăńő ěňã őáŋőćăŋĺě ćëáłăğăâì ć łăçěáâćě čĺŕőâěğë g-âěőàěňã. ŇăłňîńÄ ńěŋőň ąëńő âăłęě ŕőłăğăŋő, çâő ŠĆČ íłćĺćăńěŋâŋă áńěďãîéĺň ŋěàăćěŋáâćăň ďńï h-ćěłâőàă h(P^∗) = (h_0; h_1; : : : ; h_n):

h_i(P^∗) ⩽

(_{m−n+i−1} i ) ; 0 ⩽ i ⩽

[_n 2 ]

(áàăćŋĺâě íâő á ŕàĺňěàőň 1.1.15).

Ğăćěàèăï ĺğńőęěŋĺě ŋěőąåőďĺňëå áćěďěŋĺľ ő ňŋőčőčàăŋŋĺłăå, ňë ććěďěň ăńčěąàăÄ ĺçěáłĺľ ĺŋćăàĺăŋâ (łőňąĺŋăâőàŋőčő) ŕàőáâőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă, łőâőàëľ ąãďěâ ĺčàăâì ćăęŋãî àőńì ć ŋăèěň őąğőàě. Ŕãáâì P { ŕàőáâőľ n-ňŋőčőčàăŋŋĺł á m čĺŕěàčàăŋïÄ ňĺ F_1; : : : ; F_m. Ğăäĺłáĺàãěň ŋěłőâőàőě łőňňãâăâĺćŋőě łőńìæő k á ěďĺŋĺæěľ. Ŕãáâì k[v_1; : : : ; v_m] { ăńčěąàă ňŋőčőçńěŋőć ŋăď k őâ m ŕěàěňěŋŋëå. Ňë ŕàěćàăâĺň ěě ć čàăÄ ďãĺàőćăŋŋãî ăńčěąàã, ŕőńăčăï deg(v_i) = 2.

Őŕàěďěńěŋĺě 1.1.20. Łőńìæőň čàăŋěľ (ĺńĺ łőńìæőň Śâěŋńĺ{Řăľáŋěàă) ŕàőáÄ âőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă P ŋăğëćăěâáï äăłâőà-łőńìæő

k(P ) = k[v_1; : : : ; v_m]=I_P ;

čďě I_P { ĺďěăń, ŕőàőęďěŋŋëľ ćáěňĺ ňőŋőňăňĺ v_{i1} v_{i2} · · · v_{is} , i_1 ¡ · · · ¡ i_s, âăłĺňĺ, çâő F_{i1} ∩ · · · ∩ F_{is} = ∅ ć P .

Őçěćĺďŋő, k(P ) ïćńïěâáï čàăďãĺàőćăŋŋőľ k-ăńčěąàőľ.

Ğăňěâĺň, çâő łőńìæő Śâěŋńĺ{Řăľáŋěàă, ă âăłęě f- ĺ h-ćěłâőàë, ïćńïîâáï ĺŋćăÄ àĺăŋâăňĺ łőňąĺŋăâőàŋőčő ŕàőáâőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă: őŋĺ ğăćĺáïâ âőńìłő őâ àěèěâłĺ čàăŋěľ ĺ ŋě ğăćĺáïâ őâ łőŋłàěâŋőľ čěőňěâàĺçěáłőľ àěăńĺğăæĺĺ.

§ 1.2. Śĺňŕńĺæĺăńìŋëě łőňŕńěłáë: âőŕőńőčĺï ĺ łőňąĺŋăâőàĺłă. ŐąőÄ ğŋăçĺň çěàěğ [m] ňŋőęěáâćő ĺŋďěłáőć {1; : : : ; m}. Ďńï ńîąőčő ŕőďňŋőęěáâćă I ⊂ [m] ąãďěň őąőğŋăçăâì çĺáńő ěčő íńěňěŋâőć çěàěğ #I.

16 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Őŕàěďěńěŋĺě 1.2.1. (Ăąáâàăłâŋëň) áĺňŕńĺæĺăńìŋëň łőňŕńěłáőň ŋă ňŋőęěáÄ âćě [m] ŋăğëćăěâáï ŋăąőà K = {I} ŕőďňŋőęěáâć ňŋőęěáâćă [m] âăłőľ, çâő ďńï ńîąőčő I = {i_1; : : : ; i_k} ∈ K ćáě ŕőďňŋőęěáâćă I (ćłńîçăï ∅) âăłęě ŕàĺŋăďńěęăâ K. ŔőďÄ ňŋőęěáâćă I ∈ K ŋăğëćăîâáï (ăąáâàăłâŋëňĺ) áĺňŕńěłáăňĺ łőňŕńěłáă K.

Ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň őŕàěďěńïîâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋëě łőňŕńěłáë ŋă ŕàőĺğćőńìŋőň ňŋőęěáâćě S . Őďŋőíńěňěŋâŋëě ŕőďňŋőęěáâćă ĺğ K ŋăğëćăîâáï ćěàèĺŋăňĺ łőňŕńěłÄ áă K. Ěáńĺ K áőďěàęĺâ ćáě őďŋőíńěňěŋâŋëě ŕőďňŋőęěáâćă ňŋőęěáâćă [m], âő čőćőàïâ, çâő K ěáâì áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá ŋă ňŋőęěáâćě ćěàèĺŋ [m]. Řăğňěàŋőáâì ăąÄ áâàăłâŋőčő áĺňŕńěłáă I = {i_1; : : : ; i_k} ∈ K àăćŋă çĺáńã ěčő íńěňěŋâőć ňĺŋãá őďĺŋ, â.ě. dim I = #I − 1. Řăğňěàŋőáâì ăąáâàăłâŋőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă ŕőńăčăěâáï àăćŋőľ ňăłáĺňăńìŋőľ àăğňěàŋőáâĺ ěčő áĺňŕńěłáőć.

Őŕàěďěńěŋĺě 1.2.2. Čěőňěâàĺçěáłĺň áĺňŕńĺæĺăńìŋëň łőňŕńěłáőň (ĺńĺ ŕőÄ ńĺíďàőň) ŋăğëćăěâáï ŕőďňŋőęěáâćő P ⊂ R^n , ŕàěďáâăćńěŋŋőě ć ćĺďě őąêěďĺŋěŋĺï áĺňŕńěłáőć ŕàőĺğćőńìŋőľ àăğňěàŋőáâĺ âăłĺň őąàăğőň, çâő ŕěàěáěçěŋĺě ńîąëå ďćãå áĺňŕńěłáőć ïćńïěâáï čàăŋìî łăęďőčő ĺğ ŋĺå (ŕőď áĺňŕńěłáăňĺ ňë ğďěáì ŕőďàăğãňěÄ ćăěň ćëŕãłńëě ňŋőčőčàăŋŋĺłĺ ĺğ ŕàĺňěàă 1.1.3).

Ďăńěě ňë ąãďěň ĺáŕőńìğőćăâì őąőğŋăçěŋĺě ´^{m−1} łăł ďńï ăąáâàăłâŋőčő áĺňŕńěłáă (â.ě. áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă, áőáâőïéěčő ĺğ ćáěå ŕőďňŋőęěáâć ňŋőęěáâćă [m]), âăł ĺ ďńï áőőâćěâáâćãîéěčő ŕőńĺíďàă.

Ğăňěçăŋĺě. Ŕőŋïâĺě ŕőńĺíďàă ĺğ őŕàěďěńěŋĺï 1.1.2 őâńĺçăěâáï őâ ŕőŋïâĺï ĺğ ŕàěďëďãéěčő őŕàěďěńěŋĺï. Ŕěàćőě ğŋăçěŋĺě âěàňĺŋă \ŕőńĺíďà" (â.ě. \ŋěőčàăŋĺçěŋÄ ŋëľ ňŋőčőčàăŋŋĺł") ŕàĺŋïâő ć ćëŕãłńőľ čěőňěâàĺĺ, ć âő ćàěňï łăł ćâőàőě ğŋăçěŋĺě (â.ě. \čěőňěâàĺçěáłĺľ áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá") ĺáŕőńìğãěâáï ć łőňąĺŋăâőàŋőľ âőÄ ŕőńőčĺĺ. Šăł łăł őąă ğŋăçěŋĺï áâăńĺ łńăááĺçěáłĺňĺ ć áőőâćěâáâćãîéĺå őąńăáâïå, ňë áâăńĺ ňěŋïâì ĺå ŋăğćăŋĺï. Ć íâőň őąğőàě ŕőď \ŕőńĺíďàőň" ňë ąãďěň, łăł ŕàăÄ ćĺńő, ŕőŋĺňăâì čěőňěâàĺçěáłĺľ áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá. \Ŋěőčàăŋĺçěŋŋëě ňŋőÄ čőčàăŋŋĺłĺ" ąãďãâ ã ŋăá ŋăğëćăâìáï \ćëŕãłńëňĺ ŕőńĺíďàăňĺ". Ć ńîąőň áńãçăě ĺğ łőŋâěłáâă ćáěčďă ąãďěâ ïáŋő, łăłőľ \ŕőńĺíďà" ĺňěěâáï ććĺďã.

Ć ŋăáâőïéěň őąğőàě àăááňăâàĺćăîâáï âőńìłő łőŋěçŋëě čěőňěâàĺçěáłĺě áĺňŕńĺÄ æĺăńìŋëě łőňŕńěłáë (ŕőńĺíďàë). Řăğňěàŋőáâì ŕőńĺíďàă àăćŋă ňăłáĺňăńìŋőľ àăğÄ ňěàŋőáâĺ ěčő áĺňŕńěłáőć. Ţőàőèő ĺğćěáâŋő [72], çâő ńîąőľ n-ňěàŋëľ ăąáâàăłâŋëľ áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá K ďőŕãáłăěâ čěőňěâàĺçěáłãî àěăńĺğăæĺî |K| ć łăçěáâÄ ćě n-ňěàŋőčő ŕőńĺíďàă ć ŕàőáâàăŋáâćě R^{2n+1} (ăąáâàăłâŋëě áĺňŕńěłáë łőňŕńěłáă K áőőâćěâáâćãîâ (ňŋőčőčàăŋŋëň) áĺňŕńěłáăň ŕőńĺíďàă |K|). Čěőňěâàĺçěáłăï àěăńĺÄ ğăæĺï |K| ăąáâàăłâŋőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K ěďĺŋáâćěŋŋă á âőçŋőáâìî ďő łãáőçŋő-ńĺŋěľŋőčő čőňěőňőàäĺğňă.

Łőŋáâàãłæĺï 1.2.3. Čěőňěâàĺçěáłãî àěăńĺğăæĺî ć m-ňěàŋőň ŕàőáâàăŋáâćě áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K ŋă ňŋőęěáâćě ćěàèĺŋ [m] ňőęŋő ŕőáâàőĺâì áńěďãîéĺň őąàăğőň. Ŕãáâì e_i őąőğŋăçăěâ i-ľ ěďĺŋĺçŋëľ łőőàďĺŋăâŋëľ ćěłâőà ŕàőáâàăŋáâćă R^m . Ďńï łăęďőčő ŕőďňŋőęěáâćă I ⊂ [m] őąőğŋăçĺň çěàěğ ´_I ćëŕãłńãî őąőńőçłã ćěłâőàőć e_i á i ∈ I. Őçěćĺďŋő, ´_I ïćńïěâáï (čěőňěâàĺçěáłĺň) áĺňŕńěłáőň. Šőčďă ňë ĺňěěň |K| = ⋃ I∈K ´_I ⊂ R^m :

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 17

Śĺňŕńĺæĺăńìŋëň őâőąàăęěŋĺěň f : |K_1| → |K_2| ďćãå ŕőńĺíďàőć ŋăğëćăěâáï ŕàőÄ ĺğćőńìŋőě őâőąàăęěŋĺě ňŋőęěáâćă ćěàèĺŋ ŕőńĺíďàă |K_1| ć ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ |K_2|, ŕàőďőńęěŋŋőě ńĺŋěľŋő ŋă áĺňŕńěłáăå ĺğ |K_1| ďő őâőąàăęěŋĺï ćáěčő ŕőńĺíďàă |K_1|. Ŕőńĺíďà |K^′| ŋăğëćăěâáï ŕőďàăğďěńěŋĺěň ŕőńĺíďàă |K|, ěáńĺ łăęďëľ áĺňŕńěłá ĺğ |K| ïćńïěâáï őąêěďĺŋěŋĺěň łőŋěçŋőčő çĺáńă áĺňŕńěłáőć ĺğ |K^′|. Łãáőçŋő-ńĺŋěľŋëň őâőąàăęěŋĺěň (ĺńĺ P L-őâőąàăęěŋĺěň) ŋăğëćăěâáï őâőąàăęěŋĺě f : |K_1| → |K_2|, łőâőàőě ïćńïěâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋëň őâőąàăęěŋĺěň ŋěłőâőàőčő ŕőďàăğďěńěŋĺï ŕőńĺÄ íďàă |K_1| ć ŋěłőâőàőě ŕőďàăğďěńěŋĺě |K_2|. Ĺğńőęěŋĺě őáŋőć łãáőçŋő-ńĺŋěľŋőľ âőŕőńőčĺĺ ňőęŋő ŋăľâĺ ć [75].

Ŕàĺňěà 1.2.4 (ăááőæĺĺàőćăŋŋëľ áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá). Ŕãáâì K { áĺňŕńĺÄ æĺăńìŋëľ łőňŕńěłá ŋă ňŋőęěáâćě [m]. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő K őâńĺçěŋ őâ (m − 1)-áĺňŕńěłáă. Őŕàěďěńĺň ^K := {I ⊂ [m] : [m] \ I =∈ K}:

Ńěčłő ćĺďěâì, çâő ^K ïćńïěâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋëň łőňŕńěłáőň ŋă ňŋőęěáâćě [m]. Őŋ ŋăğëćăěâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋëň łőňŕńěłáőň, ăááőæĺĺàőćăŋŋëň á K.

Łőŋáâàãłæĺï 1.2.5 (áőěďĺŋěŋĺě (ďęőľŋ) áĺňŕńĺæĺăńìŋëå łőňŕńěłáőć). Ŕãáâì K_1, K_2 { áĺňŕńĺæĺăńìŋëě łőňŕńěłáë ŋă ňŋőęěáâćăå [m_1] ĺ [m_2] áőőâćěâáâćěŋÄ ŋő. Őâőęďěáâćĺň [m_1] ∪ [m_2] á [m_1 + m_2]. Śőěďĺŋěŋĺěň (ďęőľŋőň) łőňŕńěłáőć K_1 ĺ K_2 ŋăğëćăěâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá

K_1 ∗ K_2 := { I ⊂ [m_1 + m_2] : I = I_1 ∪ I_2; I_1 ∈ K_1; I_2 ∈ K_2 }

ŋă ňŋőęěáâćě [m_1 + m_2].

Ŕàĺňěà 1.2.6. 1. Ěáńĺ K_1 = ´^{m1−1}, K_2 = ´^{m2−1}, âő K_1 ∗ K_2 = ´^{m1+m2−1}. 2. Śĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá ´^0 ∗ K (áőěďĺŋěŋĺě K á âőçłőľ) ŋăğëćăěâáï łőŋãáőň ŋăď K ĺ őąőğŋăçăěâáï cone(K).

3. Ŕãáâì S^0 { áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá, ŕàěďáâăćńïîéĺľ áőąőľ ŋěáćïğŋőě őąêÄ ěďĺŋěŋĺě ďćãå âőçěł. Šőčďă S^0 ∗ K ŋăğëćăěâáï ŋăďáâàőľłőľ ŋăď K ĺ őąőğŋăçăěâÄ áï ˚K.

Čěőňěâàĺçěáłăï àěăńĺğăæĺï łőňŕńěłáă cone(K) (łőňŕńěłáă ˚K) ŕàěďáâăćńïěâ áőÄ ąőľ âőŕőńőčĺçěáłĺľ łőŋãá (ŋăďáâàőľłã) ŋăď |K|.

Ąăàĺæěŋâàĺçěáłĺň ŕőďàăğďěńěŋĺěň ăąáâàăłâŋőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K ŋăğëćăěâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá bs(K) ŋă ňŋőęěáâćě áĺňŕńěłáőć łőňŕńěłáă K âăłőľ, çâő {I_1; : : : ; I_r} ∈ bs(K), ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ I_1 ⊂ I_2 ⊂ · · · ⊂ I_r (ŕőáńě ćőğňőęŋőčő ŕěàěãŕőàïďőçĺćăŋĺï). Ąăàĺæěŋâàőň (ćëŕãłńőčő) áĺňŕńěłáă ´^n ∈ R^n á ćěàèĺŋăňĺ v_1; : : : ; v_{n+1} ŋăğëćăěâáï âőçłă bc(´^n) =^1_{n+1} (v_1 + · · · + v_{n+1}) ∈ ´^n. Ąăàĺæěŋâàĺçěáłĺň ŕőďàăğďěńěŋĺěň ŕőńĺíďàă P ŋăğëćăěâáï ŕőńĺíďà bs(P), őŕàěďěÄ ńïěňëľ áńěďãîéĺň őąàăğőň. Ćěàèĺŋë ŕőńĺíďàă bs(P) áãâì ąăàĺæěŋâàë áĺňŕńěłáőć ćáěå àăğňěàŋőáâěľ ŕőńĺíďàă P. Ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ {bc(´^{i1}_1 ); : : : ; bc(´^{ir}_r )} ŕőàőęÄ ďăěâ áĺňŕńěłá ŕőńĺíďàă bs(P) âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ´^{i1}_1 ⊂ · · · ⊂ ´^{ir}_r ć P. Őçěćĺďŋő, ňë ĺňěěň | bs(K)| = bs(|K|) ďńï ńîąőčő ăąáâàăłâŋőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K.

18 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Ŕàĺňěà 1.2.7 (ŕőàïďłőćëľ łőňŕńěłá çăáâĺçŋő ãŕőàïďőçěŋŋőčő ňŋőęěáâćă). Ŕãáâì (S ; ≺) { ŕàőĺğćőńìŋőě çăáâĺçŋő ãŕőàïďőçěŋŋőě ňŋőęěáâćő. Őŕàěďěńĺň K(S ) łăł ňŋőęěáâćő ćáěå æěŕěľ x_1 ≺ x_2 ≺ · · · ≺ x_k, x_i ∈ S . Ńěčłő ćĺďěâì, çâő K(S ) { áĺňŕńĺÄ æĺăńìŋëľ łőňŕńěłá. Őŋ ŋăğëćăěâáï ŕőàïďłőćëň łőňŕńěłáőň çăáâĺçŋő ãŕőàïďőçěŋÄ ŋőčő ňŋőęěáâćă (S ; ≺). Ć çăáâŋőáâĺ, ěáńĺ (S ; ⊊) { çăáâĺçŋő ãŕőàïďőçěŋŋőě ňŋőęěáÄ âćő čàăŋěľ (àěèěâłă čàăŋěľ) ŋěłőâőàőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K, âő K(S ) { ąăàĺæěŋâàĺçěáłőě ŕőďàăğďěńěŋĺě K.

Ŋěďőáâăîéěľ čàăŋìî áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K ŋă ňŋőęěáâćě [m] ŋăğëćăÄ ěâáï ŕőďňŋőęěáâćő I ⊂ [m] âăłőě, çâő I =∈ K, ŋő ńîąőě áőąáâćěŋŋőě ŕőďňŋőęěáâćő ňŋőęěáâćă I ïćńïěâáï áĺňŕńěłáőň łőňŕńěłáă K. Ťńăčőćëň łőňŕńěłáőň ŋăğëćăěâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá, ďńï łőâőàőčő ńîąăï ŋěďőáâăîéăï čàăŋì áőáâőĺâ ĺğ ďćãå íńěňěŋâőć. Ŕőàïďłőćëě łőňŕńěłáë çăáâĺçŋő ãŕőàïďőçěŋŋëå ňŋőęěáâć (ć çăáâŋőáâĺ, ąăàĺæěŋâàĺçěáłĺě ŕőďàăğďěńěŋĺï) ïćńïîâáï äńăčőćëňĺ łőňŕńěłáăňĺ ććĺďã ãáńőćĺï âàăŋğĺâĺćŋőáâĺ.

Ďńï ńîąőčő ŕőďňŋőęěáâćă I ⊂ [m] őąőğŋăçĺň çěàěğ K_I ŕőďłőňŕńěłá łőňŕńěłáă K, áőáâőïéĺľ ĺğ ćáěå áĺňŕńěłáőć J ∈ K âăłĺå, çâő J ⊂ I. Ńĺŋłőň áĺňŕńěłáă I ∈ K ŋăğëćăěâáï ŕőďłőňŕńěłá link_K I ⊂ K, áőáâőïéĺľ ĺğ ćáěå áĺňŕńěłáőć J ∈ K âăłĺå, çâő I ∪ J ∈ K ĺ I ∩ J = ∅. Ďńï ńîąőľ ćěàèĺŋë {i} ∈ K łőŋãá ŋăď łőňŕńěłáőň link_K {i} (á ćěàèĺŋőľ {i}) ěáâěáâćěŋŋëň őąàăğőň ïćńïěâáï ŕőďłőňŕńěłáőň ć K, łőâőÄ àëľ ŋăğëćăěâáï ğćěğďőľ ćěàèĺŋë {i} ĺ őąőğŋăçăěâáï star_K {i}. Ŕőńĺíďà | star_K {i}| áőáâőĺâ ĺğ ćáěå (ňŋőčőčàăŋŋëå) áĺňŕńěłáőć ŕőńĺíďàă |K|, áőďěàęăéĺå {i}. Ěáńĺ ĺğ łőŋâěłáâă ïáŋő, łăłőľ łőňŕńěłá K ĺňěěâáï ć ćĺďã, âő ňë ąãďěň ĺáŕőńìğőćăâì őąőğŋăÄ çěŋĺï link I ĺ star{i} ćňěáâő link_K I ĺ star_K {i} áőőâćěâáâćěŋŋő. Őŕàěďěńĺň core[m] = {i ∈ [m] : star{i} ≠ K}. §ďàőň áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K ŋăğëćăěâáï ŕőďÄ łőňŕńěłá core K = K_{core[m]}. Šăłĺň őąàăğőň, ïďàő ěáâì ňăłáĺňăńìŋëľ ŕőďłőňŕńěłá, áőďěàęăéĺľ ćáě ćěàèĺŋë, ğćěğďë łőâőàëå ŋě áőćŕăďăîâ á K.

Ŕàĺňěà 1.2.8. 1. link(∅) = K.

2. Ŕãáâì K { áĺňŕńěłá ŋă çěâëàěå ćěàèĺŋăå 1; 2; 3; 4 ĺ I = {1; 2}. Šőčďă link(I) { ŕőďłőňŕńěłá, áőáâőïéĺľ ĺğ ďćãå ćěàèĺŋ 3 ĺ 4.

3. Ŕãáâì K { łőŋãá ŋăď K^′ á ćěàèĺŋőľ p. Šőčďă link{p} = K^′, star{p} = K ĺ core K ⊂ K^′.

Śĺňŕńĺæĺăńìŋăï n-ňěàŋăï áäěàă { íâő áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá, čőňěőňőàäÄ ŋëľ n-ňěàŋőľ áäěàě S^n (ğďěáì ĺ ďăńěě, čőćőàï \áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá K čőňěőÄ ňőàäěŋ X", ňë ŕőďàăğãňěćăěň, çâő čěőňěâàĺçěáłăï àěăńĺğăæĺï |K| čőňěőňőàäŋă X). Łãáőçŋő-ńĺŋěľŋőľ áäěàőľ (ĺńĺ P L-áäěàőľ) ŋăğëćăěâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋăï áäěàă, łőÄ âőàăï łãáőçŋő ńĺŋěľŋő čőňěőňőàäŋă čàăŋĺæě áĺňŕńěłáă. Čàăŋĺæă áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő n-ňŋőčőčàăŋŋĺłă ïćńïěâáï (n − 1)-ňěàŋőľ P L-áäěàőľ. P L-áäěàë, ŕőńãçăěňëě âăłĺň őąàăğőň, ŋăğëćăîâáï ňŋőčőčàăŋŋëňĺ áäěàăňĺ. Šăłĺň őąàăğőň, ňë ĺňěěň áńěďãîÄ éĺě ćńőęěŋŋëě łńăááë łőňąĺŋăâőàŋëå őąêěłâőć:

ňŋőčőčàăŋŋëě áäěàë ⊂ P L-áäěàë ⊂ áĺňŕńĺæĺăńìŋëě áäěàë.

Ć àăğňěàŋőáâĺ 2 ćáě áĺňŕńĺæĺăńìŋëě áäěàë ïćńïîâáï ňŋőčőčàăŋŋëňĺ (áň., ŋăŕàĺÄ ňěà, [89; âěőàěňă 5.8]). Šěň ŋě ňěŋěě, ć ćëáèĺå àăğňěàŋőáâïå őąă ćłńîçěŋĺï ïćńïÄ îâáï áâàőčĺňĺ. Ŕěàćëě ŕàĺňěàë âàěåňěàŋëå P L-áäěà, ŋě ïćńïîéĺåáï ňŋőčőčàăŋÄ

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 19

ŋëňĺ, ąëńĺ ŋăľďěŋë Čàîŋąăãňőň, ĺ ŋăĺňěŋìèăï ĺğ âăłĺå áäěà ĺňěěâ 8 ćěàèĺŋ. ĹğÄ ńőęěŋĺě íâĺå ŕàĺňěàőć ňőęŋő ŋăľâĺ ć [9]. Śĺňŕńĺæĺăńìŋăï áäěàă, ŋě ïćńïîéăïáï P L-áäěàőľ, ŕàĺćěďěŋă ŋĺęě ć ŕàĺňěàě 1.2.10.

Ŕőŋïâĺï f-ćěłâőàă ĺ h-ćěłâőàă (n − 1)-ňěàŋőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K^{n−1} ććőďïâáï âăł ęě, łăł ĺ ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋëå ňŋőčőčàăŋŋĺłőć: f (K^{n−1}) = (f_0; f_1; : : : ; f_{n−1}), čďě f_i { çĺáńő i-ňěàŋëå áĺňŕńěłáőć ć K^{n−1}, ĺ h(K^{n−1}) = (h_0; h_1; : : : ; h_n), čďě h_i őŕàěďěńïîâáï ĺğ (7). Ğďěáì ňë âăłęě ŕőńăčăěň f_{−1} = 1. Ěáńĺ K^{n−1} = @P^∗ { čàăŋĺæă áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő n-ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^∗, âő ňë, őçěćĺďŋő, ĺňěěň f(K^{n−1}) = f(P^∗).

Šăł łăł f-ćěłâőà ňŋőčőčàăŋŋőľ áĺňŕńĺæĺăńìŋőľ áäěàë áőćŕăďăěâ á f-ćěłâőàőň áőÄ őâćěâáâćãîéěčő (áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő) ňŋőčőčàăŋŋĺłă, g-âěőàěňă (âěőàěňă 1.1.17) ĺňěÄ ěâ ňěáâő âăłęě ĺ ďńï ňŋőčőčàăŋŋëå áäěà. Šăłĺň őąàăğőň, ěáâěáâćěŋŋő ćőğŋĺłăěâ ćőÄ ŕàőá, őąőąéăěâáï ńĺ g-âěőàěňă ŋă áńãçăľ ŕàőĺğćőńìŋőľ áĺňŕńĺæĺăńìŋőľ áäěàë. İâőâ ćőŕàőá ąëń ŕőáâăćńěŋ Ňăłňîńńěŋőň [58] łăł őąőąéěŋĺě ěčő čĺŕőâěğë ďńï áĺňŕńĺæĺÄ ăńìŋëå ňŋőčőčàăŋŋĺłőć. Ŕőáńě 1980 č., łőčďă čĺŕőâěğă Ňăłňîńńěŋă ąëńă ďőłăğăŋă Ąĺńńěàőľ, Ńĺ ĺ Śâěŋńĺ, áńěďãîéăï ŕàőąńěňă áâăńă, ćőğňőęŋő, čńăćŋőľ őâłàëâőľ łőňąĺŋăâőàŋő-čěőňěâàĺçěáłőľ ŕàőąńěňőľ, áćïğăŋŋőľ á f-ćěłâőàăňĺ áĺňŕńĺæĺăńìŋëå łőňŕńěłáőć.

Ŕàőąńěňă 1.2.9 (g-čĺŕőâěğă ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋëå áäěà). Ćěàŋő ńĺ, çâő g-âěő-àěňă (âěőàěňă 1:1:17) ĺňěěâ ňěáâő ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋëå áäěà?

İâă čĺŕőâěğă ïćńïěâáï őâłàëâőľ ďăęě ďńï P L-áäěà. Ğăňěâĺň, çâő ďńï ďőłăğăâěńìÄ áâćă čĺŕőâěğë ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋëå áäěà ŋěőąåőďĺňő ŕàőćěàĺâì ńĺèì çâő g-ćěłâőà ïćÄ ńïěâáï M-ćěłâőàőň. Ěáńĺ g-čĺŕőâěğă ćěàŋă, âő őŋă ďăěâ ŕőńŋőě őŕĺáăŋĺě f-ćěłâőàőć áĺňŕńĺæĺăńìŋëå áäěà.

Ŕěàćăï çăáâì âěőàěňë 1.1.17 (áőőâŋőèěŋĺï Ďěŋă{Śőňňěàćĺńńï) ĺğćěáâŋă ďńï áĺňÄ ŕńĺæĺăńìŋëå áäěà (áň. áńěďáâćĺě 1.4.15 ŋĺęě). Ŕěàćőě ŋěàăćěŋáâćő h_0 ⩽ h_1 ĺğ ćâőàőľ çăáâĺ g-âěőàěňë íłćĺćăńěŋâŋő ŋěàăćěŋáâćã 1 ⩽ f_0 − n, łőâőàőě őçěćĺďŋő. ŊěàăćěŋÄ áâćő h_1 ⩽ h_2, n ⩾ 4, íłćĺćăńěŋâŋő ãáńőćĺî f_1 ⩾ nf_0 −

(_{n+1} 2 ) ďńï çĺáńă àěąěà, łőâőÄ àőě âăłęě ĺğćěáâŋő ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋëå áäěà (áň. [10]; äăłâĺçěáłĺ, ďőłăğăâěńìáâćő ãáńőćĺï ŋĺęŋěľ čàăŋĺæë ďńï çĺáńă àěąěà áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă ŕàőåőďĺâ ĺ ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋëå áäěà). Ćáě ćňěáâě íâĺ äăłâë ŕőłăğëćăîâ, çâő g-čĺŕőâěğă ćěàÄ ŋă ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋëå áäěà àăğňěàŋőáâĺ ⩽ 4. Ćőŕàőá ő ŋěàăćěŋáâćě h_2 ⩽ h_3 (n ⩾ 6) ĺğ ŐŠŊČ (ćâőàőľ çăáâĺ âěőàěňë 1.1.17) őáâăěâáï őâłàëâëň. Ć âěçěŋĺě ŕőáńěďŋĺå ďćãå ďěáïâĺńěâĺľ ąëńő ŕàěďŕàĺŋïâő ąőńìèőě łőńĺçěáâćő ŕőŕëâőł ďőłăğăâěńìáâćă g-čĺŕőâěğë. Ŋěáňőâàï ŋă âő, çâő ćáě íâĺ ŕőŕëâłĺ ąëńĺ ŋěãďăçŋëňĺ, őŋĺ ŕàĺćěńĺ ł ŋěłőâőàëň ćěáìňă ĺŋâěàěáŋëň ŕěàěäőàňãńĺàőćłăň g-čĺŕőâěğë. Ňë ńĺèì ãŕőňïŋěň àěğãńìâăâë Ŕăåŋěàă [67], [68], łőâőàëě áćőďïâ g-čĺŕőâěğã (ďńï P L-áäěà) ł ďőłăğăÄ âěńìáâćã ŋěłőâőàëå áćőľáâć ąĺğćěğďŋëå ŕàěőąàăğőćăŋĺľ^1, ĺ àěğãńìâăâë ĺğ [85], łőÄ âőàëě ŕőłăğëćăîâ, çâő íâă čĺŕőâěğă ćëâěłăěâ ĺğ őáâőćŋőľ r-ęěáâłőáâĺ^2 áĺňŕńĺÄ æĺăńìŋőľ (n − 1)-áäěàë ďńï r ⩽

[_n 2 ] . Łăł ąëńő ŕőłăğăŋő ŋěğăćĺáĺňő Łăńăĺ ĺ ŚâěŋÄ ńĺ [81; áńěďáâćĺě 2.4], ŐŠŊČ ćëŕőńŋěŋă ďńï čàăŋĺæë n-ňěàŋőčő èăàă, ïćńïîéěčőáï ŕőďłőňŕńěłáőň čàăŋĺçŋőčő łőňŕńěłáă áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő (n + 1)-ňŋőčőčàăŋŋĺłă. Ŕàĺ

1Ć őàĺčĺŋăńě bistellar moves. 2Ć őàĺčĺŋăńě skeletal r-rigidity.

20 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

íâőň, őďŋăłő, ŋěĺğćěáâŋő, łăłĺě áĺňŕńĺæĺăńìŋëě łőňŕńěłáë ňőčãâ ŕőïćńïâìáï âăłĺň őąàăğőň. Ąěğãáŕěèŋőáâì ňŋőčőçĺáńěŋŋëå ŕőŕëâőł ďőłăğăâěńìáâćă g-čĺŕőâěğë ŕőáńãÄ ęĺńă őáŋőćăŋĺěň ďńï Ąìőàŋěàă ĺ Ńîæă őàčăŋĺğőćăâì łőňŕìîâěàŋëľ ŕőĺáł łőŋâàÄ ŕàĺňěàőć [15]. Ĺå łőňŕìîâěàŋăï ŕàőčàăňňă BISTELLAR ŕőğćőńĺńă ŕőńãçĺâì ňŋőÄ ęěáâćő ğăňěçăâěńìŋëå àěğãńìâăâőć ő âàĺăŋčãńïæĺïå ňŋőčőőąàăğĺľ, őďŋăłő łőŋâàŕàĺÄ ňěàë ł g-čĺŕőâěğě őąŋăàãęěŋë ŋě ąëńĺ. Ďőŕőńŋĺâěńìŋãî ĺŋäőàňăæĺî őą ĺáâőàĺĺ g-âěőàěňë ĺ áćïğăŋŋëå á íâĺň ćőŕàőáăå ňőęŋő ŋăľâĺ ć [82], [83], [89; ńěłæĺï 8].

Śĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá K ŋăğëćăěâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋëň ňŋőčőőąàăğĺěň (ĺńĺ âàĺăŋčãńĺàőćăŋŋëň ňŋőčőőąàăğĺěň), ěáńĺ ŕőńĺíďà |K| ïćńïěâáï âőŕőńőčĺçěáłĺň ňŋőčőőąàăğĺěň. Ćáě ňŋőčőőąàăğĺï, àăááňăâàĺćăěňëě ć ŋăèěň őąğőàě, ŕàěďŕőńăčăîâÄ áï łőňŕăłâŋëňĺ, áćïğŋëňĺ ĺ ğăňłŋãâëňĺ (ěáńĺ ŋě őčőćőàěŋő ŕàőâĺćŋőě). Ěáńĺ K^q ïćÄ ńïěâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋëň ňŋőčőőąàăğĺěň, âő ďńï ńîąőčő ŋěŕãáâőčő áĺňŕńěłáă I ∈ K^q ŕőďłőňŕńěłá link(I) ĺňěěâ čőňőńőčĺĺ, łăł ã (q − #I)-áäěàë (áň. âěőàěňã 1.2.11 ŋĺęě). Śĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá K^q ŋăğëćăěâáï q-ňěàŋëň P L-ňŋőčőőąàăğĺěň (ĺńĺ łőňąĺÄ ŋăâőàŋëň ňŋőčőőąàăğĺěň), ěáńĺ link(I) ïćńïěâáï P L-áäěàőľ àăğňěàŋőáâĺ (q − #I) ďńï ńîąőčő ŋěŕãáâőčő áĺňŕńěłáă I ∈ K^q.

Ğăňěçăŋĺě. Ěáńĺ K^q ïćńïěâáï P L-ňŋőčőőąàăğĺěň, âő ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë {i} ∈ K^q áőőâćěâáâćãîéăï (q − 1)-ňěàŋăï P L-áäěàă link{i} őčàăŋĺçĺćăěâ őâłàëâãî őłàěáâŋőáâì U_i, łőâőàăï P L-čőňěőňőàäŋă q-ňěàŋőňã èăàã. Šăł łăł łăęďăï âőçłă ŕőńĺíďàă |K^q| áőďěàęĺâáï ć U_i ďńï ŋěłőâőàőčő i, íâő őŕàěďěńïěâ P L-ăâńăá ďńï |K^q|.

Ŕàĺňěà 1.2.10 (áĺňŕńĺæĺăńìŋăï 5-ňěàŋăï áäěàă, ŋě ïćńïîéăïáï P L-áäěàőľ). Ŕãáâì S^3_H { ŕàőĺğćőńìŋăï âàĺăŋčãńïæĺï čőňőńőčĺçěáłőľ, ŋő ŋě âőŕőńőčĺçěáłőľ, 3-ňěàÄ ŋőľ áäěàë, â.ě. ŋěőďŋőáćïğŋőě áĺňŕńĺæĺăńìŋőě ňŋőčőőąàăğĺě, ĺňěîéěě čőňőńőčĺĺ, łăł ã 3-ňěàŋőľ áäěàë S^3. Őďŋĺň ĺğ ŕàĺňěàőć âăłőčő ňŋőčőőąàăğĺï ïćńïěâáï áäěàă Ŕãăŋłăàě SO(3)=A_5. Ć áĺńã âěőàěňë Łíŋŋőŋă [27] ďćőľŋăï ŋăďáâàőľłă ˚^2S^3_H čőňěőÄ ňőàäŋă áäěàě S^5. Šěň ŋě ňěŋěě, ˚^2S^3_H ŋě ňőęěâ ąëâì P L-áäěàőľ, âăł łăł S^3_H ïćńïěâáï ńĺŋłőň ŋěłőâőàőčő 1-áĺňŕńěłáă ć ˚^2S^3_H .

Śńěďãîéăï âěőàěňă ďăěâ łőňąĺŋăâőàŋãî åăàăłâěàĺğăæĺî áĺňŕńĺæĺăńìŋëå łőňŕÄ ńěłáőć, łőâőàëě ïćńïîâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋëňĺ ňŋőčőőąàăğĺïňĺ àăğňěàŋőáâĺ ⩾ 5, ĺ őąÄ őąéăěâ ãŕőňïŋãâëľ ćëèě àěğãńìâăâ Łíŋŋőŋă.

Šěőàěňă 1.2.11 (İďćăàďá [38]). Ŕàĺ q ⩾ 5 ŕőńĺíďà áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłÄ áă K^q ïćńïěâáï âőŕőńőčĺçěáłĺň ňŋőčőőąàăğĺěň àăğňěàŋőáâĺ q âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ďńï ńîąőčő ŋěŕãáâőčő áĺňŕńěłáă I ∈ K^q ŕőďłőňŕńěłá link I ĺňěěâ čőňőńőčĺĺ, łăł ã (q − #I)-ňěàŋőľ áäěàë, ĺ ďńï ńîąőľ ćěàèĺŋë {i} ∈ K ŕőďłőňŕÄ ńěłá link{i} ïćńïěâáï őďŋőáćïğŋëň.

Ćőŕàőá ő âőň, łăłĺě âőŕőńőčĺçěáłĺě ňŋőčőőąàăğĺï ňőčãâ ąëâì âàĺăŋčãńĺàőćăŋë, ïćńïěâáï äãŋďăňěŋâăńìŋëň ć łőňąĺŋăâőàŋőľ âőŕőńőčĺĺ. Ńîąőě čńăďłőě ňŋőčőőąàăÄ ğĺě ňőęěâ ąëâì âàĺăŋčãńĺàőćăŋő ŕő âěőàěňě Şĺâŋĺ. Ćáě âőŕőńőčĺçěáłĺě 2- ĺ 3-ňěàÄ ŋëě ňŋőčőőąàăğĺï âăłęě ďőŕãáłăîâ âàĺăŋčãńïæĺî (ďńï 2-ňěàŋëå ňŋőčőőąàăğĺľ íâő ŕőçâĺ őçěćĺďŋő, ă ďńï 3-ňěàŋëå áň. [61]). Ąőńěě âőčő, âăł łăł ńĺŋł ŕàőĺğćőńìŋőľ ćěàèĺŋë áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő 3-ňěàŋőčő ňŋőčőőąàăğĺï ïćńïěâáï 2-ňěàŋőľ áäěàőľ (ă ćáě 2-ňěàŋëě áäěàë ïćńïîâáï P L-áäěàăňĺ), ćáě 2- ĺ 3-ňěàŋëě ňŋőčőőąàăğĺï ïćńïîâáï P L-ňŋőčőőąàăğĺïňĺ. Őďŋăłő, ãęě ć àăğňěàŋőáâĺ 4 áãéěáâćãîâ âőŕőńőčĺçěáłĺě ňŋőÄ čőőąàăğĺï, łőâőàëě ŋě ďőŕãáłăîâ P L-âàĺăŋčãńïæĺĺ (ŋăŕàĺňěà, \äăńìèĺćőě" ŕàőÄ

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 21

áâàăŋáâćő C P^2 Ťàĺďňăŋă). Ąőńěě âőčő, áãéěáâćãîâ âőŕőńőčĺçěáłĺě 4-ňěàŋëě ňŋőÄ čőőąàăğĺï, łőâőàëě ćőőąéě ŋě ňőčãâ ąëâì âàĺăŋčãńĺàőćăŋë (ŋăŕàĺňěà, âőŕőńőÄ čĺçěáłőě 4-ňŋőčőőąàăğĺě Ťàĺďňăŋă á äőàňőľ ŕěàěáěçěŋĺï E_8). Őąă ŕàĺňěàă őŕĺáăŋë ć [3]. Ć àăğňěàŋőáâïå ⩾ 5 ĺňěěâáï áńěďãîéăï ğŋăňěŋĺâăï łőňąĺŋăâőàŋő-âőŕőńőčĺÄ çěáłăï ŕàőąńěňă.

Ŕàőąńěňă 1.2.12 (čĺŕőâěğă âàĺăŋčãńïæĺĺ). Ćěàŋő ńĺ, çâő ńîąőě âőŕőńőčĺçěáÄ łőě ňŋőčőőąàăğĺě àăğňěàŋőáâĺ ⩾ 5 ňőęěâ ąëâì âàĺăŋčãńĺàőćăŋő?

Ďàãčăï åőàőèő ĺğćěáâŋăï ŕàőąńěňă ĺğ P L-âőŕőńőčĺĺ áćïğăŋă á ćőŕàőáőň ő ěďĺŋáâÄ ćěŋŋőáâĺ łãáőçŋő-ńĺŋěľŋőľ áâàãłâãàë ŋă âőŕőńőčĺçěáłőľ áäěàě.

Ŕàőąńěňă 1.2.13. Ćěàŋő ńĺ, çâő P L-ňŋőčőőąàăğĺě, čőňěőňőàäŋőě âőŕőńőčĺÄ çěáłőľ 4-áäěàě, ïćńïěâáï P L-áäěàőľ?

Ůěâëàě ïćńïěâáï ěďĺŋáâćěŋŋőľ àăğňěàŋőáâìî, ć łőâőàőľ ćőŕàőá ő ěďĺŋáâćěŋŋőáÄ âĺ P L-áâàãłâãàë ŋă âőŕőńőčĺçěáłőľ áäěàě őáâăěâáï őâłàëâëň. Ć àăğňěàŋőáâïå ⩽ 3 ěďĺŋáâćěŋŋőáâì ąëńă ďőłăğăŋă ć [61], ă ć àăğňěàŋőáâïå ⩾ 5 őŋă ćëâěłăěâ ĺğ àěğãńìÄ âăâőć Łĺàąĺ ĺ Ğĺąěŋňăŋŋă [51]. Ć àăğňěàŋőáâĺ 4 łăâěčőàĺï P L-ňŋőčőőąàăğĺľ íłćĺÄ ćăńěŋâŋă čńăďłőľ łăâěčőàĺĺ, ŕőíâőňã ŕàěďëďãéăï ŕàőąńěňă íłćĺćăńěŋâŋă ŕàőąńěňě áãéěáâćőćăŋĺï íłğőâĺçěáłĺå 4-áäěà.

Ďőŕőńŋĺâěńìŋãî ĺŋäőàňăæĺî ő ŕőáńěďŋĺå ďőáâĺęěŋĺïå ĺ őâłàëâëå ŕàőąńěňăå łőňąĺŋăâőàŋőľ ĺ P L-âőŕőńőčĺĺ ňőęŋő ŋăľâĺ ć [62], [73].

§ 1.3. Śĺňŕńĺæĺăńìŋëě łőňŕńěłáë: łőňňãâăâĺćŋăï ăńčěąàă. Ăŕŕăàăâ łőňňãâăâĺćŋőľ ăńčěąàë ŋăåőďĺâ èĺàőłĺě ŕàĺňěŋěŋĺï ć łőňąĺŋăâőàĺłě áĺňŕńĺæĺăńìÄ ŋëå łőňŕńěłáőć ĺ áćïğăŋŋëå á ŋĺňĺ őąêěłâőć. Őáŋőćŋëň ĺŋáâàãňěŋâőň ďńï ŕěàěćőďă łőňąĺŋăâőàŋëå àěğãńìâăâőć ĺ ŕàőąńěň ŋă ăńčěąàăĺçěáłĺľ ïğëł áńãęĺâ łőńìæő ŚâěŋÄ ńĺ{Řăľáŋěàă áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă. İâőâ ŕőďåőď ąëń ŕàěďńőęěŋ Śâěŋńĺ ć ŋăÄ çăńě 1970-å čőďőć.

Ŋăŕőňŋĺň, çâő k[v_1; : : : ; v_m] őąőğŋăçăěâ čàăďãĺàőćăŋŋãî ăńčěąàã ňŋőčőçńěŋőć ŋăď łőňňãâăâĺćŋëň łőńìæőň k á ěďĺŋĺæěľ, deg(v_i) = 2.

Őŕàěďěńěŋĺě 1.3.1. Łőńìæőň čàăŋěľ (ĺńĺ łőńìæőň Śâěŋńĺ{Řăľáŋěàă) áĺňÄ ŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K á m ćěàèĺŋăňĺ ŋăğëćăěâáï äăłâőà-łőńìæő

k(K) = k[v_1; : : : ; v_m]=I_K ;

čďě I_K { őďŋőàőďŋëľ ĺďěăń, ŕőàőęďěŋŋëľ ňőŋőňăňĺ v_{i1} v_{i2} · · · v_{is} , i_1 ¡ · · · ¡ i_s, âăÄ łĺňĺ, çâő I = {i_1; : : : ; i_s} ŋě ïćńïěâáï áĺňŕńěłáőň łőňŕńěłáă K.

Ğăňěâĺň, çâő ĺďěăń I_K ĺňěěâ ąăğĺá, áőáâőïéĺľ ĺğ ňőŋőňőć v_{i1} v_{i2} · · · v_{is} ąěğ łćăďÄ àăâőć âăłĺå, çâő I = {i_1; : : : ; i_s} { ŋěďőáâăîéăï čàăŋì łőňŕńěłáă K. Ĺďěăńë łőńìæă ňŋőčőçńěŋőć, ć łőâőàëå ňőęŋő ćëąàăâì ąăğĺá ĺğ ňőŋőňőć, ŋăğëćăîâáï ňőŋőňĺăńìÄ ŋëňĺ.

Ŕàěďńőęěŋĺě 1.3.2. Ńîąőľ ňőŋőňĺăńìŋëľ ĺďěăń łőńìæă ňŋőčőçńěŋőć, ĺňěÄ îéĺľ ąăğĺá ĺğ ňőŋőňőć ąěğ łćăďàăâőć, ĺňěěâ ćĺď I_K ďńï ŋěłőâőàőčő áĺňŕńĺÄ æĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K.

22 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ďńï ńîąőčő ŕőďňŋőęěáâćă I = {i_1; : : : ; i_k} ⊂ [m] őąőğŋăçĺň çěàěğ v_I ňőŋőň v_{i1} · · · v_{ik} . Ŕãáâì I { ĺďěăń łőńìæă ňŋőčőçńěŋőć, ĺňěîéĺľ ąăğĺá ĺğ ňőŋőňőć ąěğ łćăďàăâőć. Ŕőńőęĺň K = { I ⊂ [m] : v_{[m]\I} ∈ I } : Šőčďă ńěčłő ŕàőćěàĺâì, çâő K { áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá ĺ I = I_K .

Ŕãáâì P { ŕàőáâőľ n-ňŋőčőčàăŋŋĺł ĺ P^∗ { ěčő ŕőńïàŋëľ áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ ňŋőčőčàăŋŋĺł. Őąőğŋăçĺň çěàěğ K_P čàăŋĺæã P^∗. Šőčďă K_P ïćńïěâáï ňŋőčőčàăŋŋőľ áĺňŕńĺæĺăńìŋőľ (n − 1)-áäěàőľ. Őçěćĺďŋő, łőńìæő čàăŋěľ ňŋőčőčàăŋŋĺłă P ĺğ őŕàěďěńěŋĺï 1.1.20 áőćŕăďăěâ á łőńìæőň čàăŋěľ łőňŕńěłáă K_P ĺğ őŕàěďěńěŋĺï 1.3.1: k(P ) = k(K_P ).

Ŕãáâì M = M^0 ⊕ M^1 ⊕ · · · { čàăďãĺàőćăŋŋëľ k-ňőďãńì. Řïď

F (M; t) = ∞∑ i=0 (dim_k M^i)t^i

ŋăğëćăěâáï àïďőň Ŕãăŋłăàě ňőďãńï M.

Ğăňěçăŋĺě. Ć ăńčěąàăĺçěáłőľ ńĺâěàăâãàě àïď F (M; t) ŋăğëćăěâáï âăłęě àïďőň Čĺńìąěàâă ĺńĺ àïďőň Čĺńìąěàâă{Ŕãăŋłăàě.

Śńěďãîéăï ńěňňă ãáâăŋăćńĺćăěâ ćğăĺňőáćïğì ňěęďã ďćãňï łőňąĺŋăâőàŋëňĺ ĺŋÄ ćăàĺăŋâăňĺ áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă: łőńìæőň čàăŋěľ ĺ f-ćěłâőàőň (ĺńĺ h-ćěłâőÄ àőň).

Ńěňňă 1.3.3 (Śâěŋńĺ [82; âěőàěňă II.1.4]). Řïď Ŕãăŋłăàě łőńìæă k(K^{n−1}) ňőÄ ęěâ ąëâì ćëçĺáńěŋ łăł F ( k(K^{n−1}); t ) = n−1∑ i=−1

f_it^{2(i+1)} (1 − t^2)^{i+1} = h_0 + h_1t^2 + · · · + h_nt^{2n} (1 − t^2)^n ;

čďě (f_0; : : : ; f_{n−1}) { f-ćěłâőà ĺ (h_0; : : : ; h_n) { h-ćěłâőà łőňŕńěłáă K^{n−1}.

Ğăňěâĺň, çâő ćâőàőě âőęďěáâćő ĺğ ńěňňë 1.3.3 ïćńïěâáï őçěćĺďŋëň áńěďáâćĺěň äőàňãń (8).

Ŕàĺňěà 1.3.4. 1. Ŕãáâì K = ´^n (n-áĺňŕńěłá). Šőčďă f_i =

(_{n+1} i+1 ) ŕàĺ −1 ⩽ i ⩽ n, h_0 = 1 ĺ h_i = 0 ŕàĺ i ¿ 0. Šăł łăł ńîąőě ŕőďňŋőęěáâćő ňŋőęěáâćă [n + 1] ïćńïěâáï áĺňŕńěłáőň ć ´^n, ňë ĺňěěň k(´^n) = k[v_1; : : : ; v_{n+1}]. Šăłĺň őąàăğőň, F (k(´^n); t) = 1 (1−t2)n+1 , çâő áőčńăáãěâáï á ńěňňőľ 1.3.3.

2. Ŕãáâì K { čàăŋĺæă n-áĺňŕńěłáă. Šőčďă h_i = 1, i = 0; 1; : : : ; n, ĺ k(K) = k[v_1; : : : ; v_{n+1}]=(v_1v_2 · · · v_{n+1}). Őâáîďă F ( k(K); t ) = 1 + t^2 + · · · + t^{2n} (1 − t^2)^n :

Šěŕěàì ŕàěďŕőńőęĺň, çâő k { ŕőńě. Ŕãáâì A { čàăďãĺàőćăŋŋăï ăńčěąàă ŋăď k. Řăğňěàŋőáâìî Łàãńńï ăńčěąàë A (őąőğŋăçăěâáï Kd A) ŋăğëćăěâáï ňăłáĺňăńìŋőě

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 23

çĺáńő ăńčěąàăĺçěáłĺ ŋěğăćĺáĺňëå íńěňěŋâőć ĺğ A. Ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì `_1; : : : ; `_n ĺğ n = Kd A őďŋőàőďŋëå íńěňěŋâőć ăńčěąàë A ŋăğëćăěâáï őďŋőàőďŋőľ áĺáâěňőľ ŕăàăÄ ňěâàőć, ěáńĺ àăğňěàŋőáâì Łàãńńï äăłâőà-ăńčěąàë A=(`_1; : : : ; `_n) àăćŋă ŋãńî. İłÄ ćĺćăńěŋâŋő, `_1; : : : ; `_n ïćńïěâáï őďŋőàőďŋőľ áĺáâěňőľ ŕăàăňěâàőć, ěáńĺ n = Kd A ĺ A ïćńïěâáï łőŋěçŋőŕőàőęďěŋŋëň k[`_1; : : : ; `_n]-ňőďãńěň. İńěňěŋâë őďŋőàőďŋőľ áĺáâěňë ŕăàăňěâàőć ăćâőňăâĺçěáłĺ ăńčěąàăĺçěáłĺ ŋěğăćĺáĺňë.

Ńěňňă 1.3.5 (ńěňňă Ŋěâěàă ő ŋőàňăńĺğăæĺĺ). Ďńï ńîąőľ čàăďãĺàőćăŋŋőľ łőÄ ŋěçŋőŕőàőęďěŋŋőľ ăńčěąàë A áãéěáâćãěâ őďŋőàőďŋăï áĺáâěňă ŕăàăňěâàőć. Ěáńĺ ŕőńě k ĺňěěâ ŋãńěćãî åăàăłâěàĺáâĺłã, ă ăńčěąàă A ŕőàőęďěŋă íńěňěŋâăÄ ňĺ áâěŕěŋĺ ďćă, âő ňőęŋő ćëąàăâì őďŋőàőďŋãî áĺáâěňã ŕăàăňěâàőć áâěŕěŋĺ ďćă.

Ďăńěě ć íâőň ŕăàăčàăäě ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ŕőńě k ĺňěěâ åăàăłâěàĺáâĺłã ŋãńì. Ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì `_1; : : : ; `_k őďŋőàőďŋëå íńěňěŋâőć ăńčěąàë A ŋăğëćăěâáï àěčãńïàŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî, ěáńĺ `_{i+1} ŋě ïćńïěâáï ďěńĺâěńěň ŋãńï ć łőńìæě A=(`_1; : : : ; `_i) ŕàĺ 0 ⩽ i ¡ k (â.ě. ãňŋőęěŋĺě ŋă `_{i+1} ğăďăěâ ňőŋőňőàäĺğň ăńčěąàë A=(`_1; : : : ; `_i) ć áěąï). İłćĺćăńěŋâŋő, `_1; : : : ; `_k ïćńïěâáï àěčãńïàŋőľ ŕőáńěďőćăÄ âěńìŋőáâìî, ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ íńěňěŋâë `_1; : : : ; `_k ăńčěąàăĺçěáłĺ ŋěğăćĺáĺňë ĺ A ïćńïěâáï áćőąőďŋëň k[`_1; : : : ; `_k]-ňőďãńěň.

Ğăňěçăŋĺě. Řěčãńïàŋëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ňőęŋő őŕàěďěńïâì âăłęě ć čàăďãĺÄ àőćăŋŋëå ăńčěąàăå, ŋě ïćńïîéĺåáï łőŋěçŋőŕőàőęďěŋŋëňĺ, ă âăłęě ć ăńčěąàăå ŋăď łőńìæăňĺ ąěğ ďěńĺâěńěľ ŋãńï. Řěčãńïàŋëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ć čàăďãĺàőćăŋŋőň łőńìæě ňŋőčőçńěŋőć őâ ąěáłőŋěçŋőčő çĺáńă őąàăğãîéĺå R[a_1; a_2; : : : ], deg a_i = −2i, čďě R { ŋěłőâőàőě ŕőďłőńìæő ŕőńï àăæĺőŋăńìŋëľ çĺáěń Q, ĺčàăîâ ćăęŋãî àőńì ć ăńÄ čěąàăĺçěáłőľ âőŕőńőčĺĺ ŕàĺ ŕőáâàőěŋĺĺ âěőàĺĺ łőňŕńěłáŋëå łőąőàďĺğňőć á łőíääĺÄ æĺěŋâăňĺ, áň. [54].

Ńîąëě ďćě ňăłáĺňăńìŋëě àěčãńïàŋëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ĺňěîâ őďĺŋăłőćãî ďńĺŋã, łőâőàăï ŋăğëćăěâáï čńãąĺŋőľ ăńčěąàë A ĺ őąőğŋăçăěâáï depth A. Őçěćĺďŋő, depth A ⩽ Kd A.

Őŕàěďěńěŋĺě 1.3.6. Ăńčěąàă A ŋăğëćăěâáï ăńčěąàőľ Łőíŋă{Ňăłőńěï, ěáńĺ ć ŋěľ ĺňěěâáï àěčãńïàŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì `_1; : : : ; `_n ďńĺŋë n = Kd A.

Ńîąăï àěčãńïàŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì `_1; : : : ; `_n ďńĺŋë n = Kd A ïćńïěâáï őďŋőÄ àőďŋőľ áĺáâěňőľ ŕăàăňěâàőć. Šăłĺň őąàăğőň, A ïćńïěâáï ăńčěąàőľ Łőíŋă{Ňăłőńěï âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă áãéěáâćãěâ őďŋőàőďŋăï áĺáâěňă ŕăàăňěâàőć `_1; : : : ; `_n âăÄ łăï, çâő A ïćńïěâáï łőŋěçŋőŕőàőęďěŋŋëň áćőąőďŋëň k[`_1; : : : ; `_n]-ňőďãńěň. Ěáńĺ, łàőňě âőčő, ăńčěąàă A ŕőàőęďěŋă íńěňěŋâăňĺ áâěŕěŋĺ ďćă, âő ňőęŋő ćëąàăâì àěčãÄ ńïàŋãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì `_1; : : : ; `_n áâěŕěŋĺ ďćă. Ć íâőň áńãçăě ďńï àïďă Ŕãăŋłăàě ăńčěąàë A ĺňěěâ ňěáâő âőęďěáâćő

F (A; t) = F ( A=(`_1; : : : ; `_n); t ) (1 − t^2)^n ;

čďě F (A=(`_1; : : : ; `_n); t) = h_0 + h_1t^2 + · · · { ŋěłőâőàëľ ňŋőčőçńěŋ. Łőŋěçŋëľ ćěłâőà (h_0; h_1; : : : ) ŋăğëćăěâáï h-ćěłâőàőň ăńčěąàë A.

24 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Śĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá K^{n−1} ŋăğëćăěâáï łőňŕńěłáőň Łőíŋă{Ňăłőńěï (ŋăď k), ěáńĺ ěčő łőńìæő čàăŋěľ k(K) ïćńïěâáï ăńčěąàőľ Łőíŋă{Ňăłőńěï. Őçěćĺďŋő, Kd k(K) = n. Ńěňňă 1.3.3 ŕőłăğëćăěâ, çâő h-ćěłâőà ăńčěąàë k(K) áőćŕăďăěâ á h-ćěłâőàőň łőňŕńěłáă K.

Šěőàěňă 1.3.7 (Śâěŋńĺ). Ěáńĺ K^{n−1} ïćńïěâáï łőňŕńěłáőň Łőíŋă{Ňăłőńěï, âő h(K^{n−1}) = (h_0; : : : ; h_n) ïćńïěâáï M-ćěłâőàőň (áň. § 1.2).

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕãáâì `_1; : : : ; `_n { àěčãńïàŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì íńěňěŋâőć áâěŕěŋĺ ďćă ć k(K). Šőčďă A = k(K)=(`_1; : : : ; `_n) ïćńïěâáï čàăďãĺàőćăŋŋőľ ăńčěąàőľ, ŕőàőęďěŋŋőľ íńěňěŋâăňĺ áâěŕěŋĺ ďćă, ĺ dim_k A^{2i} = h_i. Šőčďă ãâćěàęďěŋĺě ćëâěłăěâ ĺğ âěőàěňë 1.1.18.

Śńěďãîéăï äãŋďăňěŋâăńìŋăï âěőàěňă åăàăłâěàĺğãěâ łőňŕńěłáë Łőíŋă{Ňăłőńěï.

Šěőàěňă 1.3.8 (Řăľáŋěà [74]). Śĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá K ïćńïěâáï łőňŕÄ ńěłáőň Łőíŋă{Ňăłőńěï ŋăď k âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ďńï ńîąőčő áĺňŕńěłáă I ∈ K (ćłńîçăï I = ∅) ĺ ńîąőčő i ¡ dim(link I) ĺňěěâ ňěáâő ~H_i(link I; k) = 0 (ğďěáì ~H_i( · ; k) őąőğŋăçăěâ i-î ŕàĺćěďěŋŋãî čàãŕŕã čőňőńőčĺľ á łőíääĺæĺěŋâăňĺ ć k).

Ć çăáâŋőáâĺ, áĺňŕńĺæĺăńìŋëě áäěàë ïćńïîâáï łőňŕńěłáăňĺ Łőíŋă{Ňăłőńěï. Ĺğ âěőàěňë 1.3.7 ćëâěłăěâ, çâő h-ćěłâőà áĺňŕńĺæĺăńìŋőľ áäěàë ïćńïěâáï M-ćěłâőàőň. İâőâ äăłâ ŕőğćőńĺń Śâěŋńĺ őąőąéĺâì ŠĆČ (âěőàěňã 1.1.19) ŋă áńãçăľ áĺňŕńĺæĺăńìÄ ŋëå áäěà.

Śńěďáâćĺě 1.3.9 (Śâěŋńĺ). Šěőàěňă ő Ćěàåŋěľ Čàăŋĺæě ĺňěěâ ňěáâő ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋëå áäěà, â.ě. ěáńĺ (h_0; h_1; : : : ; h_n) { h-ćěłâőà áĺňŕńĺæĺăńìŋőľ (n − 1)-áäěàë K^{n−1} á m ćěàèĺŋăňĺ, âő

h_i(K^{n−1}) ⩽

(_{m−n+i−1} i ) ; 0 ⩽ i ⩽

[_n 2 ] : Ďőłăğăâěńìáâćő. Šăł łăł h(K^{n−1}) ïćńïěâáï M-ćěłâőàőň, áãéěáâćãěâ čàăďãĺÄ àőćăŋŋăï ăńčěąàă A = A^0 ⊕ A^2 ⊕ · · · ⊕ A^{2n}, ŕőàőęďěŋŋăï íńěňěŋâăňĺ áâěŕěŋĺ ďćă, âăłăï, çâő dim_k A^{2i} = h_i (âěőàěňă 1.1.18). Ć çăáâŋőáâĺ, dim_k A^2 = h_1 = m − n. Šăł łăł ăńčěąàă A ŕőàőęďěŋă íńěňěŋâăňĺ ĺğ A^2, çĺáńő h_i ŋě ňőęěâ ŕàěćëèăâì çĺáńă ňőÄ ŋőňőć áâěŕěŋĺ i őâ (m − n) ŕěàěňěŋŋëå. Ŕőáńěďŋěě çĺáńő ěáâì ć âőçŋőáâĺ

(_{m−n+i−1} i ) . § 1.4. Čőňőńőčĺçěáłĺě áćőľáâćă łőńěæ čàăŋěľ (łőńěæ Śâěŋńĺ{Řăľáŋěàă).

Ŋăçŋěň á őąğőàă ŋěłőâőàëå ŕőŋïâĺľ čőňőńőčĺçěáłőľ ăńčěąàë. Ć íâőň ŕăàăčàăäě, ěáńĺ ŋě őčőćőàěŋő ŕàőâĺćŋőě, ňőďãńěň ňë ŋăğëćăěň łőŋěçŋőŕőàőęďěŋŋëľ čàăďãĺàőćăŋŋëľ k[v_1; : : : ; v_m]-ňőďãńì, deg v_i = 2.

Łőŋěçŋőľ áćőąőďŋőľ àěğőńìćěŋâőľ ňőďãńï M ŋăğëćăěâáï âőçŋăï ŕőáńěďőćăâěńìÄ ŋőáâì

(14) 0 −→ R^{−h d}−→ R^{−h+1 d}−→ · · · −→ R^{−1 d}−→ R^{0 d}−→ M −→ 0;

čďě R^{−i} { łőŋěçŋőŕőàőęďěŋŋëě áćőąőďŋëě ňőďãńĺ ĺ őâőąàăęěŋĺï d áőåàăŋïîâ čàăďãÄ ĺàőćłã. Ňĺŋĺňăńìŋőě çĺáńő h, ďńï łőâőàőčő áãéěáâćãěâ áćőąőďŋăï àěğőńìćěŋâă (14), ŋăğëćăěâáï čőňőńőčĺçěáłőľ àăğňěàŋőáâìî ňőďãńï M ĺ őąőğŋăçăěâáï hd M. Ć áĺńã

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 25

âěőàěňë Čĺńìąěàâă ő áĺğĺčĺïå ňë ĺňěěň hd M ⩽ m. Řěğőńìćěŋâă (14) őŕàěďěńïěâ áćőąőďŋëľ ąĺčàăďãĺàőćăŋŋëľ ďĺääěàěŋæĺăńìŋëľ ňőďãńì [R; d], čďě R = ⨁ R^{−i;j}, R^{−i;j} := (R^{−i})^j (j-ï čàăďãĺàőćăŋŋăï łőňŕőŋěŋâă áćőąőďŋőčő ňőďãńï R^{−i}). ŁőčőňőÄ ńőčĺĺ ňőďãńï [R; d] àăćŋë ŋãńî ć ŋěŋãńěćëå àăğňěàŋőáâïå, ă H^0[R; d] = M. ŐąàăâÄ ŋő, áćőąőďŋëľ ąĺčàăďãĺàőćăŋŋëľ ďĺääěàěŋæĺăńìŋëľ ňőďãńì [R = ⨁ i;j⩾0 R

−i;j; d :

R^{−i;j} → R^{−i+1;j}] á H^0[R; d] = M ĺ H^{−i}[R; d] = 0 ŕàĺ i ¿ 0 őŕàěďěńïěâ áćőąőďŋãî àěğőńìćěŋâã (14) á R^{−i} := R^{−i;∗} = ⨁ j R^{−i;j}.

Ğăňěçăŋĺě. Ŕő ŕàĺçĺŋăň, ãłăğăŋŋëň ŋĺęě, ňë ŋãňěàãěň çńěŋë áćőąőďŋőľ àěÄ ğőńìćěŋâë ŋěŕőńőęĺâěńìŋëňĺ çĺáńăňĺ, ŕàěćàăéăï ěě ć łőæěŕŋőľ łőňŕńěłá.

Řïď Ŕãăŋłăàě ňőďãńï M ňőęŋő ćëçĺáńĺâì ŕàĺ ŕőňőéĺ ńîąőľ áćőąőďŋőľ àěğőńìÄ ćěŋâë (14).

Šěőàěňă 1.4.1. Ŕãáâì áćőąőďŋëľ k[v_1; : : : ; v_m]-ňőďãńì R^{−i} ć (14) ŕőàőęďěŋ íńěňěŋâăňĺ áâěŕěŋěľ d_{1i}; : : : ; d_{qii}, čďě q_i = rank R^{−i}, i = 1; : : : ; h. Šőčďă

(15) F (M; t) = (1 − t^2)^{−m} h∑ i=0 (−1)^i(t^{d1i} + · · · + t^{dq}i^i ):

Ŕàĺňěà 1.4.2 (ňĺŋĺňăńìŋăï àěğőńìćěŋâă). Ŕő àăğŋëň ŕàĺçĺŋăň çăáâő ąëćăěâ ãďőąŋëň ĺňěâì àěğőńìćěŋâã (14), ć łőâőàőľ łăęďëľ çńěŋ R^{−i} ĺňěěâ ŋăĺňěŋìèĺľ ćőğňőęŋëľ àăŋč. Śńěďãîéěě őŕàěďěńěŋĺě ćğïâő ĺğ àăąőâë Ăďăňáă [2]. Ŕãáâì M, M^′ { ďćă ňőďãńï. Ŕőńőęĺň J (M) = v_1M + v_2M + · · · + v_mM ⊂ M. Őâőąàăęěŋĺě f : M → M^′ ŋăğëćăěâáï ňĺŋĺňăńìŋëň, ěáńĺ Ker f ⊂ J (M). Řěğőńìćěŋâă (14) ŋăğëćăěâáï ňĺŋĺňăńìŋőľ, ěáńĺ ćáě őâőąàăęěŋĺï d ňĺŋĺňăńìŋë. Šőčďă ńěčłő ćĺďěâì, çâő ćáě ňőďãńĺ R^{−i} ĺňěîâ ŋăĺňěŋìèĺľ ćőğňőęŋëľ àăŋč.

Ňĺŋĺňăńìŋăï àěğőńìćěŋâă áâàőĺâáï áńěďãîéĺň őąàăğőň. Ćëąěàěň ćŋăçăńě ňĺŋĺÄ ňăńìŋëľ ŋăąőà őąàăğãîéĺå a_1; : : : ; a_{k0} ňőďãńï M ĺ ćőğìňěň ć łăçěáâćě R^0 áćőąőďŋëľ k[v_1; : : : ; v_m]-ňőďãńì á k_0 őąàăğãîéĺňĺ. Ğăâěň ćëąěàěň ňĺŋĺňăńìŋëľ ŋăąőà őąàăğãÄ îéĺå a_1; : : : ; a_{k1} ć ïďàě ěáâěáâćěŋŋőčő íŕĺňőàäĺğňă R^0 → M ĺ ćőğìňěň ć łăçěáâćě R^{−1} áćőąőďŋëľ k[v_1; : : : ; v_m]-ňőďãńì á k_1 őąàăğãîéĺňĺ, ĺ âăł ďăńěě. Ŋă i-ň èăčě ňë ćëąĺàăěň ňĺŋĺňăńìŋëľ ŋăąőà őąàăğãîéĺå ć ïďàě ãęě ŕőáâàőěŋŋőčő őâőąàăęěŋĺï d: R^{−i+1} → R^{−i+2} ĺ ąěàěň ć łăçěáâćě R^{−i} áćőąőďŋëľ ňőďãńì á áőőâćěâáâćãîéĺňĺ őąàăğãîéĺňĺ. Ğăňěâĺň, çâő ňĺŋĺňăńìŋăï àěğőńìćěŋâă ěďĺŋáâćěŋŋă á âőçŋőáâìî ďő ĺğőňőàäĺğňă.

Ŕàĺňěà 1.4.3 (àěğőńìćěŋâă Łőèãńï). Ŕãáâì M = k. Śâàãłâãàă k[v_1; : : : ; v_m]-ňőďãńï ć k őŕàěďěńïěâáï ŕàĺ ŕőňőéĺ őâőąàăęěŋĺï k[v_1; : : : ; v_m] → k, łőâőàőě ŕěàěćőÄ ďĺâ ćáě őąàăğãîéĺě v_i ć 0. Ŕãáâì ~[u_1; : : : ; u_m] { ćŋěèŋïï ăńčěąàă őâ m ŕěàěňěŋŋëå. Ŕàěćàăâĺň âěŋğőàŋőě ŕàőĺğćěďěŋĺě R = ~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k[v_1; : : : ; v_m] (ğďěáì ĺ ďăńěě ⊗ őąőğŋăçăěâ ⊗_k) ć ďĺääěàěŋæĺăńìŋãî ąĺčàăďãĺàőćăŋŋãî ăńčěąàã, ŕőńăčăï

bideg u_i = (−1; 2); bideg v_i = (0; 2);

du_i = v_i; dv_i = 0;

(16)

ĺ âàěąãï, çâőąë d ïćńïńőáì ďĺääěàěŋæĺàőćăŋĺěň ăńčěąà. Ňőęŋő ŕőłăğăâì (áň. [56; § 7.2]), çâő H^{−i}[R; d] = 0 ŕàĺ i ¿ 0 ĺ H^0[R; d] = k. Šăł łăł ăńčěąàă

26 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ ~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k[v_1; : : : ; v_m] ïćńïěâáï áćőąőďŋëň k[v_1; : : : ; v_m]-ňőďãńěň, őŋă őŕàěďěÄ ńïěâ áćőąőďŋãî àěğőńìćěŋâã ňőďãńï k. İâă àěğőńìćěŋâă ŋăğëćăěâáï àěğőńìćěŋâőľ Łőèãńï. Őŋă ĺňěěâ áńěďãîéĺľ ćĺď:

0 −→ ~^m[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k[v_1; : : : ; v_m] −→ · · ·

· · · −→ ~^1[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k[v_1; : : : ; v_m] −→ k[v_1; : : : ; v_m] −→ k −→ 0; čďě ~^i[u_1; : : : ; u_m] { ŕőďňőďãńì ć ~[u_1; : : : ; u_m], ŕőàőęďěŋŋëľ ňőŋőňăňĺ ďńĺŋë i. ŠăÄ łĺň őąàăğőň, ć őąőğŋăçěŋĺïå (14) ňë ĺňěěň R^{−i} = ~^i[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k[v_1; : : : ; v_m].

Ŕãáâì N { ďàãčőľ ňőďãńì; âőčďă, ŕàĺňěŋïï äãŋłâőà ⊗_{k[v1;:::;vm]}N ł (14), ňë ŕőńãÄ çăěň łőæěŕŋőľ łőňŕńěłá čàăďãĺàőćăŋŋëå ňőďãńěľ 0 −→ R^{−h} ⊗_{k[v1;:::;vm]} N −→ · · · −→ R^0 ⊗_{k[v1;:::;vm]} N −→ 0 ĺ ąĺčàăďãĺàőćăŋŋëľ ďĺääěàěŋæĺăńìŋëľ ňőďãńì [R ⊗ N; d]. Ňőďãńì (−i)-å łőčőňőńőÄ čĺľ ŕőáńěďŋěčő łőæěŕŋőčő łőňŕńěłáă őąőğŋăçăěâáï Tor^{−i}_{k[v1;:::;vm]}(M; N), â.ě.

Tor^{−i}_{k[v1;:::;vm]}(M; N) := H^{−i}[R ⊗_{k[v1;:::;vm]} N; d] = Ker[d : R^{−i} ⊗_{k[v1;:::;vm]} N → R^{−i+1} ⊗_{k[v1;:::;vm]} N] d(R^{−i−1} ⊗_{k[v1;:::;vm]} N) : Šăł łăł R^{−i} ĺ N ïćńïîâáï čàăďãĺàőćăŋŋëňĺ ňőďãńïňĺ, ňë ĺňěěň Tor^{−i}_{k[v1;:::;vm]}(M; N) = ⨁ j Tor^{−i;j}_{k[v1;:::;vm]}(M; N); čďě Tor^{−i;j}_{k[v1;:::;vm]}(M; N) = Ker [ d : (R^{−i} ⊗_{k[v1;:::;vm]} N)^j → (R^{−i+1} ⊗_{k[v1;:::;vm]} N)^j ] d(R^{−i−1} ⊗_{k[v1;:::;vm]} N)^j : Šăłĺň őąàăğőň, ňë ĺňěěň ąĺčàăďãĺàőćăŋŋëľ k[v_1; : : : ; v_m]-ňőďãńì Tor_{k[v1;:::;vm]}(M; N) = ⨁ i;j Tor^{−i;j}_{k[v1;:::;vm]}(M; N):

Ţőàőèő ĺğćěáâŋë áńěďãîéĺě őáŋőćŋëě áćőľáâćă ňőďãńěľ Tor^{−i}_{k[v1;:::;vm]}(M; N) (áň., ŋăŕàĺňěà, [56]).

Ŕàěďńőęěŋĺě 1.4.4. (ă) Ňőďãńì Tor^{−i}_{k[v1;:::;vm]}(M; N) ŋě ğăćĺáĺâ, á âőçŋőáÄ âìî ďő ĺğőňőàäĺğňă, őâ ćëąőàă àěğőńìćěŋâë (14).

(ą) Tor^{−i}_{k[v1;:::;vm]}( · ; N) ĺ Tor^{−i}_{k[v1;:::;vm]}(M; · ) ïćńïîâáï łőćăàĺăŋâŋëňĺ äãŋłÄ âőàăňĺ.

(ć) Tor^0_{k[v1;:::;vm]}(M; N) ∼= M ⊗_{k[v1;:::;vm]} N. (č) Tor^{−i}_{k[v1;:::;vm]}(M; N) ∼= Tor^{−i}_{k[v1;:::;vm]}(N; M).

Ňőęŋő âăłęě őŕàěďěńĺâì A-ňőďãńĺ Tor_A(M; N) ďńï ńîąőľ łőŋěçŋő-ŕőàőęďěŋŋőľ čàăďãĺàőćăŋŋőľ łőňňãâăâĺćŋőľ ăńčěąàë A ĺ (łőŋěçŋőŕőàőęďěŋŋëå čàăďãĺàőćăŋŋëå)

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 27

A-ňőďãńěľ M, N. Ţőâï A-áćőąőďŋăï àěğőńìćěŋâă (14) ňőďãńï M áãéěáâćãěâ ŋě ćáěčÄ ďă, âěň ŋě ňěŋěě, ĺňěěâáï ŕàőěłâĺćŋăï àěğőńìćěŋâă ňőďãńï M, łőâőàăï ŕőğćőńïěâ őŕàěďěńĺâì Tor_A(M; N) âăłĺň ęě őąàăğőň, łăł íâő ďěńăńőáì ćëèě. Ğăňěâĺň, çâő ŕàőěłâĺćŋëě ňőďãńĺ ŋăď ăńčěąàőľ ňŋőčőçńěŋőć ïćńïîâáï áćőąőďŋëňĺ. İâő ãâćěàęÄ ďěŋĺě ąëńő ĺğćěáâŋő łăł ŕàőąńěňă Śěààă ĺ ďőłăğăŋő Łćĺńńěŋőň ĺ Śãáńĺŋëň. Ďńï čàăďãĺàőćăŋŋëå ňőďãńěľ, őďŋăłő, íâőâ äăłâ ďőłăğëćăěâáï ďőáâăâőçŋő ŕàőáâő. Ć ŋăÄ áâőïéěň őąğőàě ňőďãńĺ Tor_A(M; N) ďńï ăńčěąàë A, őâńĺçŋőľ őâ łőńìæă ňŋőčőçńěŋőć, ćáâàěçăîâáï ńĺèì ć §§ 4.1 ĺ 5.3.

Ŕãáâì âěŕěàì K^{n−1} { áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá á m ćěàèĺŋăňĺ, M = k(K) ĺ N = k. Šăł łăł deg v_i = 2, ňë ĺňěěň

Tor_{k[v1;:::;vm]} ( k(K); k ) = m⨁ i;j=0

Tor^{−i;2j}_{k[v1;:::;vm]} ( k(K); k )

(â.ě. ŋěŋãńěćëě íńěňěŋâë ňőďãńï Tor_{k[v1;:::;vm]}(k(K); k) ćáěčďă ĺňěîâ çěâŋãî ćâőÄ àãî čàăďãĺàőćłã). Őŕàěďěńĺň ąĺčàăďãĺàőćăŋŋëě çĺáńă Ąěââĺ łőńìæă k(K) łăł (17) fi^{−i;2j} ( k(K) ) := dim_k Tor^{−i;2j}_{k[v1;:::;vm]} ( k(K); k ) ; 0 ⩽ i; j ⩽ m:

Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő (14) ïćńïěâáï ňĺŋĺňăńìŋőľ áćőąőďŋőľ àěğőńìćěŋâőľ ďńï M = k(K). Šőčďă R^0 ∼= k[v_1; : : : ; v_m] ïćńïěâáï áćőąőďŋëň k[v_1; : : : ; v_m]-ňőďãńěň á őďÄ ŋőľ őąàăğãîéěľ áâěŕěŋĺ 0. Ąăğĺá ňőďãńï R^{−1} (ňĺŋĺňăńìŋëľ ŋăąőà őąàăğãîéĺå ďńï Ker[k[v_1; : : : ; v_m] → k(K)]) áőáâőĺâ ĺğ íńěňěŋâőć v_{i1;:::;ik} , deg v_{i1;:::;ik} = 2k, âăłĺå, çâő {i_1; : : : ; i_k} { ŋěďőáâăîéăï čàăŋì łőňŕńěłáă K. Őâőąàăęěŋĺě d: R^{−1} → R^0 ŕěàěÄ ćőďĺâ v_{i1;:::;ik} ć v_{i1} · · · v_{ik} . Šăł, ćáě őâőąàăęěŋĺï d ć (14) ïćńïîâáï ňĺŋĺňăńìŋëňĺ, ćáě ďĺääěàěŋæĺăńë łőæěŕŋőčő łőňŕńěłáă 0 −→ R^{−h} ⊗_{k[v1;:::;vm]} k −→ · · · −→ R^0 ⊗_{k[v1;:::;vm]} k −→ 0 ïćńïîâáï âàĺćĺăńìŋëňĺ. Šăłĺň őąàăğőň, ďńï ňĺŋĺňăńìŋőľ àěğőńìćěŋâë łőńìæă k(K) ĺňěěâ ňěáâő

Tor^{−i}_{k[v1;:::;vm]} ( k(K); k ) ∼ = R^{−i} ⊗_{k[v1;:::;vm]} k;

(18)

fi^{−i;2j} ( k(K) ) = rank R^{−i;2j} (= dim_{k[v1;:::;vm]} R^{−i;2j}):

Ůĺáńă Ąěââĺ fi^{−i;2j}(k(K)) ïćńïîâáï ćăęŋëňĺ łőňąĺŋăâőàŋëňĺ ĺŋćăàĺăŋâăňĺ áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K. Řïď àěğãńìâăâőć őą íâĺå çĺáńăå ŕőńãçěŋ ć [82]. Śńěďãîéĺľ ćăęŋëľ àěğãńìâăâ, ŕőńãçěŋŋëľ łőňąĺŋăâőàŋëňĺ ňěâőďăňĺ, áćőďĺâ ćëÄ çĺáńěŋĺě çĺáěń fi^{−i;2j}(k(K)) ł ćëçĺáńěŋĺî čőňőńőčĺľ ŕőďłőňŕńěłáőć łőňŕńěłáă K.

Šěőàěňă 1.4.5 (Ţőåáâěà [46]). Řïď Ŕãăŋłăàě ňőďãńï Tor^{−i}_{k[v1;:::;vm]}(k(K); k) ňőÄ ęěâ ąëâì ćëçĺáńěŋ ŕàĺ ŕőňőéĺ áńěďãîéěľ äőàňãńë: ∑ j fi^{−i;2j} ( k(K) ) t^{2j} = ∑ I⊂[m] ( dim_k ~H_{#I−i−1}(K_I ) ) t^{2(#I)};

čďě K_I { ŕőďłőňŕńěłá ć K, áőáâőïéĺľ ĺğ áĺňŕńěłáőć á ćěàèĺŋăňĺ ć I.

Ğăňěâĺň, çâő ćëçĺáńěŋĺï á ĺáŕőńìğőćăŋĺěň íâőľ âěőàěňë áâăŋőćïâáï őçěŋì čàőÄ ňőğďłĺňĺ ďăęě ďńï ňăńëå K. Ć čńăćě 4 ňë ŕőłăğëćăěň, çâő çĺáńă fi^{−i;2j}(k(K)) àăćÄ ŋë ąĺčàăďãĺàőćăŋŋëň çĺáńăň Ąěââĺ ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáă Z_K , ăááőæĺĺàőćăŋŋőčő á áĺňŕńĺæĺăńìŋëň łőňŕńěłáőň K. İâő ďăěâ ăńìâěàŋăâĺćŋëľ, âőŕőńőčĺçěáłĺľ, áŕőáőą ćëçĺáńěŋĺï çĺáěń fi^{−i;2j}(k(K)).

Šěŕěàì àăááňőâàĺň àěğőńìćěŋâã Łőèãńï (ŕàĺňěà 1.4.3).

28 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Ńěňňă 1.4.6. Ďńï ńîąőčő ňőďãńï M ĺňěěň

Tor_{k[v1;:::;vm]}(M; k) ∼= H [ ~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ M; d ] ; čďě H[~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ M; d] { łőčőňőńőčĺĺ ąĺčàăďãĺàőćăŋŋőčő ďĺääěàěŋæĺăńìŋőčő ňőďãńï ~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ M, ă d őŕàěďěńïěâáï, łăł ć (16).

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ĺáŕőńìğãï ć őŕàěďěńěŋĺĺ ňőďãńï Tor_{k[v1;:::;vm]}(k; M) àěğőńìÄ ćěŋâã Łőèãńï [~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k[v_1; : : : ; v_m]; d], ňë ŋăåőďĺň

Tor_{k[v1;:::;vm]}(M; k) ∼= Tor_{k[v1;:::;vm]}(k; M) = H [ ~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k[v_1; : : : ; v_m] ⊗_{k[v1;:::;vm]} M ] ∼= H[~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ M]:

Ŕàěďŕőńőęĺň âěŕěàì, çâő k[v_1; : : : ; v_m]-ňőďãńì M ïćńïěâáï k-ăńčěąàőľ. Šőčďă łőÄ čőňőńőčĺĺ ăńčěąàë [~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ M; d] âăłęě ïćńïîâáï ăńčěąàőľ. Ńěňňă 1.4.6 ŕőğćőńïěâ áŋăąďĺâì ňőďãńì Tor_{k[v1;:::;vm]}(M; k) łăŋőŋĺçěáłőľ áâàãłâãàőľ łőŋěçŋőÄ ňěàŋőľ ąĺčàăďãĺàőćăŋŋőľ k-ăńčěąàë. Ňë ąãďěň ŋăğëćăâì íâã ăńčěąàã Tor-ăńčěąàőľ ăńčěąàë M. Tor-ăńčěąàőľ áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K ŋăğëćăěâáï Tor-ăńčěąàă ěčő łőńìæă čàăŋěľ k(K).

Ğăňěçăŋĺě. Ć őąéěň áńãçăě, łőčďă N ≠ k, ňőďãńĺ Tor_{k[v1;:::;vm]}(M; N) ŋě ĺňěîâ łăŋőŋĺçěáłőľ áâàãłâãàë ăńčěąàë, ďăęě ěáńĺ ĺ M ĺ N ïćńïîâáï ăńčěąàăňĺ.

Łőŋáâàãłæĺï 1.4.7 (ňãńìâĺčàăďãĺàőćăŋŋăï áâàãłâãàă ć Tor-ăńčěąàě). Ććěďěň ć łőńìæě ňŋőčőçńěŋőć k[v_1; : : : ; v_m] ňãńìâĺčàăďãĺàőćłã (âőçŋěě, N^m -čàăďãĺàőćłã), ŕőńăčăï mdeg v_i = (0; : : : ; 0; 2; 0; : : : ; 0), čďě 2 áâőĺâ ŋă i-ň ňěáâě. Ŕàĺ íâőň ňőŋőň v^{i1}_1 · · · v^{im}_m ŕàĺőąàěâăěâ ňãńìâĺáâěŕěŋì (2i_1; : : : ; 2i_m). Ŕãáâì ăńčěąàă M ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ äăłâőà-łőńìæő łőńìæă ňŋőčőçńěŋőć ŕő ňőŋőňĺăńìŋőňã ĺďěăńã. Šőčďă ććěďěŋÄ ŋăï ćëèě ňãńìâĺčàăďãĺàőćłă ĺŋďãæĺàãěâ ňãńìâĺčàăďãĺàőćłã ć ăńčěąàě M, ă âăłÄ ęě ćő ćáěå çńěŋăå àěğőńìćěŋâë (14). Ňë ňőęěň ŕàěďŕőńăčăâì, çâő ďĺääěàěŋæĺăńë ć àěğőńìćěŋâě áőåàăŋïîâ ňãńìâĺáâěŕěŋĺ. Śńěďőćăâěńìŋő, ňőďãńĺ Tor_{k[v1;:::;vm]}(M; N) ďńï âăłĺå ăńčěąà ĺňěîâ łăŋőŋĺçěáłãî N ⊕ N^m -čàăďãĺàőćłã, â.ě.

Tor_{k[v1;:::;vm]}(M; k) = ⨁ i⩾0; j∈Nm Tor^{−i;j}_{k[v1;:::;vm]}(M; k):

Šăłĺň őąàăğőň, Tor-ăńčěąàă łőňŕńěłáă K ŕàĺőąàěâăěâ N ⊕ N^m -čàăďãĺàőćłã.

Ğăňěçăŋĺě. Ć áőőâćěâáâćĺĺ á ŋăèĺň áőčńăèěŋĺěň ŕěàćăï čàăďãĺàőćłă ć Tor-ăń-čěąàě ćáěčďă ŋěŕőńőęĺâěńìŋă (ŋăŕőňŋĺň, çâő ňë ğăŋãňěàőćăńĺ çńěŋë àěğőńìćěŋÄ âë Łőèãńï ŋěŕőńőęĺâěńìŋëňĺ çĺáńăňĺ). Ć íâĺå őąőğŋăçěŋĺïå łőňŕńěłá Łőèãńï [M ⊗ ~[u_1; : : : ; u_m]; d] áâăŋőćĺâáï łőæěŕŋëň łőňŕńěłáőň, ĺ Tor_{k[v1;:::;vm]}(M; k) ěáâì ěčő łőčőňőńőčĺĺ, ă ŋě čőňőńőčĺĺ, łăł őąëçŋő ŕàĺŋïâő. İâő áâăŋďăàâŋëľ ŕàĺěň, ĺáÄ ŕőńìğãěňëľ ďńï ŕàĺňěŋěŋĺï áŕěłâàăńìŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ İľńěŋąěàčă{Ňãàă, áň. § 4.1. İâő âăłęě őąêïáŋïěâ, ŕőçěňã ňë ŕĺèěň Tor^{∗;∗}_{k[v1;:::;vm]}(M; k) ćňěáâő őąëçŋőÄ

čő Tor^{k[v1;:::;vm]}

∗;∗ (M; k).

Ćěàåŋïï čàăŋĺæă hd M ⩽ m ĺğ âěőàěňë Čĺńìąěàâă ő áĺğĺčĺïå ňőęěâ ąëâì ğăňěŋěŋă áńěďãîéĺň ąőńěě âőçŋëň àěğãńìâăâőň.

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 29

Šěőàěňă 1.4.8 (Ăãáńěŋďěà, Ąãłáąăãň). hd M = m − depth M.

Ďăńěě ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ăńčěąàă M ŕőàőęďěŋă íńěňěŋâăňĺ áâěŕěŋĺ ďćă ĺ áâàãłâãàă k[v_1; : : : ; v_m]-ňőďãńï ŋă M ğăďăěâáï ŕàĺ ŕőňőéĺ ŋěłőâőàőčő íŕĺňőàäĺğňă p: k[v_1; : : : ; v_m] → M (íâő ćáěčďă ćëŕőńŋěŋő, ěáńĺ M = k(K) ďńï ŋěłőâőàőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K). Ŕãáâì `_1; : : : ; `_k { àěčãńïàŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì íńěňěŋâőć áâěŕěŋĺ ďćă ć M. Ŕőńőęĺň J := (`_1; : : : ; `_k) ⊂ M (ĺďěăń, ŕőàőęďěŋŋëľ íńěňěŋâăňĺ `_1; : : : ; `_k). Ćëąěàěň íńěňěŋâë t_i ∈ k[v_1; : : : ; v_m] áâěŕěŋĺ ďćă âăłĺě, çâő p(t_i) = `_i, i = 1; : : : ; k. Ĺďěăń ć k[v_1; : : : ; v_m], ŕőàőęďěŋŋëľ íńěňěŋâăňĺ t_1; : : : ; t_k, âăłęě ąãďěâ őąőğŋăçăâìáï J . Šőčďă k[v_1; : : : ; v_m]=J ∼= k[w_1; : : : ; w_{m−k}]. Ŕàĺ íâĺå ŕàěďŕőńőęěŋĺïå ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéăï ńěňňă ő àěďãłæĺĺ.

Ńěňňă 1.4.9. Ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéĺľ ĺğőňőàäĺğň ăńčěąà:

Tor_{k[v1;:::;vm]}(M; k) = Tor_{k[v1;:::;vm]=J} (M=J ; k):

Ďńï ďőłăğăâěńìáâćă ńěňňë ŋăň ŕőŋăďőąĺâáï áńěďãîéĺľ äăłâ ĺğ čőňőńőčĺçěáłőľ ăńčěąàë.

Šěőàěňă 1.4.10 [28; á. 349]. Ŕãáâì ~ { ăńčěąàă, ` { ěě ŕőďăńčěąàă ĺ ˙ = ~=` { äăłâőà-ăńčěąàă. Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő ~ ïćńïěâáï áćőąőďŋëň `-ňőďãńěň ĺ ďăŋë ŋěłőâőàëě ˙-ňőďãńì A ĺ ~-ňőďãńì C. Šőčďă áãéěáâćãěâ áŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěÄ ďőćăâěńìŋőáâì {E_r; d_r} âăłăï, çâő

E_r ⇒ Tor_~(A; C); E_2 = Tor_˙ ( A; Tor_`(C; k) ) :

Ďőłăğăâěńìáâćő ńěňňë 1.4.9. Ŕőńőęĺň ~ = k[v_1; : : : ; v_m], ` = k[t_1; : : : ; t_k], A = k, C = M. Šőčďă ~ ěáâì áćőąőďŋëľ `-ňőďãńì ĺ ˙ = ~=` = k[v_1; : : : ; v_m]=J . Šăłĺň őąàăğőň, áőčńăáŋő âěőàěňě 1.4.10 ňë ĺňěěň áŕěłâàăńìŋãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì

E_r ⇒ Tor_{k[v1;:::;vm]}(M; k); E_2 = Tor_˙ ( Tor_`(M; k); k ) : Šăł łăł `_1; : : : ; `_k { àěčãńïàŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì, M ïćńïěâáï áćőąőďŋëň `-ňőďãńěň. Śńěďőćăâěńìŋő,

Tor_`(M; k) = M ⊗_` k = M=J ĺ Tor^q_`(M; k) = 0 ŕàĺ q ≠ 0:

Őâáîďă ćëâěłăěâ, çâő E^{p;q}_2 = 0 ŕàĺ q ≠ 0. Šăłĺň őąàăğőň, áŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěďőćăÄ âěńìŋőáâì ćëàőęďăěâáï ć çńěŋě E_2, ĺ

Tor_{k[v1;:::;vm]}(M; k) = Tor_˙ ( Tor_`(M; k); k ) = Tor_{k[v1;:::;vm]=J} (M=J ; k);

çâő ğăćěàèăěâ ďőłăğăâěńìáâćő.

Ĺğ ńěňňë 1.4.9 ćëâěłăěâ, çâő ěáńĺ M ïćńïěâáï ăńčěąàőľ Łőíŋă{Ňăłőńěï àăğňěàÄ ŋőáâĺ Łàãńńï n, âő depth M = n, hd M = m − n ĺ Tor^{−i}_{k[v1;:::;vm]}(M; k) = 0 ŕàĺ i ¿ m − n.

30 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Őŕàěďěńěŋĺě 1.4.11. Ŕãáâì k[v_1; : : : ; v_m]-ňőďãńì M ïćńïěâáï ăńčěąàőľ Łőíŋă{

Ňăłőńěï àăğňěàŋőáâĺ Łàãńńï n. Šőčďă M ŋăğëćăěâáï čőàěŋèâěľŋőćőľ ăńčěąàőľ,

ěáńĺ Tor^{−(m−n)}

k[v1;:::;vm](M; k)

∼= k.

Śńěďãï Śâěŋńĺ [82], ňë ŋăğëćăěň áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá K čőàěŋèâěľŋőćëň,

ěáńĺ k(K) ïćńïěâáï čőàěŋèâěľŋőćőľ ăńčěąàőľ. Ďăńěě, K ŋăğëćăěâáï čőàěŋèâěľŋőÄ

ćëň*, ěáńĺ k(K) ïćńïěâáï čőàěŋèâěľŋőćőľ ăńčěąàőľ ĺ K = core K (áň. § 1.2). ŚńěďãÄ

îéăï âěőàěňă ďăěâ łőňąĺŋăâőàŋőě őŕĺáăŋĺě čőàěŋèâěľŋőćëå* áĺňŕńĺæĺăńìŋëå łőňŕÄ

ńěłáőć.

Šěőàěňă 1.4.12 [82; § II.5]. Śĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá K ïćńïěâáï čőàěŋèâěľÄ

ŋőćëň* ŋăď k âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ďńï ńîąőčő áĺňŕńěłáă I ∈ K (ćłńîçăï

I = ∅) ŕőďłőňŕńěłá link I ĺňěěâ čőňőńőčĺĺ łăł ã áäěàë àăğňěàŋőáâĺ dim(link I).

Ć çăáâŋőáâĺ, áĺňŕńĺæĺăńìŋëě áäěàë ĺ áĺňŕńĺæĺăńìŋëě čőňőńőčĺçěáłĺě áäěàë

(áĺňŕńĺæĺăńìŋëě ňŋőčőőąàăğĺï, ĺňěîéĺě čőňőńőčĺĺ łăł ã áäěàë) ïćńïîâáï čőÄ

àěŋèâěľŋőćëňĺ* łőňŕńěłáăňĺ. Ğăňěâĺň, őďŋăłő, çâő čőàěŋèâěľŋőć* łőňŕńěłá ŋě

őąïğăâěńìŋő ïćńïěâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋëň ňŋőčőőąàăğĺěň (ńĺŋłĺ ćěàèĺŋ ŋě őąïğăâěńìŋő

őďŋőáćïğŋë, áàăćŋĺâě á âěőàěňőľ 1.2.11).

Šěőàěňă 1.4.13 [82; § II.5]. Ŕãáâì K^{n−1} { čőàěŋèâěľŋőć* łőňŕńěłá. Šőčďă

ďńï àïďőć Ŕãăŋłăàě ňőďãńěľ Tor^{−i}_{k[v1;:::;vm]}(k(K); k), 0 ⩽ i ⩽ m − n, ĺňěîâ ňěáâő

âőęďěáâćă F ( Tor^{−i}_{k[v1;:::;vm]} ( k(K); k ) ; t ) = t^{2m}F ( Tor^{−(m−n)+i}

k[v1;:::;vm] ( k(K); k ) ;^1_t ) : Śńěďáâćĺě 1.4.14. Ěáńĺ K^{n−1} { čőàěŋèâěľŋőć* łőňŕńěłá, âő F ( k(K); t ) = (−1)^nF ( k(K);^1_t ) : Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕàĺňěŋĺň âěőàěňã 1.4.1 ł ňĺŋĺňăńìŋőľ àěğőńìćěŋâě ăńčěąÄ

àë k(K). Łăł ćëâěłăěâ ĺğ (18), áńăčăěňëě ć ŕàăćőľ çăáâĺ äőàňãńë (15) áãâì ć âőçÄ

ŋőáâĺ F ( Tor^{−i}_{k[v1;:::;vm]}(k(K); k); t ) , i = 0; : : : ; m − n. Šăłĺň őąàăğőň,

F ( k(K); t ) = (1 − t^2)^{−m} m−n∑ i=0 (−1)^iF ( Tor^{−i}_{k[v1;:::;vm]} ( k(K); k ) ; t ) : Ĺáŕőńìğãï âěőàěňã 1.4.13, ňë ŕőńãçăěň

F ( k(K); t ) = (1 − t^2)^{−m} m−n∑ i=0 (−1)^it^{2m}F ( Tor^{−(m−n)+i}

k[v1;:::;vm] ( k(K); k ) ;^1_t )

= ( 1 − (^1_t )^2 )_{−m} (−1)^m m−n∑ j=0 (−1)^{m−n−j}F ( Tor^{−j}_{k[v1;:::;vm]} ( k(K); k ) ;^1_t )

= (−1)^nF ( k(K);^1_t ) :

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 31

Śńěďáâćĺě 1.4.15. Śőőâŋőèěŋĺï Ďěŋă{Śőňňěàćĺńńï h_i = h_{n−i}, 0 ⩽ i ⩽ n, ĺňěîâ ňěáâő ďńï ńîąőčő čőàěŋèâěľŋőćă* łőňŕńěłáă K^{n−1} (ć çăáâŋőáâĺ, ďńï ńîąőľ áĺňŕńĺæĺăńìŋőľ áäěàë).

Ďőłăğăâěńìáâćő. İâő ćëâěłăěâ ĺğ ńěňňë 1.3.3 ĺ áńěďáâćĺï 1.4.14.

Łăł ąëńő őâňěçěŋő Śâěŋńĺ ć [81], čőàěŋèâěľŋőćë* łőňŕńěłáë ïćńïîâáï ŋăĺąőńěě őąéĺňĺ őąêěłâăňĺ, ŕàĺčőďŋëňĺ ďńï őąőąéěŋĺï g-âěőàěňë (łăł ňë őâňěçăńĺ, ňŋőčőÄ čàăŋŋëě áäěàë, P L-áäěàë, áĺňŕńĺæĺăńìŋëě áäěàë ĺ áĺňŕńĺæĺăńìŋëě čőňőńőčĺçěáÄ łĺě áäěàë ïćńïîâáï çăáâŋëňĺ áńãçăïňĺ čőàěŋèâěľŋőćëå* łőňŕńěłáőć).

Śőőâŋőèěŋĺï Ďěŋă{Śőňňěàćĺńńï ďőŕãáłăîâ őąőąéěŋĺě ďăęě ŋă ąőńěě èĺàőłĺľ łńăáá őąêěłâőć, çěň čőàěŋèâěľŋőćë* łőňŕńěłáë. Ć àăąőâě [52] Łńĺ ŕőńãçĺń áőőâÄ ŋőèěŋĺï Ďěŋă{Śőňňěàćĺńńï ć ćĺďě (10) ć ąőńěě őąéěň łőŋâěłáâě íľńěàőćëå ňŋőčőÄ őąàăğĺľ. Ć çăáâŋőáâĺ, őâáîďă ćëâěłăěâ, çâő ãàăćŋěŋĺï (10) (ğă ĺáłńîçěŋĺěň k = 0) ĺňěîâ ňěáâő ďńï ŕàőĺğćőńìŋőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő ňŋőčőőąàăğĺï K àăğňěàŋőáâĺ n−1 (ć áńãçăě k = 0 ãàăćŋěŋĺě (10) ćëàăęăěâ âőâ äăłâ, çâő Ø(K^{n−1}) = Ø(S^{n−1})). ĂŋăÄ ńőčĺ áőőâŋőèěŋĺľ (10) ąëńĺ ŕőńãçěŋë Ąăľěàőň ĺ Ąĺńńěàőľ ć [12] (ďńï íľńěàőćëå çăáâĺçŋő ãŕőàïďőçěŋŋëå ňŋőęěáâć) ĺ Ůěŋőň ĺ §ŋőň [30] (ďńï ŕàőĺğćőńìŋëå ŕőÄ ńĺíďàőć).

Ć § 4.5 ňë ŕőńãçăěň (âőŕőńőčĺçěáłĺňĺ ňěâőďăňĺ) áőőâŋőèěŋĺï Ďěŋă{ŚőňňěàćĺńÄ ńï ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋëå ňŋőčőőąàăğĺľ ć ćĺďě:

h_{n−i} − h_i = (−1)^i ( Ø(K^{n−1}) − Ø(S^{n−1}) )(_n i ) ; i = 0; 1; : : : ; n;

čďě Ø(K^{n−1}) = f_0 − f_1 + · · · + (−1)^{n−1}f_{n−1} = 1 + (−1)^{n−1}h_n { íľńěàőćă åăàăłÄ âěàĺáâĺłă łőňŕńěłáă K^{n−1}, ă Ø(S^{n−1}) = 1 + (−1)^{n−1} { íľńěàőćă åăàăłâěàĺáâĺłă áäěàë. Ğăňěâĺň, çâő ěáńĺ K ïćńïěâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋőľ áäěàőľ ĺńĺ ĺňěěâ ŋěçěâŋãî àăğňěàŋőáâì, âő ŕőńãçěŋŋëě áőőâŋőèěŋĺï ŕàĺŋĺňăîâ łńăááĺçěáłĺľ ćĺď h_{n−i} = h_i.

§ 1.5. Łãąĺçěáłĺě łőňŕńěłáë ĺ łãąĺçěáłĺě őâőąàăęěŋĺï. Őŕàěďěńĺň qňěàŋëľ łőňąĺŋăâőàŋő-čěőňěâàĺçěáłĺľ łãą łăł ňŋőčőčàăŋŋĺł, łőňąĺŋăâőàŋő íłćĺÄ ćăńěŋâŋëľ ěďĺŋĺçŋőňã q-łãąã (3). Ć íâőň ŕăàăčàăäě ŕőď łãąăňĺ ňë ŕőďàăğãňěćăěň łőňąĺŋăâőàŋő-čěőňěâàĺçěáłĺě łãąë.

Őŕàěďěńěŋĺě 1.5.1. Łãąĺçěáłĺľ łőňŕńěłá { íâő ŕőďňŋőęěáâćő C ⊂ R^n , ŕàěďÄ áâăćńěŋŋőě ć ćĺďě őąêěďĺŋěŋĺï łãąőć ńîąëå àăğňěàŋőáâěľ âăłĺň őąàăğőň, çâő ŕěàěÄ áěçěŋĺě ńîąëå ďćãå łãąőć ïćńïěâáï čàăŋìî łăęďőčő ĺğ ŋĺå.

Ğăňěçăŋĺě. Ŕàěďëďãéěě őŕàěďěńěŋĺě łãąĺçěáłőčő łőňŕńěłáă ăŋăńőčĺçŋő őŕàěÄ ďěńěŋĺî 1.2.2 čěőňěâàĺçěáłőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă. Ňőęŋő âăłęě őŕàěďěÄ ńĺâì ăąáâàăłâŋëľ łãąĺçěáłĺľ łőňŕńěłá, őďŋăłő íâő őŕàěďěńěŋĺě ąőńěě âőŋłő (ĺ ŋăň őŋő ŋě ŕőâàěąãěâáï).

Čàăŋìî łãąĺçěáłőčő łőňŕńěłáă C ŋăğëćăěâáï ńîąăï čàăŋì łãąă ĺğ C. ŘăğňěàÄ ŋőáâì łőňŕńěłáă C ěáâì ňăłáĺňăńìŋăï àăğňěàŋőáâì ěčő čàăŋěľ. Ďńï łãąĺçěáłőčő łőňŕńěłáă C ěáâěáâćěŋŋëň őąàăğőň ććőďĺâáï ŕőŋïâĺě f-ćěłâőàă (f_i ěáâì çĺáńő i-čàăŋěľ). Ŋěłőâőàëě ŕàőąńěňë, áćïğăŋŋëě á f-ćěłâőàăňĺ łãąĺçěáłĺå łőňŕńěłáőć, ŕàĺćěďěŋë ć [83].

32 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Őçěćĺďŋő, áâăŋďăàâŋëľ łãą I^q (ćňěáâě áő ćáěňĺ áćőĺňĺ čàăŋïňĺ) ïćńïěâáï q-ňěà-ŋëň łãąĺçěáłĺň łőňŕńěłáőň, łőâőàëľ ňë âăłęě ąãďěň őąőğŋăçăâì I^q. Ńîąăï čàăŋì I^q ĺňěěâ ćĺď

(19) C_{I⊂J} = { (y_1; : : : ; y_q) ∈ I^q : y_i = 0 ŕàĺ i ∈ I; y_i = 1 ŕàĺ i =∈ J } ; čďě I ⊂ J { ďćă (ćőğňőęŋő ŕãáâëå) ŕőďňŋőęěáâćă ć [q]. Ňë âăłęě ććěďěň őąőğŋăçěŋĺě C_J := C_{∅⊂J} .

Ć őâńĺçĺě őâ áĺňŕńĺæĺăńìŋëå łőňŕńěłáőć (łőâőàëě ćáěčďă ïćńïîâáï ŕőďłőňŕńěłÄ áăňĺ áĺňŕńěłáă), ŋě ńîąőľ łãąĺçěáłĺľ łőňŕńěłá ňőęěâ ąëâì àěăńĺğőćăŋ łăł ŕőďÄ łőňŕńěłá ć ŋěłőâőàőň I^q. Őďĺŋ ĺğ ŕàĺňěàőć łãąĺçěáłőčő łőňŕńěłáă, ŋě ćńőęĺňőčő ć łăçěáâćě ŕőďłőňŕńěłáă ŋĺ ć łăłőľ łãą I^q, ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 1. Ąőńěě âőčő, íâőâ łőňŕÄ ńěłá ŋě ćńőęĺň ć áâăŋďăàâŋãî łãąĺçěáłãî àěèěâłã ć R^q (ŋĺ ďńï łăłőčő q). Ăćâőàë ąńăčőďăàŋë Ň. Ĺ. Ÿâőčàĺŋã ğă íâőâ ŕàĺňěà.

Řĺá. 1. Łãąĺçěáłĺľ łőňŕńěłá, ŋě ćńőęĺňëľ ć łãąĺçěáłãî àěèěâłã

Ćëďěńĺň áńěďãîéãî ŕàőąńěňã.

Ŕàőąńěňă 1.5.2 (Ś. Ŕ. Ŋőćĺłőć). Őåăàăłâěàĺğőćăâì k-ňěàŋëě łãąĺçěáłĺě łőňŕńěłáë C (ć őáőąěŋŋőáâĺ âě ĺğ ŋĺå , łőâőàëě ïćńïîâáï ňŋőčőőąàăğĺÄ ïňĺ), ďőŕãáłăîéĺě

(ă) (łãąĺçěáłőě) ćńőęěŋĺě ć áâăŋďăàâŋãî łãąĺçěáłãî àěèěâłã ć R^q ; (ą) őâőąàăęěŋĺě ć áâăŋďăàâŋãî łãąĺçěáłãî àěèěâłã ć R^q , őčàăŋĺçěŋĺě łőâőàőčő ŋă łăęďëľ k-ňěàŋëľ łãą őâőęďěáâćńïěâ ěčő á ŋěłőâőàőľ k-čàăŋìî àěèěâłĺ.

Ć áńãçăě, łőčďă C čőňěőňőàäŋő S^2, íâă ŕàőąńěňă àěèěŋă ć àăąőâě [37]. ŔàőąńěÄ ňă 1.5.2 ïćĺńăáì àăğćĺâĺěň áńěďãîéěľ ŕàőąńěňë, ŕàĺćěďěŋŋőľ ć [37].

Ŕàőąńěňă 1.5.3 (Ś. Ŕ. Ŋőćĺłőć). Ŕãáâì ğăďăŋ ŋěłőâőàëľ ďćãňěàŋëľ łãąĺçěáÄ łĺľ æĺłń ff ŕő ňőďãńî 2 ć áâăŋďăàâŋőľ łãąĺçěáłőľ àěèěâłě ŕàőáâàăŋáâćă R^3 . Őŕĺáăâì őâőąàăęěŋĺï łãąĺçěáłĺå àăğąĺěŋĺľ ďćãňěàŋëå ŕőćěàåŋőáâěľ ŋă æĺłń ff, ŕàĺ łőâőàëå ŋĺłăłĺě ďćă àăğńĺçŋëå łćăďàăâă ŋě őâőąàăęăîâáï ŋă őďĺŋ łćăďÄ àăâ æĺłńă.

Łăł áőőąéĺń ăćâőàăň Ś. Ŕ. Ŋőćĺłőć, ŕàőąńěňă 1.5.3 ćőğŋĺłńă ć åőďě ěčő áőćňěáâŋëå őąáãęďěŋĺľ á ĺğćěáâŋëň äĺğĺłőň Ă. Ň. Ŕőńïłőćëň âàěåňěàŋőľ ňőďěńĺ Ĺğĺŋčă.

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 33

2 ŞŇŊ, â. 55, ćëŕ. 5

Ďăńěě ňë ććőďĺň áŕěæĺăńìŋëě łãąĺçěáłĺě łőňŕńěłáë, łőâőàëě ąãďãâ ĺčàăâì łńîÄ çěćãî àőńì ć ŋăèěľ âěőàĺĺ ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáőć. Łăęďëľ ĺğ íâĺå łãąĺçěáłĺå łőňŕńěłáőć ďőŕãáłăěâ łăŋőŋĺçěáłőě łãąĺçěáłőě ćńőęěŋĺě ć áâăŋďăàâŋëľ łãą. ŐąàăÄ âĺň ćŋĺňăŋĺě, çâő ğăďăçĺ ő ćńőęěŋĺïå ć áâăŋďăàâŋãî łãąĺçěáłãî àěèěâłã ĺ áâăŋÄ ďăàâŋëľ łãą âěáŋő áćïğăŋë. Ŋăŕàĺňěà, łăł ŕőłăğăŋő ć [37], ěáńĺ łãąĺçěáłőě àăğąĺěÄ ŋĺě ďćãňěàŋőľ ŕőćěàåŋőáâĺ ćłńăďëćăěâáï ć áâăŋďăàâŋãî łãąĺçěáłãî àěèěâłã ć R^q , âő őŋő âăłęě ďőŕãáłăěâ łãąĺçěáłőě ćńőęěŋĺě ć I^q.

Łőŋáâàãłæĺï 1.5.4 (łăŋőŋĺçěáłőě áĺňŕńĺæĺăńìŋőě àăğąĺěŋĺě łãąă I^m). Ŕãáâì ´^{m−1} { áĺňŕńěłá ŋă ňŋőęěáâćě [m], â.ě. ´^{m−1} ěáâì ŋăąőà ćáěå ŕőďňŋőęěáâć [m]. Ŕőáâăćĺň ć áőőâćěâáâćĺě łăęďőňã ŕőďňŋőęěáâćã I = {i_1; : : : ; i_k} ⊂ [m] ćěàèĺŋã v_I := C_{I⊂I} łãąă I^m. Šăłĺň őąàăğőň, v_I = (”_1; : : : ; ”_m), čďě ”_i = 0, ěáńĺ i ∈ I, ĺ ”_i = 1 ĺŋăçě. Řăááňăâàĺćăï ŕőďňŋőęěáâćő I łăł ŋěłőâőàãî ćěàèĺŋã ąăàĺæěŋâàĺçěáłőčő ŕőďàăğďěńěŋĺï áĺňŕńěłáă ´^{m−1}, ňë ňőęěň ŕàőďőńęĺâì ŋăèě áőőâćěâáâćĺě I → v_I ďő łãáőçŋő-ńĺŋěľŋőčő ćńőęěŋĺï i_c ŕőńĺíďàă | bs(´^{m−1})| ć (čàăŋĺçŋëľ łőňŕńěłá łãąă) I^m. Ŕàĺ íâőň ćńőęěŋĺĺ ćěàèĺŋë ŕőńĺíďàă |´^{m−1}| ŕěàěåőďïâ ć ćěàèĺŋë (1; : : : ; 1; 0; 1; : : : ; 1) ∈ I^m, ć âő ćàěňï łăł ąăàĺæěŋâà áĺňŕńěłáă |´^{m−1}| őâőąàăęăěâáï ć ćěàèĺŋã (0; : : : ; 0) ∈ I^m. Őąàăğ i_c(| bs(´^{m−1})|) ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ őąêěďĺŋěŋĺě m čĺŕěàčàăŋěľ łãąă I^m, áåőďïéĺåáï ć ćěàèĺŋě (0; : : : ; 0). Ďńï ńîąőľ ŕăàë I ⊂ J ŋěŕãáâëå ćńőęěŋŋëå ŕőďňŋőęěáâć ňŋőęěáâćă [m] ćáě áĺňŕńěłáë łőňŕńěłáă bs(´^{m−1}) ćĺďă I = I_1 ⊂ I_2 ⊂ · · · ⊂ I_k = J őâőąàăęăîâáï ŋă őďŋã ĺ âã ęě čàăŋì C_{I⊂J} ⊂ I^m (áň. (19)). Őâőąàăęěŋĺě i_c : | bs(´^{m−1})| → I^m ňőęŋő ŕàőďőńęĺâì ŋă | cone(bs(´^{m−1}))|, ŕěàěćőďï ćěàèĺŋã łőŋãáă ć (1; : : : ; 1) ∈ I^m. Ŕőńãçăěňőě őâőąàăęěŋĺě őąőğŋăçĺň cone(i_c). Ěčő őąàăğ ěáâì ćěáì łãą I^m. Śńěďőćăâěńìŋő, cone(i_c): | cone(bs(´^{m−1}))| → I^m ïćńïěâáï P L-čőňěőňőàäĺğňőň, ńĺŋěľŋëň ŋă áĺňŕńěłáăå ŕőńĺíďàă | cone(bs(´^{m−1}))|. İâő őŕàěďěńïěâ łăŋőŋĺçěáłãî âàĺăŋčãńïæĺî łãąă I^m. Šăłĺň őąàăğőň, łăŋőŋĺçěáłăï âàĺăŋčãńïæĺï łãąă I^m ŕőńãçăěâáï ŕàĺ őâőęďěáâćńěŋĺĺ ěčő á łőŋãáőň ŋăď ąăàĺæěŋâàĺçěáłĺň ŕőďàăğďěńěŋĺěň áĺňŕńěłáă ´^{m−1}.

Łőŋáâàãłæĺï 1.5.5 (łãąĺçěáłőě àăğąĺěŋĺě ŕàőáâőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă). Ŕãáâì P^n ⊂ R^n { ŕàőáâőľ ňŋőčőčàăŋŋĺł á m čĺŕěàčàăŋïňĺ F^{n−1}_1 ; : : : ; F^{n−1}_m . Ćëąěàěň ŕő âőçłě ćő ćŋãâàěŋŋőáâĺ łăęďőľ čàăŋĺ ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n (ćłńîçăï ćěàèĺŋë ĺ áăň ňŋőčőÄ čàăŋŋĺł). Ć àěğãńìâăâě ňë ŕőńãçăěň ňŋőęěáâćő S ĺğ 1 + f_0 + f_1 + · · · + f_{n−1} âőçěł (ğďěáì f (P^n) = (f_0; f_1; : : : ; f_{n−1}) { f-ćěłâőà ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n). Ďńï łăęďőľ ćěàÄ èĺŋë v ∈ P^n őŕàěďěńĺň ŕőďňŋőęěáâćő S_v ⊂ S , áőáâőïéěě ĺğ ćëąàăŋŋëå âőçěł ćő ćŋãâàěŋŋőáâïå čàăŋěľ, áőďěàęăéĺå v. Šăł łăł P^n ïćńïěâáï ŕàőáâëň, çĺáńő k-čàăŋěľ, áåőďïéĺåáï ć v, àăćŋő

(_n k ) , 0 ⩽ k ⩽ n. Šăłĺň őąàăğőň, #S_v = 2^n. Ňŋőęěáâćő S_v ïćÄ ńïěâáï ňŋőęěáâćőň ćěàèĺŋ ŋěłőâőàőčő n-łãąă, őąőğŋăçăěňőčő C^n_v . Čàăŋĺ łãąă C^n_v őŕĺáëćăîâáï áńěďãîéĺň őąàăğőň. Ŕãáâì G^k_1 ⊂ G^l_2 { ďćě ćńőęěŋŋëě čàăŋĺ P^n, áőÄ ďěàęăéĺě v. Šőčďă ĺňěěâáï ć âőçŋőáâĺ 2^{l−k} čàăŋěľ G ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n âăłĺå, çâő G^k_1 ⊂ G ⊂ G^l_2. Śőőâćěâáâćãîéĺě 2^{l−k} âőçěł ĺğ S őąàăğãîâ ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ ŋěÄ łőâőàőľ (l − k)-čàăŋĺ łãąă C^n_v . Őąőğŋăçĺň íâã čàăŋì C^{l−k}_{G1⊂G2} . Ńîąăï čàăŋì łãąă C^n_v ĺňěěâ ćĺď C^i_{G1⊂G2} ďńï ŋěłőâőàëå G_1; G_2, áőďěàęăéĺå v. Ŕěàěáěçěŋĺě ńîąëå ďćãå łãąőć C^n_v , C^n_{v′} ïćńïěâáï čàăŋìî łăęďőčő ĺğ ŋĺå. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ŕãáâì G^i ⊂ P^n {

2 ŞŇŊ, â. 55, ćëŕ. 5

34 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

ŋăĺňěŋìèăï čàăŋì, áőďěàęăéăï őąě ćěàèĺŋë v ĺ v^′. Šőčďă C^n_v ∩ C^n_{v′} = C^{n−i}_{Gi⊂P n} ïćńïÄ ěâáï čàăŋìî łăł I^n_v , âăł ĺ I^n_{v′} . Šăłĺň őąàăğőň, ňë ŕőáâàőĺńĺ łãąĺçěáłőě àăğąĺěŋĺě ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n á f_{n−1}(P^n) łãąăňĺ àăğňěàŋőáâĺ n. Őąőğŋăçĺň íâőâ łãąĺçěáłĺľ łőňŕńěłá C(P^n).

Ĺňěěâáï ćńőęěŋĺě łőňŕńěłáă C(P^n) ć I^m, łőâőàőě áâàőĺâáï áńěďãîéĺň őąàăğőň. Łăęďăï (n − k)-čàăŋì G^{n−k} ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n ěáâì ŕěàěáěçěŋĺě k čĺŕěàčàăŋěľ: G^{n−k} = F^{n−1}_{i1} ∩ · · · ∩ F^{n−1}_{ik} . Őâőąàăğĺň áőőâćěâáâćãîéãî âőçłã ňŋőęěáâćă S ć ćěàèĺŋã (”_1; : : : ; ”_m) ∈ I^m, čďě ”_i = 0, ěáńĺ i ∈ {i_1; : : : ; i_k}, ĺ ”_i = 1 ĺŋăçě. İâő őŕàěďěńïěâ őâőąàăęěŋĺě ňŋőęěáâćă ćěàèĺŋ S łőňŕńěłáă C(P^n) ć ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ łãąă I^m. Ĺáŕőńìğãï łăŋőŋĺçěáłãî âàĺăŋčãńïæĺî łãąă I^m (łőŋáâàãłæĺï 1.5.4), ňë ňőęěň ŕàőďőńęĺâì íâő őâőąàăęěŋĺě ďő P L-ćńőęěŋĺï i_P : P^n → I^m. Ďńï ńîąőľ ćěàèĺŋë v = F^{n−1}_{i1} ∩ · · · ∩ F^{n−1}_{in} ∈ P^n ňë ĺňěěň

(20) i_P (C^n_v ) = { (y_1; : : : ; y_m) ∈ I^m : y_j = 1 ŕàĺ j =∈ {i_1; : : : ; i_n} } ; â.ě. i_P (C^n_v ) = C_{{i1;:::;in}} ⊂ I^m (ć őąőğŋăçěŋĺïå (19)). Ćńőęěŋĺě i_P : P^n → I^m ďńï n = 2, m = 3 ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 2.

A F E

G B D

C P^n

i_P

A F

B G

C D

E

I^m

Řĺá. 2. Ćńőęěŋĺě i_P : P^n → I^m ďńï n = 2, m = 3

Śćěďěň äăłâë ĺğ ŕàěďëďãéěľ łőŋáâàãłæĺĺ ć áńěďãîéěň ãâćěàęďěŋĺĺ.

Šěőàěňă 1.5.6. Ŕàőáâőľ ňŋőčőčàăŋŋĺł P^n á m čĺŕěàčàăŋïňĺ ňőęŋő àăğąĺâì ŋă łãąë C^n_v , ŕő őďŋőňã ŋă łăęďãî ćěàèĺŋã v ∈ P^n. Ŕőńãçăěňëľ łãąĺçěáÄ łĺľ łőňŕńěłá C(P^n) łăŋőŋĺçěáłĺ ćłńăďëćăěâáï ć čàăŋĺæã łãąă I^m, łăł őŕĺáăŋő ć (20).

Ńěňňă 1.5.7. Ůĺáńő k-čàăŋěľ łãąĺçěáłőčő łőňŕńěłáă C(P^n) ěáâì

f_k ( C(P^n) ) = n−k∑ i=0 (_{n−i} k ) f_{n−i−1}(P^n) = (_n k ) f_{n−1}(P^n) + (_{n−1} k ) f_{n−2}(P^n) + · · · + f_{k−1}(P^n); k = 0; : : : ; n:

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 35

2*

Ďőłăğăâěńìáâćő. İâő ćëâěłăěâ ĺğ âőčő äăłâă, çâő k-čàăŋĺ łőňŕńěłáă C(P^n) ŋăÄ åőďïâáï ćő ćğăĺňŋő őďŋőğŋăçŋőň áőőâćěâáâćĺĺ á ŕăàăňĺ G^i_1 ⊂ G^{i+k}_2 ćńőęěŋŋëå čàăŋěľ ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n.

Łőŋáâàãłæĺï 1.5.8. Ŕãáâì K^{n−1} { áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá ŋă ňŋőęěáâćě [m]. Šőčďă K ěáâěáâćěŋŋëň őąàăğőň ïćńïěâáï ŕőďłőňŕńěłáőň áĺňŕńěłáă ´^{m−1} ĺ bs(K) ïćńïěâáï ŕőďłőňŕńěłáőň ć bs(´^{m−1}). Łăł ćëâěłăěâ ĺğ łőŋáâàãłæĺĺ 1.5.4, ĺňěěâáï P L-ćńőęěŋĺě i_c|_{bs(K)} : | bs(K)| → I^m. Őąàăğ i_c(| bs(K)|) ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ (n − 1)- ňěàŋëľ łãąĺçěáłĺľ ŕőďłőňŕńěłá ć I^m, łőâőàëľ ňë őąőğŋăçăěň cub(K). Šőčďă

(21) cub(K) = ⋃ ∅≠I⊂J∈K C_{I⊂J} ⊂ I^m;

â.ě. cub(K) ěáâì őąêěďĺŋěŋĺě čàăŋěľ C_{I⊂J} ⊂ I^m ŕő ćáěň ŕăàăň I ⊂ J ŋěŕãáâëå áĺňÄ ŕńěłáőć łőňŕńěłáă K.

Łőŋáâàãłæĺï 1.5.9. Ŕőáłőńìłã łőňŕńěłá cone(bs(K)) ïćńïěâáï ŕőďłőňŕńěłáőň ć cone(bs(´^{m−1})), łőŋáâàãłæĺï 1.5.4 âăłęě őŕàěďěńïěâ P L-ćńőęěŋĺě

cone(i_c)|_{cone(bs(K))} : | cone(bs(K))| → I^m:

Őąàăğ íâőčő ćńőęěŋĺï ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ n-ňěàŋëľ łãąĺçěáłĺľ ŕőďłőňŕńěłá ć I^m, őąőğŋăçăěňëľ cc(K). Šőčďă ńěčłő ćĺďěâì, çâő

(22) cc(K) = ⋃ J∈K C_{I⊂J} ⊂ I^m:

Šăł łăł C_{I⊂J} ⊂ C_{∅⊂J} = C_J , ňë âăłęě ňőęěň ŋăŕĺáăâì cc(K) = ⋃ J∈K C_J .

Śńěďãîéěě ãâćěàęďěŋĺě áćőďĺâ ćňěáâě àěğãńìâăâë ďćãå ŕàěďëďãéĺå łőŋáâàãłÄ æĺľ.

Šěőàěňă 1.5.10. Ďńï ńîąőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K ŋă ňŋőęěáâÄ ćě [m] ĺňěěâáï P L-ćńőęěŋĺě ŕőńĺíďàă |K| ć łãą I^m, ńĺŋěľŋőě ŋă áĺňŕńěłáăå ĺğ bs(K). Őąàăğőň íâőčő ćńőęěŋĺï ïćńïěâáï łãąĺçěáłĺľ ŕőďłőňŕńěłá (21). Łàőňě âőčő, ĺňěěâáï P L-ćńőęěŋĺě ŕőńĺíďàă | cone(K)| ć I^m, ńĺŋěľŋőě ŋă áĺňŕńěłÄ áăå ĺğ cone(bs(K)). Őąàăğőň íâőčő ćńőęěŋĺï ïćńïěâáï łãąĺçěáłĺľ ŕőďłőňŕÄ ńěłá (22).

Łăł ĺ ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋëå łőňŕńěłáőć, łãąĺçěáłĺľ łőňŕńěłá C^′ ŋăğëćăěâáï łãąĺÄ çěáłĺň ŕőďàăğďěńěŋĺěň łãąĺçěáłőčő łőňŕńěłáă C, ěáńĺ łăęďëľ łãą ĺğ C ěáâì őąêÄ ěďĺŋěŋĺě łőŋěçŋőčő çĺáńă łãąőć ĺğ C^′.

Ŕàěďńőęěŋĺě 1.5.11. Ďńï łăęďőčő łãąĺçěáłőčő łőňŕńěłáă C áãéěáâćãěâ łãąĺçěáłőě ŕőďàăğďěńěŋĺě C^′, łőâőàőě ňőęěâ ąëâì àěăńĺğőćăŋő łăł ŕőďłőňŕÄ ńěłá ć ŋěłőâőàőň łãąě I^q.

2*

36 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Ďőłăğăâěńìáâćő. Řăğąĺćăï łăęďëľ łãą łőňŕńěłáă C, łăł őŕĺáăŋő ć łőŋáâàãłÄ æĺĺ 1.5.4, ňë ŕőńãçăěň áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá, áłăęěň, K_C. Ďăńěě, ŕàĺňěŋïï łőŋáâàãłæĺî 1.5.8 ł K_C, ňë ŕőńãçăěň łãąĺçěáłĺľ łőňŕńěłá, łőâőàëľ ŕőďàăğąĺćăěâ |K_C| ∼= C ĺ ćłńăďëćăěâáï ć ŋěłőâőàëľ łãą I^q (áň. âěőàěňã 1.5.10) łăł ŕőďłőňŕńěłá cub(K_C).

Ŕàĺňěà 1.5.12. Ŋă àĺá. 3 (ă) ŕőłăğăŋ łãąĺçěáłĺľ łőňŕńěłá cub(K) ć áńãçăě, łőčďă K ïćńïěâáï ŋěáćïğŋëň őąêěďĺŋěŋĺěň 3 ćěàèĺŋ (K = :·). Ŋă àĺá. 3 (ą) ŕőłăğăŋ âőâ ęě łãąĺçěáłĺľ łőňŕńěłá ć áńãçăě, łőčďă K ïćńïěâáï čàăŋĺæěľ 2-áĺňŕńěłáă (K = @´^2). Łãąĺçěáłĺľ łőňŕńěłá cc(K) ć őąőĺå áńãçăïå ŕőłăğăŋ ŋă àĺá. 4 (ă) ĺ (ą).

0

(ă) K = :·

0

(ą) K = @´^2

Řĺá. 3. Łãąĺçěáłĺľ łőňŕńěłá cub(K)

0

(ă) K = :·

0

(ą) K = @´^2

Řĺá. 4. Łãąĺçěáłĺľ łőňŕńěłá cc(K)

Ğăňěçăŋĺě. Łăł âőŕőńőčĺçěáłőě ŕàőáâàăŋáâćő cub(K) čőňěőňőàäěŋ |K|, ć âő ćàěÄ ňï łăł cc(K) čőňěőňőàäěŋ | cone(K)|. Ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă cone(K) ňë ňőęěň ŕőáâàőĺâì łãąĺçěáłĺľ łőňŕńěłá cub(cone(K)), łőâőàëľ âăłęě čőňěőňőàäěŋ | cone(K)|. Őďŋăłő, łăł łãąĺçěáłĺě łőňŕńěłáë cc(K) ĺ cub(cone(K)) őâńĺçăîâáï (âăł łăł cone(bs(K)) ĺ bs(cone(K)) { àăğŋëě áĺňŕńĺæĺăńìŋëě łőňŕńěłáë).

Ŕãáâì P { ŕàőáâőľ n-ňŋőčőčàăŋŋĺł ĺ K_P { áőőâćěâáâćãîéăï áĺňŕńĺæĺăńìŋăï (n − 1)-áäěàă (čàăŋĺæă ŕőńïàŋőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^∗). Šőčďă cc(K_P ) áőćŕăďăěâ á łãąĺçěáłĺň łőňŕńěłáőň C(P ) ĺğ łőŋáâàãłæĺĺ 1.5.5 (âőçŋěě, cc(K_P ) = i_P (C(P ))). Šăłĺň őąàăğőň, łőŋáâàãłæĺï 1.5.5 ïćńïěâáï çăáâŋëň áńãçăěň łőŋáâàãłæĺĺ 1.5.9.

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 37

Ğăňěçăŋĺě. Ŋěłőâőàëě ćěàáĺĺ ŕàĺćěďěŋŋëå ćëèě ŋăèĺå łőŋáâàãłæĺľ ãęě ŕőïćÄ ńïńĺáì ć ńĺâěàăâãàě. Ćăàĺăŋâ łőŋáâàãłæĺĺ 1.5.9 ňőęŋő ŋăľâĺ ć [33; á. 434] (âăň őŋ ĺáŕőńìğőćăńáï ďńï ĺğãçěŋĺï ŋěłőâőàëå ďěľáâćĺľ âőàă; ňë ćěàŋěňáï ł íâőňã ć áńěďãÄ îéěľ čńăćě). Ćěàáĺï ŋăèěčő ŕőďłőňŕńěłáă cub(K) ⊂ I^m ŕőïćńïńăáì ć [76] ć áćïğĺ á ŕàőąńěňőľ 1.5.2.

Čńăćă 2. Šőàĺçěáłĺě ĺ łćăğĺâőàĺçěáłĺě ňŋőčőőąàăğĺï

§ 2.1. Ăńčěąàăĺçěáłĺě âőàĺçěáłĺě ňŋőčőőąàăğĺï. Šőàĺçěáłĺě ňŋőčőőąàăÄ ğĺï ćőğŋĺłńĺ ć ăńčěąàăĺçěáłőľ čěőňěâàĺĺ ć ŋăçăńě 1970-å čőďőć ć áćïğĺ á ğăďăçěľ łőňÄ ŕăłâĺäĺłăæĺĺ őàąĺâë ďěľáâćĺï ăńčěąàăĺçěáłőčő âőàă (áň. ŋĺęě). Őçěŋì ąëáâàő čěőÄ ňěâàĺï âőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ ŕàěćàăâĺńăáì ć őďĺŋ ĺğ áăňëå łàăáĺćëå àăğďěńőć ăńčěąàăĺçěáłőľ čěőňěâàĺĺ ĺ ŋăèńă ŕàĺńőęěŋĺï ć àăğńĺçŋëå őąńăáâïå ňăâěňăâĺłĺ, łőâőàëě ďő íâőčő łăğăńĺáì ďăńěłĺňĺ őâ ăńčěąàăĺçěáłőľ čěőňěâàĺĺ. Ňë ãęě őâňěçăńĺ ďőłăğăâěńìáâćő Śâěŋńĺ ãáńőćĺï ŋěőąåőďĺňőáâĺ ć g-âěőàěňě ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋëå ňŋőÄ čőčàăŋŋĺłőć. Ďàãčĺě ğăňěçăâěńìŋëě ŕàĺńőęěŋĺï ćłńîçăîâ ćëçĺáńěŋĺě őąêěňőć ĺ çĺáńă æěńëå âőçěł àěèěâőçŋëå ňŋőčőčàăŋŋĺłőć; ćğăĺňőáćïğĺ á ňŋőčőçńěŋăňĺ ŊìîâőÄ ŋă ĺ őáőąěŋŋőáâïňĺ, ŋăľďěŋŋëě ć àăąőâăå Ţőćăŋáłőčő ĺ Łãèŋĺàěŋłő; ďĺáłàĺňĺŋăŋâë, àěğãńìâăŋâë ĺ čĺŕěàčěőňěâàĺçěáłĺě äãŋłæĺĺ (ŕő àăąőâăň Čěńìäăŋďă, Ğěńěćĺŋáłőčő ĺ Łăŕàăŋőćă); àěäńěłáĺćŋëě ňŋőčőčàăŋŋĺłĺ ĺ ŕàĺńőęěŋĺï ł ğěàłăńìŋőľ áĺňňěâàĺĺ ďńï âőàĺçěáłĺå čĺŕěàŕőćěàåŋőáâěľ Łăńăąĺ{§ő, ŋăľďěŋŋëě Ąăâëàěćëň ĺ ďàãčĺňĺ ăćÄ âőàăňĺ. Śâăŋďăàâŋëňĺ ááëńłăňĺ ŕő čěőňěâàĺĺ âőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ ïćńïîâáï őąğőà Ďăŋĺńőćă [32] ĺ łŋĺčĺ Őďë [63] ĺ Ťãńâőŋă [40]. Ąőńěě áőćàěňěŋŋëľ őąğőà ŁőłÄ áă [31] őåćăâëćăěâ ŋőćëě ŕàĺńőęěŋĺï, ćłńîçăï ãŕőňïŋãâëě ćëèě. Ć ŋăèĺ ğăďăçĺ ŋě ćåőďĺâ ŋőćëľ őąğőà ŕő âőàĺçěáłőľ čěőňěâàĺĺ. Ć íâőň ŕăàăčàăäě ňë łőŋæěŋâàĺÄ àãěňáï ŋă ŋěłőâőàëå âőŕőńőčĺçěáłĺå ĺ łőňąĺŋăâőàŋëå ăáŕěłâăå âěőàĺĺ âőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ. Ňë âăłęě ŕàĺćőďĺň ďőłăğăâěńìáâćő Śâěŋńĺ ãáńőćĺï ŋěőąåőďĺňőáâĺ ć g-âěőàěňě.

Ŕãáâì C^∗ = C \ {0} őąőğŋăçăěâ ňãńìâĺŕńĺłăâĺćŋãî čàãŕŕã łőňŕńěłáŋëå çĺáěń. Ŕàőĺğćěďěŋĺě n łőŕĺľ C^∗ , őąőğŋăçăěňőě (C^∗ )^n, ć âěőàĺĺ ăńčěąàăĺçěáłĺå čàãŕŕ ŋăğëÄ ćăěâáï âőàőň. Ć âőŕőńőčĺĺ âőàőň T^n ŋăğëćăěâáï ŕàőĺğćěďěŋĺě n őłàãęŋőáâěľ. Ňë ĺáŕőńìğãěň âőŕőńőčĺçěáłãî âěàňĺŋőńőčĺî, ă (C^∗ )^n ňë ąãďěň ŋăğëćăâì ăńčěąàăĺçěáÄ łĺň âőàőň. Šőà T^n áâăŋďăàâŋëň őąàăğőň őŕĺáëćăěâáï łăł ŕőďčàãŕŕă ăńčěąàăĺçěáÄ łőčő âőàă (C^∗ )^n:

(23) T^n = { (e^{2ßi’1} ; : : : ; e^{2ßi’n} ) ∈ C^n } ; čďě ŋăąőà ŕăàăňěâàőć (’_1; : : : ; ’_n) ŕàőąěčăěâ ŕàőáâàăŋáâćő R^n .

Őŕàěďěńěŋĺě 2.1.1. Šőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě { íâő ŋőàňăńìŋőě ăńčěąàăĺçěáÄ łőě ňŋőčőőąàăğĺě M, áőďěàęăéěě ăńčěąàăĺçěáłĺľ âőà (C^∗ )^n ć łăçěáâćě őâłàëâőčő ŕő Ğăàĺáłőňã ŕőďňŋőęěáâćă âăłĺň őąàăğőň, çâő ěáâěáâćěŋŋőě ďěľáâćĺě (C^∗ )^n ŋă áěąě ŕàőďőńęăěâáï ďő ďěľáâćĺï ŋă M.

Šăłĺň őąàăğőň, (C^∗ )^n ďěľáâćãěâ ŋă M á ŕńőâŋőľ őàąĺâőľ.

Łăęďőě âőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě ğăďăěâáï ŋăąőàőň łőňąĺŋăâőàŋëå ďăŋŋëå, ă ĺňěŋŋő (àăæĺőŋăńìŋëň ňŋőčőčàăŋŋëň) ćěěàőň ć ŋěłőâőàőň ŕàőáâàăŋáâćě R^n .

38 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Ŕãáâì R^n { ěćłńĺďőćő ŕàőáâàăŋáâćő ĺ Z^n ⊂ R^n { æěńőçĺáńěŋŋăï àěèěâłă. Ďńï ńîąőčő łőŋěçŋőčő ňŋőęěáâćă ćěłâőàőć l_1; : : : ; l_s ∈ R^n őŕàěďěńĺň ćëŕãłńëľ ňŋőčőÄ čàăŋŋëľ łőŋãá œ, ŕőàőęďěŋŋëľ l_1; : : : ; l_s, łăł œ = { r_1l_1 + · · · + r_sl_s ∈ R^n : r_i ⩾ 0 } : Łăęďëľ ćëŕãłńëľ ňŋőčőčàăŋŋëľ łőŋãá ïćńïěâáï ćëŕãłńëň ŕőńĺíďàőň ć áňëáńě őŕàěďěńěŋĺï 1.1.2. Šăłĺň őąàăğőň, őŕàěďěńěŋë čàăŋĺ łőŋãáă. Łőŋãá œ ŋăğëćăěâáï àăÄ æĺőŋăńìŋëň, ěáńĺ ěčő őąàăğãîéĺě ćěłâőàë l_1; : : : ; l_s ňőčãâ ąëâì ćëąàăŋë ĺğ àěèěâÄ łĺ Z^n, ĺ áâàőčő ćëŕãłńëň, ěáńĺ őŋ ŋě áőďěàęĺâ ŋĺłăłőľ ŕàïňőľ, ŕàőåőďïéěľ çěàěğ ŋăçăńő łőőàďĺŋăâ. Ćáě łőŋãáë, àăááňăâàĺćăěňëě ŋĺęě, ïćńïîâáï áâàőčő ćëŕãłńëňĺ ĺ àăæĺőŋăńìŋëňĺ. Łőŋãá ŋăğëćăěâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋëň (áőőâćěâáâćěŋŋő ŋěőáőąëň), ěáńĺ őŋ ŕőàőęďăěâáï çăáâìî ąăğĺáă ŕàőáâàăŋáâćă R^n (áőőâćěâáâćěŋŋő àěèěâłĺ Z^n). Ćěěàőň ŋăğëćăěâáï ňŋőęěáâćő ˚ łőŋãáőć ć ŋěłőâőàőň ŕàőáâàăŋáâćě R^n âăłőě, çâő łăęďăï čàăŋì łőŋãáă ĺğ ˚ âăłęě ŕàĺŋăďńěęĺâ ˚ ĺ ŕěàěáěçěŋĺě ńîąëå ďćãå łőŋãáőć ĺğ ˚ ïćńïěâáï čàăŋìî łăęďőčő ĺğ ŋĺå. Ćěěà ˚ ŋăğëćăěâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋëň (áőőâćěâÄ áâćěŋŋő ŋěőáőąëň), ěáńĺ ćáě łőŋãáë ĺğ ˚ áĺňŕńĺæĺăńìŋë (áőőâćěâáâćěŋŋő ŋěőáőąë). Ćěěà ˚ ć R^n ŋăğëćăěâáï ŕőńŋëň, ěáńĺ őąêěďĺŋěŋĺě ćáěå łőŋãáőć ĺğ ˚ ěáâì ćáě R^n .

Łăęďëľ ćěěà ˚ ć R^n őŕàěďěńïěâ âőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě M_˚ łőňŕńěłáŋőľ àăğÄ ňěàŋőáâĺ n, áâàãłâãàă őàąĺâ łőâőàőčő őŕĺáëćăěâáï łőňąĺŋăâőàĺłőľ ćěěàă ˚. Ă ĺňěŋÄ ŋő, k-ňěàŋëě łőŋãáë ćěěàă ˚ áőőâćěâáâćãîâ őàąĺâăň łőàăğňěàŋőáâĺ k ďěľáâćĺï ăńčěąÄ àăĺçěáłőčő âőàă. Ć çăáâŋőáâĺ, n-ňěàŋëě łőŋãáë áőőâćěâáâćãîâ ŋěŕőďćĺęŋëň âőçłăň, ă ŋăçăńő łőőàďĺŋăâ áőőâćěâáâćãěâ ěďĺŋáâćěŋŋőľ ŕńőâŋőľ őàąĺâě. Šőàĺçěáłőě ňŋőčőÄ őąàăğĺě M_˚ łőňŕăłâŋő âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ćěěà ˚ ïćńïěâáï ŕőńŋëň. Ěáńĺ˚ áĺňŕńĺæĺăńěŋ, âő ňŋőčőőąàăğĺě M_˚ ïćńïěâáï őàąĺäőńďőň (â.ě. ńőłăńìŋő čőňěőňőàäÄ ŋő äăłâőà-ŕàőáâàăŋáâćã R^{2n} ŕő ďěľáâćĺî łőŋěçŋőľ čàãŕŕë). Ŋăłőŋěæ, ěáńĺ ćěěà˚ ïćńïěâáï ŋěőáőąëň, âő (łăł ňőęŋő ąëńő ąë ďőčăďăâìáï ĺğ ŋăğćăŋĺï) ňŋőčőőąàăğĺě M_˚ ïćńïěâáï ŋěőáőąëň (čńăďłĺň).

Ŕãáâì ˚ { áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ ćěěà ć R^n á m őďŋőňěàŋëňĺ łőŋãáăňĺ (ĺńĺ ńãçăňĺ). Ćëąěàěň ć łăçěáâćě őąàăğãîéĺå íâĺå m ńãçěľ ŋěłőâőàëě æěńőçĺáńěŋŋëě ŕàĺňĺâĺćÄ ŋëě (â.ě. á ćğăĺňŋő ŕàőáâëňĺ łőőàďĺŋăâăňĺ) ćěłâőàë l_1; : : : ; l_m. Ćěěà ˚ őŕàěďěńïěâ áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá K_˚ ŋă ňŋőęěáâćě ćěàèĺŋ [m]. Ŕő őŕàěďěńěŋĺî ŕőďňŋőęěáÄ âćő {i_1; : : : ; i_k} ⊂ [m] ïćńïěâáï áĺňŕńěłáőň ć K_˚, ěáńĺ ćěłâőàë l_{i1} ; : : : ; l_{ik} ŕőàőęďăîâ ŋěłőâőàëľ łőŋãá ĺğ ˚. Ńěčłő ćĺďěâì, çâő ěáńĺ ćěěà ˚ ŕőńŋëľ, âő K_˚ ïćńïěâáï áĺňŕńĺÄ æĺăńìŋőľ (n − 1)-áäěàőľ.

Őąőğŋăçĺň l_{ij} := (l_j)_i, 1 ⩽ i ⩽ n, 1 ⩽ j ⩽ m. Šăłĺň őąàăğőň, l_j = (l_{1j}; : : : ; l_{nj})^t ∈ Z^n. Ŕőáâăćĺň ć áőőâćěâáâćĺě łăęďőňã ćěłâőàã l_j ŕěàěňěŋŋãî v_j áâěŕěŋĺ 2 ĺ őŕàěďěÄ ńĺň ńĺŋěľŋëě äőàňë

`_i := l_{i1}v_1 + · · · + l_{im}v_m ∈ Z[v_1; : : : ; v_m]; 1 ⩽ i ⩽ n:

Őąőğŋăçĺň çěàěğ J_˚ ĺďěăń ć Z[v_1; : : : ; v_m], ŕőàőęďěŋŋëľ íâĺňĺ ńĺŋěľŋëňĺ äőàňăÄ ňĺ, â.ě. J_˚ = (`_1; : : : ; `_n). Őąàăğë äőàň `_1; : : : ; `_n ĺ ĺďěăńă J_˚ ć łőńìæě ŚâěŋÄ ńĺ{Řăľáŋěàă Z(K_˚) = Z[v_1; : : : ; v_m]=I_{K�} (áň. őŕàěďěńěŋĺě 1.3.1) ňë ąãďěň őąőğŋăÄ çăâì âěňĺ ęě áĺňćőńăňĺ `_1; : : : ; `_n ĺ J_˚.

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 39

Šěőàěňă 2.1.2 (Ďăŋĺńőć, đàłěćĺç). Ŕãáâì ˚ { ŕőńŋëľ ŋěőáőąëľ ćěěà ć R^n ĺ M_˚ { áőőâćěâáâćãîéěě âőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě. Šőčďă

(ă) çĺáńă Ąěââĺ (àăŋčĺ čàãŕŕ čőňőńőčĺľ) ňŋőčőőąàăğĺï M_˚ àăćŋë ŋãńî ć ŋěçěâŋëå àăğňěàŋőáâïå , ă ć çěâŋëå àăğňěàŋőáâïå ğăďăîâáï äőàňãńőľ

b^{2i}(M_˚) = h_i(K_˚); i = 0; 1; : : : ; n;

čďě h(K_˚) = (h_0; : : : ; h_n) { h-ćěłâőà łőňŕńěłáă K_˚;

(ą) ğăňëłăŋĺï őàąĺâ, áőőâćěâáâćãîéĺå 1-ňěàŋëň łőŋãáăň ćěěàă ˚, ïćńïÄ îâáï ŕőďňŋőčőőąàăğĺïňĺ łőàăğňěàŋőáâĺ 2 (ďĺćĺğőàăňĺ) D_i ňŋőčőőąàăğĺï M_˚. Ŕãáâì v_i, 1 ⩽ i ⩽ m, { áőőâćěâáâćãîéĺě 2-ňěàŋëě łńăááë łőčőňőńőčĺľ. Šőčďă łőńìæő łőčőňőńőčĺľ M_˚ ěáâì

H^∗(M_˚; Z) ∼= Z[v_1; : : : ; v_m]=(I_{K�} + J_˚) = Z(K_˚)=J_˚:

Łàőňě âőčő, `_1; : : : ; `_n ïćńïěâáï àěčãńïàŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî ć Z(K_˚).

İâă âěőàěňă ąëńă ďőłăğăŋă đàłěćĺçěň ďńï ŕàőěłâĺćŋëå čńăďłĺå âőàĺçěáłĺå ňŋőÄ čőőąàăğĺľ ĺ Ďăŋĺńőćëň [32; âěőàěňă 10.8] ć őąéěň áńãçăě. Ğăňěâĺň, çâő ŕěàćăï çăáâì âěőàěňë 2.1.2 ćëâěłăěâ ĺğ ćâőàőľ çăáâĺ ĺ ńěňňë 1.3.3.

Šěőàěňă 2.1.2 ŕőłăğëćăěâ, çâő łőńìæő łőčőňőńőčĺľ ňŋőčőőąàăğĺï M_˚ őâőęďěáâćÄ ńïěâáï á łőńìæőň Ůęőã [40; § 5.1] ĺ ŕőàőęďěŋő ďćãňěàŋëňĺ łńăááăňĺ. Ğăňěâĺň, çâő ĺďěăń I_{K�} ğăćĺáĺâ ńĺèì őâ áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K_˚ (â.ě. őâ àěèěâłĺ ŕěàěáěÄ çěŋĺľ ćěěàă), ć âő ćàěňï łăł ĺďěăń J_˚ ğăćĺáĺâ őâ áăňőčő ćěěàă.

Ğăňěçăŋĺě. Łăł ąëńő ŕőłăğăŋő Ďăŋĺńőćëň,âěőàěňă 2.1.2 ĺňěěâ ňěáâő âăłęě ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋëå ćěěàőć ĺ őŕàěďěńïěňëå ĺňĺ âőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ, ěáńĺ ğăňěÄ ŋĺâì łőńìæő łőíääĺæĺěŋâőć Z ŋă ńîąőě ŕőńě ŋãńěćőľ åăàăłâěàĺáâĺłĺ (ŋăŕàĺňěà, Q).

Łőŋáâàãłæĺï 2.1.3 (ŋőàňăńìŋëľ ćěěà ĺ âőàĺçěáłĺě ňŋőčőőąàăğĺï, ćőğŋĺłăîéĺě ĺğ ňŋőčőčàăŋŋĺłőć). Ŕãáâì ďăŋ n-ňŋőčőčàăŋŋĺł (1) á ćěàèĺŋăňĺ ć âőçłăå æěńőçĺáÄ ńěŋŋőľ àěèěâłĺ Z^n ⊂ R^n (âăłĺě ňŋőčőčàăŋŋĺłĺ ŋăğëćăîâáï æěńőçĺáńěŋŋëňĺ ĺńĺ àěèěâőçŋëňĺ). Šőčďă ćěłâőàë l_i ć (1), 1 ⩽ i ⩽ m, ňőčãâ ąëâì ćëąàăŋë æěńőçĺáńěŋÄ ŋëňĺ ĺ ŕàĺňĺâĺćŋëňĺ, ă çĺáńă a_i ňőčãâ ąëâì ćëąàăŋë æěńëňĺ. Ğăňěâĺň, çâő łăęÄ ďëľ l_i ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ŋőàňăńìŋëľ ćěłâőà čĺŕěàčàăŋĺ F_i ⊂ P^n, ŋăŕàăćńěŋŋëľ ćŋãâàì ňŋőčőčàăŋŋĺłă. Őŕàěďěńĺň ŕőńŋëľ ćěěà ˚(P ), łőŋãáë łőâőàőčő ŕőàőęďěŋë âăłĺňĺ ŋăąőàăňĺ ŋőàňăńìŋëå ćěłâőàőć l_{i1} ; : : : ; l_{ik} , çâő áőőâćěâáâćãîéĺě čĺŕěàčàăŋĺ F_{i1} ; : : : ; F_{ik} ĺňěîâ ŋěŕãáâőě ŕěàěáěçěŋĺě ć P ; ˚(P ) ŋăğëćăěâáï ŋőàňăńìŋëň ćěěàőň ňŋőčőčàăŋŋĺłă P . Ŕő-ďàãčőňã, ěáńĺ 0 ∈ P , âő ŋőàňăńìŋëľ ćěěà áőáâőĺâ ĺğ łőŋãÄ áőć ŋăď čàăŋïňĺ ŕőńïàŋőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^∗. Őŕàěďěńĺň âőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě M_P := M_{˚(P )}. Ňŋőčőőąàăğĺě M_P ïćńïěâáï čńăďłĺň âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă P { ŕàőáâőľ ňŋőčőčàăŋŋĺł ĺ ŋőàňăńìŋëě ćěłâőàë l_{i1} ; : : : ; l_{in} ńîąőčő ŋăąőàă ĺğ n čĺŕěàÄ čàăŋěľ F_{i1} ; : : : ; F_{in} , áåőďïéĺåáï ć őďŋőľ ćěàèĺŋě, őąàăğãîâ ąăğĺá àěèěâłĺ Z^n.

Ğăňěçăŋĺě. Ńîąőľ łőňąĺŋăâőàŋëľ ŕàőáâőľ ňŋőčőčàăŋŋĺł ïćńïěâáï àăæĺőŋăńìÄ ŋëň, â.ě. ďőŕãáłăěâ čěőňěâàĺçěáłãî àěăńĺğăæĺî á àăæĺőŋăńìŋëňĺ (ĺńĺ, íłćĺćăńěŋâÄ ŋő, æěńëňĺ) łőőàďĺŋăâăňĺ ćěàèĺŋ. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ŋěąőńìèőě ćőğňãéěŋĺě őŕàěďěÄ ńïîéĺå ŋěàăćěŋáâć ć (1), ďěńăîéěě ĺå àăæĺőŋăńìŋëňĺ, ŋě ňěŋïěâ łőňąĺŋăâőàŋőčő âĺŕă (âăł łăł ŕőńãŕàőáâàăŋáâćă, őŕàěďěńïěňëě ŋěàăćěŋáâćăňĺ, ŋăåőďïâáï ć őąéěň

40 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

ŕőńőęěŋĺĺ). Ć àěğãńìâăâě ňë ŕőńãçăěň ŕàőáâőľ ňŋőčőčàăŋŋĺł P^′ âőčő ęě łőňąĺŋăÄ âőàŋőčő âĺŕă, ŋő á àăæĺőŋăńìŋëňĺ łőőàďĺŋăâăňĺ ćěàèĺŋ. Ďńï âőčő çâőąë ŕőńãçĺâì àěăńĺğăæĺî á æěńëňĺ łőőàďĺŋăâăň ćěàèĺŋ, ŋăďő àăááňőâàěâì ãćěńĺçěŋŋëľ ňŋőčőÄ čàăŋŋĺł kP^′ á áőőâćěâáâćãîéĺň łőíääĺæĺěŋâőň k ∈ Z. Ďőáâăâőçŋő ŋěőęĺďăŋŋëň äăłâőň ïćńïěâáï âő, çâő áãéěáâćãîâ ŋěàăæĺőŋăńìŋëě ćëŕãłńëě ňŋőčőčàăŋŋĺłĺ (ŋě ŕàőáâëě ĺ ŋě áĺňŕńĺæĺăńìŋëě), áň. [89; ŕàĺňěà 6.21]. Ćőğćàăéăïáì ł ŕàőáâëň ňŋőÄ čőčàăŋŋĺłăň, ğăňěâĺň, çâő àăğńĺçŋëě àěăńĺğăæĺĺ ďăŋŋőčő łőňąĺŋăâőàŋőčő ŕàőáâőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă łăł àěèěâőçŋőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă ňőčãâ ďăćăâì àăğńĺçŋëě (ďăęě âőŕőÄ ńőčĺçěáłĺ) âőàĺçěáłĺě ňŋőčőőąàăğĺï M_P . Ć âő ęě ćàěňï áãéěáâćãîâ łőňąĺŋăâőàŋëě ŕàőáâëě ňŋőčőčàăŋŋĺłĺ, łőâőàëě ŋě ďőŕãáłăîâ ŋĺ őďŋőľ čěőňěâàĺçěáłőľ àěăńĺğăæĺĺ á čńăďłĺň M_P . Ňë ŕàĺćěďěň őďĺŋ ĺğ âăłĺå ŕàĺňěàőć ć áńěďãîéěň ŕăàăčàăäě (áň. ŕàĺňěà 2.2.14).

Ďăńěě ć íâőň ŕăàăčàăäě ćáě ňŋőčőčàăŋŋĺłĺ ŕàěďŕőńăčăîâáï ŕàőáâëňĺ. ŁőŋáâàãłÄ æĺï 2.1.3 ŕőğćőńïěâ ŕőáâàőĺâì áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ ćěěà ˚(P ) ĺ âőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăÄ ğĺě M_P ŕő ńîąőňã àěèěâőçŋőňã ŕàőáâőňã ňŋőčőčàăŋŋĺłã P . Ŕàĺ íâőň, őďŋăłő, ňŋőÄ čőčàăŋŋĺł P áőďěàęĺâ ąőńìèě ĺŋäőàňăæĺĺ, çěň ćěěà ˚(P ). Ďěľáâćĺâěńìŋő, łàőňě ŋőàňăńìŋëå ćěłâőàőć l_i, ňë âăłęě ĺňěěň çĺáńă a_i ∈ Z, 1 ⩽ i ⩽ m (áň. (1)). ŃĺÄ ŋěľŋăï łőňąĺŋăæĺï D = a_1D_1 + · · · + a_mD_m (áň. âěőàěňã 2.1.2) ïćńïěâáï őąĺńìŋëň ďĺćĺğőàőň. İâőâ ďĺćĺğőà őŕàěďěńïěâ ŕàőěłâĺćŋőě ćńőęěŋĺě M_P ⊂ C P^r ďńï ŋěłőâőÄ àőčő r (łőâőàőě ňőęŋő ćğïâì àăćŋëň çĺáńã ćěàèĺŋ ňŋőčőčàăŋŋĺłă P ). Šăłĺň őąàăÄ ğőň, ćáě âőàĺçěáłĺě ňŋőčőőąàăğĺï, ćőğŋĺłăîéĺě ĺğ ňŋőčőčàăŋŋĺłőć, ïćńïîâáï ŕàőÄ ěłâĺćŋëňĺ. Őąàăâŋő, ěáńĺ ĺňěěâáï čńăďłőě ŕàőěłâĺćŋőě âőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě M ⊂ C P^r , âő ňë ĺňěěň őçěŋì őąĺńìŋëľ ďĺćĺğőà (ńĺŋěľŋőě àăááńőěŋĺě) D čĺŕěàŕńőáÄ łőčő áěçěŋĺï, ŋãńěćëě łőčőňőńőčĺĺ łőâőàőčő ŕőàőęďěŋë áěçěŋĺïňĺ, áőőâćěâáâćãîÄ éĺňĺ æěńëň âőçłăň ćŋãâàĺ ŋěłőâőàőčő ŕàőáâőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă P . Ďńï íâőčő P ňë ĺňěěň M = M_P . Ŕãáâì ! := a_1v_1 + · · · + a_mv_m ∈ H^2(M_P ; Q) { łńăáá łőčőňőńőčĺľ D.

Šěőàěňă 2.1.4 (áĺńìŋăï âěőàěňă Ńěäèěæă ďńï âőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ). Ŕãáâì P^n { àěèěâőçŋëľ ŕàőáâőľ ňŋőčőčàăŋŋĺł (1), M_P { ŕàőěłâĺćŋőě âőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě, őŕàěďěńïěňőě P , ĺ ! = a_1v_1 + · · · + a_mv_m ∈ H^2(M_P ; Q). Šőčďă őâőąàăęěŋĺï

H^{n−i}(M_P ; Q)^{· !i}−−→ H^{n+i}(M_P ; Q); 1 ⩽ i ⩽ n;

ïćńïîâáï ĺğőňőàäĺğňăňĺ.

Ĺğ ŕàőěłâĺćŋőáâĺ ćëâěłăěâ, çâő ěáńĺ M_P čńăďłő, âő őŋő ïćńïěâáï łíńěàőćëň ňŋőÄ čőőąàăğĺěň ĺ ! { łńăáá łíńěàőćőľ 2-äőàňë.

Ğăňěçăŋĺě. Ěáńĺ ğăňěŋĺâì őąëçŋëě łőčőňőńőčĺĺ ŋă łőčőňőńőčĺĺ ŕěàěáěçěŋĺľ Čőàěáłĺ{Ňăłäěàáőŋă, âő âěőàěňă 2.1.4 ĺňěěâ ňěáâő ďńï ńîąőčő ŕàőěłâĺćŋőčő âőàĺÄ çěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï, ă ŋě âőńìłő ďńï ňŋőčőőąàăğĺľ, ŕàőĺáåőďïéĺå ĺğ ŕàőáâëå àěèěÄ âőçŋëå ňŋőčőčàăŋŋĺłőć (áň. őąáãęďěŋĺě ć [40; § 5.2]).

Ŕàĺňěà 2.1.5. Łőňŕńěłáŋőě ŕàőěłâĺćŋőě ŕàőáâàăŋáâćő C P^n = {(z_0 : z_1 : · · · : z_n), z_i ∈ C } ïćńïěâáï âőàĺçěáłĺň ňŋőčőőąàăğĺěň. (C^∗ )^n ďěľáâćãěâ ŋă C P^n łăł (t_1; : : : ; t_n)· (z_0 : z_1 : · · · : z_n) = (z_0 : t_1z_1 : · · · : t_nz_n). Őçěćĺďŋő, (C^∗ )^n ⊂ C^n ⊂ C P^n ïćńïěâÄ áï őâłàëâëň ćáîďã ŕńőâŋëň ŕőďňŋőęěáâćőň. Ćěěà, őŕàěďěńïîéĺľ C P^n , áőáâőĺâ ĺğ

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 41

łőŋãáőć, ŕőàőęďěŋŋëå ćáěňĺ áőąáâćěŋŋëňĺ ŕőďňŋőęěáâćăňĺ ňŋőęěáâćă ĺğ (n+1) ćěłÄ âőàőć e_1; : : : ; e_n; −e_1−· · ·−e_n ć R^n . Šěőàěňă 2.1.2 őâőęďěáâćńïěâ łőńìæő łőčőňőńőčĺľ H^∗(C P^n ; Z) = Z[u]=(u^{n+1}), dim u = 2, á äăłâőà-łőńìæőň Z[v_1; : : : ; v_{n+1}]=(v_1 · · · v_{n+1}; v_1 − v_{n+1}; : : : ; v_n − v_{n+1}). Šőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě C P^n ćőğŋĺłăěâ ĺğ ňŋőčőčàăŋŋĺÄ łă: C P^n = M_P , čďě P { áâăŋďăàâŋëľ n-áĺňŕńěłá (2). Łńăáá ! ∈ H^2(C P^n ; Q) ĺğ âěőàěňë 2.1.4 ć ďăŋŋőň áńãçăě ěáâì ! = v_{n+1}.

Šěŕěàì ňë ňőęěň ŕàĺćěáâĺ ďőłăğăâěńìáâćő Śâěŋńĺ ãáńőćĺï ŋěőąåőďĺňőáâĺ ć g-âěő-àěňě ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋëå ňŋőčőčàăŋŋĺłőć.

Ďőłăğăâěńìáâćő ãáńőćĺï ŋěőąåőďĺňőáâĺ ć âěőàěňě 1.1.17. Řěăńĺğãěň ŕàőáâőľ ňŋőčőčàăŋŋĺł łăł àěèěâőçŋëľ ňŋőčőčàăŋŋĺł P^n ⊂ R^n . Ŕãáâì M_P { áőőâÄ ćěâáâćãîéěě âőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě. Ůăáâì (ă) ãęě ďőłăğăŋă (âěőàěňă 1.1.11). Ĺğ âěőàěňë 2.1.4 ćëâěłăěâ, çâő ãňŋőęěŋĺě ŋă ! ∈ H^2(M_P ; Q) ïćńïěâáï ňőŋőňőàäĺğňőň H^{2i−2}(M_P ; Q) → H^{2i}(M_P ; Q) ŕàĺ i ⩽

[_n 2 ] . İâő ćňěáâě á çăáâìî (ą) âěőàěňë 2.1.2 ďăěâ h_{i−1} ⩽ h_i, 0 ⩽ i ⩽

[_n 2 ] , ĺ âěň áăňëň çăáâì (ą) ďőłăğăŋă. Ďńï ďőłăğăâěńìáâćă çăáâĺ (ć) ććěďěň čàăďãĺàőćăŋŋãî łőňňãâăâĺćŋãî Q-ăńčěąàã A := H^∗(M_P ; Q)=(!). Šőčďă A^0 = Q, A^{2i} = H^{2i}(M_P ; Q)=! · H^{2i−2}(M_P ; Q) ŕàĺ 1 ⩽ i ⩽

[_n 2 ] ĺ A ŕőàőęďěŋă íńěňěŋâăňĺ áâěŕěŋĺ ďćă (âăł łăł íâő ćëŕőńŋěŋő ďńï H^∗(M_P ; Q)). Ĺğ âěőàěňë 1.1.18 ćëâěłăěâ, çâő çĺáńă dim A^{2i} = h_i − h_{i−1}, 0 ⩽ i ⩽

[_n 2 ] , ïćńïîâáï łőňŕőŋěŋâăňĺ M-ćěłâőàă, çâő ďőłăğëćăěâ (ć) ĺ ćáî âěőàěňã.

Ğăňěçăŋĺě. Śőőâŋőèěŋĺï Ďěŋă{Śőňňěàćĺńńï âěŕěàì âăłęě ćëâěłăîâ ĺğ ďćőľÄ áâćěŋŋőáâĺ Ŕãăŋłăàě ďńï M_P (łőâőàăï âăłęě ĺňěěâ ňěáâő ďńï őáőąëå M_P ŕàĺ ãáńőÄ ćĺĺ, çâő P { ŕàőáâőľ ňŋőčőčàăŋŋĺł).

Šěŕěàì ňë àăááňőâàĺň ďěľáâćĺě âőàă T^n ⊂ (C^∗ )^n ŋă ŋěőáőąőň łőňŕăłâŋőň âőàĺÄ çěáłőň ňŋőčőőąàăğĺĺ M. İâő ďěľáâćĺě ńőłăńìŋő íłćĺćăńěŋâŋő áâăŋďăàâŋőňã ďěľáâÄ ćĺî T^n ŋă C^n (âőçŋőě őŕàěďěńěŋĺě ŕàĺćěďěŋő ć áńěďãîéěň ŕăàăčàăäě). ŔàőáâàăŋáâÄ ćő őàąĺâ M=T^n čőňěőňőàäŋő n-ňěàŋőňã èăàã, áŋăąęěŋŋőňã âőŕőńőčĺçěáłőľ áâàãłÄ âãàőľ ňŋőčőőąàăğĺï á ãčńăňĺ ŕàĺ ŕőňőéĺ ňŋőęěáâć ŋěŕőďćĺęŋëå âőçěł áőőâćěâÄ áâćãîéĺå âőàĺçěáłĺå ŕőďčàãŕŕ, áň. [40; § 4.1]. Ňŋőčőőąàăğĺě á ãčńăňĺ ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ŕàőáâàăŋáâćő, őłàěáâŋőáâì łăęďőľ âőçłĺ łőâőàőčő ňőďěńĺàãěâáï ŋěłőâőàëň őâłàëâëň ŕőďňŋőęěáâćőň ŕőńőęĺâěńìŋőčő łőŋãáă R^n_+ , áň. (4). Ĺğ íâőčő ŋěáâàőčőčő őŕĺáăŋĺï ŋěáńőęŋő ćőááâăŋőćĺâì âőçŋőě őŕàěďěńěŋĺě, áň. [49], łőâőàőě ňë ŋě ŕàĺćőÄ ďĺň ććĺďã ěčő ŋěłőâőàőľ čàőňőğďłőáâĺ.

Łőŋáâàãłæĺï 2.1.6. Ŕãáâì P^n { ŕàőáâőľ ňŋőčőčàăŋŋĺł. Ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë v ∈ P^n őąőğŋăçĺň çěàěğ U_v őâłàëâőě ŕőďňŋőęěáâćő ć P^n, ŕőńãçăěňőě ãďăńěŋĺěň ćáěå čàăŋěľ, ŋě áőďěàęăéĺå v. Őçěćĺďŋő, U_v ďĺääěőňőàäŋő R^n_+ (ĺ ďăęě ăääĺŋŋő ĺğőňőàäÄ ŋő ŋěłőâőàőňã őâłàëâőňã ŕőďňŋőęěáâćã ć R^n_+ , áőďěàęăéěňã 0). Őâáîďă ćëâěłăěâ, çâő P^n ïćńïěâáï ňŋőčőőąàăğĺěň á ãčńăňĺ, á ăâńăáőň {U_v}.

Ěáńĺ M = M_P ćőğŋĺłăěâ ĺğ ŋěłőâőàőčő (ŕàőáâőčő) ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n, âő ŕàőÄ áâàăŋáâćő őàąĺâ M=T^n ďĺääěőňőàäŋő P^n łăł ňŋőčőőąàăğĺě á ãčńăňĺ. Ąőńěě âőÄ čő, ĺňěěâáï ïćŋőě őâőąàăęěŋĺě M_P → R^n (őâőąàăęěŋĺě ňőňěŋâőć), őąàăğőň łőÄ âőàőčő ïćńïěâáï P^n, ă áńőïňĺ { T^n-őàąĺâë [40; § 4.2] (ňë àăááňőâàĺň ćğăĺňőáćïÄ ğĺ á őâőąàăęěŋĺïňĺ ňőňěŋâőć ĺ ŋěłőâőàëňĺ ăáŕěłâăňĺ áĺňŕńěłâĺçěáłőľ čěőňěâàĺĺ ąőńěě ďěâăńìŋő ć § 5.2). Ŕàĺ íâőň őâőąàăęěŋĺĺ ćŋãâàěŋŋőáâì čàăŋĺ łőàăğňěàŋőáÄ âĺ k őâőęďěáâćńïěâáï á ňŋőęěáâćőň őàąĺâ, ĺňěîéĺå őďŋã ĺ âã ęě áâăæĺőŋăàŋãî ŕőďÄ

42 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

čàãŕŕã àăğňěàŋőáâĺ k. Ć çăáâŋőáâĺ, ďěľáâćĺě áćőąőďŋő ŋăď ćŋãâàěŋŋőáâìî ňŋőčőÄ čàăŋŋĺłă. Řăááňăâàĺćăěňőě łăł čńăďłőě ňŋőčőőąàăğĺě, M_P őâőęďěáâćńïěâáï á äăłÄ âőà-ŕàőáâàăŋáâćőň T^n × P^n=∼ ŕő ŋěłőâőàőňã őâŋőèěŋĺî íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ ∼. Šăłőě őŕĺáăŋĺě ďěľáâćĺï âőàă ŋă ŋěőáőąőň âőàĺçěáłőň ňŋőčőőąàăğĺĺ ŕàĺćěńő ł áőğďăŋĺî áőďěàęăâěńìŋőčő âőŕőńőčĺçěáłőčő ăŋăńőčă âěőàĺĺ ăńčěąàăĺçěáłĺå âőàĺçěáłĺå ňŋőÄ čőőąàăğĺľ { âěőàĺĺ łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ.

§ 2.2. Łćăğĺâőàĺçěáłĺě ňŋőčőőąàăğĺï. Łćăğĺâőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě^3 ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ čńăďłőě ňŋőčőőąàăğĺě á ďěľáâćĺěň âőàă, áćőľáâćă łőâőàőčő ăŋăńőÄ čĺçŋë áćőľáâćăň ďěľáâćĺï (łőňŕăłâŋőčő) âőàă ŋă ŋěőáőąőň ŕàőěłâĺćŋőň âőàĺçěáłőň ňŋőčőőąàăğĺĺ. İâő ŕőŋïâĺě ŕőïćĺńőáì ć [33]. Ć ŕőáńěďãîéĺå őŕàěďěńěŋĺïå ňë áńěÄ ďãěň íâőľ àăąőâě, ŕàĺŋĺňăï ćő ćŋĺňăŋĺě àïď áãéěáâćěŋŋëå ďőàăąőâőł ĺğ [26].

Łăł ĺ ć ŕàěďëďãéěň ŕăàăčàăäě, ňë àăááňăâàĺćăěň âőà T^n łăł áâăŋďăàâŋãî ŕőďÄ čàãŕŕã (23) ć (C^∗ )^n, âěň áăňëň äĺłáĺàãï őàĺěŋâăæĺî ĺ łőőàďĺŋăâŋëě ŕőďčàãŕŕë T_i ∼= S^1, i = 1; : : : ; n, ć T^n. Ňë ąãďěň ŋăğëćăâì ŕàěďáâăćńěŋĺě âőàă T^n ďĺăčőŋăńìÄ ŋëňĺ ňăâàĺæăňĺ ć U(n) áâăŋďăàâŋëň ďěľáâćĺěň ŋă C^n . Ŕàőáâàăŋáâćő őàąĺâ íâőčő ďěľáâćĺï ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ŕőńőęĺâěńìŋëľ łőŋãá R^n_+ . Łăŋőŋĺçěáłăï ŕàőěłæĺï

T^n × R^n_+ → C^n : (t_1; : : : ; t_n) × (x_1; : : : ; x_n) → (t_1x_1; : : : ; t_nx_n)

ŕőğćőńïěâ őâőęďěáâćĺâì C^n á äăłâőà-ŕàőáâàăŋáâćőň T^n × R^n_+ =∼ ŕő őâŋőèěŋĺî íłÄ ćĺćăńěŋâŋőáâĺ ∼, łőâőàőě ďăńěě ąãďěâ ĺčàăâì ćăęŋãî àőńì.

Ŕãáâì M^{2n} { 2n-ňěàŋőě čńăďłőě ňŋőčőőąàăğĺě á ďěľáâćĺěň âőàă T^n. Śłăęěň, çâő ďěľáâćĺě T^n ïćńïěâáï ńőłăńìŋő áâăŋďăàâŋëň, ěáńĺ ńîąăï âőçłă x ∈ M^{2n} ńěęĺâ ć ŋěłőâőàőľ T^n-ĺŋćăàĺăŋâŋőľ őłàěáâŋőáâĺ U(x), ďńï łőâőàőľ áãéěáâćãěâ -íłćĺćăÄ àĺăŋâŋëľ čőňěőňőàäĺğň f : U(x) → W ŋă ŋěłőâőàőě (T^n-ĺŋćăàĺăŋâŋőě) őâłàëâőě ŕőďňŋőęěáâćő W ⊂ C^n . İâő őğŋăçăěâ, çâő áãéěáâćãěâ ăćâőňőàäĺğň : T^n → T^n âăłőľ, çâő f(t · y) = (t)f(y) ďńï ńîąëå t ∈ T^n, y ∈ U(x). Ŕàőáâàăŋáâćő őàąĺâ ďńï ńőłăńìŋő áâăŋďăàâŋőčő ďěľáâćĺï âőàă ŋă M^{2n} ïćńïěâáï n-ňěàŋëň ňŋőčőőąàăğĺÄ ěň á ãčńăňĺ. Łćăğĺâőàĺçěáłĺě ňŋőčőőąàăğĺï áőőâćěâáâćãîâ ćăęŋőňã çăáâŋőňã áńãÄ çăî, łőčďă ŕàőáâàăŋáâćő őàąĺâ ďĺääěőňőàäŋő, łăł ňŋőčőőąàăğĺě á ãčńăňĺ, ŋěłőâőàőÄ ňã ŕàőáâőňã ňŋőčőčàăŋŋĺłã P^n.

Őŕàěďěńěŋĺě 2.2.1. Ŕãáâì P^n { ŕàőáâőľ ňŋőčőčàăŋŋĺł. Ňŋőčőőąàăğĺě M^{2n} á ńőłăńìŋő áâăŋďăàâŋëň ďěľáâćĺěň âőàă T^n ŋăğëćăěâáï łćăğĺâőàĺçěáłĺň ňŋőčőőąÄ àăğĺěň ŋăď P^n, ěáńĺ áãéěáâćãěâ ŕàőěłæĺï ß: M^{2n} → P^n, áńőïňĺ łőâőàőľ ïćńïîâáï őàąĺâë ďěľáâćĺï.

Ŕàĺ ŕàőěłæĺĺ ß âőçłĺ, ĺňěîéĺě őďŋã ĺ âã ęě áâăæĺőŋăàŋãî ŕőďčàãŕŕã łőàăğÄ ňěàŋőáâĺ k, őâőąàăęăîâáï ćő ćŋãâàěŋŋőáâì ŋěłőâőàőľ k-čàăŋĺ ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n. Ć çăáâŋőáâĺ, ďěľáâćĺě âőàă áćőąőďŋő ŋăď ćŋãâàěŋŋőáâìî ňŋőčőčàăŋŋĺłă, ć âő ćàěňï łăł ćěàèĺŋë P^n áőőâćěâáâćãîâ ŋěŕőďćĺęŋëň âőçłăň ňŋőčőőąàăğĺï M^{2n}.

Ğăňěçăŋĺě. Ďćă ŕàőáâëå ňŋőčőčàăŋŋĺłă łőňąĺŋăâőàŋő íłćĺćăńěŋâŋë âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă őŋĺ ďĺääěőňőàäŋë łăł ňŋőčőőąàăğĺï á ãčńăňĺ.

3Ć ăŋčńőïğëçŋőľ ńĺâěàăâãàě âăłęě ĺáŕőńìğãěâáï âěàňĺŋ toric manifold.

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 43

Ŕàěďŕőńőęĺň, P^n ĺňěěâ m čĺŕěàčàăŋěľ F_1; : : : ; F_m. Ďńï łăęďőľ čĺŕěàčàăŋĺ F_i ŕàőőąàăğ ß^{−1}(F_i) ïćńïěâáï ŕőďňŋőčőőąàăğĺěň M^{2(n−1)}_i ⊂ M^{2n} á őďŋőňěàŋőľ áâăæĺőÄ ŋăàŋőľ ŕőďčàãŕŕőľ T (F_i) ć T^n, łőâőàăï őŕĺáëćăěâáï áńěďãîéĺň őąàăğőň:

(24) T (F_i) = { (e^{2ßi˘1i’}; : : : ; e^{2ßi˘ni’}) ∈ T^n } ; čďě ’ ∈ R ĺ ˘_i = (˘_{1i}; : : : ; ˘_{ni})^t ∈ Z^n { ŋěłőâőàëľ ŕàĺňĺâĺćŋëľ ćěłâőà. İâőâ ćěłâőà ˘_i őŕàěďěńïěâáï ŕőďčàãŕŕőľ T (F_i) ńĺèì á âőçŋőáâìî ďő ğŋăłă. Ćëąőà ğŋăłă ğăďăěâ őàĺěŋâăæĺî ďńï T (F_i). Ć ŋăáâőïéĺľ ňőňěŋâ ňë ŋě ąãďěň ğăąőâĺâìáï őą íâőň ğŋăłě ĺ ćëąěàěň ěčő ŕàőĺğćőńìŋő. Ąőńěě ďěâăńìŋőě ĺááńěďőćăŋĺě ćőŕàőáőć, áćïğăŋŋëå á ćëÄ ąőàőň íâĺå ğŋăłőć, ïćńïěâáï ŕàěďňěâőň áńěďãîéěčő ŕăàăčàăäă. Ňë ąãďěň ŋăğëćăâì ˘_i ćěłâőàőň čĺŕěàčàăŋĺ F_i. Ďěľáâćĺě âőàă T^n=T (F_i) ŋă M_i őŕĺáëćăěâ M_i łăł łćăÄ ğĺâőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě ŋăď F_i. Śőőâćěâáâćĺě

(25) ‘: F_i → T (F_i)

ŋăğëćăěâáï åăàăłâěàĺáâĺçěáłĺň őâőąàăęěŋĺěň ňŋőčőőąàăğĺï M^{2n}. ŔàěďŕőńőÄ ęĺň, čàăŋì G^{n−k} łőàăğňěàŋőáâĺ k ğăŕĺáăŋă łăł ŕěàěáěçěŋĺě k čĺŕěàčàăŋěľ: G^{n−k} = F_{i1} ∩ · · · ∩ F_{ik} . Šőčďă ŕőďňŋőčőőąàăğĺï M_{i1} ; : : : ; M_{ik} ŕěàěáěłăîâáï âàăŋáćěàáăńìŋő ŕő ŋěłőâőàőňã ŕőďňŋőčőőąàăğĺî M(G)^{2(n−k)}. Őâőąàăęěŋĺě T (F_{i1} )×· · ·×T (F_{ik} ) → T^n ĺŋêěłâĺćŋő, âăł łăł T (F_{i1} ) × · · · × T (F_{ik} ) őâőęďěáâćńïěâáï á k-ňěàŋőľ áâăæĺőŋăàŋőľ ŕőďčàãŕŕőľ ňŋőčőőąàăğĺï M(G)^{2(n−k)}. Őâáîďă ćëâěłăěâ, çâő ćěłâőàë ˘_{i1} ; : : : ; ˘_{ik} őąàăğãîâ çăáâì ąăğĺáă àěèěâłĺ Z^n.

Řăááňőâàĺň æěńőçĺáńěŋŋãî (n × m)-ňăâàĺæã ~, i-ľ áâőńąěæ łőâőàőľ őąàăğőćăŋ łőőàďĺŋăâăňĺ ćěłâőàă ˘_i, i = 1; : : : ; m. Łăęďăï ćěàèĺŋă v ∈ P^n ěáâì ŕěàěáěçěŋĺě n čĺŕěàčàăŋěľ: v = F_{i1} ∩ · · · ∩ F_{in} . Ŕãáâì ~_{(v)} := ~_{(i1;:::;in)} { ňăłáĺňăńìŋëľ ňĺŋőà ňăâàĺæë ~, őąàăğőćăŋŋëľ áâőńąæăňĺ i_1; : : : ; i_n. Šőčďă

(26) det ~_{(v)} = ±1:

Śőőâćěâáâćĺě

G^{n−k} → áâăæĺőŋăàŋăï ŕőďčàãŕŕă ňŋőčőőąàăğĺï M(G)^{2(n−k)}

ŕàőďőńęăěâ åăàăłâěàĺáâĺçěáłőě őâőąàăęěŋĺě (25) ďő őâőąàăęěŋĺï àěèěâłĺ čàăŋěľ ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n ć àěèěâłã âőàĺçěáłĺå ŕőďčàãŕŕ âőàă T^n.

Łăł ĺ ć áńãçăě áâăŋďăàâŋőčő ďěľáâćĺï âőàă T^n ŋă C^n , ĺňěěâáï ŕàőěłæĺï T^n × P^n → M^{2n}, áńőľ łőâőàőľ ŋăď x ∈ M^{2n} ĺňěěâ ćĺď (áâăæĺőŋăàŋăï ŕőďčàãŕŕă âőçłĺ x) × (őàąĺâă âőçłĺ x). İâő áőőąàăęěŋĺě ňőęěâ ąëâì ĺáŕőńìğőćăŋő ďńï ćőááâăŋőćńěŋĺï łćăğĺâőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï ŕő ńîąőľ ğăďăŋŋőľ ŕăàě (P^n; ‘), čďě P^n { (łőňąĺŋăÄ âőàŋëľ) ŕàőáâőľ ňŋőčőčàăŋŋĺł, ă ‘ { őâőąàăęěŋĺě ĺğ ňŋőęěáâćă čĺŕěàčàăŋěľ ňŋőčőÄ čàăŋŋĺłă P^n ć őďŋőňěàŋëě ŕőďčàãŕŕë âőàă T^n âăłőě, çâő ‘(F_{i1} ) × · · · × ‘(F_{ik} ) → T^n ĺŋêěłâĺćŋő ŕàĺ ãáńőćĺĺ F_{i1} ∩ · · · ∩ F_{ik} ≠ ∅. Šăłăï ŕăàă (P^n; ‘) ŋăğëćăěâáï åăàăłâěÄ àĺáâĺçěáłőľ ŕăàőľ. Őâőąàăęěŋĺě ‘ ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ŕàőďőńęăěâáï ďő őâőąàăęěŋĺï àěèěâłĺ čàăŋěľ ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n ć àěèěâłã âőàĺçěáłĺå ŕőďčàãŕŕ âőàă T^n.

44 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Łőŋáâàãłæĺï 2.2.2 (ŕőáâàőěŋĺě łćăğĺâőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï ŕő åăàăłâěàĺáÄ âĺçěáłőľ ŕăàě). Ğăňěâĺň, çâő łăęďăï âőçłă q ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n ńěęĺâ ćő ćŋãâàěŋÄ ŋőáâĺ ěďĺŋáâćěŋŋőľ čàăŋĺ G(q). Řăááňőâàĺň äăłâőà-ŕàőáâàăŋáâćő (T^n × P^n)=∼, čďě (t_1; q) ∼ (t_2; q) âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă t_1t^{−1}_2 ŕàĺŋăďńěęĺâ ŕőďčàãŕŕě ‘(G(q)). Śćőąőďŋőě ďěľáâćĺě âőàă T^n ŋă T^n × P^n őŕàěďěńïěâ ďěľáâćĺě ŋă (T^n × P^n)=∼ á ŕàőÄ áâàăŋáâćőň őàąĺâ P^n. Ŕőáńěďŋěě ďěľáâćĺě áćőąőďŋő ŋăď ćŋãâàěŋŋőáâìî ňŋőčőčàăŋÄ ŋĺłă ĺ ĺňěěâ ŕő őďŋőľ ŋěŕőďćĺęŋőľ âőçłě ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë. Ăŋăńőčĺçŋő âőÄ ňã, łăł ňŋőčőčàăŋŋĺł P^n ŕőłàëćăěâáï őâłàëâëňĺ ňŋőęěáâćăňĺ U_v, ďĺääěőňőàäÄ ŋëňĺ R^n_+ (áň. łőŋáâàãłæĺî 2.1.6), ŕàőáâàăŋáâćő (T^n × P^n)=∼ ŕőłàëćăěâáï őâłàëÄ âëňĺ ňŋőęěáâćăňĺ (T^n × U_v)=∼, čőňěőňőàäŋëňĺ (T^n × R^n_+ )=∼ ĺńĺ C^n . Őâáîďă ćëâěłăěâ, çâő ďěľáâćĺě âőàă ŋă (T^n × P^n)=∼ ńőłăńìŋő áâăŋďăàâŋő ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, M^{2n}(‘) := (T^n × P^n)=∼ ïćńïěâáï łćăğĺâőàĺçěáłĺň ňŋőčőőąàăğĺěň.

Ŕãáâì : T^n → T^n { ŋěłőâőàëľ ăćâőňőàäĺğň. Śłăęěň, çâő ďćă łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺï M^{2n}_1 , M^{2n}_2 ŋăď őďŋĺň ňŋőčőčàăŋŋĺłőň P^n ïćńïîâáï -íłćĺćăàĺăŋâÄ ŋő ďĺääěőňőàäŋëňĺ, ěáńĺ áãéěáâćãěâ ďĺääěőňőàäĺğň f : M^{2n}_1 → M^{2n}_2 âăłőľ, çâő f(t · x) = (t)f(x) ďńï ćáěå t ∈ T^n, x ∈ M^{2n}_1 . Ăćâőňőàäĺğň ĺŋďãæĺàãěâ ăćâőňőàÄ äĺğň _∗ àěèěâőł âőàĺçěáłĺå ŕőďčàãŕŕ âőàă T^n. Łăęďëľ âăłőľ ăćâőňőàäĺğň őŕàěďěÄ ńïěâ -ŕàěőąàăğőćăŋĺě åăàăłâěàĺáâĺçěáłĺå ŕăà, ŕàĺ łőâőàőň ďćă åăàăłâěàĺáâĺçěáÄ łĺå őâőąàăęěŋĺï őâńĺçăîâáï ŋă _∗. Śńěďãîéěě ŕàěďńőęěŋĺě ďőłăğăŋő ć [26; ŕàěďÄ ńőęěŋĺě 2.6] ĺ őąőąéăěâ ŕàěďńőęěŋĺě 1.8 ĺğ [33].

Ŕàěďńőęěŋĺě 2.2.3. Ďńï ńîąőčő ăćâőňőàäĺğňă łőŋáâàãłæĺï 2.2.2 őŕàěÄ ďěńïěâ ąĺěłæĺî ňěęďã łńăááăňĺ -íłćĺćăàĺăŋâŋő ďĺääěőňőàäŋëå łćăğĺâőàĺÄ çěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ ĺ -ŕàěőąàăğőćăŋĺïňĺ ŕăà (P^n; ‘).

Ěáńĺ { âőęďěáâćěŋŋëľ ăćâőňőàäĺğň, âő ňë ŕőńãçăěň, çâő ďćă łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺï íłćĺćăàĺăŋâŋő ďĺääěőňőàäŋë âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ĺå åăàăłâěÄ àĺáâĺçěáłĺě ŕăàë áőćŕăďăîâ.

Ŋĺęě ňë, áńěďãï [33], áâàőĺň łńěâőçŋőě àăğąĺěŋĺě ňŋőčőőąàăğĺï M^{2n}, ĺňěîéěě łńěâłĺ ńĺèì ć çěâŋëå àăğňěàŋőáâïå, ĺ ćëçĺáńïěň ěčő çĺáńă Ąěââĺ.

Łőŋáâàãłæĺï 2.2.4. Ćáŕőňŋĺň \ĺďěĺ ĺğ âěőàĺĺ Ňőàáă", ĺáŕőńìğőćăŋŋëě ŕàĺ ďőÄ łăğăâěńìáâćě áőőâŋőèěŋĺľ Ďěŋă{Śőňňěàćĺńńï (âěőàěňë 1.1.11). Šăň ňë ŕàěćàăâĺńĺ 1-őáâőć ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n ć őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ čàăä ĺ őŕàěďěńĺńĺ ĺŋďěłá ind(v) ćěàÄ èĺŋë v ∈ P^n łăł çĺáńő àěąěà, ŋăŕàăćńěŋŋëå ł v. İâĺ àěąàă ŕőàőęďăîâ čàăŋì G_v àăğÄ ňěàŋőáâĺ ind(v). Őąőğŋăçĺň çěàěğ ^G_v ŕőďňŋőęěáâćő čàăŋĺ G_v, ŕőńãçăěňőě ãďăńěŋĺěň ĺğ ŋěě ćáěå čàăŋěľ, ŋě áőďěàęăéĺå v. Őçěćĺďŋő, ^G_v ďĺääěőňőàäŋő R^{ind(v)}_+ ĺ áőďěàęĺâÄ áï ć őâłàëâőň ňŋőęěáâćě U_v ⊂ P^n ĺğ łőŋáâàãłæĺĺ 2.1.6. Šőčďă e_v := ß^{−1} ^G_v őâőęÄ ďěáâćńïěâáï á C^{ind(v)} ĺ őąêěďĺŋěŋĺě ŕőďňŋőęěáâć e_v ŕő ćáěň ćěàèĺŋăň ňŋőčőčàăŋÄ ŋĺłă őŕàěďěńïěâ łńěâőçŋőě àăğąĺěŋĺě ňŋőčőőąàăğĺï M^{2n}. Ğăňěâĺň, çâő ćáě łńěâłĺ ĺňěîâ çěâŋãî àăğňěàŋőáâì ĺ ğăňëłăŋĺě łńěâłĺ e_v ěáâì ć âőçŋőáâĺ ŕőďňŋőčőőąàăğĺě M(G_v)^{2 ind(v)} ⊂ M^{2n}. İâă łőŋáâàãłæĺï ąëńă àăŋěě ŕàĺňěŋěŋă Ţőćăŋáłĺň [50] ďńï ŕőáâàőěŋĺï łńěâőçŋëå àăğąĺěŋĺľ âőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ.

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 45

Ŕàěďńőęěŋĺě 2.2.5. Ůĺáńă Ąěââĺ ňŋőčőőąàăğĺï M^{2n} àăćŋë ŋãńî ć ŋěçěâÄ ŋëå àăğňěàŋőáâïå , ă ć çěâŋëå àăğňěàŋőáâïå ŋăåőďïâáï łăł

b_{2i}(M^{2n}) = h_i(P^n); i = 0; 1; : : : ; n;

čďě h(P^n) = (h_0; : : : ; h_n) { h-ćěłâőà ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ůĺáńő Ąěââĺ b_{2i}(M^{2n}) àăćŋő çĺáńã 2i-ňěàŋëå łńěâőł ć ŕőÄ áâàőěŋŋőň ćëèě łńěâőçŋőň łőňŕńěłáě. Ŕőáńěďŋěě çĺáńő àăćŋő çĺáńã ćěàèĺŋ ĺŋďěłÄ áă i, çâő, ć áćőî őçěàěďì, ěáâì h_i(P^n), łăł ŕőłăğăŋő ŕàĺ ďőłăğăâěńìáâćě âěőàěňë 1.1.11.

Ďńï ńîąőčő łćăğĺâőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï M^{2n} á åăàăłâěàĺáâĺçěáłĺň őâőąàăÄ ęěŋĺěň (25) ĺ ćěłâőàăňĺ čĺŕěàčàăŋěľ ˘_i = (˘_{1i}; : : : ; ˘_{ni})^t ∈ Z^n, i = 1; : : : ; m, őŕàěďěÄ ńĺň ńĺŋěľŋëě äőàňë

(27) `_i := ˘_{i1}v_1 + · · · + ˘_{im}v_m ∈ Z[v_1; : : : ; v_m]; 1 ⩽ i ⩽ n:

Őąàăğë íâĺå ńĺŋěľŋëå äőàň ć łőńìæě čàăŋěľ Z(P^n) ąãďãâ őąőğŋăçăâìáï âěňĺ ęě ąãłÄ ćăňĺ.

Ńěňňă 2.2.6 (Ďíćĺá, §ŋãèłěćĺç). Ďńï ńîąőčő łćăğĺâőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï M^{2n} ŋăď P^n ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì `_1; : : : ; `_n ïćńïěâáï àěčãńïàŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìÄ ŋőáâìî (áâěŕěŋĺ ďćă) ć łőńìæě Z(P^n).

Ŕãáâì J_‘ őąőğŋăçăěâ ĺďěăń ć łőńìæě Z(P^n), ŕőàőęďěŋŋëľ íńěňěŋâăňĺ `_1; : : : ; `_n.

Šěőàěňă 2.2.7 (Ďíćĺá, §ŋãèłěćĺç). Ŕãáâì v_i, 1 ⩽ i ⩽ m, { ďćãňěàŋëě łńăááë łőčőňőńőčĺľ, ďćőľáâćěŋŋëě ł ŕőďňŋőčőőąàăğĺïň M^{2(n−1)}_i ⊂ M^{2n}. Šőčďă łőńìæő łőčőňőńőčĺľ ňŋőčőőąàăğĺï M^{2n} ěáâì

H^∗(M^{2n}; Z) ∼= Z[v_1; : : : ; v_m]=(I_P + J_‘) = Z(P^n)=J_‘:

Ňë ŕàĺćőďĺň ďőłăğăâěńìáâćő ďćãå ŕàěďëďãéĺå ãâćěàęďěŋĺľ ć §3.4.

Ğăňěçăŋĺě. Ĺğňěŋěŋĺě ğŋăłă ćěłâőàă ˘_i áőőâćěâáâćãěâ ŕěàěåőďã őâ v_i ł −v_i ć őŕĺÄ áăŋĺĺ łőńìæă łőčőňőńőčĺľ ĺğ âěőàěňë 2.2.7. İâőâ äăłâ ąãďěâ ĺňěâì ŕàĺŋæĺŕĺăńìŋőě ğŋăçěŋĺě ć áńěďãîéěň ŕăàăčàăäě.

Ŕàĺňěà 2.2.8. Ŋěőáőąőě ŕàőěłâĺćŋőě âőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě M_P , ćőğŋĺłăîÄ éěě ĺğ àěèěâőçŋőčő ŕàőáâőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n, ïćńïěâáï łćăğĺâőàĺçěáłĺň ňŋőčőÄ őąàăğĺěň ŋăď P^n. Śőőâćěâáâćãîéěě åăàăłâěàĺáâĺçěáłőě őâőąàăęěŋĺě ‘: F_i → T (F_i) őŕàěďěńïěâáï äőàňãńőľ (24), čďě ˘_i = (˘_{1i}; : : : ; ˘_{ni})^t áãâì ŋőàňăńìŋëě ćěłâőàë l_i čĺŕěàčàăŋěľ ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n, i = 1; : : : ; m (áň. (1)). Śőőâćěâáâćãîéăï åăàăłâěÄ àĺáâĺçěáłăï (n×m)-ňăâàĺæă ~ áőćŕăďăěâ á ňăâàĺæěľ L ĺğ łőŋáâàãłæĺĺ 1.1.4. Ć çăáâÄ ŋőáâĺ, ěáńĺ P^n ěáâì áâăŋďăàâŋëľ áĺňŕńěłá ´^n (2), âő M_P ěáâì C P^n (ŕàĺňěà 2.1.5), ă ~ = (E | −1), čďě E { ěďĺŋĺçŋăï (n × n)-ňăâàĺæă ĺ 1 { áâőńąěæ ĺğ ěďĺŋĺæ. Śň. âăłęě ŕàĺňěà 2.4.14 ŋĺęě.

Ć őąéěň áńãçăě ŋěőáőąőě âőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě ŋě őąïğăŋő ąëâì łćăğĺâőàĺçěáÄ łĺň: åőâï ŕàőáâàăŋáâćő őàąĺâ (ŕő ďěľáâćĺî T^n) ïćńïěâáï ňŋőčőőąàăğĺěň á ãčńăňĺ (áň. §2.1), őŋő ňőęěâ ŋě ąëâì ďĺääěőňőàäŋëň (ĺńĺ łőňąĺŋăâőàŋő íłćĺćăńěŋâŋëň)

46 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

łăłőňã-ńĺąő ŕàőáâőňã ňŋőčőčàăŋŋĺłã. Ăćâőàë ąńăčőďăàŋë Ŋ. Śâàĺłńăŋďã ğă âő, çâő őŋ őąàăâĺń ŋăèě ćŋĺňăŋĺě ŋă íâőâ äăłâ. Šěň ŋě ňěŋěě, ŋăň ŋě ĺğćěáâŋë áőőâćěâáâćãÄ îéĺě ŕàĺňěàë. Ć [40; á. 71] ŕàĺćěďěŋ ŕàĺňěà ŕőńŋőčő ŋěőáőąőčő ćěěàă ˚ ć R^3 , łőÄ âőàëľ ŋě ňőęěâ ąëâì ŕőńãçěŋ ŕãâěň ćğïâĺï łőŋãáőć á ćěàèĺŋőľ 0 ŋăď čàăŋïňĺ čěőÄ ňěâàĺçěáłőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă. Ŕàĺ íâőň, őďŋăłő, áőőâćěâáâćãîéĺľ áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá K_˚ (ïćńïïáì áĺňŕńĺæĺăńìŋőľ 2-áäěàőľ) łőňąĺŋăâőàŋő íłÄ ćĺćăńěŋâěŋ ŋěłőâőàőľ ňŋőčőčàăŋŋőľ 2-áäěàě. İâő őğŋăçăěâ, çâő ŋěőáőąőě âőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě M_˚, ŋě ąãďãçĺ ŕàőěłâĺćŋëň, âěň ŋě ňěŋěě ïćńïěâáï łćăğĺâőàĺçěáłĺň ňŋőčőőąàăğĺěň.

Ŕàőąńěňă 2.2.9. Ŕőáâàőĺâì ŕàĺňěà ŋěőáőąőčő âőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï, łőâőàőě ŋě ïćńïěâáï łćăğĺâőàĺçěáłĺň ňŋőčőőąàăğĺěň.

Řěèěŋĺě íâőľ ŕàőąńěňë ŕàěďáâăćńïěâáï ăćâőàăň ŋěáńőęŋëň ĺ áćőďĺâáï ł ŕőáâàőÄ ěŋĺî ŕőńŋőčő ŋěőáőąőčő ćěěàă ˚, ăááőæĺĺàőćăŋŋëľ áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá K_˚ łőÄ âőàőčő ïćńïěâáï áäěàőľ Ąăàŋěââă ĺńĺ ńîąőľ ďàãčőľ P L-áäěàőľ, ŋě ïćńïîéěľáï ňŋőÄ čőčàăŋŋőľ áäěàőľ (áň. § 1.2). Łăł ąëńő ãłăğăŋő Ŋ. Śâàĺłńăŋďőň, őŕàěďěńěŋĺě łćăğĺÄ âőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï ňőęěâ ąëâì ćĺďőĺğňěŋěŋő âăłĺň őąàăğőň, çâőąë ćáě ŋěőáőÄ ąëě âőàĺçěáłĺě ňŋőčőőąàăğĺï ăćâőňăâĺçěáłĺ áâăŋőćĺńĺáì łćăğĺâőàĺçěáłĺňĺ ňŋőčőÄ őąàăğĺïňĺ. Ďńï íâőčő ć őŕàěďěńěŋĺĺ 2.2.1 ŋěőąåőďĺňő ğăňěŋĺâì ŕàőáâőľ ňŋőčőčàăŋÄ ŋĺł ŋă ňŋőčőčàăŋŋëľ łőňŕńěłá, ďćőľáâćěŋŋëľ ł ŋěłőâőàőľ áĺňŕńĺæĺăńìŋőľ áäěàě. Śőőâćěâáâćãîéĺě łőŋáâàãłæĺĺ ć ŋăáâőïéěě ćàěňï ŋăåőďïâáï ć áâăďĺĺ àăğàăąőâłĺ.

Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, ńěčłő ŕőáâàőĺâì ŕàĺňěà łćăğĺâőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï, łőâőÄ àőě ŋě ïćńïěâáï âőàĺçěáłĺň. Ŕàőáâěľèĺň ĺğ âăłĺå ŕàĺňěàőć ïćńïěâáï ňŋőčőőąàăğĺě C P^2 # C P^2 (áćïğŋăï áãňňă ďćãå íłğěňŕńïàőć C P^2 ), łőâőàőě ïćńïěâáï łćăğĺâőàĺçěáÄ łĺň ňŋőčőőąàăğĺěň ŋăď łćăďàăâőň I^2 (íâő áńěďãěâ ĺğ łőŋáâàãłæĺĺ íłćĺćăàĺăŋâŋőľ áćïğŋőľ áãňňë, áň. [33; 1.11], ă âăłęě § 2.3 ĺ áńěďáâćĺě 2.5.5 ŋĺęě), ŋő ŋě ďőŕãáłăěâ ďăęě ŕőçâĺ łőňŕńěłáŋőľ áâàãłâãàë (łőňŕńěłáŋőľ áâàãłâãàë ć łăáăâěńìŋőň àăááńőÄ ěŋĺĺ). Ć áćïğĺ á íâĺň ćőğŋĺłăěâ áńěďãîéăï ŕàőąńěňă.

Ŕàőąńěňă 2.2.10. Ŕãáâì P^n { ŕàőáâőľ ňŋőčőčàăŋŋĺł á m čĺŕěàčàăŋïňĺ, ‘ { åăàăłâěàĺáâĺçěáłőě őâőąàăęěŋĺě (25) ĺ M^{2n}(‘) { ŕőáâàőěŋŋőě ŕő ŋěľ łćăğĺâőÄ àĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě (łőŋáâàãłæĺï 2.2.2). Ŋăľâĺ ŋěőąåőďĺňëě ĺ ďőáâăâőçŋëě ãáńőćĺï ŋă P^n ĺ ‘, őąěáŕěçĺćăîéĺě áãéěáâćőćăŋĺě T^n-ĺŋćăàĺăŋâŋőľ łőňŕńěłáÄ ŋőľ (áőőâćěâáâćěŋŋő ŕőçâĺ łőňŕńěłáŋőľ) áâàãłâãàë ŋă M^{2n}(‘).

Ć ŕőçâĺ łőňŕńěłáŋőň áńãçăě ŕőáńěďŋïï ŕàőąńěňă ąëńă áäőàňãńĺàőćăŋă ć [33;ŕàőąÄ ńěňă 7.6]. Ŕàĺňěà 2.2.8 (åăàăłâěàĺáâĺçěáłĺě őâőąàăęěŋĺï àěèěâőçŋëå ňŋőčőčàăŋŋĺÄ łőć) ďăěâ ďőáâăâőçŋőě ãáńőćĺě ďńï ŕàőąńěňë 2.2.10 (âăł łăł ŋěőáőąőě âőàĺçěáłőě ňŋőÄ čőőąàăğĺě ïćńïěâáï łőňŕńěłáŋëň). Šěň ŋě ňěŋěě, íâő ãáńőćĺě, őçěćĺďŋő, ŋě ïćńïěâáï ŋěőąåőďĺňëň ďăęě ďńï áãéěáâćőćăŋĺï łőňŕńěłáŋőľ áâàãłâãàë. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ĺňěÄ îâáï ŋěőáőąëě (ŋěŕàőěłâĺćŋëě) âőàĺçěáłĺě ňŋőčőőąàăğĺï, łőâőàëě ŋě ŕàőĺáåőďïâ ĺğ àěèěâőçŋëå ŕàőáâëå ňŋőčőčàăŋŋĺłőć (áň. ãęě ãŕőňĺŋăćèĺľáï ŕàĺňěà ĺğ [40; á. 71]). Ć âő ęě ćàěňï, ŋăň ŋě ĺğćěáâŋë ŕàĺňěàë ŋě âőàĺçěáłĺå łőňŕńěłáŋëå łćăğĺâőàĺçěáÄ łĺå ňŋőčőőąàăğĺľ.

Ŕàőąńěňă 2.2.11. Ŕőáâàőĺâì ŕàĺňěà ŋě âőàĺçěáłőčő łćăğĺâőàĺçěáłőčő ňŋőÄ čőőąàăğĺï, ďőŕãáłăîéěčő T^n-ĺŋćăàĺăŋâŋãî łőňŕńěłáŋãî áâàãłâãàã.

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 47

Ţőâï őąéěě łćăğĺâőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě ňőęěâ ŋě ąëâì łőňŕńěłáŋëň ĺńĺ ŕőçâĺ łőňŕńěłáŋëň, őŋő ćáěčďă ďőŕãáłăěâ T^n-ĺŋćăàĺăŋâŋãî łőňŕńěłáŋãî áâàãłâãàã ć áâăÄ ąĺńìŋőň łăáăâěńìŋőň àăááńőěŋĺĺ. Śőőâćěâáâćãîéĺě łőŋáâàãłæĺĺ ĺğńőęěŋë ć áńěďãÄ îéěň ŕăàăčàăäě.

Ďàãčőľ łńăáá ŕàőąńěň áćïğăŋ á łńăááĺäĺłăæĺěľ łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ ŋăď ğăďăŋŋëň łőňąĺŋăâőàŋëň ŕàőáâëň ňŋőčőčàăŋŋĺłőň. Őąéăï ğăďăçă łńăááĺäĺłăÄ æĺĺ àăááňőâàěŋă ć § 2.5. Łăł ŕőłăğëćăěâ ŕàĺňěà 2.2.14 ŋĺęě, áãéěáâćãîâ łőňąĺŋăÄ âőàŋëě ŕàőáâëě ňŋőčőčàăŋŋĺłĺ, łőâőàëě ŋě ďőŕãáłăîâ åăàăłâěàĺáâĺçěáłőčő őâőąàăÄ ęěŋĺï (ĺ âěň áăňëň ŋě ňőčãâ ąëâì ŕàőáâàăŋáâćăňĺ őàąĺâ ďńï łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőÄ čőőąàăğĺľ).

Ŕàőąńěňă 2.2.12. Ďăâì łőňąĺŋăâőàŋőě őŕĺáăŋĺě ňŋőčőčàăŋŋĺłőć P^n, ďőŕãáÄ łăîéĺå åőâï ąë őďŋő åăàăłâěàĺáâĺçěáłőě őâőąàăęěŋĺě (25).

Őąőąéěŋĺě íâőľ ŕàőąńěňë ŕàĺćěďěŋő ć §4.4 (ŕàőąńěňă 4.4.1).

Ţăàăłâěàĺáâĺçěáłőě őâőąàăęěŋĺě őŕàěďěńïěâáï æěńőçĺáńěŋŋőľ (n × m)-ňăâàĺÄ æěľ ~, ãďőćńěâćőàïîéěľ ãáńőćĺî (26) ďńï ńîąőľ ćěàèĺŋë v ∈ P^n. Şáńőćĺě (det ~_{(v)})^2 = 1 ćëďěńïěâ čĺŕěàŕőćěàåŋőáâì ć ŕàőáâàăŋáâćě M(n; m; Z) æěńőçĺáńěŋÄ ŋëå (n × m)-ňăâàĺæ. Ŕàőąńěňă 2.2.12 ďőŕãáłăěâ áńěďãîéãî őçěćĺďŋãî ŕěàěäőàňãÄ ńĺàőćłã.

Ŕàěďńőęěŋĺě 2.2.13. Ňŋőęěáâćő ćáěå åăàăłâěàĺáâĺçěáłĺå ňăâàĺæ ŕàěďÄ áâăćńïěâ áőąőľ ŕěàěáěçěŋĺě čĺŕěàŕőćěàåŋőáâěľ

(28) ⋂ v∈P n { (det ~_{(v)})^2 = 1 }

ć ŕàőáâàăŋáâćě M(n; m; Z), čďě v ŕàőąěčăěâ ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ ňŋőčőčàăŋŋĺÄ łă P^n.

Ŕàĺňěà 2.2.14 (ňŋőčőčàăŋŋĺł, ŋě ďőŕãáłăîéĺľ åăàăłâěàĺáâĺçěáłőčő őâőąàăęěÄ ŋĺï, [33; ŕàĺňěà 1.22]). Ŕãáâì P^n { 2-áňěęŋőáâŋëľ ŕàőáâőľ ňŋőčőčàăŋŋĺł á m ⩾ 2^n čĺŕěàčàăŋïňĺ (ŋăŕàĺňěà, ŕőńïàŋëľ ňŋőčőčàăŋŋĺł ďńï æĺłńĺçěáłőčő ňŋőčőčàăŋŋĺÄ łă C^n(m) (ŕàĺňěà 1.1.9) á n ⩾ 4 ĺ m ⩾ 2^n). Šőčďă P^n ŋě ďőŕãáłăěâ ŋĺ őďŋőčő åăàăłâěàĺáâĺçěáłőčő őâőąàăęěŋĺï ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, ŋě ňőęěâ ąëâì ŕàőáâàăŋáâćőň őàąĺâ ŋĺłăłőčő łćăğĺâőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï. Ďěľáâćĺâěńìŋő, áőčńăáŋő ŕàěďńőęěÄ ŋĺî 2.2.13 ďőáâăâőçŋő ďőłăğăâì, çâő ŕěàěáěçěŋĺě (28) ŕãáâő. Šăł łăł m ⩾ 2^n, ã ńîąőľ ňăâàĺæë ~ ∈ M(n; m; Z) (ąěğ ŋãńěćëå áâőńąæőć) ŋăľďãâáï ďćă áâőńąæă, áłăęěň i-ľ ĺ j-ľ, áőćŕăďăîéĺě ŕő ňőďãńî 2. Šăł łăł P^n { 2-áňěęŋőáâŋëľ ňŋőčőčàăŋŋĺł, áőőâćěâÄ áâćãîéĺě ďćě čĺŕěàčàăŋĺ F_i ĺ F_j ĺňěîâ ŋěŕãáâőě ŕěàěáěçěŋĺě ć P^n. Śńěďőćăâěńìŋő, áâőńąæë i ĺ j ňăâàĺæë ~ ćåőďïâ ć łăłőľ-âő ĺğ ěě ňĺŋőàőć ćĺďă ~_{(v)}. İâő őğŋăçăěâ, çâő őŕàěďěńĺâěńì íâőčő ňĺŋőàă çěâěŋ ĺ ŕěàěáěçěŋĺě (28) ŕãáâő.

§ 2.3. Śâăąĺńìŋő łőňŕńěłáŋëě áâàãłâãàë ĺ łćăğĺâőàĺçěáłĺě ŕàěďáâăÄ ćĺâěńĺ ć łńăááăå łőąőàďĺğňőć. İâőâ ŕăàăčàăä áőďěàęĺâ, ć őáŋőćŋőň, àěğãńìâăÄ âë, ŕőńãçěŋŋëě ŕěàćëň ăćâőàőň áőćňěáâŋő á Ŋ. Říěň ć àăąőâăå [24]{[26].

Śâăąĺńìŋő łőňŕńěłáŋăï áâàãłâãàă ŋă (čńăďłőň) ňŋőčőőąàăğĺĺ M őŕàěďěńïěâáï łőňŕńěłáŋőľ áâàãłâãàőľ ć ćěłâőàŋőň àăááńőěŋĺĺ ø(M) ⊕ R^k ďńï ŋěłőâőàőčő k, čďě ø(M) { łăáăâěńìŋőě àăááńőěŋĺě ł M, ă R^k őąőğŋăçăěâ âàĺćĺăńìŋőě ćěéěáâćěŋŋőě k-àăááńőěŋĺě ŋăď M. Śâăąĺńìŋő łőňŕńěłáŋőě ňŋőčőőąàăğĺě (ć ďàãčĺå âěàňĺŋăå,

48 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

áńăąő ŕőçâĺ łőňŕńěłáŋőě ňŋőčőőąàăğĺě ĺńĺ U-ňŋőčőőąàăğĺě) { íâő ňŋőčőőąàăğĺě á äĺłáĺàőćăŋŋőľ áâăąĺńìŋő łőňŕńěłáŋőľ áâàãłâãàőľ, â.ě. ŕăàă (M; ¸), čďě ¸ { łőňŕńěłáÄ ŋőě àăááńőěŋĺě, ĺğőňőàäŋőě, łăł ćěéěáâćěŋŋőě àăááńőěŋĺě, àăááńőěŋĺî ø(M) ⊕ R^k ďńï ŋěłőâőàőčő k. Ěáńĺ M áăňő ïćńïěâáï łőňŕńěłáŋëň ňŋőčőőąàăğĺěň, âő ŋă ŋěň ĺňěÄ ěâáï łăŋőŋĺçěáłăï áâăąĺńìŋő łőňŕńěłáŋăï áâàãłâãàă (M; ø(M)). Őŕěàăæĺĺ ŋěáćïğÄ ŋőčő őąêěďĺŋěŋĺï ĺ ŕàïňőčő ŕàőĺğćěďěŋĺï áâăąĺńìŋő łőňŕńěłáŋëå ňŋőčőőąàăğĺľ ğăÄ ďăîâ ŋă ňŋőęěáâćě łńăááőć ĺå łőąőàďĺğňőć [M; ¸] áâàãłâãàã čàăďãĺàőćăŋŋőčő łőńìÄ æă { łőńìæă łőňŕńěłáŋëå łőąőàďĺğňőć ˙^U . Śőčńăáŋő âěőàěňě Ňĺńŋőàă ĺ Ŋőćĺłőćă ˙^U ∼= Z[a_1; a_2; : : : ], deg a_i = 2i (áň. [62], [84]). İâő łőńìæő áńãęĺâ łőńìæőň łőíääĺæĺÄ ěŋâőć őąőąéěŋŋőľ âěőàĺĺ (łő)čőňőńőčĺľ, ĺğćěáâŋőľ łăł łőňŕńěłáŋëě (łő)ąőàďĺğňë.

Śâăąĺńìŋő łőňŕńěłáŋëň ňŋőčőőąàăğĺïň ąëńő ãďěńěŋő ąőńìèőě ćŋĺňăŋĺě ć ďőłńăÄ ďě Ť. Ţĺàæěąàãåă ŋă ňăâěňăâĺçěáłőň łőŋčàěááě ć İďĺŋąãàčě 1958 č. (áň. [60]). ĹáŕőńìÄ ğãï čĺŕěàŕőćěàåŋőáâĺ Ňĺńŋőàă (áň. ŕàĺňěà 2.3.10) ĺ âěőàěňã Ňĺńŋőàă{Ŋőćĺłőćă, ąëńő ŕőłăğăŋő, çâő łăęďëľ łńăáá łőňŕńěłáŋëå łőąőàďĺğňőć áőďěàęĺâ ŋěőáőąőě ăńÄ čěąàăĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě (ŋě őąïğăâěńìŋő áćïğŋőě). Ďő áĺå ŕőà őáâăěâáï ŋěàěèěŋŋőľ áńěďãîéăï ŕàőąńěňă.

Ŕàőąńěňă 2.3.1 (Ţĺàæěąàãå). Łăłĺě łńăááë łőąőàďĺğňőć ĺğ ˙^U áőďěàęăâ áćïğŋëě ŋěőáőąëě ăńčěąàăĺçěáłĺě ňŋőčőőąàăğĺï?

Ŕàĺňěà 2.3.2. Čàãŕŕă ˙^U_2 ∼= Z ďćãňěàŋëå łőąőàďĺğňőć ŕőàőęďăěâáï łńăááőň [C P^1 ] (àĺňăŋőćőľ áäěàë). Łăęďëľ łńăáá k[C P^1 ] ∈ ˙^U_2 áőďěàęĺâ ŋěőáőąőě ăńčěąÄ àăĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě, ă ĺňěŋŋő, ŕàĺ k ¿ 0 { ŋěáćïğŋőě őąêěďĺŋěŋĺě k íłğěňŕńïàőć C P^1 , ă ŕàĺ k ¡ 0 { ŋěáćïğŋőě őąêěďĺŋěŋĺě k íłğěňŕńïàőć àĺňăŋőćőľ ŕőćěàåŋőáâĺ àőÄ ďă 2. Ć âő ęě ćàěňï áćïğŋőě ăńčěąàăĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě áőďěàęĺâáï ńĺèì ć łńăááăå łőąőàďĺğňőć ćĺďă k[C P^1 ], čďě k ⩽ 1.

Ğăďăçĺ ćëąőàă őąàăğãîéĺå áŕěæĺăńìŋőčő ćĺďă ć łőńìæě ˙^U ěáâěáâćěŋŋő ćőğŋĺłăÄ îâ ć âěőàĺĺ łőąőàďĺğňőć ĺ ěě ŕàĺńőęěŋĺïå. Ďăńěě ć íâőň ŕăàăčàăäě ňë ŕàĺćőďĺň àěÄ èěŋĺě ăŋăńőčă ŕàőąńěňë 2.3.1 ďńï łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ, ŋěďăćŋő ŕőńãçěŋÄ ŋőě ć àăąőâăå [25] ĺ [26]. İâő àěèěŋĺě őŕĺàăěâáï ŋă ććěďěŋĺě ďőŕőńŋĺâěńìŋőľ áâàãłÄ âãàë ŋă łćăğĺâőàĺçěáłőň ňŋőčőőąàăğĺĺ { ŕőńĺőàĺěŋâăæĺĺ, ğăďăîéěľ ŋă ŋěň łăŋőÄ ŋĺçěáłãî áâăąĺńìŋő łőňŕńěłáŋãî áâàãłâãàã ć łőňąĺŋăâőàŋëå âěàňĺŋăå.

Ŕãáâì ß: M^{2n} → P^n { łćăğĺâőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě á åăàăłâěàĺáâĺçěáłĺň őâőÄ ąàăęěŋĺěň ‘. Ťĺłáĺàãï őàĺěŋâăæĺî âőàă T^n áőčńăáŋő (23), ňë ŕőńãçăěň, çâő ćëąőà őàĺěŋâăæĺĺ ďńï P^n íłćĺćăńěŋâěŋ ćëąőàã őàĺěŋâăæĺĺ ďńï M^{2n} (őàĺěŋâăæĺï ňŋőčőÄ čàăŋŋĺłă P^n őŕàěďěńïěâáï őàĺěŋâăæĺěľ őąêěňńîéěčő ŕàőáâàăŋáâćă R^n ).

Őŕàěďěńěŋĺě 2.3.3. Ŕőńĺőàĺěŋâăæĺěľ łćăğĺâőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï M^{2n} ŋăÄ ğëćăěâáï ćëąőà ěčő őàĺěŋâăæĺĺ ćňěáâě á őàĺěŋâăæĺïňĺ łăęďőčő ĺğ ŕőďňŋőčőőąàăğĺľ M^{2(n−1)} i = ß^{−1}(F_i), i = 1; : : : ; m.

Šăłĺň őąàăğőň, ŋă ďăŋŋőň M^{2n} ćáěčő ĺňěěâáï 2^{m+1} ŕőńĺőàĺěŋâăæĺľ. Ŕőńĺőàĺěŋâăæĺï ňŋőčőőąàăğĺï M^{2n} őŕàěďěńïěâ őàĺěŋâăæĺî łăęďőčő ŋőàňăńìÄ ŋőčő àăááńőěŋĺï ˚_i := ˚(M_i ⊂ M^{2n}), i = 1; : : : ; m. Šăł łăł łăęďőě ˚_i ïćńïěâáï ďćãňěàŋëň ćěéěáâćěŋŋëň àăááńőěŋĺěň, őàĺěŋâăæĺï ˚_i ğăďăěâ ć ŋěň áâàãłâãàã őďŋőÄ ňěàŋőčő łőňŕńěłáŋőčő àăááńőěŋĺï. Śâăæĺőŋăàŋăï ŕőďčàãŕŕă T (F_i) ŕőďňŋőčőőąàăğĺï M^{2(n−1)} i = ß^{−1}(F_i) ďěľáâćãěâ ć ŋőàňăńìŋőň àăááńőěŋĺĺ ˚_i, i = 1; : : : ; m. Šăłĺň őąàăğőň, ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéěě ãâćěàęďěŋĺě.

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 49

Ŕàěďńőęěŋĺě 2.3.4. Ćëąőà ŕőńĺőàĺěŋâăæĺĺ M^{2n} íłćĺćăńěŋâěŋ ćëąőàã őàĺÄ ěŋâăæĺĺ P^n ćňěáâě á őďŋőğŋăçŋëň (ă ŋě á âőçŋőáâìî ďő ğŋăłă) ćëąőàőň ćěłÄ âőàőć ˘_i, i = 1; : : : ; m, ć (24).

Ąãďěň ŋăğëćăâì åăàăłâěàĺáâĺçěáłőě őâőąàăęěŋĺě ‘ ŋăŕàăćńěŋŋëň, ěáńĺ ćáě őłàãęŋőáâĺ ‘(F_i), i = 1; : : : ; m, őàĺěŋâĺàőćăŋë. İâő ŕőďàăğãňěćăěâ, çâő ğŋăłĺ ćěłâőàőć čĺŕěàčàăŋěľ ˘_i = (˘_{1i}; : : : ; ˘_{ni})^t, i = 1; : : : ; m, ćëąàăŋë őďŋőğŋăçŋő. Ć ŕàěďëďãéěň ŕăàăčàăäě ňë áćőďĺńĺ ćěłâőàë čĺŕěàčàăŋěľ ć æěńőçĺáńěŋŋãî (n×m)-ňăâàĺæã ~. İâă ňăâàĺæă ãďőćńěâćőàïěâ ãáńőćĺî (26). Ć áĺńã (24) ğăďăŋĺě ňăâàĺæë ~ íłćĺćăńěŋâÄ ŋő ğăďăŋĺî ŋăŕàăćńěŋŋőčő åăàăłâěàĺáâĺçěáłőčő őâőąàăęěŋĺï. Ŕãáâì Z^F őąőğŋăçăÄ ěâ m-ňěàŋëľ áćőąőďŋëľ Z-ňőďãńì, ŕőàőęďěŋŋëľ ňŋőęěáâćőň F čĺŕěàčàăŋěľ ňŋőčőÄ čàăŋŋĺłă P^n. Šőčďă ňăâàĺæă ~ őŕàěďěńïěâ íŕĺňőàäĺğň ˘: Z^F → Z^n (˘(F_i) = ˘_i) ĺ íŕĺňőàäĺğň T^F → T^m, łőâőàëľ ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì âőľ ęě ąãłćőľ ˘. Ďăńěě ňë ąãďěň ŕĺáăâì Z^m ćňěáâő Z^F ĺ T^m ćňěáâő T^F, ĺáŕőńìğãï áőčńăèěŋĺě, çâő ćěłÄ âőà e_i áâăŋďăàâŋőčő ąăğĺáă Z^m áőőâćěâáâćãěâ F_i ∈ Z^F, i = 1; : : : ; m (ĺ ăŋăńőčĺçŋő ďńï T^m). Ŋăŕàăćńěŋŋăï åăàăłâěàĺáâĺçěáłăï ŕăàă (P^n; ~) áőáâőĺâ ĺğ őàĺěŋâĺàőÄ ćăŋŋőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n ĺ æěńőçĺáńěŋŋőľ ňăâàĺæë ~ (ĺńĺ, íłćĺćăńěŋâŋő, íŕĺňőàÄ äĺğňă ˘: Z^m → Z^n), ãďőćńěâćőàïîéěľ (26).

Ŕàěďńőęěŋĺě 2.3.4 ŕőłăğëćăěâ, çâő åăàăłâěàĺáâĺçěáłăï ŕăàă ŕőńĺőàĺěŋâĺàőćăŋÄ ŋőčő łćăğĺâőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï ïćńïěâáï ŋăŕàăćńěŋŋőľ. Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, łćăÄ ğĺâőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě, őŕàěďěńïěňőě ŕàĺ ŕőňőéĺ łőŋáâàãłæĺĺ 2.2.2 ĺğ ŋăŕàăćÄ ńěŋŋőľ åăàăłâěàĺáâĺçěáłőľ ŕăàë, ïćńïěâáï ŕőńĺőàĺěŋâĺàőćăŋŋëň.

Łőŋáâàãłæĺï 2.3.5. Ćëąőà őàĺěŋâăæĺĺ ć àăááńőěŋĺĺ ˚_i ŋăď M_i ğăďăěâ æěńőçĺáÄ ńěŋŋëľ łńăáá Šőňă ć čàãŕŕě łőčőňőńőčĺľ H^2(M(˚_i)), łőâőàëľ ŕàěďáâăćńïěâáï ŋěłőâőÄ àëň łőňŕńěłáŋëň őďŋőňěàŋëň àăááńőěŋĺěň ŋăď ŕàőáâàăŋáâćőň Šőňă M(˚_i). ŐâőąàăÄ ęěŋĺě Ŕőŋâàïčĺŋă{Šőňă M^{2n} → M(˚_i) ĺŋďãæĺàãěâ ŋěłőâőàőě àăááńőěŋĺě ŋăď M^{2n}, łőâőàőě ňë őąőğŋăçĺň æ_i. Őčàăŋĺçěŋĺě æ_i ŋă M_i ⊂ M^{2n} ěáâì ˚_i.

Šěőàěňă 2.3.6 [26; âěőàěňă 3.8]. Łăęďăï ŕőńĺőàĺěŋâăæĺï łćăğĺâőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï M^{2n} ğăďăěâ ŋă ŋěň łăŋőŋĺçěáłãî áâăąĺńìŋő łőňŕńěłáŋãî áâàãłÄ âãàã ŕàĺ ŕőňőéĺ áńěďãîéěčő ĺğőňőàäĺğňă ćěéěáâćěŋŋëå 2m-àăááńőěŋĺľ:

ø(M^{2n}) ⊕ R^{2(m−n)} ∼= æ_1 ⊕ · · · ⊕ æ_m:

Őâáîďă áńěďãěâ, çâő ŋăŕàăćńěŋŋăï åăàăłâěàĺáâĺçěáłăï ŕăàă (P^n; ~) őŕàěďěńïěâ łńăáá łőąőàďĺğňőć [M^{2n}; æ_1 ⊕ · · · ⊕ æ_m] ∈ ˙^U . Ć âő ęě ćàěňï, ŕàěďëďãéĺě łőŋáâàãłÄ æĺĺ ňőčãâ ąëâì ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ŕàĺňěŋěŋë ł ćëçĺáńěŋĺî łőńìæă łőňŕńěłáŋëå łőÄ ąőàďĺğňőć ˙^∗_U (M^{2n}) ŕőńĺőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő łćăğĺâőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï.

Šěőàěňă 2.3.7 [26; 5.3]. Ŕãáâì v_i őąőğŋăçăěâ ŕěàćëľ łńăáá Ůęěŋï c_1(æ_i) ∈ ˙^2_U (M^{2n}) àăááńőěŋĺï æ_i ć łőňŕńěłáŋëå łőąőàďĺğňăå , 1 ⩽ i ⩽ m. Šőčďă łőńìæő łőąőàďĺğňőć M^{2n} ěáâì

˙^∗_U (M^{2n}) ∼= ˙^U [v_1; : : : ; v_m]=(I_P + J_~);

čďě ĺďěăńë I_P ĺ J_~ őŕàěďěńïîâáï âăł ęě, łăł ĺ ć âěőàěňě 2.2.7.

Ğăňěâĺň, çâő ŕő ŕőáâàőěŋĺî àăááńőěŋĺï æ_i łńăáá Ůęěŋï c_1(æ_i) ďćőľáâćěŋěŋ ŕő ŔãÄ ăŋłăàě ćńőęěŋĺî M^{2(n−1)}_i ⊂ M^{2n}. Ć łăçěáâćě áńěďáâćĺï ňë ŕőńãçăěň ğăňěçăâěńìÄ ŋëľ äăłâ, çâő čàãŕŕë łőňŕńěłáŋëå ąőàďĺğňőć ˙^U_∗ (M^{2n}) ŕőàőęďăîâáï ćńőęěŋŋëňĺ

50 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

ŕőďňŋőčőőąàăğĺïňĺ. Ťãŋďăňěŋâăńìŋëľ łńăáá łőąőàďĺğňőć ⟨M^{2n}⟩ ∈ ˙^{2n}_U (M^{2n}) ŕő őŕàěďěńěŋĺî ďćőľáâćěŋěŋ ŕő Ŕãăŋłăàě łńăááã ąőàďĺğňőć âőçłĺ. Ŕőíâőňã ⟨M^{2n}⟩ = v_{i1} · · · v_{in} ďńï ńîąőčő ŋăąőàă i_1; : : : ; i_n âăłőčő, çâő F_{i1} ∩ · · · ∩ F_{in} { ćěàèĺŋă ňŋőčőÄ čàăŋŋĺłă P^n.

Ŕàĺňěà 2.3.8 (ňŋőčőőąàăğĺě őčàăŋĺçěŋŋëå äńăčőć [24]). Őčàăŋĺçěŋŋëň äńăčőň ć C^{n+1} ŋăğëćăěâáï ŕőńŋëľ äńăč U = {U_1 ⊂ U_2 ⊂ · · · ⊂ U_{n+1} = C^{n+1} } âăłőľ, çâő U_k áőďěàęĺâ łőőàďĺŋăâŋőě ŕőďŕàőáâàăŋáâćő C^{k−1} (ŕőàőęďěŋŋőě ŕěàćëňĺ k − 1 ćěłâőàăÄ ňĺ áâăŋďăàâŋőčő ąăğĺáă) ŕàĺ 2 ⩽ k ⩽ n. Łăł ŕőłăğăŋő ć [26; ŕàĺňěà 2.8], ďěľáâćĺě âőàă T^n ŋă C^{n+1} ŕő äőàňãńě t · z = (t_1z_1; : : : ; t_nz_n; z_{n+1}) ğăďăěâ ŋă 2n-ňěàŋőň ňŋőčőÄ őąàăğĺĺ B_n ćáěå őčàăŋĺçěŋŋëå äńăčőć ć C^{n+1} áâàãłâãàã łćăğĺâőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąÄ àăğĺï ŋăď łãąőň I^n.

Ŕàĺňěà 2.3.9. Ć [25] ććěďěŋő áěňěľáâćő ňŋőčőőąàăğĺľ B_{i;j}, 0 ⩽ i ⩽ j. Šőçłăňĺ ňŋőčőőąàăğĺï B_{i;j} ïćńïîâáï ŕăàë (U; W ), čďě U { őčàăŋĺçěŋŋëľ äńăč ć C^{n+1} (áň. ŕàĺňěà 2.3.8), ă W { őďŋőňěàŋőě ŕőďŕàőáâàăŋáâćő ć U^⊥_1 ⊕ C^{j−i} . Šăłĺň őąàăğőň, B_{i;j} ïćńïěâáï ŕàőáâàăŋáâćőň čńăďłőčő àăááńőěŋĺï ŋăď B_i áő áńőěň C P^{j−1} . Ć [26; ŕàĺÄ ňěà 2.9] ŕőłăğăŋő, çâő B_{i;j} ïćńïěâáï łćăğĺâőàĺçěáłĺň ňŋőčőőąàăğĺěň ŋăď ŕàőĺğćěďěÄ ŋĺěň I^i × D^{j−1} łãąă ĺ áĺňŕńěłáă.

Łăŋőŋĺçěáłĺě áâăąĺńìŋő łőňŕńěłáŋëě áâàãłâãàë ĺ ŕőńĺőàĺěŋâăæĺĺ ŋă ňŋőčőőąàÄ ăğĺïå B_n ĺ B_{i;j} őŕĺáăŋë ć [26; ŕàĺňěàë 4.3, 4.5].

Ğăňěçăŋĺě. Ŕàőĺğćěďěŋĺě ďćãå łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ M^{2n1}_1 ĺ M^{2n2}_2 ŋăď ňŋőčőčàăŋŋĺłăňĺ P^{n1}_1 ĺ P^{n2}_2 ïćńïěâáï łćăğĺâőàĺçěáłĺň ňŋőčőőąàăğĺěň ŋăď P^{n1}_1 ×P^{n2}_2 . İâă łőŋáâàãłæĺï őąőąéăěâáï ŋă ŕőńĺőàĺěŋâĺàőćăŋŋëě łćăğĺâőàĺçěáłĺě ňŋőčőőąàăÄ ğĺï ĺ áőčńăáőćăŋă áő áâăąĺńìŋő łőňŕńěłáŋëňĺ áâàãłâãàăňĺ (ďěâăńĺ ňőęŋő ŋăľâĺ ć [26; ŕàěďńőęěŋĺě 4.7]).

Łăł ŕőłăğăŋő ć [25],łńăááë ňŋőčőőąàăğĺľ B_{i;j} ňãńìâĺŕńĺłăâĺćŋő ŕőàőęďăîâ łőńìÄ æő ˙^U , â.ě. łăęďőě 2n-ňěàŋőě áâăąĺńìŋő łőňŕńěłáŋőě ňŋőčőőąàăğĺě áőďěàęĺâ ć áćőěň łńăááě łőąőàďĺğňőć ŋěáćïğŋőě őąêěďĺŋěŋĺě ňŋőčőőąàăğĺľ

(29) B_{i1;j1} × B_{i2;j2} × · · · × B_{ik;jk} ; čďě ∑_k

q=1(i_q + j_q) − 2k = n. Łăęďőě âăłőě ŕàőĺğćěďěŋĺě ïćńïěâáï łćăğĺâőàĺçěáÄ łĺň ňŋőčőőąàăğĺěň. İâő { őáŋőćŋőľ àěğãńìâăâ àăąőâë [25]. Śâăąĺńìŋő łőňŕńěłáŋëě áâàãłâãàë ŋă ŕàőĺğćěďěŋĺïå (29) ĺŋďãæĺàőćăŋë ŕőńĺőàĺěŋâăæĺïňĺ ĺ ŕőíâőňã áőåàăÄ ŋïîâáï ŕőď ďěľáâćĺěň âőàă.

Ŕàĺňěà 2.3.10. Śâăŋďăàâŋëľ ŋăąőà ňŋőčőőąàăğĺľ, ŕőàőęďăîéĺå łőńìæő ˙^U , áőÄ áâőĺâ ĺğ ŕàőěłâĺćŋëå ŕàőáâàăŋáâć C P^i , i ⩾ 0, ĺ čĺŕěàŕőćěàåŋőáâěľ Ňĺńŋőàă H_{i;j} ⊂ C P^i × C P^j , 1 ⩽ i ⩽ j. Čĺŕěàŕőćěàåŋőáâĺ H_{i;j} őŕàěďěńïîâáï áńěďãîéĺň őąàăğőň:

H_{i;j} = { (z_0 : · · · : z_i) × (w_0 : · · · : w_j) ∈ C P^i × C P^j : i∑ q=0 z_qw_q = 0 } :

Ŕàĺ íâőň, łăł ŕőłăğăŋő ć [25],čĺŕěàŕőćěàåŋőáâĺ H_{i;j} ŋě ïćńïîâáï łćăğĺâőàĺçěáłĺňĺ ňŋőčőőąàăğĺïňĺ ŕàĺ i ⩾ 2.

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 51

Ďńï âőčő çâőąë ğăďăâì ŕő-ŋăáâőïéěňã łćăğĺâőàĺçěáłĺå ŕàěďáâăćĺâěńěľ (łőâőàëě ŕő őŕàěďěńěŋĺî áćïğŋë) ć łăęďőň łńăááě łőąőàďĺğňőć àăğňěàŋőáâĺ ¿ 2, őáâăěâáï ńĺèì ğăňěŋĺâì ŋěáćïğŋëě őąêěďĺŋěŋĺï ŕàőĺğćěďěŋĺľ (29) ŋă ĺå áćïğŋëě áãňňë. İâő áďěńăŋő ć [26; § 6], ĺáŕőńìğãï łőŋáâàãłæĺî 1.1.7 ĺ ěě ŕàőďőńęěŋĺě ŋă ŕőńĺőàĺěŋâĺàőÄ ćăŋŋëě łćăğĺâőàĺçěáłĺě ňŋőčőőąàăğĺï.

Šěőàěňă 2.3.11 (Ąãåèâăąěà, Říľ). Ć àăğňěàŋőáâïå ¿ 2 łăęďëľ łńăáá łőňŕÄ ńěłáŋëå łőąőàďĺğňőć áőďěàęĺâ łćăğĺâőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě, ŋěŕàěňěŋŋő áćïğŋőě, áâăąĺńìŋő łőňŕńěłáŋăï áâàãłâãàă łőâőàőčő ĺŋďãæĺàőćăŋă ŕőńĺőàĺěŋÄ âăæĺěľ ĺ, âăłĺň őąàăğőň, áőčńăáőćăŋă á ďěľáâćĺěň âőàă.

İâă âěőàěňă ďăěâ àěèěŋĺě ăŋăńőčă ŕàőąńěňë 2.3.1 ďńï łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąÄ àăğĺľ.

§ 2.4. Łőňąĺŋăâőàŋëě äőàňãńë ďńï àőďőć Ţĺàæěąàãåă łćăğĺâőàĺçěáÄ łĺå ňŋőčőőąàăğĺľ. Łőŋáâàãłæĺĺ ĺğ ŕàěďëďãéěčő ŕăàăčàăäă őâłàëćăîâ ďőàőčã ďńï ćëçĺáńěŋĺï ĺŋćăàĺăŋâőć łőąőàďĺğňőć (çĺáěń Ůęěŋï, àőďőć Ţĺàæěąàãåă ĺ ďà.) ŕőńĺőàĺěŋâĺàőćăŋŋëå łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ ć âěàňĺŋăå łőňąĺŋăâőàĺłĺ ŕàőáâàăŋáâćă őàąĺâ. Ć ďăŋŋőň ŕăàăčàăäě ňë ĺğńăčăěň àěğãńìâăâë, ŕőńãçěŋŋëě ć íâőň ŋăŕàăćńěŋĺĺ ćâőàëň ăćâőàőň ć àăąőâăå [69], [70]. Ă ĺňěŋŋő, ŕàĺňěŋïï àăááãęÄ ďěŋĺï, ăŋăńőčĺçŋëě ĺáŕőńìğőćăŋŋëň ŕàĺ ďőłăğăâěńìáâćě âěőàěňë 1.1.11, ňë áâàőĺň ŋă ńîąőň łćăğĺâőàĺçěáłőň ňŋőčőőąàăğĺĺ ďěľáâćĺě őłàãęŋőáâĺ, ĺňěîéěě ńĺèì ĺğőÄ ńĺàőćăŋŋëě ŋěŕőďćĺęŋëě âőçłĺ. Ěáńĺ M^{2n} ŕőńĺőàĺěŋâĺàőćăŋő, âő âăłőě ďěľáâćĺě áőåàăŋïěâ áâăąĺńìŋő łőňŕńěłáŋãî áâàãłâãàã ĺ ěčő ńőłăńìŋëě ŕàěďáâăćńěŋĺï ćąńĺğĺ ŋěŕőďćĺęŋëå âőçěł őŕĺáëćăîâáï ŕàĺ ŕőňőéĺ åăàăłâěàĺáâĺçěáłőľ ňăâàĺæë ~. İâő ŕőğćőńĺńő ćëçĺáńĺâì Ø_y-àőď Ţĺàæěąàãåă łăł áãňňã ćłńăďőć, áőőâćěâáâćãîéĺå ćěàèĺŋăň ňŋőčőčàăŋŋĺłă, ć łőâőàőľ áńăčăěňëě ğăćĺáïâ ńĺèì őâ \ńőłăńìŋőľ łőňąĺÄ ŋăâőàĺłĺ" ćąńĺğĺ ćěàèĺŋë. Ĺáŕőńìğãï ŋěłőâőàëě ďőŕőńŋĺâěńìŋëě áőőąàăęěŋĺï, ňë ŕőńãçĺńĺ ć łăçěáâćě áńěďáâćĺï łőňąĺŋăâőàŋëě äőàňãńë ďńï áĺčŋăâãàë ĺ àőďă Šőďďă ňŋőčőőąàăğĺï.

Őŕàěďěńěŋĺě 2.4.1. Řőďőň Ţĺàæěąàãåă, ăááőæĺĺàőćăŋŋëň áő áâěŕěŋŋëň àïďőň

Q(x) = 1 + ∑ q_kx^k; q_k ∈ Q;

ŋăğëćăěâáï łőńìæěćőľ čőňőňőàäĺğň ’_Q : ˙^U → Q, łőâőàëľ ŋă łńăááě łőąőàďĺğňőć [M^{2n}] ∈ ˙^U_{2n} ŕàĺŋĺňăěâ ğŋăçěŋĺě

’_Q[M^{2n}] =

(_n∏ i=1 Q(x_i); ⟨M^{2n}⟩ ) :

Ğďěáì M^{2n} { čńăďłőě ňŋőčőőąàăğĺě á łőňŕńěłáŋőľ áâàãłâãàőľ ć áâăąĺńìŋőň łăáăâěńìÄ ŋőň àăááńőěŋĺĺ ø(M^{2n}) á ŕőńŋëň łńăááőň Ůęěŋï

c(ø) = 1 + c_1(ø) + · · · + c_n(ø) = n∏ i=1 (1 + x_i);

ă ⟨M^{2n}⟩ őąőğŋăçăěâ äãŋďăňěŋâăńìŋëľ łńăáá ć čőňőńőčĺïå.

52 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Ćăęŋëň ŕàĺňěàőň àőďă Ţĺàæěąàãåă ïćńïěâáï Ø_y-àőď, áőőâćěâáâćãîéĺľ àïďã

Q(x) = x(1 + ye^{−x(1+y)}) 1 − e^{−x(1+y)} ; čďě y ∈ R { ŋěłőâőàëľ ŕăàăňěâà. Ć çăáâŋëå áńãçăïå y = −1; 0; 1 ňë ŕőńãçăěň áőőâÄ ćěâáâćěŋŋő n-ě çĺáńő Ůęěŋï, àőď Šőďďă ĺ áĺčŋăâãàã ňŋőčőőąàăğĺï M^{2n}.

Ć áńãçăě łőňŕńěłáŋőčő ňŋőčőőąàăğĺï M^{2n} ğŋăçěŋĺě Ø_y(M^{2n}) ćëçĺáńïěâáï ć âěàÄ ňĺŋăå íľńěàőćëå åăàăłâěàĺáâĺł łőňŕńěłáőć Ďőńìąő ňŋőčőőąàăğĺï M^{2n}. Őąéãî ĺŋäőàňăæĺî ő àőďăå Ţĺàæěąàãåă ňőęŋő ŋăľâĺ ć [45].

Ďăńěě ňë ŕàěďŕőńăčăěň ğăďăŋŋëň ŕőńĺőàĺěŋâĺàőćăŋŋőě łćăğĺâőàĺçěáłőě ňŋőčőÄ őąàăğĺě M^{2n} ŋăď ŋěłőâőàëň P^n, á åăàăłâěàĺáâĺçěáłőľ ňăâàĺæěľ ~. İâő őŕàěďěńïěâ áâăąĺńìŋő łőňŕńěłáŋãî áâàãłâãàã ŋă M^{2n}, łăł őŕĺáăŋő ć ŕàěďëďãéěň ŕăàăčàăäě. Őàĺěŋâăæĺï M^{2n} őŕàěďěńïěâ äãŋďăňěŋâăńìŋëľ łńăáá ⟨M^{2n}⟩ ∈ H_{2n}(M^{2n}; Z).

Łőŋáâàãłæĺï 2.4.2. Ŕãáâì v { ćěàèĺŋă ňŋőčőčàăŋŋĺłă, ğăďăŋŋăï łăł ŕěàěáěçěÄ ŋĺě n čĺŕěàčàăŋěľ:

(30) v = F_{i1} ∩ · · · ∩ F_{in} :

Śőŕőáâăćĺň łăęďőľ čĺŕěàčàăŋĺ F_{ik} àěąàő E_k := ⋂ j≠k Fik (â.ě. Ek áőďěàęĺâ v ĺ ŕàőÄ

âĺćőŕőńőęŋő F_{ik} ). Ŕãáâì e_k { ćěłâőà ćďőńì E_k á ŋăçăńőň v. Šőčďă e_1; : : : ; e_n { ąăğĺá R^n , łőâőàëľ ňőęěâ ąëâì łăł ŕőńőęĺâěńìŋő, âăł ĺ őâàĺæăâěńìŋő őàĺěŋâĺàőćăŋ, ć ğăÄ ćĺáĺňőáâĺ őâ ŕőàïďłă čĺŕěàčàăŋěľ ć (30). Ŋă ŕàőâïęěŋĺĺ ćáěčő íâőčő ŕăàăčàăäă ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő íâőâ ŕőàïďőł âăłőć, çâő e_1; : : : ; e_n { ŕőńőęĺâěńìŋő őàĺěŋâĺàőćăŋÄ ŋëľ ąăğĺá.

Ŕàĺ äĺłáĺàőćăŋŋőň ŕőàïďłě čĺŕěàčàăŋěľ ć (30) ćěłâőàë ˘_{i1} ; : : : ; ˘_{in} čĺŕěàčàăÄ ŋěľ ć ćěàèĺŋě v ňőčãâ, ć áćőî őçěàěďì, áőáâăćńïâì łăł ŕőńőęĺâěńìŋő, âăł ĺ őâàĺæăÄ âěńìŋő őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ ąăğĺá, ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ ğŋăłă ňĺŋőàă ~_{(v)} = (˘_{i1} ; : : : ; ˘_{in} ) (áň. (26)).

Őŕàěďěńěŋĺě 2.4.3. Ğŋăł ćěàèĺŋë v = F_{i1} ∩ · · · ∩ F_{in} ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n ěáâì

œ(v) := det ~_{(v)}:

Ŋăąőà ğŋăłőć ćěàèĺŋ ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n ïćńïěâáï ćăęŋëň ĺŋćăàĺăŋâőň ŕőńĺőàĺÄ ěŋâĺàőćăŋŋőčő łćăğĺâőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï. Ğăňěâĺň, çâő őąàăéěŋĺě őàĺěŋâăæĺĺ ňŋőčőőąàăğĺï M^{2n} ĺğňěŋïěâ ćáě ğŋăłĺ œ(v) ŋă ŕàőâĺćőŕőńőęŋëě. Ć âő ęě ćàěňï ĺğÄ ňěŋěŋĺě ŋăŕàăćńěŋĺï ćěłâőàă čĺŕěàčàăŋĺ őąàăéăěâ ğŋăłĺ ńĺèì âěå ćěàèĺŋ, łőâőàëě áőďěàęăâáï ć áőőâćěâáâćãîéěľ čĺŕěàčàăŋĺ.

Ŕãáâì E { àěąàő P^n. Śâăæĺőŋăàŋăï ŕőďčàãŕŕă 2-ňěàŋőčő ŕőďňŋőčőőąàăğĺï ß^{−1}(E) ⊂ M^{2n} ïćńïěâáï (n − 1)-ňěàŋëň âőàőň, łőâőàëľ ňë őąőğŋăçĺň T (E). Šőčďă ňë ĺňěěň

(31) T (E) = { (e^{2ßi’1} ; : : : ; e^{2ßi’n} ) ∈ T^n : ¯_1’_1 + · · · + ¯_n’_n = 0 } ďńï ŋěłőâőàëå æěńëå çĺáěń ¯_1; : : : ; ¯_n. Ňë ąãďěň ŋăğëćăâì ¯ := (¯_1; : : : ; ¯_n)^t ćěłÄ âőàőň àěąàă E. İâőâ ćěłâőà ¯ ïćńïěâáï ŕàĺňĺâĺćŋëň ćěłâőàőň ć ďćőľáâćěŋŋőľ àěÄ èěâłě (Z^n)^∗; őŋ őŕàěďěńïěâáï àěąàőň E ńĺèì á âőçŋőáâìî ďő ğŋăłă. Ŕàĺ íâőň ŋěâ łăŋőŋĺçěáłőčő áŕőáőąă ćëąàăâì íâĺ ğŋăłĺ őďŋőćàěňěŋŋő ďńï ćáěå àěąěà. Őďŋăłő, áńěÄ ďãîéăï ńěňňă ŕőłăğëćăěâ, çâő ŕőńĺőàĺěŋâăæĺï ňŋőčőőąàăğĺï M^{2n} ŕàěďőáâăćńïěâ łăŋőŋĺçěáłĺľ áŕőáőą ćëąőàă ğŋăłőć ćěłâőàőć àěąěà \ńőłăńìŋő" ć łăęďőľ ćěàèĺŋě.

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 53

Ńěňňă 2.4.4. Ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë v ∈ P^n ŋăŕàăćńěŋĺï ćěłâőàőć ¯_1; : : : ; ¯_n àěąěà, áåőďïéĺåáï ć v, ňőęŋő ćëąàăâì âăłĺň őąàăğőň, çâőąë (n × n)-ňăâàĺæă M_{(v)} := (¯_1; : : : ; ¯_n) ãďőćńěâćőàïńă áőőâŋőèěŋĺî

M^t_{(v)} · ~_{(v)} = E;

čďě E { ěďĺŋĺçŋăï ňăâàĺæă. Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, ¯_1; : : : ; ¯_n ĺ ˘_{i1} ; : : : ; ˘_{in} ïćńïÄ îâáï áőŕàïęěŋŋëňĺ ąăğĺáăňĺ.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ćŋăçăńě ćëąěàěň ğŋăłĺ ćěłâőàőć àěąěà ć v ŕàőĺğćőńìŋő ĺ ŕàěďáâăćĺň v łăł ć (30). Šőčďă ¯_k { ćěłâőà àěąàă E_k, ŕàőâĺćőŕőńőęŋőčő čĺŕěàčàăŋĺ F_{ik} (łőŋáâàãłæĺï 2.4.2), k = 1; : : : ; n. Šăłĺň őąàăğőň, E_k ⊂ F_{il} ĺ T (F_{il} ) ⊂ T (E_k) ŕàĺ l ≠ k. Śńěďőćăâěńìŋő,

(32) ⟨¯_k; ˘_{il} ⟩ = 0; l ≠ k;

(áň. (24) ĺ (31)). Šăł łăł ¯_k ïćńïěâáï ŕàĺňĺâĺćŋëň ćěłâőàőň, ĺğ (32) ćëâěłăěâ, çâő ⟨¯_k; ˘_{ik} ⟩ = ±1. Ĺğňěŋïï, ěáńĺ ŋěőąåőďĺňő, ğŋăł ćěłâőàă ¯_k ŋă ŕàőâĺćőŕőńőęŋëľ, ňë ŕőńãçăěň ⟨¯_k; ˘_{ik} ⟩ = 1;

çâő ćňěáâě á (32) ďăěâ M^t_{(v)} · ~_{(v)} = E, çâő ĺ âàěąőćăńőáì.

Ďăńěě ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő ğŋăłĺ ćěłâőàőć àěąěà ćëąàăŋë ć łăęďőľ ćěàèĺŋě v, łăł őŕĺáăŋő ć ńěňňě 2.4.4. Ĺğ íâőľ ńěňňë ćëâěłăěâ âăłęě, çâő ćěłâőàë ¯_1; : : : ; ¯_n àěąěà, áåőďïéĺåáï ć v, őąàăğãîâ ąăğĺá àěèěâłĺ Z^n ĺ

(33) det M_{(v)} = œ(v):

Ŕãáâì M^{2n} = M_P { ŋěőáőąőě âőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě, ćőğŋĺłăîéěě ĺğ àěèěÄ âőçŋőčő ŕàőáâőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă P , őŕàěďěńïěňőčő äőàňãńőľ (1). Šőčďă ˘_i = l_i, i = 1; : : : ; m (áň. ŕàĺňěà 2.2.8), ć âő ćàěňï łăł ćěłâőàë àěąěà ć ćěàèĺŋě v ∈ P^n áãâì ŕàĺňĺâĺćŋëě ćěłâőàë e_1; : : : ; e_n ćďőńì àěąěà á ŋăçăńőň ć v. Łăł áńěďãěâ ĺğ łőŋáâàãłÄ æĺĺ 2.4.2, ć íâőň áńãçăě œ(v) = 1 ďńï ćáěå v. Ńěňňă 2.4.4 ć íâőň áńãçăě ćëàăęăěâ âőâ äăłâ, çâő e_1; : : : ; e_n ĺ l_{i1} ; : : : ; l_{in} { áőŕàïęěŋŋëě ąăğĺáë àěèěâłĺ Z^n. Ăŋăńőčĺçŋő, ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéěě ãâćěàęďěŋĺě.

Ŕàěďńőęěŋĺě 2.4.5. Ŕãáâì ŕőńĺőàĺěŋâăæĺï łćăğĺâőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï M^{2n} ŕàőĺáåőďĺâ ĺğ ŋěłőâőàőľ T^m-ĺŋćăàĺăŋâŋőľ ŕőçâĺ łőňŕńěłáŋőľ áâàãłÄ âãàë (â.ě. łőňŕńěłáŋőľ áâàãłâãàë ć łăáăâěńìŋőň àăááńőěŋĺĺ ø(M^{2n})). Šőčďă œ(v) = 1 ďńï ńîąőľ ćěàèĺŋë v ∈ P^n.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Őàĺěŋâăæĺï ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n ĺŋďãæĺàãěâáï łăŋőŋĺçěáłőľ őàĺěŋâăæĺěľ ŕőçâĺ łőňŕńěłáŋőčő ňŋőčőőąàăğĺï M^{2n} ĺ őàĺěŋâăæĺěľ âőàă (23). Šăł łăł ŕőçâĺ łőňŕńěłáŋăï áâàãłâãàă ŋă M^{2n} ïćńïěâáï T^n-ĺŋćăàĺăŋâŋőľ, ŕőďňŋőčőőąàăğĺï M^{2(n−1)} i , ŋěŕőďćĺęŋëě őâŋőáĺâěńìŋő T (F_i) ⊂ T^n, âăłęě ïćńïîâáï ŕőçâĺ łőňŕńěłáÄ ŋëňĺ. Őâáîďă ćëâěłăěâ, çâő ďńï ńîąőľ ćěàèĺŋë (30) ćěłâőàë ˘_{i1} ; : : : ; ˘_{in} őąàăğãîâ ŕőńőęĺâěńìŋő őàĺěŋâĺàőćăŋŋëľ ąăğĺá ŕàőáâàăŋáâćă R^n .

Ŕàěďńőęěŋĺě 2.4.5 ďăěâ ŋěőąåőďĺňőě ãáńőćĺě áãéěáâćőćăŋĺï T^n-ĺŋćăàĺăŋâŋőľ ŕőçÄ âĺ łőňŕńěłáŋőľ áâàãłâãàë ŋă M^{2n} (áň. ŕàőąńěňã 2.2.10).

54 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Ğăňěçăŋĺě. Čńőąăńìŋő ńěňňă 2.4.4 ďăěâ ďćă ŋăŕàăćńěŋĺï (ğŋăłă) ďńï ćěłâőàă àěąàă, ŕő őďŋőňã ďńï łăęďőčő ĺğ ěčő łőŋæőć. İâĺ ğŋăłĺ ćáěčďă àăğńĺçŋë ŕàĺ ãáńőÄ ćĺĺ, çâő M^{2n} { ŕőçâĺ łőňŕńěłáŋőě ňŋőčőőąàăğĺě (ŋăŕàĺňěà, âőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăÄ ğĺě), őďŋăłő ć őąéěň áńãçăě íâő ŋěćěàŋő.

Ŕãáâì ˚ = (˚_1; : : : ; ˚_n)^t ∈ Z^n { ŕàĺňĺâĺćŋëľ ćěłâőà âăłőľ, çâő

(34) ⟨¯; ˚⟩ ≠ 0 ďńï ńîąőčő ćěłâőàă àěąàă ¯:

Ćěłâőà ˚ őŕàěďěńïěâ őďŋőňěàŋãî őàĺěŋâĺàőćăŋŋãî ŕőďčàãŕŕã

T_˚ := { (e^{2ßi˚1’}; : : : ; e^{2ßi˚n’}) ∈ T^n : ’ ∈ R } : Ńěňňă 2.4.6 [70; ńěňňă 2.1]. Ďńï ńîąőčő ˚, ãďőćńěâćőàïîéěčő (34), őłàãęÄ ŋőáâì T_˚ ďěľáâćãěâ ŋă M^{2n} á ĺğőńĺàőćăŋŋëňĺ ŋěŕőďćĺęŋëňĺ âőçłăňĺ (áőÄ őâćěâáâćãîéĺňĺ ćěàèĺŋăň P^n). Ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë v = F_{i1} ∩ · · · ∩ F_{in} ďěľáâćĺě őłàãęŋőáâĺ T_˚ ĺŋďãæĺàãěâ S^1-ŕàěďáâăćńěŋĺě ć łăáăâěńìŋőň ŕàőÄ áâàăŋáâćě T_vM^{2n} á ćěáăňĺ ⟨¯_1; ˚⟩; : : : ; ⟨¯_n; ˚⟩.

Ğăňěçăŋĺě. Ěáńĺ M^{2n} = M_P { ŋěőáőąőě âőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě, âő ãáńőćĺě őąéěčő ŕőńőęěŋĺï (34) íłćĺćăńěŋâŋő ãáńőćĺî ĺğ ďőłăğăâěńìáâćă âěőàěňë 1.1.11.

Őŕàěďěńěŋĺě 2.4.7. Ŕãáâì ğăďăŋ ŕàĺňĺâĺćŋëľ ćěłâőà ˚, ãďőćńěâćőàïîéĺľ (34). Ććěďěň ĺŋďěłá ćěàèĺŋë v ∈ P^n łăł çĺáńő őâàĺæăâěńìŋëå ćěáőć S^1-ŕàěďáâăćńěŋĺï ć T_vM^{2n} ĺğ ńěňňë 2.4.6. Šăłĺň őąàăğőň, ěáńĺ v = F_{i1} ∩ · · · ∩ F_{in} , âő

ind_˚ (v) = {]k : ⟨¯_k; ˚⟩ ¡ 0}:

Ğăňěçăŋĺě. Ĺŋďěłá ćěàèĺŋë v ňőęŋő âăłęě őŕàěďěńĺâì ć âěàňĺŋăå ćěłâőàőć čĺŕěàčàăŋěľ, áåőďïéĺåáï ć v. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ńěňňă 2.4.4 ŕőłăğëćăěâ, çâő ěáńĺ v = F_{i1} ∩ · · · ∩ F_{in} , âő ˚ = ⟨¯_1; ˚⟩˘_{i1} + · · · + ⟨¯_n; ˚⟩˘_{in} :

Šăłĺň őąàăğőň, ind_˚ (v) àăćěŋ çĺáńã őâàĺæăâěńìŋëå łőíääĺæĺěŋâőć ć ŕàěďáâăćńěŋĺĺ ćěłâőàă ˚ ć ćĺďě ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăæĺĺ ąăğĺáŋëå ćěłâőàőć ˘_{i1} ; : : : ; ˘_{in} .

Šěőàěňă 2.4.8 [70; âěőàěňă 3.1]. Ďńï ńîąőčő ˚, ãďőćńěâćőàïîéěčő (34), Ø_y-àőď ňŋőčőőąàăğĺï M^{2n} ňőęěâ ąëâì ćëçĺáńěŋ łăł

Ø_y(M^{2n}) = ∑ v∈P n

(−y)^{ind˚ (v)}œ(v):

Ďőłăğăâěńìáâćő íâőľ âěőàěňë őáŋőćăŋő ŋă ŕàĺňěŋěŋĺĺ äőàňãńë Ăâìĺ{ŢĺàæěąàãÄ åă [6] ł ďěľáâćĺî őłàãęŋőáâĺ, őŕàěďěńěŋŋőňã ć ńěňňě 2.4.6.

Ğŋăçěŋĺě Ø_y-àőďă Ø_y(M^{2n}) ŕàĺ y = −1 àăćŋő n-ňã çĺáńã Ůęěŋï c_n(¸)[M^{2n}] ďńï ńîąőčő 2n-ňěàŋőčő áâăąĺńìŋő łőňŕńěłáŋőčő ňŋőčőőąàăğĺï [M^{2n}; ¸]. Ć áńãçăě łćăğĺÄ âőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï âěőàěňă 2.4.8 ďăěâ

(35) c_n[M^{2n}] = ∑ v∈P n

œ(v):

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 55

Ěáńĺ M^{2n} ïćńïěâáï ŕőçâĺ łőňŕńěłáŋëň ňŋőčőőąàăğĺěň (ŋăŕàĺňěà, ŋěőáőąëň âőàĺÄ çěáłĺň ňŋőčőőąàăğĺěň), âő œ(v) = 1 ďńï ćáěå ćěàèĺŋ v ∈ P^n (ŕàěďńőęěŋĺě 2.4.5) ĺ c_n[M^{2n}] àăćŋő íľńěàőćőľ åăàăłâěàĺáâĺłě e(M^{2n}). Šăłĺň őąàăğőň, ďńï ŕőçâĺ łőňŕÄ ńěłáŋëå M^{2n} íľńěàőćă åăàăłâěàĺáâĺłă àăćŋă çĺáńã ćěàèĺŋ ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n (çâő åőàőèő ĺğćěáâŋő ďńï âőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ). Ďńï őąéĺå łćăğĺâőàĺçěáłĺå M^{2n} íľńěàőćă åăàăłâěàĺáâĺłă âăłęě àăćŋă çĺáńã ćěàèĺŋ P^n (âăł łăł íľńěàőćă åăàăłÄ âěàĺáâĺłă ŕàőĺğćőńìŋőčő S^1-ňŋőčőőąàăğĺï àăćŋă áãňňě íľńěàőćëå åăàăłâěàĺáâĺł ŕőďňŋőčőőąàăğĺľ ŋěŕőďćĺęŋëå âőçěł), ŋő ŕőáńěďŋěě çĺáńő ňőęěâ ąëâì őâńĺçŋő őâ c_n[M^{2n}] (áň. ŕàĺňěà 2.4.15 ŋĺęě).

Ğŋăçěŋĺě Ø_y-àőďă ć y = 1 ěáâì áĺčŋăâãàă (ĺńĺ L-àőď). Šěőàěňă 2.4.8 ć íâőň áńãçăě ďăěâ

Śńěďáâćĺě 2.4.9. Śĺčŋăâãàă ŕőńĺőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő łćăğĺâőàĺçěáłőčő ňŋőÄ čőőąàăğĺï M^{2n} ćëçĺáńïěâáï łăł

sign(M^{2n}) = ∑ v∈P n

(−1)^{ind˚ (v)}œ(v):

Ąãďãçĺ ĺŋćăàĺăŋâőň łńăááă őàĺěŋâĺàőćăŋŋëå łőąőàďĺğňőć, áĺčŋăâãàă ňŋőčőőąÄ àăğĺï M^{2n} ŋě ğăćĺáĺâ őâ áâăąĺńìŋő łőňŕńěłáŋőľ áâàãłâãàë (â.ě. őâ ŕőńĺőàĺěŋâăæĺĺ) ĺ őŕàěďěńïěâáï ńĺèì őàĺěŋâăæĺěľ M^{2n} (ĺńĺ P^n). Śńěďãîéăï ňőďĺäĺłăæĺï áńěďáâÄ ćĺï 2.4.9 ďăěâ äőàňãńã ďńï sign(M^{2n}), łőâőàăï ŋě ğăćĺáĺâ őâ ŕőńĺőàĺěŋâăæĺĺ.

Śńěďáâćĺě 2.4.10 [70; áńěďáâćĺě 3.3]. Śĺčŋăâãàă őàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő łćăğĺâőÄ àĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï M^{2n} ćëçĺáńïěâáï łăł

sign(M^{2n}) = ∑ v∈P n

det(~¯_1; : : : ; ~¯_n);

čďě ~¯_k, k = 1; : : : ; n, { ćěłâőàë àěąěà, áåőďïéĺåáï ć v, ŋăŕàăćńěŋŋëě âăłĺň őąàăğőň, çâő ⟨~¯_k; ˚⟩ ¿ 0.

Ěáńĺ M^{2n} = M_P ïćńïěâáï ŋěőáőąëň âőàĺçěáłĺň ňŋőčőőąàăğĺěň, âő œ(v) = 1 ďńï ńîąőľ ćěàèĺŋë v ∈ P^n ĺ áńěďáâćĺě 2.4.9 ďăěâ

sign(M_P ) = ∑ v∈P n

(−1)^{ind˚ (v)}:

Šăł łăł ć íâőň áńãçăě ĺŋďěłá ind_˚ (v) áőćŕăďăěâ á ĺŋďěłáőň ĺğ ďőłăğăâěńìáâćă âěőàěÄ ňë 1.1.11, ňë ŕőńãçăěň

(36) sign(M_P ) = n∑ k=0 (−1)^kh_k(P ):

Ğăňěâĺň, çâő ěáńĺ n ŋěçěâŋő, âő ŕàăćăï çăáâì ŕàěďëďãéěľ äőàňãńë őąàăéăěâáï ć ŋãńì ććĺďã áőőâŋőèěŋĺľ Ďěŋă{Śőňňěàćĺńńï. Ťőàňãńă (36) ŕőïćńïěâáï ć ąőńěě őąÄ éěň łőŋâěłáâě ć ŋěďăćŋěľ àăąőâě Ńěãŋčă ĺ Řăľŋěàă [55]. Ůĺáńő ć ŕàăćőľ çăáâĺ äőàÄ ňãńë (36) ćőğŋĺłăěâ ć áńěďãîéěľ ĺğćěáâŋőľ łőňąĺŋăâőàŋőľ čĺŕőâěğě.

56 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Ŕàőąńěňă 2.4.11 (čĺŕőâěğă Ůěàŋĺ{Ďíćĺáă). Ŕãáâì K { (2q − 1)-ňěàŋëľ äńăčőÄ ćëľ čőàěŋèâěľŋőć* łőňŕńěłá á h-ćěłâőàőň (h_0; h_1; : : : ; h_{2q−1}). Ćěàŋő ńĺ, çâő

(−1)^q(h_0 − h_1 + · · · + h_{2q}) ⩾ 0?

İâă čĺŕőâěğă ąëńă ćëáłăğăŋă ć [29; čĺŕőâěğă D] ďńï äńăčőćëå áĺňŕńĺæĺăńìŋëå čőňőńőčĺçěáłĺå áäěà. Ěě őąőąéěŋĺě ŋă áńãçăľ čőàěŋèâěľŋőćëå* łőňŕńěłáőć ŕàĺŋăďÄ ńěęĺâ Śâěŋńĺ [83; čĺŕőâěğă 4]. Čĺŕőâěğă Ůěàŋĺ{Ďíćĺáă âěáŋő áćïğăŋă áő áńěďãîéěľ čĺŕőâěğőľ ĺğ ďĺääěàěŋæĺăńìŋőľ čěőňěâàĺĺ.

Ŕàőąńěňă 2.4.12 (čĺŕőâěğă Ţőŕäă). Ŕãáâì M^{2q} { àĺňăŋőćő ňŋőčőőąàăğĺě ŋěÄ ŕőńőęĺâěńìŋőľ áěłæĺőŋŋőľ łàĺćĺğŋë. Ćěàŋő ńĺ, çâő íľńěàőćă åăàăłâěàĺáâĺłă Ø(M^{2n}) ãďőćńěâćőàïěâ ŋěàăćěŋáâćã

(−1)^qØ(M^{2q}) ⩾ 0?

Ĺğćěáâŋő, çâő őąě čĺŕőâěğë ĺňěîâ ňěáâő ŕàĺ q = 1; 2, ă âăłęě ć àïďě çăáâŋëå áńãçăěć. Ďőŕőńŋĺâěńìŋëě ŕőďàőąŋőáâĺ ňőęŋő ŋăľâĺ ć [29]. Ćğăĺňőáćïğïň ďćãå ŕàěÄ ďëďãéĺå ŕàőąńěň á áĺčŋăâãàőľ âőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï ŕőáćïéěŋă àăąőâă [55].

Šěŕěàì ňë ćěàŋěňáï áŋőćă ł Ø_y-àőďã ŕőńĺőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő łćăğĺâőàĺçěáłőčő ňŋőÄ čőőąàăğĺï. Śńěďãîéĺň ćăęŋëň çăáâŋëň áńãçăěň ïćńïěâáï àőď Šőďďă, áőőâćěâáâćãÄ îéĺľ y = 0. Ć íâőň áńãçăě áńăčăěňëě ć äőàňãńě ĺğ âěőàěňë 2.4.8 ŋě őŕàěďěńěŋë ďńï ćěàèĺŋ, ĺňěîéĺå ĺŋďěłá 0, âăł çâő íâőâ áńãçăľ âàěąãěâ ďőŕőńŋĺâěńìŋőčő ăŋăńĺğă.

Šěőàěňă 2.4.13 [69; âěőàěňă 7], [70; âěőàěňă 3.4]. Řőď Šőďďă ŕőńĺőàĺěŋâĺàőćăŋÄ ŋőčő łćăğĺâőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï ćëçĺáńïěâáï łăł

td(M^{2n}) = ∑ v∈P n:ind˚ (v)=0

œ(v)

(áãňňă ąěàěâáï ŕő ćáěň ćěàèĺŋăň ĺŋďěłáă 0).

Ć áńãçăě ŋěőáőąőčő âőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï ĺňěěâáï ńĺèì őďŋă ćěàèĺŋă ĺŋďěłÄ áă 0. İâő { \ŋĺęŋïï" ćěàèĺŋă ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n, ďńï łőâőàőľ ćáě ĺŋæĺďěŋâŋëě àěąàă ŋăŕàăćńěŋë őâ ŋěě (ć őąőğŋăçěŋĺïå, ĺáŕőńìğãěňëå ŕàĺ ďőłăğăâěńìáâćě âěőàěÄ ňë 1.1.11). Šăł łăł œ(v) = 1 ďńï ńîąőľ v ∈ P^n, âěőàěňă 2.4.13 ďăěâ td(M_P ) = 1, çâő åőàőèő ĺğćěáâŋő (áň., ŋăŕàĺňěà, [40; § 5.3]; àőď Šőďďă ďńï ăńčěąàăĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ àăćěŋ ăàĺäňěâĺçěáłőňã àőďã).

Ěáńĺ ęě M^{2n} ïćńïěâáï ŕőçâĺ łőňŕńěłáŋëň ňŋőčőőąàăğĺěň, âő, łăł ŕőłăğëćăîâ ŕàěďńőęěŋĺě 2.4.5 ĺ âěőàěňă 2.4.13, ňë ĺňěěň td(M^{2n}) ¿ 0.

Ŕàĺňěà 2.4.14. Ŕàőěłâĺćŋőě ŕàőáâàăŋáâćő C P^2 , àăááňăâàĺćăěňőě łăł âőàĺçěáÄ łőě ňŋőčőőąàăğĺě, ćőğŋĺłăěâ ĺğ áâăŋďăàâŋőčő àěèěâőçŋőčő 2-áĺňŕńěłáă ´^2 (á ćěàèĺÄ ŋăňĺ v_1 = (0; 0), v_2 = (1; 0), v_3 = (0; 1)). Őàĺěŋâăæĺï áâăŋďăàâŋăï (őŕàěďěńïěâÄ áï łőňŕńěłáŋőľ áâàãłâãàőľ). Ŕőńĺőàĺěŋâăæĺï őŕàěďěńïěâáï ćěłâőàăňĺ čĺŕěàčàăŋěľ ˘_1; ˘_2; ˘_3, łőâőàëě ć íâőň áńãçăě ïćńïîâáï ŕàĺňĺâĺćŋëňĺ ŋőàňăńìŋëňĺ ćěłâőàăÄ ňĺ, ŋăŕàăćńěŋŋëňĺ ćŋãâàì ňŋőčőčàăŋŋĺłă. Ćěłâőàë àěąěà ïćńïîâáï ŕàĺňĺâĺćŋëÄ ňĺ ćěłâőàăňĺ ćďőńì àěąěà, ŋăŕàăćńěŋŋëňĺ őâ ćěàèĺŋë. İâő ĺğőąàăęěŋő ŋă àĺá. 5. Śőőâćěâáâćãîéăï áâăąĺńìŋő łőňŕńěłáŋăï áâàãłâãàă áâăŋďăàâŋă, â.ě. őŕàěďěńïěâáï

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 57

ĺğőňőàäĺğňőň àăááńőěŋĺľ ø(C P^2 ) ⊕ R^2 ∼= —ȷ ⊕ —ȷ ⊕ —ȷ, čďě ȷ { łăŋőŋĺçěáłőě őďŋőňěàÄ ŋőě àăááńőěŋĺě Ţőŕäă. Ćëçĺáńĺň àőď Šőďďă ĺ áĺčŋăâãàã ŕàĺ ŕőňőéĺ áńěďáâćĺï 2.4.9 ĺ âěőàěňë 2.4.13. Ňë ĺňěěň œ(v_1) = œ(v_2) = œ(v_3) = 1. Ćőğìňěň ˚ = (1; 2), âőčďă ind_˚ (v_1) = 0, ind_˚ (v_2) = 1, ind_˚ (v_3) = 2 (ŋăŕőňŋĺň, çâő ĺŋďěłá ěáâì çĺáÄ ńő őâàĺæăâěńìŋëå áłăńïàŋëå ŕàőĺğćěďěŋĺľ ćěłâőàőć àěąěà á ˚). Ĺâăł, sign(C P^2 ) = sign[C P^2 ; —ȷ ⊕ —ȷ ⊕ —ȷ] = 1, td(C P^2 ) = td[C P^2 ; —ȷ ⊕ —ȷ ⊕ —ȷ] = 1.

v_1 (1; 0) (−1; 0) v_2

˘_2 = (0; 1)

(0; 1)

˘_1 = (1; 0)

(0; −1) v_3

(1; −1)

(−1; 1)

˘_3 = (−1; −1)

Řĺá. 5. ø(C P^2 ) ⊕ C ≃ —ȷ ⊕ —ȷ ⊕ —ȷ

v_1 (1; 0) (1; 0) v_2

˘_2 = (0; 1)

(0; 1)

˘_1 = (1; 0)

(0; 1) v_3

(1; −1)

(−1; 1)

˘_3 = (1; 1)

Řĺá. 6. ø(C P^2 ) ⊕ C ≃ —ȷ ⊕ —ȷ ⊕ ȷ

Ŕàĺňěà 2.4.15. Šěŕěàì àăááňőâàĺň C P^2 á ŕőńĺőàĺěŋâăæĺěľ, őŕàěďěńïěňőľ âàěÄ ňï ćěłâőàăňĺ čĺŕěàčàăŋěľ ˘_1; ˘_2; ˘_3, ĺğőąàăęěŋŋëňĺ ŋă àĺá. 6. İâă ŕőńĺőàĺěŋâăæĺï őâńĺçăěâáï őâ ŕàěďëďãéěčő ŕàĺňěàă ğŋăłőň ćěłâőàă ˘_3. Śőőâćěâáâćãîéăï áâăąĺńìÄ ŋő łőňŕńěłáŋăï áâàãłâãàă őŕàěďěńïěâáï ĺğőňőàäĺğňőň ø(C P^2 ) ⊕ R^2 ∼= —ȷ ⊕ —ȷ ⊕ ȷ.

58 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Ĺáŕőńìğãï (33), ćëçĺáńïěň

œ(v_1) = | | | 1 0 0 1 | | | = 1; œ(v^2) = | | | −1 1 1 0 | | | = −1; œ(v^3) = | | | 0 1 1 −1 | | | = −1:

Ďńï ˚ = (1; 2) ŋăåőďĺň ind_˚ (v_1) = 0, ind_˚ (v_2) = 0, ind_˚ (v_3) = 1. Ĺâăł, sign[C P^2 ; —ȷ ⊕ —ȷ ⊕ ȷ] = 1, td[C P^2 ; —ȷ ⊕ —ȷ ⊕ ȷ] = 0. Ğăňěâĺň, çâő ć íâőň áńãçăě äőàňãńă (35) ďăěâ c_n[C P^2 ; —ȷ ⊕ —ȷ ⊕ ȷ] = œ(v_1) + œ(v_2) + œ(v_3) = −1, ć âő ćàěňï łăł íľńěàőćă åăàăłâěàĺáâĺłă C P^2 ěáâì c_n[C P^2 ; —ȷ ⊕ —ȷ ⊕ —ȷ] = 3.

T^n-íłćĺćăàĺăŋâŋëě áâăąĺńìŋő łőňŕńěłáŋëě ĺ ŕőçâĺ łőňŕńěłáŋëě ňŋőčőőąàăğĺï àăááňăâàĺćăîâáï ć àăąőâăå Ţăââőàĺ [44] ĺ Ňăáãďë [57] łăł ăńìâěàŋăâĺćŋőě őąőąéěÄ ŋĺě âőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ (áőőâćěâáâćãîéĺě ňŋőčőőąàăğĺï ŋăğćăŋë ć íâĺå àăąőÄ âăå ãŋĺâăàŋëňĺ âőàĺçěáłĺňĺ ňŋőčőőąàăğĺïňĺ). Ćňěáâő åăàăłâěàĺáâĺçěáłĺå őâőÄ ąàăęěŋĺľ ĺğ [33] ďńï őŕĺáăŋĺï łőňąĺŋăâőàŋőľ áâàãłâãàë ŕàőáâàăŋáâćă őàąĺâ ć [57] ĺáŕőńìğãěâáï ŕőŋïâĺě ňãńìâĺ-ćěěàă. Ňãńìâĺ-ćěěà ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ŋăąőà łőŋãÄ áőć, łőâőàëě, ć őâńĺçĺě őâ őąëçŋőčő ćěěàă, ňőčãâ ŋăłńăďëćăâìáï ďàãč ŋă ďàãčă. Řőď Šőďďă ãŋĺâăàŋőčő âőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï ąëń ćëçĺáńěŋ ć [57] ć âěàňĺŋăå łőŋãáőć ňãńìâĺ-ćěěàă. Őâćěâ íłćĺćăńěŋâěŋ ŋăèěľ âěőàěňě 2.4.13 ć áńãçăě łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ.

§ 2.5. Ğăďăçă łńăááĺäĺłăæĺĺ łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ ŋăď ğăÄ ďăŋŋëň ŕàőáâëň ňŋőčőčàăŋŋĺłőň. Śâàőčő čőćőàï, ĺňěěâáï ďćě ğăďăçĺ łńăááĺÄ äĺłăæĺĺ: íłćĺćăàĺăŋâŋăï (á âőçŋőáâìî ďő íłćĺćăàĺăŋâŋőčő ďĺääěőňőàäĺğňă) ĺ âőÄ ŕőńőčĺçěáłăï (á âőçŋőáâìî ďő ďĺääěőňőàäĺğňă). Ć áĺńã ŕàěďńőęěŋĺï 2.2.3 ğăďăçă íłćĺćăàĺăŋâŋőľ łńăááĺäĺłăæĺĺ áćőďĺâáï ł őŕĺáăŋĺî ćáěå åăàăłâěàĺáâĺçěáłĺå őâőÄ ąàăęěŋĺľ ďńï ďăŋŋőčő ŕàőáâőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n. Ğăďăçă âőŕőńőčĺçěáłőľ łńăááĺÄ äĺłăæĺĺ, łăł ŕàăćĺńő, âàěąãěâ ďőŕőńŋĺâěńìŋőčő ăŋăńĺğă.

Ŕãáâì M^{2n} { ŋěłőâőàőě łćăğĺâőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě ŋăď P^n á åăàăłâěàĺáâĺÄ çěáłĺň őâőąàăęěŋĺěň ‘. Ňë âăłęě ąãďěň ŕàěďŕőńăčăâì, çâő ŕěàćëě n čĺŕěàčàăŋěľ F_1; : : : ; F_n ĺňěîâ őąéãî ćěàèĺŋã.

Ńěňňă 2.5.1. Ś âőçŋőáâìî ďő -ŕàěőąàăğőćăŋĺï, ňë ňőęěň ŕàěďŕőńăčăâì, çâő ‘(F_i) ěáâì i-ï łőőàďĺŋăâŋăï ŕőďčàãŕŕă T_i ⊂ T^n, i = 1; : : : ; n.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Šăł łăł őďŋőňěàŋëě ŕőďčàãŕŕë ‘(F_i), i = 1; : : : ; n, ŕőàőęďăÄ îâ T^n, ňë ňőęěň őŕàěďěńĺâì łăł ŕàőĺğćőńìŋëľ ăćâőňőàäĺğň âőàă T^n, łőâőàëľ ŕěàěćőďĺâ ‘(F_i) ć T_i, i = 1; : : : ; n.

Őâáîďă âăłęě ćëâěłăěâ, çâő ŋă M^{2n} ňőęŋő ćëąàăâì ŕőńĺőàĺěŋâăæĺî âăłĺň őąàăÄ ğőň, çâő áőőâćěâáâćãîéăï åăàăłâěàĺáâĺçěáłăï (n × m)-ňăâàĺæă ~ ĺňěěâ ćĺď (E | ∗), čďě E { ěďĺŋĺçŋăï ňăâàĺæă, ă ∗ őğŋăçăěâ ŋěłőâőàãî æěńőçĺáńěŋŋãî (n×(m−n))-ňăâàĺæã.

Ć ŕàőáâěľèěň áńãçăě P^n = ´^n íłćĺćăàĺăŋâŋăï (ĺ âőŕőńőčĺçěáłăï) łńăááĺäĺłăÄ æĺï łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ áćőďĺâáï ł áńěďãîéěňã ŕàőáâőňã àěğãńìâăâã.

Ŕàěďńőęěŋĺě 2.5.2. Ńîąőě łćăğĺâőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě ŋăď áĺňŕńěłáőň ´^n íłćĺćăàĺăŋâŋő ďĺääěőňőàäŋő C P^n (àăááňăâàĺćăěňőňã łăł âőàĺçěáłőě ňŋőÄ čőőąàăğĺě, áň. ŕàĺňěàë 2.1.5 ĺ 2.2.8).

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 59

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ţăàăłâěàĺáâĺçěáłőě őâőąàăęěŋĺě ďńï C P^n ĺňěěâ ćĺď

‘_{CP} n (F_i) = T_i; i = 1; : : : ; n; ‘_{CP} n (F_{n+1}) = S_d;

čďě S^1_d := {(e^{2ßi’}; : : : ; e^{2ßi’}) ∈ T^n}, ’ ∈ R, { ďĺăčőŋăńìŋăï ŕőďčàãŕŕă ć T^n. Ŕãáâì M^{2n} { łćăğĺâőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě ŋăď ´^n c åăàăłâěàĺáâĺçěáłĺň őâőąàăęěŋĺÄ ěň ‘_M . Ć áĺńã ńěňňë 2.5.1 ňë ňőęěň ŕàěďŕőńăčăâì, çâő ‘(F_i) = T_i, i = 1; : : : ; n. Šőčďă ĺğ ãáńőćĺï (26) ńěčłő ćëćőďĺâáï

‘(F_{n+1}) = { (e^{2ßi”1’}; : : : ; e^{2ßi”n’}) ∈ T^n } ; ’ ∈ R;

čďě ”_i = ±1, i = 1; : : : ; n. Šěŕěàì őŕàěďěńĺň ăćâőňőàäĺğň : T^n → T^n łăł

(e^{2ßi’1} ; : : : ; e^{2ßi’n} ) = (e^{2ßi”1’1} ; : : : ; e^{2ßi”n’n} ):

Šőčďă ńěčłő ćĺďěâì, çâő ·‘_M = ‘_{CP} n , ĺ ãâćěàęďěŋĺě ćëâěłăěâ ĺğ ŕàěďńőęěŋĺï 2.2.3.

Ğăňěâĺň, çâő íłćĺćăàĺăŋâŋëľ ďĺääěőňőàäĺğň, áãéěáâćőćăŋĺě łőâőàőčő ãâćěàęÄ ďăěâáï ć ŕàěďńőęěŋĺĺ 2.5.2, ćőőąéě čőćőàï, ŋě áőåàăŋïěâ őàĺěŋâăæĺî łćăğĺâőàĺçěáÄ łőčő ňŋőčőőąàăğĺï M^{2n}.

Śńěďãîéĺň áńãçăěň, łőčďă ğăďăçă âőŕőńőčĺçěáłőľ ĺ íłćĺćăàĺăŋâŋőľ łńăááĺäĺłăÄ æĺĺ ďőŕãáłăěâ ŕőńŋőě àěèěŋĺě, ïćńïěâáï áńãçăľ n = 2 (â.ě. áńãçăľ łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ ŋăď ňŋőčőãčőńìŋĺłăňĺ).

Ŕàĺňěà 2.5.3. Ŕőćěàåŋőáâìî Ţĺàæěąàãåă ŋăğëćăěâáï ďćãňěàŋőě łőňŕńěłáŋőě ňŋőčőőąàăğĺě H_p = C P (ı_p ⊕ C ), čďě ı_p { őďŋőňěàŋőě łőňŕńěłáŋőě àăááńőěŋĺě ŋăď C P^1 á ŕěàćëň łńăááőň Ůęěŋï p ĺ C { őďŋőňěàŋőě âàĺćĺăńìŋőě àăááńőěŋĺě, ă C P ( · ) őąőğŋăçăěâ ŕàőěłâĺćĺğăæĺî łőňŕńěłáŋőčő ćěłâőàŋőčő àăááńőěŋĺï. Šăłĺň őąàăğőň, ĺňěěâáï àăááńőěŋĺě H_p → C P^1 áő áńőěň C P^1 . Šőŕőńőčĺçěáłĺ H_p ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ S^2 × S^2 ŕàĺ çěâŋëå p ĺ C P^2 # C P^2 ŕàĺ ŋěçěâŋëå p, čďě C P^2 őąőğŋăçăěâ C P^2 á őąàăéěŋŋőľ őàĺěŋâăæĺěľ. Łăł ŕőłăğăŋő ć [40; á. 8], ŕőćěàåŋőáâĺ Ţĺàæěąàãåă ïćńïîâáï ŋěőáőąëňĺ ŕàőěłâĺćŋëňĺ âőàĺçěáłĺňĺ ňŋőčőőąàăğĺïňĺ. Ŕàőáâàăŋáâćő őàąĺâ ďńï H_p, àăááňăâàĺćăěňőčő łăł łćăğĺâőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě, ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ łőňąĺŋăâőàŋëľ łćăďàăâ; ďńï ŋăåőęďěŋĺï áőőâćěâáâćãîéĺå åăàăłâěàĺáâĺçěáłĺå őâőąàăęěŋĺľ ňőęŋő ćőáŕőńìğőćăâìáï ŕàĺňěàőň 2.2.8 (áň. âăłęě [33; ŕàĺňěà 1.19]).

Šěőàěňă 2.5.4 [64; á. 553]. Ńîąőě łćăğĺâőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě àăğňěàŋőáÄ âĺ 4 íłćĺćăàĺăŋâŋő ďĺääěőňőàäŋő íłćĺćăàĺăŋâŋőľ áćïğŋőľ áãňňě ŋěáłőńìłĺå íłğěňŕńïàőć C P^2 ĺ ŕőćěàåŋőáâěľ Ţĺàæěąàãåă H_p.

Śńěďáâćĺě 2.5.5. Ńîąőě łćăğĺâőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě àăğňěàŋőáâĺ 4 ďĺäÄ äěőňőàäŋő áćïğŋőľ áãňňě ŋěáłőńìłĺå íłğěňŕńïàőć C P^2 , C P^2 ĺ S^2 × S^2.

Ğăďăçă łńăááĺäĺłăæĺĺ łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ ŋăď ğăďăŋŋëň ŕàőáâëň ňŋőÄ čőčàăŋŋĺłőň ňőęěâ àăááňăâàĺćăâìáï łăł őąőąéěŋĺě áőőâćěâáâćãîéěľ ğăďăçĺ ďńï ŋěÄ őáőąëå âőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ. Ć [63] łăęďőňã âőàĺçěáłőňã ňŋőčőőąàăğĺî ŋăď ŕàőáâëň 3-ňŋőčőčàăŋŋĺłőň P^3 áâăćĺâáï ć áőőâćěâáâćĺě ďćă æěńëå ćěáă ŋă łăęďőň àěąàě ďćőľáâćěŋŋőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K_P . Ŕàĺ ŕőňőéĺ áŕěæĺăńìŋëå \ãáńőćĺľ ňőŋőďàőňĺĺ" ŋă ćěáă ć [63] ŕőáâàőěŋă ŕőńŋăï łńăááĺäĺłăæĺï âőàĺçěáłĺå ňŋőÄ čőőąàăğĺľ ŋăď ŕàőáâëňĺ 3-ňŋőčőčàăŋŋĺłăňĺ á çĺáńőň čĺŕěàčàăŋěľ ŋě ąőńěě 8. Ć [53]

60 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

ăŋăńőčĺçŋăï łőŋáâàãłæĺï ĺáŕőńìğőćăŋă ďńï ŕőńãçěŋĺï łńăááĺäĺłăæĺĺ âőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ ŋăď P^n c çĺáńőň čĺŕěàčàăŋěľ m = n + 2 (ğăňěâĺň, çâő ńîąőľ âăłőľ ŕàőáâőľ ňŋőčőčàăŋŋĺł ïćńïěâáï ŕàőĺğćěďěŋĺěň ďćãå áĺňŕńěłáőć).

Ć àăąőâě [36] łőŋáâàãłæĺï ćěáőć ĺğ [63] őąőąéěŋă ŋă áńãçăľ łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőÄ čőőąàăğĺľ. İâő ŕőğćőńĺńő ŕőńãçĺâì łàĺâěàĺľ [36; âěőàěňă 3] áãéěáâćőćăŋĺï łćăğĺÄ âőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï á ďăŋŋëň ŋăąőàőň ćěáőć ĺ ğŋăłőć ćěàèĺŋ œ(v) (áň. őŕàěďěÄ ńěŋĺě 2.4.3; ğăňěâĺň, çâő ŋăèĺ ğŋăłĺ ćěàèĺŋ áőőâćěâáâćãîâ ďćãåæćěâŋőľ àăáłàăáłě, ĺáŕőńìğãěňőľ ć [36]). Ć łăçěáâćě ŕàĺńőęěŋĺï ć [36] ŕőńãçěŋă ŕőńŋăï łńăááĺäĺłăæĺï åăàăłâěàĺáâĺçěáłĺå őâőąàăęěŋĺľ ďńï łãąă I^3 ĺ àïď àěğãńìâăâőć őâŋőáĺâěńìŋő łńăáÄ áĺäĺłăæĺĺ łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ ŋăď ŕàőĺğćěďěŋĺïňĺ ŕàőĺğćőńìŋőčő çĺáńă áĺňŕńěłáőć.

Čńăćă 3. Ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáë

§ 3.1. Ňőňěŋâ-ãčőń ňŋőčőőąàăğĺï Z_P , őŕàěďěńïěňëě ŕàőáâëňĺ ňŋőčőÄ čàăŋŋĺłăňĺ. Ďńï ńîąőčő ŕàőáâőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n á m čĺŕěàčàăŋïňĺ Ďíćĺá ĺ §ŋãèłěćĺç ććěńĺ ć [33] ŕàőáâàăŋáâćő Z_P á ďěľáâćĺěň âőàă T^m á ŕàőáâàăŋáâćőň őàąĺâ P^n. İâő ŕàőáâàăŋáâćő ïćńïěâáï ãŋĺćěàáăńìŋëň ďńï ćáěå łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ ŋăď P^n ć âőň áňëáńě, çâő ďńï ńîąőčő łćăğĺâőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï ß: M^{2n} → P^n áãéěáâćãěâ čńăćŋőě T^{m−n}-àăááńőěŋĺě Z_P → M^{2n}, łőňŕőğĺæĺï łőâőÄ àőčő á ŕàőěłæĺěľ ß ďăěâ ŕàőěłæĺî ŋă ŕàőáâàăŋáâćő őàąĺâ ďńï Z_P . Ŕàőáâàăŋáâćő Z_P ĺ ěčő őąőąéěŋĺï őłăğăńĺáì őçěŋì ćăęŋëň ĺ íääěłâĺćŋëň ĺŋáâàãňěŋâőň ďńï ĺğãçěŋĺï àăğńĺçŋëå łőňąĺŋăâőàŋëå őąêěłâőć, âăłĺå łăł łőńìæă Śâěŋńĺ{Řăľáŋěàă, łőŋäĺčãàăæĺĺ ŕőďŕàőáâàăŋáâć, łãąĺçěáłĺě łőňŕńěłáë ĺ â. ď., ňěâőďăňĺ ăńčěąàăĺçěáÄ łőľ âőŕőńőčĺĺ. Ć íâőň ŕăàăčàăäě ňë ćőáŕàőĺğćőďĺň őàĺčĺŋăńìŋőě őŕàěďěńěŋĺě Z_P ĺ ňőďĺäĺæĺàãěň ěčő ďńï ŕőáńěďãîéĺå őąőąéěŋĺľ.

Ŕãáâì F = {F_1; : : : ; F_m} { ňŋőęěáâćő čĺŕěàčàăŋěľ ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n. Ďńï łăęÄ ďőľ čĺŕěàčàăŋĺ F_i ∈ F őąőğŋăçĺň çěàěğ T_{Fi} őďŋőňěàŋãî łőőàďĺŋăâŋãî ŕőďčàãŕŕã âőàă T^F ∼= T^m, áőőâćěâáâćãîéãî F_i. Ŕőáâăćĺň âěŕěàì ć áőőâćěâáâćĺě łăęďőľ čàăÄ ŋĺ G łőőàďĺŋăâŋãî âőàĺçěáłãî ŕőďčàãŕŕã

T_G = ⨁ Fi⊃G

T_{Fi} ⊂ T^F:

Ğăňěâĺň, çâő dim T_G = codim G. Ŋăŕőňŋĺň, çâő ďńï łăęďőľ âőçłĺ q ∈ P^n ňë őąőÄ ğŋăçăńĺ çěàěğ G(q) ěďĺŋáâćěŋŋãî čàăŋì, áőďěàęăéãî âőçłã q ć áćőěľ ćŋãâàěŋŋőáâĺ.

Őŕàěďěńěŋĺě 3.1.1 [33; §4]. Ďńï ńîąőčő ŕàőáâőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n ććěďěň äăłÄ âőà-ŕàőáâàăŋáâćő Z_P = (T^F × P^n)=∼;

čďě (t_1; q) ∼ (t_2; q) âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă t_1t^{−1}_2 ∈ T_{G(q)}.

Śćőąőďŋőě ďěľáâćĺě âőàă T^m ŋă T^F × P^n őŕàěďěńïěâ ďěľáâćĺě ŋă Z_P á ŕàőáâàăŋÄ áâćőň őàąĺâ P^n. Ŕãáâì æ: Z_P → P^n { ŕàőěłæĺï ŋă ŕàőáâàăŋáâćő őàąĺâ. Ďěľáâćĺě T^m ŋă Z_P ïćńïěâáï áćőąőďŋëň ŋăď ćŋãâàěŋŋőáâìî ňŋőčőčàăŋŋĺłă, ć âő ćàěňï łăł łăęďăï ćěàèĺŋă v ∈ P^n ŕàěďáâăćńïěâ őàąĺâã æ^{−1}(v) á ňăłáĺňăńìŋőľ áâăæĺőŋăàŋőľ ŕőďčàãŕŕőľ àăğňěàŋőáâĺ n.

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 61

Ńěňňă 3.1.2. Ŕàőáâàăŋáâćő Z_P ïćńïěâáï čńăďłĺň ňŋőčőőąàăğĺěň àăğňěàÄ ŋőáâĺ m + n.

Ć ŋăáâőïéěľ àăąőâě ňë ŕàěďőáâăćńïěň ŋěáłőńìłő àăğńĺçŋëå áŕőáőąőć ďőłăğăâěńìÄ áâćă íâőľ ńěňňë, łăęďëľ ĺğ łőâőàëå ćőğŋĺłăěâ ĺğ íłćĺćăńěŋâŋőčő őŕàěďěńěŋĺï Z_P . Ďńï âőčő çâőąë ŕàĺćěáâĺ ŕěàćőě ďőłăğăâěńìáâćő, ŋăň ŕőŋăďőąĺâáï áńěďãîéěě ŕàőáÄ âőľ âőŕőńőčĺçěáłĺľ äăłâ.

Ŕàěďńőęěŋĺě 3.1.3. Šőà T^k ďőŕãáłăěâ čńăďłőě ćńőęěŋĺě ć R^{k+1} . Ďőłăğăâěńìáâćő. Ňë ŕőáâàőĺň ćńőęěŋĺě ŕàĺ ŕőňőéĺ čńăďłőľ äãŋłæĺĺ g_{k+1}(x_1; : : : ; x_{k+1}) âăłőľ, çâő ãàăćŋěŋĺě g_{k+1} = 0 őŕàěďěńïěâ čĺŕěàŕőćěàåŋőáâì, ďĺääěőňőàäŋãî T^k. Ŕàĺ k = 1 ćőğìňěň g_2(x_1; x_2) = x^2_1 + (x_2 − 2)^2 − 1; ďăńěě ŕàőďőńęĺň ŕő ĺŋďãłæĺĺ ŕő k. Ŕãáâì ňë ĺňěěň äãŋłæĺî g_i(x_1; : : : ; x_i) âăłãî, çâő {g_i = 0} őŕàěďěńïěâ čńăďłőě ćńőęěŋĺě T^{i−1} ,→ R^i , ŕàĺçěň x_i ¿ 0 ďńï ńîąőčő ŋăąőàă (x_1; : : : ; x_i), ãďőćńěâćőàïîéěčő ãàăćŋěŋĺî g_i = 0. Šőčďă ŕőńőęĺň

g_{i+1}(x_1; : : : ; x_i; x_{i+1}) := g_i ( x_1; : : : ; x_{i−1}; √ x^2_i + x^2_{i+1} ) : Ŋěâàãďŋő ŕàőćěàĺâì, çâő čĺŕěàŕőćěàåŋőáâì {g_{i+1} = 0} ⊂ R^{i+1} ďĺääěőňőàäŋă T^i.

Ďőłăğăâěńìáâćő ńěňňë 3.1.2. Łőŋáâàãłæĺï 2.1.6 őŕàěďěńïěâ ăâńăá {U_v} ďńï P^n łăł ňŋőčőőąàăğĺï á ãčńăňĺ. Ňŋőęěáâćő U_v áőďěàęĺâ ćěàèĺŋã v ĺ ďĺääěőňőàäÄ ŋő R^n_+ . Šőčďă æ^{−1}(U_v) ∼= T^{m−n} × R^{2n} . Ňë ãâćěàęďăěň, çâő T^{m−n} × R^{2n} ňőęěâ ąëâì àěăńĺğőćăŋő łăł őâłàëâőě ŕőďňŋőęěáâćő ć R^{m+n} , âăłĺň őąàăğőň ğăďăćăï łăàÄ âã ďńï Z_P . Ůâőąë ãćĺďěâì íâő, ćńőęĺň T^{m−n} ć R^{m−n+1} łăł ğăňłŋãâãî čĺŕěàŕőÄ ćěàåŋőáâì H (ŕàěďńőęěŋĺě 3.1.3). Šăł łăł ŋőàňăńìŋőě àăááńőěŋĺě âàĺćĺăńìŋő, ňăńăï őłàěáâŋőáâì čĺŕěàŕőćěàåŋőáâĺ H ⊂ R^{m−n+1} čőňěőňőàäŋă T^{m−n} × R. Ąěàï ďěłăàâőÄ ćő ŕàőĺğćěďěŋĺě á R^{2n−1} , ňë ŕőńãçăěň őâłàëâőě ŕőďňŋőęěáâćő ć R^{m+n} , čőňěőňőàäÄ ŋőě T^{m−n} × R^{2n} .

Śńěďãîéěě ãâćěàęďěŋĺě ńěčłő ćëâěłăěâ ĺğ őŕàěďěńěŋĺï Z_P .

Ŕàěďńőęěŋĺě 3.1.4. Ěáńĺ P = P_1 × P_2 ďńï ŋěłőâőàëå ŕàőáâëå ňŋőčőčàăŋÄ ŋĺłőć P_1, P_2, âő Z_P = Z_{P1} × Z_{P2} . Ěáńĺ G ⊂ P { čàăŋì, âő Z_G ïćńïěâáï ŕőďňŋőčőőąàăğĺěň ć Z_P .

Ŕàěďŕőńőęĺň âěŕěàì, çâő ŋăň ďăŋő åăàăłâěàĺáâĺçěáłőě őâőąàăęěŋĺě ‘ ŋă P^n ĺ M^{2n}(‘) { őŕàěďěńïěňőě ĺň łćăğĺâőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě (łőŋáâàãłæĺï 2.2.2). ĆëÄ ąĺàăï ŕőńĺőàĺěŋâăæĺî ŕàőĺğćőńìŋëň őąàăğőň, ňë ŕőńãçăěň ŋăŕàăćńěŋŋőě åăàăłâěÄ àĺáâĺçěáłőě őâőąàăęěŋĺě ˘: T^F → T^n. Őąőğŋăçĺň ěčő ïďàő çěàěğ H(‘) (őŋő ğăćĺáĺâ ńĺèì őâ ‘); âőčďă H(‘) ěáâì (m − n)-ňěàŋăï âőàĺçěáłăï ŕőďčàãŕŕă ć T^F.

Ŕàěďńőęěŋĺě 3.1.5. Ŕőďčàãŕŕă H(‘) ďěľáâćãěâ ŋă Z_P áćőąőďŋő, âăłĺň őąÄ àăğőň őŕàěďěńïï čńăćŋőě T^{m−n}-àăááńőěŋĺě Z_P → M^{2n}(‘).

Ďőłăğăâěńìáâćő. Łăł ćëâěłăěâ ĺğ (26), ŕőďčàãŕŕă H(‘) ŕěàěáěłăěâ łăęďãî áâăÄ æĺőŋăàŋãî ŕőďčàãŕŕã ńĺèì ŕő ěďĺŋĺæě. İâő őğŋăçăěâ, çâő ďěľáâćĺě H(‘) ŋă Z_P áćőÄ ąőďŋő. Ŕő őŕàěďěńěŋĺî Z_P ĺ M^{2n}(‘) ŕàőěłæĺï ˘×id: T^F ×P^n → T^n×P^n őŕàěďěńïěâ ŕàőěłæĺî (T^F × P^n)=∼ −→ (T^n × P^n)=∼;

łőâőàăï őŕĺáëćăěâ Z_P łăł čńăćŋőě T^{m−n}-àăááńőěŋĺě ŋăď M^{2n}(‘).

62 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Ďńï ãŕàőéěŋĺï őąőğŋăçěŋĺľ ňë ąãďěň ŕĺáăâì T^m, C^m ĺ â. ď. ćňěáâő T^F, C^F ĺ â. ď. Őŕàěďěńĺň ěďĺŋĺçŋëľ ŕőńĺďĺáł (D^2)^m ć łőňŕńěłáŋőň ŕàőáâàăŋáâćě łăł

(D^2)^m = { (z_1; : : : ; z_m) ∈ C^m : |z_i| ⩽ 1; i = 1; : : : ; m } : Šőčďă (D^2)^m ĺŋćăàĺăŋâěŋ őâŋőáĺâěńìŋő áâăŋďăàâŋőčő ďěľáâćĺï T^m ŋă C^m , ă ŕàőÄ áâàăŋáâćő őàąĺâ ěáâì áâăŋďăàâŋëľ łãą I^m ⊂ R^m_+ .

Ńěňňă 3.1.6. Łãąĺçěáłőě ćńőęěŋĺě i_P : P^n → I^m ĺğ łőŋáâàãłæĺĺ 1.5.5 ŋăÄ łàëćăěâáï íłćĺćăàĺăŋâŋëň ćńőęěŋĺěň i_e : Z_P → (D^2)^m.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŋăŕőňŋĺň, çâő łãąĺçěáłőě àăğąĺěŋĺě ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n áőÄ áâőĺâ ĺğ łãąőć C^n_v , áőőâćěâáâćãîéĺå ćěàèĺŋăň v ∈ P^n. Ğăňěâĺň, çâő C^n_v áőďěàęĺâáï ć őâłàëâőň ňŋőęěáâćě U_v ⊂ P^n (áň. łőŋáâàãłæĺî 2.1.6). Ćńőęěŋĺě C^n_v ⊂ U_v ŋăłàëÄ ćăěâáï íłćĺćăàĺăŋâŋëň ćńőęěŋĺěň B_v ⊂ C^m , čďě B_v = æ^{−1}(C^n_v ) { ğăňłŋãâőě ŕőďňŋőÄ ęěáâćő, čőňěőňőàäŋőě (D^2)^n × T^{m−n}. Šăł łăł Z_P = ⋃ v∈P n Bv ĺ Bv ĺŋćăàĺăŋâŋő

őâŋőáĺâěńìŋő T^m-ďěľáâćĺï, ŕőńãçăěňőě ćńőęěŋĺě Z_P → (D^2)^m íłćĺćăàĺăŋâŋő.

Ĺğ ďőłăğăâěńìáâćă ćëâěłăěâ, çâő ňŋőčőőąàăğĺě Z_P ŕàěďáâăćńïěâáï ć ćĺďě őąêÄ ěďĺŋěŋĺï f_{n−1}(P ) ğăňłŋãâëå T^m-ĺŋćăàĺăŋâŋëå łăàâ B_v. Ć §3.3 ňë ŕàĺćőďĺň ďćă àăğńĺçŋëå áŕőáőąă ŕőáâàőěŋĺï łńěâőçŋőčő àăğąĺěŋĺï łăęďőčő ĺğ B_v, âăłĺň őąàăÄ ğőň ććőďï ŋă Z_P áâàãłâãàã łńěâőçŋőčő łőňŕńěłáă. Ŕőłă ňë ńĺèì őâňěâĺň, çâő ěáńĺ v = F_{i1} ∩ · · · ∩ F_{in} , âő

i_e(B_v) = (D^2)^n_{i1;:::;in} × T^{m−n}_{[m]\{i1;:::;in}} ⊂ (D^2)^m;

ĺńĺ, âőçŋěě,

i_e(B_v) = { (z_1; : : : ; z_m) ∈ (D^2)^m : |z_i| = 1 ŕàĺ i =∈ {i_1; : : : ; i_n} } : Ćáŕőňĺŋăï, çâő ćěàèĺŋë P^n áőőâćěâáâćãîâ ňăłáĺňăńìŋëň áĺňŕńěłáăň ňŋőčőčàăŋÄ ŋőľ áäěàë K_P (čàăŋĺæë ŕőńïàŋőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^∗), ňë ňőęěň ŋăŕĺáăâì

(37) i_e(Z_P ) = ⋃ I∈KP

(D^2)_I × T_{[m]\I} ⊂ (D^2)^m:

İâő ňőęěâ àăááňăâàĺćăâìáï łăł ăńìâěàŋăâĺćŋőě őŕàěďěńěŋĺě Z_P . Ććőďï ŕőńïàŋëě łőőàďĺŋăâë ŋă (D^2)^m, ňë ćĺďĺň, çâő i_e(B_v) ŕăàăňěâàĺğãěâáï n àăďĺăńìŋëňĺ (ĺńĺ ňőňěŋâŋëňĺ) ĺ m ãčńőćëňĺ łőőàďĺŋăâăňĺ. Ććĺďã íâőčő ňë ŋăğëćăěň Z_P ňőňěŋâãčőń ňŋőčőőąàăğĺěň, őŕàěďěńïěňëň ňŋőčőčàăŋŋĺłőň P^n.

Ŕàĺňěà 3.1.7. Ŕãáâì P^n = ´^n (n-áĺňŕńěłá). Šőčďă Z_P čőňěőňőàäŋő (2n+1)-áäěàě S^{2n+1}. Łãąĺçěáłĺľ łőňŕńěłá C(´^n) (áň. łőŋáâàãłæĺî 1.5.5) áőáâőĺâ ĺğ (n + 1) łãÄ ąőć C^n_v . Łăęďőě ŕőďňŋőęěáâćő B_v = æ^{−1}(C^n_v ) čőňěőňőàäŋő (D^2)^n ×S^1. Ć çăáâŋőáâĺ, ŕàĺ n = 1 ňë ŕőńãçăěň ĺğćěáâŋőě ŕàěďáâăćńěŋĺě 3-áäěàë S^3 ć ćĺďě őąêěďĺŋěŋĺï ďćãå ŕőńŋőâőàĺľ D^2 × S^1.

Ďàãčőľ áŕőáőą ŕőáâàőěŋĺï íłćĺćăàĺăŋâŋőčő ćńőęěŋĺï Z_P ć C^m őáŋőćăŋ ŋă ĺáŕőńìÄ ğőćăŋĺĺ łőŋáâàãłæĺĺ 1.1.4.

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 63

Łőŋáâàãłæĺï 3.1.8. Ťőàňãńă (6) őŕàěďěńïěâ (ăääĺŋŋőě) ćńőęěŋĺě A_P : P^n ,→ R^m_+ . İâő ćńőęěŋĺě ŋăłàëćăěâáï íłćĺćăàĺăŋâŋëň ćńőęěŋĺěň Z_P ,→ C^m . Ćëąőà ňăâàĺæë W ć łőŋáâàãłæĺĺ 1.1.4 ğăďăěâ ąăğĺá ć (m − n)-ňěàŋőň ŕőďŕàőáâàăŋáâćě, őàÄ âőčőŋăńìŋőň n-ňěàŋőľ ŕńőáłőáâĺ, áőďěàęăéěľ A_P (P^n) (áň. (6)). Őâáîďă ćëâěłăěâ áńěďãîéěě ãâćěàęďěŋĺě.

Śńěďáâćĺě 3.1.9 (áň. âăłęě [26; § 3]). Ćńőęěŋĺě Z_P ,→ C^m ĺňěěâ âàĺćĺăńìÄ ŋőě ŋőàňăńìŋőě àăááńőěŋĺě.

§ 3.2. Őąéĺě ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáë Z_K . Ć íâőň ŕăàăčàăäě ňë őąőąéăěň łőŋáâàãłæĺî ŕàőáâàăŋáâćă Z_P ŋă áńãçăľ ŕàőĺğćőńìŋőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłÄ áă K. Ŕőńãçăěňőě ŕàőáâàăŋáâćő Z_K ć őąéěň áńãçăě ãęě ŋě ïćńïěâáï ňŋőčőőąàăğĺěň, őďŋăłő íâő ĺňěěâ ňěáâő ć áńãçăě, łőčďă K ïćńïěâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋőľ áäěàőľ.

Őąőğŋăçĺň çěàěğ æ łăŋőŋĺçěáłãî ŕàőěłæĺî (D^2)^m → I^m, ă âăłęě ěě őčàăŋĺçěŋĺě ŋă ŕàőĺğćőńìŋőě ğăňłŋãâőě T^m-ĺŋćăàĺăŋâŋőě ŕőďňŋőęěáâćő ŕőńĺďĺáłă (D^2)^m. Ďńï łăęďőľ čàăŋĺ C_{I⊂J} łãąă I^m (áň. (19)) őŕàěďěńĺň

B_{I⊂J} := æ^{−1}(C_{I⊂J} )

(38) = { (z_1; : : : ; z_m) ∈ (D^2)^m : z_i = 0 ŕàĺ i ∈ I; |z_i| = 1 ŕàĺ i =∈ J } : Ěáńĺ #I = i, #J = j, âő B_{I⊂J} ∼= (D^2)^{j−i} × T^{m−j}, čďě áőňŋőęĺâěńĺ-ďĺáłĺ D^2 ⊂ (D^2)^{j−i} ŕăàăňěâàĺğãîâáï ňŋőęěáâćőň J \I, ă áőňŋőęĺâěńĺ-őłàãęŋőáâĺ S^1 ⊂ T^{m−j} ŕăàăňěâàĺğãîâáï ňŋőęěáâćőň [m] \ J.

Őŕàěďěńěŋĺě 3.2.1. Ŕãáâì C { łãąĺçěáłĺľ ŕőďłőňŕńěłá ć I^m. Ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáőň ma(C), áőőâćěâáâćãîéĺň C, ŋăğëćăěâáï T^m-ĺŋćăàĺăŋâŋőě àăğąĺěŋĺě ŕőďňŋőęěáâćă æ^{−1}(C) ŋă \ňőňěŋâ-ãčőń" ąńőłĺ B_{I⊂J} (38), áőőâćěâáâćãîéĺě čàăŋïň C_{I⊂J} łãąĺçěáłőčő łőňŕńěłáă C. Šăłĺň őąàăğőň, ma(C) őŕàěďěńïěâáï ĺğ łőňňãâăâĺćÄ ŋőľ ďĺăčàăňňë ma(C) −−−−→ (D^2)^m æ C −−−−→ I^m :

Šőà T^m ďěľáâćãěâ ŋă ma(C) á ŕàőáâàăŋáâćőň őàąĺâ C.

Ć § 1.5 ňë áćïğăńĺ á łăęďëň áĺňŕńĺæĺăńìŋëň łőňŕńěłáőň K^{n−1} ŋă m ćěàèĺŋăå ďćă łăŋőŋĺçěáłĺå łãąĺçěáłĺå ŕőďłőňŕńěłáă ć I^m, ă ĺňěŋŋő, cub(K) (21) ĺ cc(K) (22). Őąőğŋăçĺň áőőâćěâáâćãîéĺě ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáë çěàěğ W_K ĺ Z_K . Šăłĺň őąàăÄ ğőň, ňë ĺňěěň

(39)

W_K −−−−→ (D^2)^m æ æ cub(K) −−−−→ I^m ĺ Z_K −−−−→ (D^2)^m æ æ cc(K) −−−−→ I^m ;

čďě čőàĺğőŋâăńìŋëě áâàěńłĺ ïćńïîâáï ćńőęěŋĺïňĺ, ă ćěàâĺłăńìŋëě { ŕàőěłæĺïňĺ ŋă ŕàőáâàăŋáâćă őàąĺâ ďńï T^m-ďěľáâćĺľ. Ğăňěâĺň, çâő dim Z_K = m + n ĺ dim W_K = m + n − 1.

64 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Ğăňěçăŋĺě. Ŕãáâì K = K_P ďńï ŋěłőâőàőčő ŕàőáâőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă P . Šőčďă ĺğ (37) ćëâěłăěâ, çâő Z_K őâőęďěáâćńïěâáï á Z_P (ĺńĺ, âőçŋěě, á i_e(Z_P )).

Ńěňňă 3.2.2. Ěáńĺ K { áĺňŕńĺæĺăńìŋăï (n − 1)-áäěàă, âő Z_K ïćńïěâáï (m + n)-ňěàŋëň (ğăňłŋãâëň) ňŋőčőőąàăğĺěň.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ć íâőň ďőłăğăâěńìáâćě ňë ąãďěň őâőęďěáâćńïâì ŕőńĺíďàë |K| ĺ | cone(K)| á ĺå őąàăğăňĺ cub(K) ⊂ I^m ĺ cc(K) ⊂ I^m ŕàĺ őâőąàăęěŋĺĺ | cone(K)| → I^m, áň. âěőàěňã 1.5.10. Ďńï łăęďőľ ćěàèĺŋë {i} ∈ K őąőğŋăçĺň çěàěğ F_i őąêěďĺÄ ŋěŋĺě (n − 1)-łãąőć łőňŕńěłáă cub(K), áőďěàęăéĺå {i}. Ŕő ďàãčőňã, F_i ěáâì ŕőńĺíďà | star_{bs(K)}{i}|. İâĺ F_1; : : : ; F_m ïćńïîâáï ăŋăńőčăňĺ čĺŕěàčàăŋěľ ŕàőáâőčő ňŋőčőčàăŋÄ ŋĺłă. Ąőńěě âőčő, ěáńĺ K = K_P ďńï ŋěłőâőàőčő P , âő F_i ěáâì őąàăğ ŋěłőâőàőľ čĺŕěàÄ čàăŋĺ ňŋőčőčàăŋŋĺłă P ŕàĺ őâőąàăęěŋĺĺ i_P : C(P ) → I^m (łőŋáâàãłæĺï 1.5.5). Łăł ĺ ć áńãçăě ŕàőáâëå ňŋőčőčàăŋŋĺłőć, őŕàěďěńĺň \čàăŋĺ" łőňŕńěłáă cc(K) łăł ŋěŕãáÄ âëě ŕěàěáěçěŋĺï \čĺŕěàčàăŋěľ" F_1; : : : ; F_m. Šőčďă \ćěàèĺŋë" (â.ě. ŋěŕãáâëě ŕěàěáěÄ çěŋĺï n \čĺŕěàčàăŋěľ") ŕàěďáâăćńïîâ áőąőľ ąăàĺæěŋâàë (n − 1)-áĺňŕńěłáőć ŕőńĺíďÄ àă |K|. Ďńï łăęďőčő âăłőčő ąăàĺæěŋâàă b őąőğŋăçĺň çěàěğ U_b őâłàëâőě ŕőďňŋőęěáâćő ć cc(K), ŕőńãçăěňőě ãďăńěŋĺěň ćáěå \čàăŋěľ", ŋě áőďěàęăéĺå b. Šőčďă U_b őâőęďěáâćÄ ńïěâáï á R^n_+ , ă æ^{−1}(U_b) čőňěőňőàäŋő T^{m−n} × R^{2n} . İâő őŕàěďěńïěâ ŋă n-ňěàŋőň èăčě cc(K) = | cone(K)| áâàãłâãàã ňŋőčőőąàăğĺï á ãčńăňĺ, á ăâńăáőň {U_b}. Ŕàĺ íâőň Z_K = æ^{−1}(cc(K)) ïćńïěâáï ňŋőčőőąàăğĺěň á ăâńăáőň {æ^{−1}(U_b)}.

Ŕàőąńěňă 3.2.3. Őŕĺáăâì łńăáá áĺňŕńĺæĺăńìŋëå łőňŕńěłáőć K, ďńï łőâőÄ àëå Z_K ïćńïěâáï ňŋőčőőąàăğĺěň.

Łăł ňë ãćĺďĺň ŋĺęě (âěőàěňă 4.2.1), áâàãłâãàă čőňőńőčĺľ Z_K ŕőłăğëćăěâ, çâő ěáńĺ Z_K ïćńïěâáï ňŋőčőőąàăğĺěň, âő K ěáâì čőàěŋèâěľŋőć* łőňŕńěłá. Šăłĺň őąàăÄ ğőň, àěèěŋĺě ŕàőąńěňë 3.2.3 ŋăåőďĺâáï čďě-âő ňěęďã \áĺňŕńĺæĺăńìŋëňĺ áäěàăňĺ" ĺ \čőàěŋèâěľŋőćëňĺ* łőňŕńěłáăňĺ".

§ 3.3. Łńěâőçŋëě áâàãłâãàë ŋă ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáăå. Ğďěáì ňë àăáÄ áňăâàĺćăěň ďćă łńěâőçŋëå àăğąĺěŋĺï ŕőńĺďĺáłă (D^2)^m, łőâőàëě ğăďăîâ łńěâőçŋãî áâàãłâãàã ŋă ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáăå. Ŕěàćőě łńěâőçŋőě àăğąĺěŋĺě ĺňěěâ 5^m łńěâőł ĺ őŕàěďěńïěâ łńěâőçŋőě áâàãłâãàã (á 5 âĺŕăňĺ łńěâőł) ŋă ńîąőň ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕÄ ńěłáě ma(C) ⊂ (D^2)^m. Ćâőàőě łńěâőçŋőě àăğąĺěŋĺě ŕőńĺďĺáłă (D^2)^m ĺňěěâ ńĺèì 3^m łńěâőł, őďŋăłő őŕàěďěńïěâ łńěâőçŋãî áâàãłâãàã (á 3 âĺŕăňĺ łńěâőł) âőńìłő ďńï ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáőć Z_K .

0 1 I T D

(ă)

1 T D

(ą) Řĺá. 7. Łńěâőçŋëě àăğąĺěŋĺï ďĺáłă D^2

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 65

3 ŞŇŊ, â. 55, ćëŕ. 5

Řăááňőâàĺň łńěâőçŋőě àăğąĺěŋĺě ďĺáłă D^2, ĺňěîéěě őďŋã 2-łńěâłã D, ďćě 1-łńěâłĺ I, T ĺ ďćě 0-łńěâłĺ 0, 1, áň. àĺá. 7 (ă). Őŋő őŕàěďěńïěâ łńěâőçŋőě àăğąĺěŋĺě ŕőńĺďĺáłă (D^2)^m, ĺňěîéěě 5^m łńěâőł. Łăęďăï łńěâłă íâőčő łńěâőçŋőčő łőňŕńěłáă ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ŕàőĺğćěďěŋĺě łńěâőł 5 àăğńĺçŋëå âĺŕőć: D_i, I_i, 0_i, T_i ĺ 1_i, i = 1; : : : ; m. Ňë ąãďěň ğăŕĺáëćăâì łńěâłĺ ŕőńĺďĺáłă (D^2)^m \áńőćăňĺ" ćĺďă D_I I_J 0_LT_P 1_Q, čďě I; J; L; P; Q { ŕőŕăàŋő ŋěŕěàěáěłăîéĺěáï ŕőďňŋőęěáâćă ć [m] âăłĺě, çâő I ∪ J ∪ L ∪ P ∪ Q = [m]. Ĺŋőčďă ňë ąãďěň őŕãáłăâì ŕőáńěďŋĺľ áőňŋőęĺâěńì 1_Q, âăł çâő ć ŋăèĺå őąőğŋăçěŋĺïå D_I I_J 0_LT_P = D_I I_J 0_LT_P 1_{[m]\I∪J∪L∪P} . Ğăňëłăŋĺě łńěâłĺ D_I I_J 0_LT_P 1_Q čőňěőňőàäŋő ŕàőĺğćěďěŋĺî #I ďĺáłőć, #J őâàěğłőć ĺ #P őłàãęŋőáâěľ. Ŕőáâàőěŋŋőě łńěâőçŋőě àăğąĺěŋĺě ŕőńĺďĺáłă (D^2)^m ŕőğćőńïěâ őâőęďěáâćńïâì ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáë łăł ŋěłőâőàëě łńěâőçŋëě ŕőďłőňŕńěłáë ć (D^2)^m.

Ńěňňă 3.3.1. Ďńï ńîąőčő łãąĺçěáłőčő ŕőďłőňŕńěłáă C ć I^m áőőâćěâáâćãÄ îéĺľ ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłá ma(C) ïćńïěâáï łńěâőçŋëň ŕőďłőňŕńěłáőň ć (D^2)^m.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ma(C) ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ őąêěďĺŋěŋĺě ŋěÄ łőâőàëå \ňőňěŋâ-ãčőń" ąńőłőć B_{I⊂J} (38), ă łăęďëľ B_{I⊂J} ěáâì ğăňëłăŋĺě łńěâłĺ D_{J\I} I_∅0_I T_{[m]\J} 1_∅.

Šěŕěàì ňë áőáàěďőâőçĺňáï ŋă ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáě Z_K , áőőâćěâáâćãîéěň łãÄ ąĺçěáłőňã łőňŕńěłáã cc(K) ⊂ I^m (áň. (39)). Ŕő őŕàěďěńěŋĺî Z_K ěáâì őąêěďĺŋěŋĺě ňőňěŋâ-ãčőń ąńőłőć B_{I⊂J} ⊂ (D^2)^m á J ∈ K. Őąőğŋăçĺň

(40) B_J := B_{∅⊂J} = { (z_1; : : : ; z_m) ∈ (D^2)^m : |z_j| = 1 ŕàĺ j =∈ J } : Šőčďă B_J = æ^{−1}(C_J ) (ŋăŕőňŋĺň, çâő C_J := C_{∅⊂J} ) ĺ B_{I⊂J} ⊂ B_J ďńï ńîąőčő I ⊂ J. Őâáîďă áńěďãěâ, çâő

(41) Z_K = ⋃ J∈K B_J

(áàăćŋĺâě íâő á ğăňěçăŋĺěň ŕőáńě (22)).

Ğăňěçăŋĺě. Ěáńĺ K = K_P ďńï ŋěłőâőàőčő ŕàőáâőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă P ĺ #J = n, âő B_J ěáâì ć âőçŋőáâĺ i_e(B_v) ďńï v = ⋂ j∈J F_j. Šăłĺň őąàăğőň, (41) ć íâőň áńãçăě áćőďĺâáï ł (37).

Ğăňěâĺň, çâő B_J ∩ B_J ′ = B_{J∩J} ′ . İâő ŕőğćőńïěâ ãŕàőáâĺâì łńěâőçŋőě àăğąĺěŋĺě ĺğ ńěňňë 3.3.1 ć áńãçăě ma(C) = Z_K . Ďńï íâőčő ňë ğăňěŋĺň őąêěďĺŋěŋĺě łńěâőł 0, I, D (áň. àĺá. 7 (ă)) ŋă őďŋã 2-ňěàŋãî łńěâłã (łőâőàãî ňë âăłęě ąãďěň őąőğŋăÄ çăâì D). Ŕőńãçăěňőě ć àěğãńìâăâě łńěâőçŋőě àăğąĺěŋĺě ďĺáłă D^2 á 3 łńěâłăňĺ ŕőÄ łăğăŋő ŋă àĺá. 7 (ą). Őŋő őŕàěďěńïěâ łńěâőçŋőě àăğąĺěŋĺě ŕőńĺďĺáłă (D^2)^m á 3^m łńěâłăňĺ, łăęďăï ĺğ łőâőàëå ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ŕàőĺğćěďěŋĺě łńěâőł 3 àăğńĺçŋëå âĺŕőć: D_i, T_i ĺ 1_i, i = 1; : : : ; m. Ňë ąãďěň ğăŕĺáëćăâì íâĺ łńěâłĺ ŕőńĺďĺáłă (D^2)^m áńőćăňĺ D_I T_P 1_Q, čďě I; P; Q { ŕőŕăàŋő àăğńĺçŋëě ŕőďňŋőęěáâćă ć [m] âăłĺě, çâő I ∪ P ∪ Q = [m]. Őąőğŋăçĺň D_I T_P := D_I T_P 1_{[m]\I∪P} . Ğăňëłăŋĺě łńěâłĺ D_I T_P ěáâì ŕàőĺğćěďěŋĺě #I ďĺáłőć ĺ #P őłàãęŋőáâěľ.

3 ŞŇŊ, â. 55, ćëŕ. 5

66 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Ńěňňă 3.3.2. Ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłá Z_K ïćńïěâáï łńěâőçŋëň ŕőďłőňŕńěłÄ áőň ć (D^2)^m őâŋőáĺâěńìŋő łńěâőçŋőčő àăğąĺěŋĺï á 3^m łńěâłăňĺ (àĺá. 7 (ą)). Łăęďăï łńěâłă ĺğ Z_K ĺňěěâ ćĺď D_I T_P , I ∈ K.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Šăł łăł B_J = B_{∅⊂J} { ğăňëłăŋĺě łńěâłĺ D_J T_{[m]\J} 1_∅, ãâćěàęďěŋĺě ćëâěłăěâ ĺğ (41).

Ğăňěçăŋĺě. Ďńï ŕàőĺğćőńìŋőčő C ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłá ma(C) ŋě ïćńïěâáï łńěâőçŋëň ŕőďłőňŕńěłáőň ć 3^m-łńěâőçŋőň àăğąĺěŋĺĺ ŕőńĺďĺáłă (D^2)^m.

Ŕő őŕàěďěńěŋĺî (łőŋáâàãłæĺï 1.5.9) łãąĺçěáłĺľ łőňŕńěłá cc(K) ćáěčďă áőďěàęĺâ ćěàèĺŋã (1; : : : ; 1) ∈ I^m. Šăłĺň őąàăğőň, âőà T^m = æ^{−1}(1; : : : ; 1) áőďěàęĺâáï ć Z_K .

Ńěňňă 3.3.3. Ćńőęěŋĺě T^m = æ^{−1}(1; : : : ; 1) ,→ Z_K ïćńïěâáï łńěâőçŋëň őâőąàăęěŋĺěň, čőňőâőŕŋëň őâőąàăęěŋĺî ć âőçłã, â.ě. âőà T^m = æ^{−1}(1; : : : ; 1) ïćńïěâáï áâïčĺćăěňëň łńěâőçŋëň ŕőďłőňŕńěłáőň ć Z_K .

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ďńï ďőłăğăâěńìáâćă âőčő äăłâă, çâő T^m = æ^{−1}(1; : : : ; 1) ïćńïÄ ěâáï łńěâőçŋëň ŕőďłőňŕńěłáőň ć Z_K , ňë ğăňěâĺň, çâő íâőâ âőà ïćńïěâáï ğăňëłăŋĺěň m-łńěâłĺ D_∅T_{[m]} ⊂ Z_K . Őáâăěâáï ďőłăğăâì, çâő T^m áâïčĺćăěň ć Z_K . Ďńï íâőčő ňë ŕőłăęěň, çâő ćńőęěŋĺě T^m ⊂ (D^2)^m čőňőâőŕŋő őâőąàăęěŋĺî ć âőçłã (1; : : : ; 1) ∈ T^m ⊂ (D^2)^m. Ŋă ŕěàćőň èăčě ňë ğăňěâĺň, çâő Z_K áőďěàęĺâ łńěâłã D_1T_{2;:::;m}, ğăňëłăŋĺě łőâőàőľ áőďěàęĺâ T^m ĺ čőňěőňőàäŋő D^2 × T^{m−1}. Šăłĺň őąàăğőň, ŋăè âőà T^m ňőęěâ ąëâì áâïŋãâ ŋă 1 × T^{m−1} ćŋãâàĺ Z_K . Ŋă ćâőàőň èăčě ňë ğăňěçăěň, çâő Z_K áőďěàęĺâ łńěâłã D_2T_{3;:::;m}, ğăňëłăŋĺě łőâőàőľ áőďěàęĺâ 1 × T^{m−1} ĺ čőňěőÄ ňőàäŋő D^2 × T^{m−2}. Šăłĺň őąàăğőň, 1 × T^{m−1} ňőęěâ ąëâì áâïŋãâő ŋă 1 × 1 × T^{m−2} ćŋãâàĺ Z_K , ĺ â. ď. Ŋă k-ň èăčě ňë ğăňěçăěň, çâő Z_K áőďěàęĺâ łńěâłã D_kT_{k+1;:::;m}, ğăňëłăŋĺě łőâőàőľ áőďěàęĺâ 1×· · ·×1×T^{m−k+1} ĺ čőňěőňőàäŋő D^2 ×T^{m−k}. Šăłĺň őąàăğőň, 1 × · · · × 1 × T^{m−k+1} ňőęěâ ąëâì áâïŋãâő ŋă 1 × · · · × 1 × T^{m−k} ćŋãâàĺ Z_K . Ć łőŋæě ňë ŕőńãçĺň âőçłã 1 × · · · × 1, ł łőâőàőľ áâïčĺćăěâáï ćěáì âőà T^m.

Śńěďáâćĺě 3.3.4. Ďńï ńîąőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłá Z_K őďŋőáćïğěŋ.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ďěľáâćĺâěńìŋő, 1-őáâőć ŋăèěčő łńěâőçŋőčő àăğąĺěŋĺï Z_K áőÄ ďěàęĺâáï ć âőàě T^m = æ^{−1}(1; : : : ; 1).

§ 3.4. Łőŋáâàãłæĺï Ąőàěńï ĺ ŕàőáâàăŋáâćő Śâěŋńĺ{Řăľáŋěàă. Ŕãáâì ET^m { áâïčĺćăěňőě ŕàőáâàăŋáâćő ãŋĺćěàáăńìŋőčő čńăćŋőčő T^m-àăááńőěŋĺï ŋăď łńăáÄ áĺäĺæĺàãîéĺň ŕàőáâàăŋáâćőň BT^m. Ĺğćěáâŋő, çâő ć łăçěáâćě BT^m ňőęŋő ćğïâì ŕàőĺğćěďěŋĺě m łőŕĺľ ąěáłőŋěçŋőňěàŋőčő ŕàőěłâĺćŋőčő ŕàőáâàăŋáâćă C P^∞ . ŁńěÄ âőçŋőě àăğąĺěŋĺě ŕàőáâàăŋáâćă C P^∞ á őďŋőľ łńěâłőľ ć łăęďőľ çěâŋőľ àăğňěàŋőáâĺ őŕàěďěńïěâ łăŋőŋĺçěáłőě łńěâőçŋőě àăğąĺěŋĺě ďńï BT^m. Łőčőňőńőčĺĺ BT^m (á łőÄ íääĺæĺěŋâăňĺ ć k) ŕàěďáâăćńïîâ áőąőľ łőńìæő ňŋőčőçńěŋőć k[v_1; : : : ; v_m], deg v_i = 2.

Őŕàěďěńěŋĺě 3.4.1. Ŕãáâì X { ŕàőáâàăŋáâćő á ďěľáâćĺěň âőàă T^m. ŁőŋáâàãłÄ æĺï Ąőàěńï (ć ďàãčőľ âěàňĺŋőńőčĺĺ čőňőâőŕĺçěáłőě ŕàőáâàăŋáâćő őàąĺâ ĺńĺ ăáÄ áőæĺĺàőćăŋŋőě àăááńőěŋĺě) ďńï X ěáâì äăłâőà-ŕàőáâàăŋáâćő

ET^m ×_T m X := ET^m × X=∼;

čďě (e; x) ∼ (eg; g^{−1}x) ďńï ńîąëå e ∈ ET^m, x ∈ X, g ∈ T^m.

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 67

3*

Ŕàőěłæĺï (e; x) → e őŕàěďěńïěâ ET^m ×_T m X łăł âőâăńìŋőě ŕàőáâàăŋáâćő àăááńőÄ ěŋĺï ET^m ×_T m X → BT^m áő áńőěň X ĺ áâàãłâãàŋőľ čàãŕŕőľ T^m. Ć âő ęě ćàěňï, ĺňěěâáï čńăćŋőě T^m-àăááńőěŋĺě ET^m × X → ET^m ×_T m X.

Ďăńěě ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì łőŋáâàãłæĺî Ąőàěńï ET^m ×_T m X, áőőâćěâáâćãîÄ éãî T^m-ŕàőáâàăŋáâćã X, çěàěğ B_T X. Ć çăáâŋőáâĺ, ďńï ńîąőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K ŋă m ćěàèĺŋăå őŕàěďěńěŋë łőŋáâàãłæĺï Ąőàěńï B_T Z_K ĺ àăááńőěŋĺě p: B_T Z_K → BT^m áő áńőěň Z_K .

Ďńï łăęďőčő i = 1; : : : ; m őąőğŋăçĺň i-ě łőőàďĺŋăâŋőě ŕőďŕàőáâàăŋáâćő ć BT^m = (C P^∞ )^m çěàěğ BT_i. Ďńï ńîąőčő ŕőďňŋőęěáâćă I ⊂ [m] őąőğŋăçĺň çěàěğ BT_I ŕàőĺğÄ ćěďěŋĺě łőőàďĺŋăâŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć BT_i á i ∈ I. Őçěćĺďŋő, BT_I ïćńïěâáï łńěâőçÄ ŋëň ŕőďłőňŕńěłáőň ć BT^m, ĺ ěáńĺ #I = k, âő BT_I ∼= BT^k.

Őŕàěďěńěŋĺě 3.4.2. Ďńï ńîąőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K ňë ŋăğëćăěň łńěâőçŋëľ ŕőďłőňŕńěłá ⋃ I∈K BT_I ⊂ BT^m

ŕàőáâàăŋáâćőň Śâěŋńĺ{Řăľáŋěàă ĺ őąőğŋăçăěň ěčő SR(K).

Ŋăğćăŋĺě őąêïáŋïěâáï áńěďãîéĺň ãâćěàęďěŋĺěň, łőâőàőě ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ćëâěÄ łăěâ ĺğ őŕàěďěńěŋĺï 1.3.1 łőńìæă Śâěŋńĺ{Řăľáŋěàă k(K).

Ŕàěďńőęěŋĺě 3.4.3. Ăńčěąàă łńěâőçŋëå łőæěŕěľ C^∗(SR(K)) ĺ ăńčěąàă łőčőňőńőčĺľ H^∗(SR(K)) ĺğőňőàäŋë łőńìæã čàăŋěľ k(K). Łńěâőçŋőě ćńőÄ ęěŋĺě i: SR(K) ,→ BT^m ĺŋďãæĺàãěâ íŕĺňőàäĺğň i^∗ : k[v_1; : : : ; v_m] → k(K) = k[v_1; : : : ; v_m]=I_K ć łőčőňőńőčĺïå.

Šěőàěňă 3.4.4. Řăááńőěŋĺě p: B_T Z_K → BT^m čőňőâőŕĺçěáłĺ íłćĺćăńěŋâŋő łńěâőçŋőňã ćńőęěŋĺî i: SR(K) ,→ BT^m. Šőçŋěě, ĺňěěâáï ďěäőàňăæĺőŋŋăï àěâàăłæĺï B_T Z_K → SR(K) âăłăï, çâő ďĺăčàăňňă

B_T Z_K^p−−−−→ BT^m ‖ ‖ ‖ SR(K)^i−−−−→ BT^m łőňňãâăâĺćŋă.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Řăááňőâàĺň àăğńőęěŋĺě (41). Šăł łăł łăęďőě ŕőďňŋőęěáâćő B_J ⊂ Z_K ïćńïěâáï T^m-ĺŋćăàĺăŋâŋëň, łőŋáâàãłæĺï Ąőàěńï B_T Z_K = ET^m ×_T m Z_K áłńěĺćăěâáï ĺğ łőŋáâàãłæĺľ Ąőàěńï ET^m ×_T m B_J , J ∈ K. Ŕãáâì #J = j; âőčďă B_J ∼= (D^2)^j ×T^{m−j} (áň. (40)). Ŕő őŕàěďěńěŋĺî łőŋáâàãłæĺĺ Ąőàěńï ET^m ×_T m B_J ∼= (ET^j ×_T j (D^2)^j) × ET^{m−j}. Ŕàőáâàăŋáâćő ET^j ×_T j (D^2)^j ïćńïěâáï ŕàőáâàăŋáâćőň (D^2)^j -àăááńőěŋĺï ŋăď BT^j. Őâáîďă áńěďãěâ, çâő ĺňěěâáï ďěäőàňăæĺőŋŋăï àěâàăłÄ æĺï ET^m ×_T m B_J → BT_J , łőâőàăï ğăďăěâ čőňőâőŕĺçěáłãî íłćĺćăńěŋâŋőáâì ňěęďã őčàăŋĺçěŋĺěň ŕàőěłæĺĺ p: B_T Z_K → BT^m ŋă ET^m ×_T m B_J ĺ łńěâőçŋëň ćńőęěŋĺěň BT_J ,→ BT^m. İâĺ čőňőâőŕĺçěáłĺě íłćĺćăńěŋâŋőáâĺ, áőőâćěâáâćãîéĺě àăğńĺçŋëň áĺňŕńěłáăň J ∈ K, áőčńăáőćăŋë ňěęďã áőąőľ ĺ őŕàěďěńïîâ âàěąãěňãî čőňőâőŕĺçěáÄ łãî íłćĺćăńěŋâŋőáâì ňěęďã p: B_T Z_K → BT^m ĺ i: SR(K) ,→ BT^m.

3*

68 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Śńěďáâćĺě 3.4.5. Ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłá Z_K ïćńïěâáï čőňőâőŕĺçěáłĺň áńőÄ ěň łńěâőçŋőčő ćńőęěŋĺï i: SR(K) ,→ BT^m.

Śńěďáâćĺě 3.4.6. Ăńčěąàă łőčőňőńőčĺľ H^∗(B_T Z_K ) ĺğőňőàäŋă łőńìæã čàăÄ ŋěľ k(K). Ŕàőěłæĺï p: B_T Z_K → BT^m ĺŋďãæĺàãěâ íŕĺňőàäĺğň p^∗ : k[v_1; : : : ; v_m] → k(K) = k[v_1; : : : ; v_m]=I_K ć łőčőňőńőčĺïå.

Ğăňěçăŋĺě. Ŕàěďëďãéěě ãâćěàęďěŋĺě ć áńãçăě ňŋőčőčàăŋŋĺłőć (Z_K = Z_P ) ąëÄ ńő ďőłăğăŋő ć [33; âěőàěňă 4.8] ďàãčĺňĺ ňěâőďăňĺ.

Ĺğ ŕàěďëďãéĺå łőŋáâàãłæĺľ ĺğćńěłăěâáï áńěďãîéăï ĺŋäőàňăæĺï ő čőňőâőŕĺçěáÄ łĺå čàãŕŕăå łőňŕńěłáă Z_K .

Šěőàěňă 3.4.7. (ă) Łőňŕńěłá Z_K ïćńïěâáï 2-áćïğŋëň (â.ě. ß_1(Z_K ) = ß_2(Z_K ) = 0), ĺ ß_i(Z_K ) = ß_i(B_T Z_K ) = ß_i(SR(K)) ŕàĺ i ⩾ 3.

(ą) Ěáńĺ K = K_P ĺ P ïćńïěâáï q-áňěęŋőáâŋëň, âő ß_i(Z_K ) = 0 ŕàĺ i ¡ 2q+1, ă ß_{2q+1}(Z_P ) ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ áćőąőďŋãî ăąěńěćã čàãŕŕã, őąàăğãîéĺě łőâőàőľ áőőâćěâáâćãîâ (q +1)-íńěňěŋâŋëň ŋěďőáâăîéĺň čàăŋïň łőňŕńěłáă K_P (ĺńĺ, íłćĺćăńěŋâŋő, őąàăğãîéĺň áâěŕěŋĺ (2q + 2) ĺďěăńă I_P , áň. őŕàěďěńěŋĺě 1.1.20).

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ğăňěâĺň, çâő BT^m = K(Z^m; 2) ĺ 3-őáâőć ŕàőáâàăŋáâćă SR(K) áőćŕăďăěâ á 3-őáâőćőň BT^m. Ěáńĺ P ïćńïěâáï q-áňěęŋőáâŋëň, âő, łăł áńěďãěâ ĺğ őŕàěÄ ďěńěŋĺï 3.4.2, (2q+1)-őáâőć ŕàőáâàăŋáâćă SR(K_P ) áőćŕăďăěâ á (2q+1)-őáâőćőň BT^m. Šěŕěàì őąă ãâćěàęďěŋĺï ćëâěłăîâ ĺğ âőçŋőľ čőňőâőŕĺçěáłőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ őâőąàăęěŋĺï i: SR(K) → BT^m á čőňőâőŕĺçěáłĺň áńőěň Z_K (áńěďáâćĺě 3.4.5).

Ğăňěçăŋĺě. Śłăęěň, çâő áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá K ŋă ňŋőęěáâćě [m] ïćńïěâÄ áï q-áňěęŋőáâŋëň, ěáńĺ ńîąőě q-íńěňěŋâŋőě ŕőďňŋőęěáâćő ć [m] ïćńïěâáï ěčő áĺňÄ ŕńěłáőň (íâő őŕàěďěńěŋĺě ïćńïěâáï őçěćĺďŋëň őąőąéěŋĺěň ŕőŋïâĺï q-áňěęŋőáâŋőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă ŋă ŕàőĺğćőńìŋëě áĺňŕńĺæĺăńìŋëě łőňŕńěłáë). ŠőčÄ ďă ćâőàăï çăáâì âěőàěňë 3.4.7 ĺňěěâ ňěáâő ďńï ŕàőĺğćőńìŋőčő q-áňěęŋőáâŋőčő áĺňÄ ŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă.

Ŕàěďŕőńőęĺň âěŕěàì, çâő K = K_P ďńï ŋěłőâőàőčő ŕàőáâőčő n-ňŋőčőčàăŋŋĺłă P , ĺ ŕãáâì M^{2n} { łćăğĺâőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě ŋăď P á åăàăłâěàĺáâĺçěáłĺň őâőąàăÄ ęěŋĺěň ‘. Šőčďă ňë ĺňěěň áćőąőďŋő ďěľáâćãîéãî ŋă Z_P ŕőďčàãŕŕã H(‘) ⊂ T^m ĺ čńăćŋőě T^{m−n}-àăááńőěŋĺě Z_P → M^{2n} (ŕàěďńőęěŋĺě 3.1.5).

Ŕàěďńőęěŋĺě 3.4.8. Łőŋáâàãłæĺï Ąőàěńï ET^n ×_T n M^{2n} čőňőâőŕĺçěáłĺ íłÄ ćĺćăńěŋâŋă B_T Z_P .

Ďőłăğăâěńìáâćő. Šăł łăł H(‘) áćőąőďŋő ďěľáâćãěâ ŋă Z_P , ňë ĺňěěň

B_T Z_P = ET^m ×_T m Z_P = EH(‘) × ( E ( T^m=H(‘) ) ×_T m_{=H(‘)} Z_P =H(‘) ) ≃ ET^n ×_T n M^{2n}:

Šěőàěňă 3.4.9 [33; âěőàěňă 4.12]. Śŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì Ńěàě{ Śěààă àăááńőěŋĺï

(42) ET^n ×_T n M^{2n} → BT^n

áő áńőěň M^{2n} ćëàőęďăěâáï ć çńěŋě E_2, â.ě. E^{p;q}_2 = E^{p;q}_∞ .

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 69

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ďĺääěàěŋæĺăńë áŕěłâàăńìŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ âàĺćĺăńìÄ ŋë ŕő áőőąàăęěŋĺïň àăğňěàŋőáâĺ, âăł łăł ĺ BT^n ĺ M^{2n} ĺňěîâ łńěâłĺ ńĺèì ć çěâŋëå àăğňěàŋőáâïå (áň. ŕàěďńőęěŋĺě 2.2.5).

Śńěďáâćĺě 3.4.10. Ŕàőěłæĺï (42) ĺŋďãæĺàãěâ ňőŋőňőàäĺğň k[t_1; : : : ; t_n] → k(K) ć łőčőňőńőčĺïå. Ćńőęěŋĺě áńőï M^{2n} ,→ ET^n ×_T n M^{2n} ĺŋďãæĺàãěâ íŕĺÄ ňőàäĺğň k(K) → H^∗(M^{2n}).

Šěŕěàì ňë ňőęěň ďőłăğăâì ãâćěàęďěŋĺï ĺğ § 2.2.

Ďőłăğăâěńìáâćő ńěňňë 2.2.6 ĺ âěőàěňë 2.2.7. Ňőŋőňőàäĺğň H^∗(BT^n) = k[t_1; : : : ; t_n] → k(K) = H^∗(ET^n ×_T n M^{2n}) ŕěàěćőďĺâ t_i ć `_i, i = 1; : : : ; n. Šăł łăł k(K) ïćńïěâáï áćőąőďŋëň k[t_1; : : : ; t_n]-ňőďãńěň (ğăňěâĺň, çâő íâő ćëâěłăěâ ĺğ âěőàěÄ ňë 3.4.9, âăł çâő ŋăň ŋě ŋãęŋő ĺáŕőńìğőćăâì âěőàěňã 1.3.8), `_1; : : : ; `_n ěáâì àěčãńïàÄ ŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì. Őâáîďă ćëâěłăěâ, çâő ïďàő íŕĺňőàäĺğňă k(K) → H^∗(M^{2n}) ěáâì ć âőçŋőáâĺ J_‘ = (`_1; : : : ; `_n).

§ 3.5. Őąőąéěŋĺï, ăŋăńőčĺ ĺ ďőŕőńŋĺâěńìŋëě łőňňěŋâăàĺĺ. Řïď ćăęŋëå łőŋáâàãłæĺľ ŋăèěčő őąğőàă (łãąĺçěáłĺľ łőňŕńěłá cc(K), ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłá Z_K , łőŋáâàãłæĺï Ąőàěńï B_T Z_K , ŕàőáâàăŋáâćő Śâěŋńĺ{Řăľáŋěàă SR(K), ă âăłęě ďőŕőńÄ ŋěŋĺě U(K) łőŋäĺčãàăæĺĺ łőőàďĺŋăâŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć ĺğ §5.2) ďőŕãáłăîâ ěďĺŋőőąÄ àăğŋőě ĺğńőęěŋĺě ŕàĺ ŕőňőéĺ áńěďãîéěľ łőŋáâàãłæĺĺ, ŕàěďńőęěŋŋőľ Ŋ. ŚâàĺłńăŋÄ ďőň.

Łőŋáâàãłæĺï 3.5.1. Ŕãáâì X { ŋěłőâőàőě âőŕőńőčĺçěáłőě ŕàőáâàăŋáâćő, W { ěčő ŕőďŕàőáâàăŋáâćő ĺ K { áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá ŋă ňŋőęěáâćě ćěàèĺŋ [m]. Ććěďěň áńěďãîéěě ŕőďňŋőęěáâćő ć ŕàőĺğćěďěŋĺĺ m íłğěňŕńïàőć X:

K_•(X; W ) = ⋃ I∈K (∏ i∈I X × ∏ i =∈I W ) :

Ŕàĺňěà 3.5.2. 1. cc(K) = K_•(I^1; 1) (áň. (22)). 2. Z_K = K_•(D^2; S^1) (áň. (41)).

3. SR(K) = K_•(C P^∞ ; ∗) (áň. őŕàěďěńěŋĺě 3.4.2).

4. B_T Z_K = K_•(ES^1 ×_S1 D^2; ES^1 ×_S1 D^2) (áň. ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë 3.4.4).

Őâňěâĺň, çâő łőŋáâàãłæĺï 3.5.1 ěáâěáâćěŋŋő őąőąéăěâáï ŋă áńãçăľ ŋăąőàă ĺğ m ŕăà (X_1; W_1); : : : ; (X_m; W_m); ŕàĺ íâőň ňőęŋő âăłęě ĺáŕőńìğőćăâì àăááńőěŋŋőě ŕàőĺğćěÄ ďěŋĺě ćňěáâő ďěłăàâőćă.

Ŕàĺ ŕőňőéĺ łőŋáâàãłæĺĺ 3.5.1 Ŋ. Śâàĺłńăŋď ŋěğăćĺáĺňő ŕőńãçĺń çăáâì âěőàěÄ ňë 1.5.10, łăáăîéãîáï łőňŕńěłáă cc(K), ĺ âěőàěňã 5.2.5.

Ć ŋăèěľ àăąőâě ąőńìèĺŋáâćő łőŋáâàãłæĺľ âăł ĺńĺ ĺŋăçě áćïğăŋő á ďěľáâćĺěň âőàă, ŕàěďáâăćńïîéěčő áőąőľ ŕàőĺğćěďěŋĺě őłàãęŋőáâěľ S^1. İâĺ łőŋáâàãłæĺĺ ďőŕãáłăîâ ěáâěáâćěŋŋëě Z=2-ăŋăńőčĺ. Ďńï íâőčő ňë ğăňěŋĺň âőà T^m ŋă ěčő \ćěéěáâćěŋŋëľ ăŋăÄ ńőč", â.ě. čàãŕŕã (Z=2)^m. Šőčďă áâăŋďăàâŋëľ łãą I^m = [0; 1]^m ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ŕàőáâàăŋáâćő őàąĺâ ďńï ďěľáâćĺï (Z=2)^m ŋă ąőńìèěň łãąě [−1; 1]^m, łőâőàëľ ïćńïěâÄ áï \ćěéěáâćěŋŋëň ăŋăńőčőň" ŕőńĺďĺáłă (D^2)^m ⊂ C^m . Šěŕěàì ŕő łãąĺçěáłőňã ŕőďÄ łőňŕńěłáã C ⊂ I^m ňë ňőęěň ŕőáâàőĺâì (Z=2)^m-áĺňňěâàĺçŋëľ łãąĺçěáłĺľ łőňŕńěłá ć [−1; 1]^m ăŋăńőčĺçŋő âőňã, łăł íâő ďěńăńőáì ć őŕàěďěńěŋĺĺ 3.2.1. Ć çăáâŋőáâĺ, ďńï

70 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

ńîąőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K ŋă ňŋőęěáâćě ćěàèĺŋ [m] ňőęŋő őŕàěďěńĺâì łãąĺçěáłĺě łőňŕńěłáë RZ_K ĺ RW_K , łőâőàëě ïćńïîâáï \ćěéěáâćěŋŋëňĺ ăŋăńőčăňĺ" ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáőć Z_K ĺ W_K (39). Ć őąőğŋăçěŋĺïå łőŋáâàãłæĺĺ 3.5.1 ňë ĺňěěň

RZ_K = K_• ( [−1; 1]; {−1; 1} ) : Ěáńĺ K ïćńïěâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋőľ (n − 1)-áäěàőľ, âő RZ_K ïćńïěâáï n-ňěàŋëň ňŋőÄ čőőąàăğĺěň (ďőłăğăâěńìáâćő ăŋăńőčĺçŋő ďőłăğăâěńìáâćã ńěňňë 3.2.2). Šăłĺň őąàăÄ ğőň, ŕő łăęďőľ áĺňŕńĺæĺăńìŋőľ áäěàě K^{n−1} á m ćěàèĺŋăňĺ ňë ňőęěň ŕőáâàőĺâì (Z=2)^m-áĺňňěâàĺçŋőě n-ňŋőčőőąàăğĺě, áŋăąęěŋŋőě (Z=2)^m-ĺŋćăàĺăŋâŋëň łãąĺçěáÄ łĺň àăğąĺěŋĺěň. İâőâ łńăáá łãąĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ ňőęěâ ąëâì ŕőńěğěŋ ŕàĺ ŕőÄ áâàőěŋĺĺ łãąĺçěáłőčő ăŋăńőčă łőňąĺŋăâőàŋőľ âěőàĺĺ f-ćěłâőàőć áĺňŕńĺæĺăńìŋëå łőňŕńěłáőć (áň. âăłęě [83]). Ŋăłőŋěæ, ćěéěáâćěŋŋëľ ăŋăńőč RZ_P ňŋőčőőąàăğĺï Z_P (áőőâćěâáâćãîéěčő áńãçăî ňŋőčőčàăŋŋőľ áĺňŕńĺæĺăńìŋőľ áäěàë K^{n−1}) ĺğćěáâěŋ łăł ãŋĺćěàáăńìŋőě ăąěńěćő ŋăłàëâĺě ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n, àăááňăâàĺćăěňőčő łăł őàąĺÄ äőńď (ĺńĺ ňŋőčőőąàăğĺě á ãčńăňĺ), áň. [43; §4.5]. Ć àăąőâě [47] ňŋőčőőąàăğĺï RZ_P ĺ Z_P ĺŋâěàŕàěâĺàãîâáï łăł łőŋäĺčãàăæĺőŋŋëě ŕàőáâàăŋáâćă ďńï ŕńőáłĺå ĺ ŕàőáâàăŋáâćěŋŋëå èăàŋĺàŋëå ňěåăŋĺğňőć.

Ğăňěŋă čàãŕŕë T^n ŋă (Z=2)^n ć őŕàěďěńěŋĺĺ 2.2.1 ŕàĺćőďĺâ ł ćěéěáâćěŋŋëň ăŋăÄ ńőčăň łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ, łőâőàëě ąëńĺ ććěďěŋë ć [33] ŕőď ŋăğćăŋĺěň ňăńëě ŋăłàëâĺï^4. Šăłĺň őąàăğőň, łăęďőě ňăńőě ŋăłàëâĺě ŕàőáâőčő ňŋőčőčàăŋÄ ŋĺłă P^n ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ŋěłőâőàőě ňŋőčőőąàăğĺě M^n á ďěľáâćĺěň (Z=2)^n ĺ ŕàőÄ áâàăŋáâćőň őàąĺâ P^n. Ŋăğćăŋĺě őąêïáŋïěâáï âěň, çâő ńîąőě àăğćěâćńěŋŋőě ŋăłàëâĺě ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n čńăďłĺň ňŋőčőőąàăğĺěň ĺňěěâ ŕő łàăľŋěľ ňěàě 2^n ńĺáâőć. Ňăńëě ŋăłàëâĺï ĺğãçăńĺáì ć [33] ŕăàăńńěńìŋő á łćăğĺâőàĺçěáłĺňĺ ňŋőčőőąàăğĺïňĺ, ĺ ąőńìÄ èĺŋáâćő àěğãńìâăâőć ĺğ [33] ďńï łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ, ŕàĺćěďěŋŋëå ć § 2.2, ĺňěîâ ăŋăńőčĺ ďńï ňăńëå ŋăłàëâĺľ. Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, łăęďőě ňăńőě ŋăłàëâĺě ïćÄ ńïěâáï äăłâőà-ŕàőáâàăŋáâćőň ãŋĺćěàáăńìŋőčő ŋăłàëâĺï RZ_P ŕő ŋěłőâőàőňã áćőąőďÄ ŋőňã ďěľáâćĺî čàãŕŕë (Z=2)^{m−n}.

Ćăęŋëľ łńăáá ňăńëå ŋăłàëâĺľ ŋăď âàěåňěàŋëňĺ ŕàőáâëňĺ ňŋőčőčàăŋŋĺłăňĺ P^3 ąëń àăááňőâàěŋ ć àăąőâě [48]. Ňőęŋő ŕőłăğăâì, çâő ŕàőáâőľ ňŋőčőčàăŋŋĺł P^3 ďőŕãáÄ łăěâ àăáłàăáłã ďćãňěàŋëå čàăŋěľ ć âàĺ æćěâă âăł, çâő ńîąëě ďćě áňěęŋëě čàăŋĺ ĺňěÄ îâ àăğńĺçŋëľ æćěâ âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă łăęďăï ěčő ďćãňěàŋăï čàăŋì áőďěàęĺâ çěâŋőě çĺáńő àěąěà. Łăęďăï âăłăï àăáłàăáłă % őŕàěďěńïěâ ŋěłőâőàőě łćăğĺâőàĺçěáÄ łőě ňŋőčőőąàăğĺě M^6(%) ĺ ňăńőě ŋăłàëâĺě M^3(%). Ć [48] ŕőłăğăŋő, çâő łăęďőě ňŋőÄ čőőąàăğĺě M^3(%) ďőŕãáłăěâ íłćĺćăàĺăŋâŋőě ćńőęěŋĺě ć R^4 = R^3 × R áő áâăŋďăàâŋëň ďěľáâćĺěň (Z=2)^3 ŋă R^3 ĺ âàĺćĺăńìŋëň ďěľáâćĺěň ŋă R. Šăň ęě ŕőłăğăŋő, çâő âăłĺě ňŋőčőőąàăğĺï M^3(%) ŕőńãçăîâáï ĺğ ŋăąőàă âàěåňěàŋëå âőàőć ŕàĺ ŕőňőéĺ őŕěàăæĺľ íłćĺćăàĺăŋâŋőľ áćïğŋőľ áãňňë ĺ íłćĺćăàĺăŋâŋőľ ŕěàěáâàőľłĺ Ďěŋă.

Ňőęŋő ŕőáâàőĺâì âăłęě łćăâěàŋĺőŋŋëľ ăŋăńőč ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáőć, ğăňěŋïï T^n ŋă łćăâěàŋĺőŋŋëľ âőà Sp(1)^n ∼= (S^3)^n. Řăğćĺâĺě łćăâěàŋĺőŋŋőčő ăŋăńőčă âőàĺÄ çěáłĺå ĺ łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ, ąěááŕőàŋő, ŕàěďáâăćńïěâ ąőńìèőľ ĺŋâěàěá. Ŋă íâő ãłăğëćăîâ, ŋăŕàĺňěà, ćăęŋëě àěğãńìâăâë ĺğ [16].

Ŕàĺćěďěň âěŕěàì ŕàĺńőęěŋĺě őŕĺáăŋŋëå ćëèě łőŋáâàãłæĺľ ł áńãçăî őąéěľ čàãŕÄ ŕë G.

4Ć őàĺčĺŋăńě small covers.

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 71

Ŕàĺňěà 3.5.3 (łńăááĺäĺæĺàãîéěě ŕàőáâàăŋáâćő čàãŕŕë G). Ŕãáâì K { ŋěłőâőÄ àëľ áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá ŋă ňŋőęěáâćě [m]. Ŕőńőęĺň Z_K(G) := K_•(cone(G); G) (áň. łőŋáâàãłæĺî 3.5.1), čďě cone(G) { łőŋãá ŋăď G. Ŕő ŕőáâàőěŋĺî ŋă Z_K (G) ďěľáâÄ ćãěâ čàãŕŕă G^m á ŕàőáâàăŋáâćőň őàąĺâ cone K. Ďĺăčőŋăńìŋőě ćńőęěŋĺě G ,→ G^m ğăďăěâ áćőąőďŋőě ďěľáâćĺě čàãŕŕë G ŋă Z_K (G).

Ŕãáâì âěŕěàì K_0 ⊂ K_1 ⊂ · · · ⊂ K_i ⊂ · · · { ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ćńőęěŋŋëå áĺňÄ ŕńĺæĺăńìŋëå łőňŕńěłáőć âăłĺå, çâő K_i ïćńïěâáï q_i-áňěęŋőáâŋëň, čďě q_i → ∞ ŕàĺ i → ∞. Šăłãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ňőęŋő ŕőńãçĺâì, ŋăŕàĺňěà, ŕőńăčăï K_{i+1} := K_i ∗ K (áň. łőŋáâàãłæĺî 1.2.5), čďě K_0 ĺ K { ńîąëě ďćă áĺňŕńĺæĺăńìŋëå łőňŕńěłáă. Ŋă ŕàőáâàăŋáâćě lim−→ Z_{Ki} (G) čàãŕŕă G ďěľáâćãěâ áćőąőďŋő, ĺ áőőâćěâáâćãîéěě äăłÄ âőà-ŕàőáâàăŋáâćő ďăěâ àěăńĺğăæĺî łńăááĺäĺæĺàãîéěčő ŕàőáâàăŋáâćă BG. Šăłĺň őąàăğőň ŕőńãçăěâáï äĺńìâàăæĺï ć ãŋĺćěàáăńìŋőň àăááńőěŋĺĺ EG → BG:

Z_{K0} (G) ,→ Z_{K1} (G) ,→ · · · ,→ Z_{Ki} (G) ,→ · · ·

Z_{K0} (G)=G ,→ Z_{K1} (G)=G ,→ · · · ,→ Z_{Ki} (G)=G ,→ · · · :

Ĺğćěáâŋăï äĺńìâàăæĺĺ Ňĺńŋőàă ć ãŋĺćěàáăńìŋőň àăááńőěŋĺĺ čàãŕŕë G áőőâćěâÄ áâćãěâ áńãçăî K_i = ´^i.

Čńăćă 4. Łőčőňőńőčĺĺ ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáőć ĺ łőňąĺŋăâőàĺłă áĺňŕńĺæĺăńìŋëå ňŋőčőőąàăğĺľ

§ 4.1. Śŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì İľńěŋąěàčă{Ňãàă. Ć àăąőâě 1966 č. [39] İľńěŋąěàčőň ĺ Ňãàőň ąëńă ŕőáâàőěŋă áŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì, łőâőàăï ŕàĺőąàěńă ąőńìèőě ğŋăçěŋĺě ć ăńčěąàăĺçěáłőľ âőŕőńőčĺĺ. İâă áŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ňőęěâ àăááňăâàĺćăâìáï łăł àěğãńìâăâ őąőąéěŋĺï ŕőďåőďă ĂďăňÄ áă ł ćëçĺáńěŋĺî łőčőňőńőčĺľ ŕàőáâàăŋáâć ŕěâěńì [1]. Ć 1960{70-å čőďăå áŕěłâàăńìÄ ŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì İľńěŋąěàčă{Ňãàă ŕőğćőńĺńă ŕőńãçĺâì ćăęŋëě àěğãńìâăâë ő łőčőňőńőčĺïå ŕàőáâàăŋáâć ŕěâěńì ĺ őďŋőàőďŋëå ŕàőáâàăŋáâć ďńï čàãŕŕ Ńĺ. Ć ŋăÄ èěľ àăąőâě ňë őŕĺáëćăěň ŋőćëě ŕàĺńőęěŋĺï íâőľ áŕěłâàăńìŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ ł łőňąĺŋăâőàŋëň ŕàőąńěňăň. İâőâ ŕăàăčàăä áőďěàęĺâ ŋěőąåőďĺňãî ĺŋäőàňăæĺî ő áŕěłâàăńìŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ; ğďěáì ňë áńěďãěň àăąőâě Śňĺâă [77].

Ćőőąéě čőćőàï, ĺňěěâáï ďćě áŕěłâàăńìŋëě ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ İľńěŋąěàčă{Ňãàă: ăńčěąàăĺçěáłăï ĺ âőŕőńőčĺçěáłăï.

Šěőàěňă 4.1.1 (İľńěŋąěàč{Ňãà [77; âěőàěňă 1.2]). Ŕãáâì A { ďĺääěàěŋæĺăńìŋăï čàăďãĺàőćăŋŋăï k-ăńčěąàă ĺ M, N { ďĺääěàěŋæĺăńìŋëě čàăďãĺàőćăŋŋëě A-ňőďãÄ ńĺ. Šőčďă áãéěáâćãěâ áŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì {E_r; d_r}, áåőďïéăïáï ł Tor_A(M; N), çńěŋ E_2 łőâőàőľ ĺňěěâ ćĺď

E^{−i;j}_2 = Tor^{−i;j}_{H[A]}(H[M]; H[N]); i; j ⩾ 0;

čďě H[ · ] őąőğŋăçăěâ ăńčěąàã (ňőďãńì) łőčőňőńőčĺľ.

Śŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺğ âěőàěňë 4.1.1 àăáŕőńăčăěâáï ćő ćâőàőň łćăÄ ďàăŋâě, ĺ ďĺääěàěŋæĺăń d_r ŕàĺąăćńïěâ (r; 1−r) ł ąĺáâěŕěŋĺ. İâă áŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěÄ ďőćăâěńìŋőáâì ŋăğëćăěâáï (ăńčěąàăĺçěáłőľ) áŕěłâàăńìŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî

72 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

İľńěŋąěàčă{Ňãàă. Őŋă őŕàěďěńïěâ ãąëćăîéãî äĺńìâàăæĺî {F^{−p} Tor_A(M; N)} ć Tor_A(M; N), ãďőćńěâćőàïîéãî

E^{−p;n+p}

∞ = F^{−p} ( ∑ −i+j=n

Tor^{−i;j}_A (M; N) )/ F^{−p+1} ( ∑ −i+j=n

Tor^{−i;j}_A (M; N) ) :

Šőŕőńőčĺçěáłĺě ŕàĺńőęěŋĺï âěőàěňë 4.1.1 ćőğŋĺłăîâ ć áńãçăě, łőčďă A; M; N ïćÄ ńïîâáï ăńčěąàăňĺ áĺŋčãńïàŋëå (ĺńĺ łńěâőçŋëå) łőæěŕěľ ŋěłőâőàëå âőŕőńőčĺçěáłĺå ŕàőáâàăŋáâć. Łńăááĺçěáłăï áĺâãăæĺï őŕĺáëćăěâáï łőňňãâăâĺćŋëň łćăďàăâőň

(43) E −−−−→ E_0

B −−−−→ B_0 ;

čďě E_0 → B_0 { àăááńőěŋĺě Śěààă áő áńőěň F ŋăď őďŋőáćïğŋőľ ąăğőľ B_0, ă E → B { àăááńőěŋĺě, ĺŋďãæĺàőćăŋŋőě ŋěŕàěàëćŋëň őâőąàăęěŋĺěň B → B_0. Ďńï ńîąőčő ŕàőÄ áâàăŋáâćă X ąãďěň őąőğŋăçăâì çěàěğ C^∗(X) ăńčěąàã áĺŋčãńïàŋëå łőæěŕěľ ďńï X ĺńĺ ăńčěąàã łńěâőçŋëå łőæěŕěľ (ć áńãçăě, ěáńĺ X ïćńïěâáï łńěâőçŋëň łőňŕńěłáőň). ŐçěÄ ćĺďŋő, C^∗(E_0) ĺ C^∗(B) ïćńïîâáï C^∗(B_0)-ňőďãńïňĺ. Ŕàĺ íâĺå ŕàěďŕőńőęěŋĺïå ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéěě ãâćěàęďěŋĺě.

Ńěňňă 4.1.2 [77; ŕàěďńőęěŋĺě 3.4]. Tor_C∗_{(B0)}(C^∗(E_0); C^∗(B)) ěáâěáâćěŋŋëň őąàăğőň ŋăďěńïěâáï áâàãłâãàőľ ăńčěąàë, ĺ ĺňěěâ ňěáâő łăŋőŋĺçěáłĺľ ĺğőňőàÄ äĺğň ăńčěąà Tor_C∗_{(B0)} ( C^∗(E_0); C^∗(B) ) → H^∗(E):

Ŕàĺňěŋïï âěőàěňã 4.1.1 ć áńãçăě A = C^∗(B_0), M = C^∗(E_0), N = C^∗(B) ĺ ŕàĺŋĺÄ ňăï ćő ćŋĺňăŋĺě ńěňňã 4.1.2, ňë ŕőńãçăěň áńěďãîéěě ãâćěàęďěŋĺě.

Šěőàěňă 4.1.3 (İľńěŋąěàč{Ňãà). Śãéěáâćãěâ áŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìÄ ŋőáâì {E_r; d_r} łőňňãâăâĺćŋëå ăńčěąà âăłăï, çâő

(ă) E_r ⇒ H^∗(E);

(ą) E^{−i;j}_2 = Tor^{−i;j}_{H∗(B0)}(H^∗(E_0); H^∗(B)).

Śŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺğ âěőàěňë 4.1.3 ŋăğëćăěâáï (âőŕőńőčĺçěáłőľ) áŕěłâàăńìŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî İľńěŋąěàčă{Ňãàă. Ć ćăęŋőň çăáâŋőň áńãçăě, łőčďă B ěáâì âőçłă (áň. (43)), ňë ŕőńãçăěň

Śńěďáâćĺě 4.1.4. Ŕãáâì E → B { àăááńőěŋĺě ŋăď őďŋőáćïğŋőľ ąăğőľ B áő áńőěň F . Šőčďă áãéěáâćãěâ áŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì {E_r; d_r} łőňÄ ňãâăâĺćŋëå ăńčěąà âăłăï, çâő

(ă) E_r ⇒ H^∗(F ), (ą) E_2 = Tor_H∗_{(B)}(H^∗(E); k).

Ňë ąãďěň ŋăğëćăâì áŕěłâàăńìŋãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ĺğ áńěďáâćĺï 4.1.4 áŕěłÄ âàăńìŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî İľńěŋąěàčă{Ňãàă àăááńőěŋĺï E → B.

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 73

Ŕàĺňěà 4.1.5. Ŕãáâì M^{2n} { łćăğĺâőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě ŋăď P^n. Řăááňőâàĺň áŕěłâàăńìŋãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì İľńěŋąěàčă{Ňãàă àăááńőěŋĺï ET^n ×_T n M^{2n} → BT^n áő áńőěň M^{2n}. Ć áĺńã ŕàěďńőęěŋĺï 3.4.8 H^∗(ET^n ×_T n M^{2n}) = H^∗(B_T Z_P ) ∼= k(P^n). Ňőŋőňőàäĺğň

k[t_1; : : : ; t_n] = H^∗(BT^n) → H^∗(ET^n ×_T n M^{2n}) = k(P^n)

ŕěàěćőďĺâ t_i ć `_i, i = 1; : : : ; n, áň. (27). Ůńěŋ E_2 áŕěłâàăńìŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâĺ İľńěŋąěàčă{Ňãàă ĺňěěâ ćĺď

E^{∗;∗}_2 = Tor^{∗;∗}_{H∗(BT n)} ( H^∗(ET^n ×_T n M^{2n}); k ) = Tor^{∗;∗}_{k[t1;:::;tn]} ( k(P^n); k ) : Šăł łăł k(P^n) ïćńïěâáï áćőąőďŋëň k[t_1; : : : ; t_n]-ňőďãńěň, ňë ĺňěěň

Tor^{∗;∗}_{k[t1;:::;tn]} ( k(P^n); k ) = Tor^{0;∗}_{k[t1;:::;tn]} ( k(P^n); k ) = k(P^n) ⊗_{k[t1;:::;tn]} k = k(P^n)=(`_1; : : : ; `_n):

Śńěďőćăâěńìŋő, E^{0;∗}_2 = k(P^n)=J_‘ ĺ E^{−p;∗}_2 = 0 ŕàĺ p ¿ 0. Őâáîďă ćëâěłăěâ, çâő áŕěłÄ âàăńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì İľńěŋąěàčă{Ňãàă ćëàőęďăěâáï ć çńěŋě E_2 ĺ H^∗(M^{2n}) = k(P^n)=J_‘ ć áőőâćěâáâćĺĺ á âěőàěňőľ 2.2.7.

§ 4.2. Łőčőňőńőčĺĺ ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáă Z_K : áńãçăľ őąéěčő K. Ğďěáì ňë ŕàĺňěŋïěň áŕěłâàăńìŋãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì İľńěŋąěàčă{Ňãàă ďńï ćëçĺáńěŋĺï ăńčěąàë łőčőňőńőčĺľ ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáă Z_K á łőíääĺæĺěŋâăňĺ ć ŕőńě k. Šěň áăňëň ňë őŕĺáëćăěň H^∗(Z_K ) łăł ąĺčàăďãĺàőćăŋŋãî ăńčěąàã. Śőőâćěâáâćãîéĺě ąĺčàăďãĺàőćăŋŋëě çĺáńă Ąěââĺ ïćńïîâáï ćăęŋëňĺ łőňąĺŋăâőàŋëňĺ ĺŋćăàĺăŋâăňĺ łőňŕńěłáă K.

Šěőàěňă 4.2.1. Ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéĺľ ĺğőňőàäĺğň čàăďãĺàőćăŋŋëå ăńčěąà:

H^∗(Z_K ) ∼= Tor_{k[v1;:::;vm]} ( k(K); k ) : Ć çăáâŋőáâĺ, H^p(Z_K ) ∼= ∑ −i+2j=p

Tor^{−i;2j}_{k[v1;:::;vm]} ( k(K); k ) :

Ďőłăğăâěńìáâćő. Řăááňőâàĺň áŕěłâàăńìŋãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì İľńěŋąěàčă{ Ňãàă łőňňãâăâĺćŋőčő łćăďàăâă

(44) E −−−−→ ET^m

SR(K)^i−−−−→ BT^m ;

čďě ńěćăï ćěàâĺłăńìŋăï áâàěńłă őąőğŋăçăěâ àăááńőěŋĺě, ĺŋďãæĺàőćăŋŋőě őâőąàăęěÄ ŋĺěň i. Śńěďáâćĺě 3.4.5 ŕőłăğëćăěâ, çâő E čőňőâőŕĺçěáłĺ íłćĺćăńěŋâŋő łőňŕńěłÄ áã Z_K .

74 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Ć áĺńã ŕàěďńőęěŋĺï 3.4.3 őâőąàăęěŋĺě i: SR(K) ,→ BT^m ĺŋďãæĺàãěâ íŕĺňőàÄ äĺğň i^∗ : C^∗(BT^m) = k[v_1; : : : ; v_m] → k(K) = C^∗(SR(K)), čďě C^∗( · ) őąőğŋăçăÄ ěâ ăńčěąàã łńěâőçŋëå łőæěŕěľ. Ĺáŕőńìğãï łăŋőŋĺçěáłãî łőæěŕŋãî íłćĺćăńěŋâŋőáâì C^∗(ET^m) ≃ k, ŕőńãçăěň ĺğőňőàäĺğň

(45) Tor_C∗_{(BT} m_) ( C^∗(SR(K)); C^∗(ET^m) ) ∼ = Tor_{k[v1;:::;vm]} ( k(K); k ) : Śŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì İľńěŋąěàčă{Ňãàă łőňňãâăâĺćŋőčő łćăďàăâă (44) ĺňěěâ E_2 = Tor_H∗_{(BT} m_) ( H^∗(SR(K)); H^∗(ET^m) ) ĺ áåőďĺâáï ł Tor_C∗_{(BT} m_)(C^∗(SR(K)); C^∗(ET^m)) (âěőàěňă 4.1.1). Šăł łăł

Tor_H∗_{(BT} m_) ( H^∗(SR(K)); H^∗(ET^m) ) = Tor_{k[v1;:::;vm]} ( k(K); k ) ; ĺğőňőàäĺğň (45) ŕőłăğëćăěâ, çâő áŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ćëàőęďăěâáï ć çńěŋě E_2, â.ě. E_2 = E_∞. Ĺğ ńěňňë 4.1.2 ćëâěłăěâ, çâő ňőďãńì

Tor_C∗_{(BT} m_)(C^∗(SR(K)); C^∗(ET^m))

ïćńïěâáï ăńčěąàőľ, ĺğőňőàäŋőľ ăńčěąàě H^∗(Z_K ), çâő ğăćěàèăěâ ďőłăğăâěńìáâćő.

Šěőàěňă 4.2.1 ğăďăěâ ć łőčőňőńőčĺïå łőňŕńěłáă Z_K áâàãłâãàã ąĺčàăďãĺàőćăŋÄ ŋőľ ăńčěąàë ĺ ŕőłăğëćăěâ, çâő áőőâćěâáâćãîéĺě ąĺčàăďãĺàőćăŋŋëě çĺáńă Ąěââĺ b^{−i;2j}(Z_K ) áőćŕăďăîâ á çĺáńăňĺ Ąěââĺ łőńìæă k(K), őŕàěďěńěŋŋëňĺ ć (17). ĹáŕőńìÄ ğãï àěğőńìćěŋâã Łőèãńï ďńï k ĺ ńěňňã 1.4.6, ňë ŕőńãçăěň

Šěőàěňă 4.2.2. Ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéĺľ ĺğőňőàäĺğň ąĺčàăďãĺàőćăŋŋëå ăńÄ čěąà:

H^{∗;∗}(Z_K ) ∼= H [ ~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k(K); d ] ; čďě ąĺčàăďãĺàőćăŋŋăï áâàãłâãàă ĺ ďĺääěàěŋæĺăń ć ŕàăćőľ çăáâĺ őŕàěďěńïîâáï äőàňãńăňĺ (16).

Ďăńěě ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì ňőŋőňë

u_{i1} : : : u_{ip} v_{j1} : : : v_{jq} ∈ [ ~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k(K); d ] ; ŋě áőďěàęăéĺě łćăďàăâőć, çěàěğ u_I v_J , čďě I = {i_1; : : : ; i_p}, J = {j_1; : : : ; j_q}. Ğăňěâĺň, çâő bideg u_I v_J = (−p; 2(p + q)).

Ğăňěçăŋĺě. Šăł łăł ďĺääěàěŋæĺăń d ć (16) ŋě ňěŋïěâ ćâőàőľ čàăďãĺàőćłĺ, ďĺäÄ äěàěŋæĺăńìŋăï ąĺčàăďãĺàőćăŋŋăï ăńčěąàă [~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k(K); d] àăáŕăďăěâáï ć áãňňã ďĺääěàěŋæĺăńìŋëå ăńčěąà, áőáâőïéĺå ĺğ íńěňěŋâőć á äĺłáĺàőćăŋŋőľ ćâőàőľ čàăďãĺàőćłőľ.

Śńěďáâćĺě 4.2.3. Śŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì Ńěàě{Śěààă čńăćŋőčő T^m-àăááńőěŋĺï ET^m × Z_K → B_T Z_K ćëàőęďăěâáï ć çńěŋě E_3.

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 75

Ďőłăğăâěńìáâćő. Řăááňăâàĺćăěňăï áŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì áåőďĺâÄ áï ł H^∗(ET^m × Z_K ) = H^∗(Z_K ) ĺ ĺňěěâ

E_2 = H^∗(B_T Z_K ) ⊗ H^∗(T^m) = ~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k(K):

Ďĺääěàěŋæĺăń ć çńěŋě E_2 ďěľáâćãěâ łăł ć (16). Śńěďőćăâěńìŋő,

E_3 = H[E_2; d] = H [ ~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k(K) ] = H^∗(Z_K )

(ŕőáńěďŋěě âőęďěáâćő ćëâěłăěâ ĺğ âěőàěňë 4.2.2).

Łőŋáâàãłæĺï 4.2.4. Ŕãáâì A^{−q}(K) ⊂ ~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k(K) { ŕőďŕàőáâàăŋáâćő, ŕőàőęďěŋŋőě ňőŋőňăňĺ u_I ĺ u_I v_J , čďě J { áĺňŕńěłá łőňŕńěłáă K, #I = q ĺ I ∩ J = ∅. Ŕőńőęĺň

A^∗(K) = m⨁ q=0 A^{−q}(K):

Šăł łăł du_i = v_i, ňë ĺňěěň d ( A^{−q}(K) ) ⊂ A^{−q+1}(K). Śńěďőćăâěńìŋő, A^∗(K) { łőæěŕÄ ŋőľ ŕőďłőňŕńěłá ć [~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k(K); d]. Ąőńěě âőčő, A^∗(K) ŋăáńěďãěâ ąĺčàăďãÄ ĺàőćăŋŋãî áâàãłâãàã ĺğ ~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k(K) á ďĺääěàěŋæĺăńőň d, ŕàĺąăćńïîéěň (1; 0) ł ąĺáâěŕěŋĺ. Ĺâăł, ňë ĺňěěň ăďďĺâĺćŋőě ćńőęěŋĺě (â.ě. ňőŋőňőàäĺğň ąĺčàăÄ ďãĺàőćăŋŋëå ňőďãńěľ) i_a : A^∗(K) ,→ ~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k(K). Ŋăłőŋěæ, A^∗(K) őçěćĺďÄ ŋëň őąàăğőň ïćńïěâáï ăńčěąàőľ, ŋő ŋě ŕőďăńčěąàőľ ăńčěąàë ~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k(K) (âăł łăł, ŋăŕàĺňěà, v^2_1 = 0 ć A^∗(K), ŋő ŋě ć ~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k(K)). Šěň ŋě ňěŋěě, ňë ĺňěěň ňãńìâĺŕńĺłăâĺćŋãî ŕàőěłæĺî (íŕĺňőàäĺğň ąĺčàăďãĺàőćăŋŋëå ăńčěąà) j_m : ~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k(K) → A^∗(K). Ăďďĺâĺćŋőě ćńőęěŋĺě i_a ĺ ňãńìâĺŕńĺłăâĺćŋăï ŕàőěłæĺï j_m, őçěćĺďŋő, ãďőćńěâćőàïîâ j_m · i_a = id.

Ńěňňă 4.2.5. Łőæěŕŋëě łőňŕńěłáë [~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k(K); d] ĺ [A^∗(K); d] ĺňěÄ îâ őďŋĺ ĺ âě ęě łőčőňőńőčĺĺ. Šăłĺň őąàăğőň, ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéĺľ ĺğőÄ ňőàäĺğň ąĺčàăďãĺàőćăŋŋëå k-ňőďãńěľ:

H[A^∗(K); d] ∼= Tor_{k[v1;:::;vm]} ( k(K); k ) : Ďőłăğăâěńìáâćő. Řãâĺŋŋăï ŕàőćěàłă ŕőłăğëćăěâ, çâő őŕěàăâőà łőæěŕŋőľ čőňőÄ âőŕĺĺ s ďńï àěğőńìćěŋâë Łőèãńï (áň. ďőłăğăâěńìáâćő ŕàěďńőęěŋĺï VII.2.1 ć [56]) ãáâăŋăćńĺćăěâ łőæěŕŋãî čőňőâőŕĺçěáłãî íłćĺćăńěŋâŋőáâì ňěęďã őâőąàăęěŋĺïňĺ id ĺ i_a · j_m Tor-ăńčěąàë ŋă áěąï. İâő őğŋăçăěâ, çâő

ds + sd = id −i_a · j_m:

Ňë ńĺèì ŕàőĺńńîáâàĺàãěň íâő âőęďěáâćő ŋă ŋěáłőńìłĺå ŕàĺňěàăå:

1) s(u_1v_2) = u_1u_2; ds(u_1v_2) = u_2v_1 − u_1v_2; sd(u_1v_2) = u_1v_2 − u_2v_1;

áńěďőćăâěńìŋő, (ds + sd)(u_1v_2) = 0 = (id −i_a · j_m)(u_1v_2); 2) s(u_1v_1) = u^2_1 = 0; ds(u_1v_1) = 0; d(u_1v_1) = v^2_1 ; sd(u_1v_1) = u_1v_1;

áńěďőćăâěńìŋő, (ds + sd)(u_1v_1) = u_1v_1 = (id −i_a · j_m)(u_1v_1); 3) s(v^2_1) = u_1v_1; ds(v^2_1 ) = v^2_1; d(v^2_1 ) = 0;

áńěďőćăâěńìŋő, (ds + sd)(v^2_1 ) = v^2_1 = (id −i_a · j_m)(v^2_1 ):

76 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Šěŕěàì ćáŕőňŋĺň ŋăèě łńěâőçŋőě àăğąĺěŋĺě łőňŕńěłáă Z_K (ńěňňă 3.3.2). ŁńěâłăÄ ňĺ ěčő ïćńïîâáï D_I T_J , čďě J ⊂ [m], I ∈ K ĺ I ∩ J = ∅. Ŕãáâì C_∗(Z_K ) ĺ C^∗(Z_K ) őąőğŋăçăîâ áőőâćěâáâćãîéĺě łőňŕńěłáë łńěâőçŋëå æěŕěľ ĺ łńěâőçŋëå łőæěŕěľ. Őąă łőňŕńěłáă C^∗(Z_K ) ĺ A^∗(K) ĺňěîâ őďŋĺ ĺ âě ęě łőčőňőńőčĺĺ H^∗(Z_K ). Łőňŕńěłá C^∗(Z_K ) ĺňěěâ ąăğĺá, áőáâőïéĺľ ĺğ łőæěŕěľ (D_I T_J )^∗. Łăł ăńčěąàă C^∗(Z_K ) ŕőàőęÄ ďěŋă łőæěŕïňĺ T^∗_i , D^∗_i àăğňěàŋőáâěľ 1 ĺ 2 áőőâćěâáâćěŋŋő, ďćőľáâćěŋŋëňĺ ł łńěâłăň T_i ĺ D_i, i; j = 1; : : : ; m. Ć âő ęě ćàěňï, ăńčěąàă A^∗(K) ŕőàőęďěŋă íńěňěŋâăňĺ u_i, v_i, i; j = 1; : : : ; m.

Šěőàěňă 4.2.6. Śőőâćěâáâćĺě v_I u_J → (D_I T_J )^∗ ãáâăŋăćńĺćăěâ łăŋőŋĺçěáÄ łĺľ ĺğőňőàäĺğň ďĺääěàěŋæĺăńìŋëå čàăďãĺàőćăŋŋëå ăńčěąà A^∗(K) ĺ C^∗(Z_K ).

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ĺğ őŕàěďěńěŋĺľ A^∗(K) ĺ C^∗(Z_K ) ćëâěłăěâ, çâő àăááňăâàĺćăěňőě őâőąàăęěŋĺě ïćńïěâáï ĺğőňőàäĺğňőň čàăďãĺàőćăŋŋëå ăńčěąà. Šăłĺň őąàăğőň, őáâăěâáï ŕàőćěàĺâì, çâő őŋő łőňňãâĺàãěâ á ďĺääěàěŋæĺăńőň. Ŕãáâì d, d_c ĺ @_c őąőğŋăçăîâ ďĺääěàěŋæĺăńë ć A^∗(K), C^∗(Z_K ) ĺ C_∗(Z_K ) áőőâćěâáâćěŋŋő. Šăł łăł d(v_i) = 0, d(u_i) = v_i, ŋăň ŋěőąåőďĺňő ŕőłăğăâì, çâő d_c(D^∗_i ) = 0, d_c(T^∗_i ) = D^∗_i . Ĺňěěň @_c(D_i) = T_i, @_c(T_i) = 0. Ńîąăï 2-łńěâłă ć Z_K ěáâì ńĺąő D_j, ńĺąő T_{jk}, k ≠ j. Šőčďă

(d_cT^∗_i ; D_j) = (T^∗_i ; @_cD_j) = (T^∗_i ; T_j) = ffi_{ij}; (d_cT^∗_i ; T_{jk}) = (T^∗_i ; @_cT_{jk}) = 0;

čďě ffi_{ij} = 1, ěáńĺ i = j, ĺ ffi_{ij} = 0 ĺŋăçě. Śńěďőćăâěńìŋő, d_c(T^∗_i ) = D^∗_i . Ďăńěě, ńîąăï 3-łńěâłă ć Z_K ěáâì ńĺąő D_jT_k, ńĺąő T_{j1j2j3} . Šőčďă

(d_cD^∗_i ; D_jT_k) = (D^∗_i ; @_c(D_jT_k)) = (D^∗_i ; T_{jk}) = 0;

(d_cD^∗_i ; T_{j1j2j3} ) = (D^∗_i ; @_cT_{j1j2j3} ) = 0:

Śńěďőćăâěńìŋő, d_c(D^∗_i ) = 0.

Šěőàěňă 4.2.6 ďăěâ âőŕőńőčĺçěáłãî ĺŋâěàŕàěâăæĺî ďĺääěàěŋæĺăńìŋőľ ăńčěąàë [A^∗(K); d]. Ďăńěě ňë ŋě ąãďěň àăğńĺçăâì łőæěŕŋëě łőňŕńěłáë A^∗(K) ĺ C^∗(Z_K ) ĺ őâőęďěáâćĺň u_i á T^∗_i , v_i á D^∗_i .

Šěŕěàì ćáŕőňŋĺň, çâő ăńčěąàă [A^∗(K); d] ïćńïěâáï ąĺčàăďãĺàőćăŋŋőľ. ĹğőňőàÄ äĺğň ĺğ âěőàěňë 4.2.6 ğăďăěâ ąĺčàăďãĺàőćăŋŋãî áâàãłâãàã ć łőňŕńěłáě łńěâőçŋëå æěŕěľ [C_∗(Z_K ); @_c], čďě

(46) bideg(D_i) = (0; 2); bideg(T_i) = (−1; 2); bideg(1_i) = (0; 0):

Ďĺääěàěŋæĺăń @_c ŕàĺąăćńïěâ (−1; 0) ł ąĺáâěŕěŋĺ, ĺ łńěâőçŋëě čőňőńőčĺĺ łőňŕńěłáă Z_K âăłęě ŕàĺőąàěâăîâ ąĺčàăďãĺàőćăŋŋãî áâàãłâãàã.

Ďăńěě ňë ąãďěň ŕàěďŕőńăčăâì, çâő őáŋőćŋőě ŕőńě k ĺňěěâ ŋãńěćãî åăàăłâěàĺáâĺłã (ŋăŕàĺňěà, k = Q { ŕőńě àăæĺőŋăńìŋëå çĺáěń). Ććěďěň ąĺčàăďãĺàőćăŋŋëě çĺáńă Ąěââĺ

(47) b_{−q;2p}(Z_K ) = dim H_{−q;2p}[C_∗(Z_K ); @_c]; q; p = 0; : : : ; m:

Šěőàěňă 4.2.6 ĺ ńěňňă 4.2.5 ŕőłăğëćăîâ, çâő

(48) b_{−q;2p}(Z_K ) = dim Tor^{−q;2p}_{k[v1;:::;vm]} ( k(K); k ) = fi^{−q;2p} ( k(K) )

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 77

(áň. (17)). Ďàãčĺňĺ áńőćăňĺ, b_{−q;2p}(Z_K ) àăćŋő àăğňěàŋőáâĺ (−q; 2p)-ľ ąĺčàăďãĺàőÄ ćăŋŋőľ łőňŕőŋěŋâë ăńčěąàë łőčőňőńőčĺľ H[~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k(K); d]. Ďńï őąëçŋëå çĺáěń Ąěââĺ b_k(Z_K ) ĺňěěâ ňěáâő

(49) b_k(Z_K ) = ∑ −q+2p=k

b_{−q;2p}(Z_K ); k = 0; : : : ; m + n:

Ŋĺęě ňë őŕĺáëćăěň ŋěłőâőàëě őáŋőćŋëě áćőľáâćă ąĺčàăďãĺàőćăŋŋëå çĺáěń ĄěâÄ âĺ (47).

Ńěňňă 4.2.7. Ŕãáâì K^{n−1} { (n − 1)-ňěàŋëľ áĺňŕńĺæĺăńìŋëľ łőňŕńěłá á m = f_0 ćěàèĺŋăňĺ ĺ f_1 àěąàăňĺ, ĺ Z_K { áőőâćěâáâćãîéĺľ ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕÄ ńěłá, dim Z_K = m + n. Šőčďă

(ă) b_{0;0}(Z_K ) = b_0(Z_K ) = 1, b_{0;2p}(Z_K ) = 0 ŕàĺ p ¿ 0; (ą) b_{−q;2p} = 0 ŕàĺ p ¿ m ĺńĺ q ¿ p; (ć) b_1(Z_K ) = b_2(Z_K ) = 0; (č) b_3(Z_K ) = b_{−1;4}(Z_K ) =

(_{f0} 2 ) − f_1;

(ď) b_{−q;2p}(Z_K ) = 0 ŕàĺ q ⩾ p ¿ 0 ĺńĺ p − q ¿ n; (ě) b_{m+n}(Z_K ) = b_{−(m−n);2m}(Z_K ).

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ňë ąãďěň ŕàőćőďĺâì ćëçĺáńěŋĺï á łőæěŕŋëň łőňŕńěłáőň A^∗(K) ⊂ ~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k(K). Ňőďãńì A^∗(K) ĺňěěâ ąăğĺá ĺğ ňőŋőňőć u_J v_I á I ∈ K ĺ I ∩ J = ∅. Šăł łăł bideg v_i = (0; 2), bideg u_j = (−1; 2), ąĺčàăďãĺàőćăŋŋăï łőňŕőŋěŋâă A^{−q;2p}(K) ŕőàőęďěŋă ňőŋőňăňĺ u_Jv_I á #I = p−q ĺ #J = q. Ć çăáâŋőáâĺ, A^{−q;2p}(K) = 0 ŕàĺ p ¿ m ĺńĺ q ¿ p, őâłãďă ćëâěłăěâ ãâćěàęďěŋĺě (ą). Ďńï ďőłăğăâěńìáâćă (ă) ňë ğăňěâĺň, çâő A^{0;0}(K) ŕőàőęďăěâáï 1, ć âő ćàěňï łăł ńîąőľ ňőŋőň v_I ∈ A^{0;2p}(K), p ¿ 0, ïćńïěâáï łőčàăŋĺæěľ, őâłãďă H^{0;2p}(Z_K ) = 0, p ¿ 0.

Ďăńěě ňë ďőłăęěň ãâćěàęďěŋĺě (ď). Łăęďëľ ňőŋőň u_J v_I ∈ A^{−q;2p}(K) ĺňěěâ I ∈ K, ă ńîąőľ áĺňŕńěłá ĺğ K ĺňěěâ àăğňěàŋőáâì ŋě ąőńěě (n − 1). Őâáîďă áńěďãěâ, çâő A^{−q;2p}(K) = 0 ŕàĺ p − q ¿ n. Ć áĺńã (ą) b_{−q;2p}(Z_K ) = 0 ŕàĺ q ¿ p, ŕőíâőňã őáâăěâáï ďőłăğăâì, çâő b_{−q;2q}(Z_K ) = 0 ŕàĺ q ¿ 0. Ňőďãńì A^{−q;2q}(K) ŕőàőęďěŋ ňőÄ ŋőňăňĺ u_J , #J = q. Šăł łăł d(u_i) = v_i, ńěčłő ćĺďěâì, çâő ć A^{−q;2q}(K) ŋěâ ŋěŋãńěćëå łőæĺłńőć. Ŕőíâőňã H^{−q;2q}(Z_K ) = 0.

Şâćěàęďěŋĺě (ć) ćëâěłăěâ ĺğ (ď) ĺ (49).

Ĺğ (ď) âăłęě áńěďãěâ, çâő H^3(Z_K ) = H^{−1;4}(Z_K ). Ąăğĺá ć A^{−1;4}(K) áőáâőĺâ ĺğ ňőŋőňőć u_jv_i, i ≠ j. Ĺňěěň d(u_jv_i) = v_iv_j ĺ d(u_iu_j) = u_jv_i − u_iv_j. Őâáîďă áńěďãěâ, çâő u_jv_i ïćńïěâáï łőæĺłńőň âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă {i; j} ŋě ïćńïěâáï 1-áĺňŕńěłÄ áőň ć K; ć íâőň áńãçăě ďćă łőæĺłńă u_jv_i ĺ u_iv_j ŕàěďáâăćńïîâ őďĺŋ łńăáá łőčőňőńőčĺľ. Őâáîďă ćëâěłăěâ ãâćěàęďěŋĺě (č).

Őáâăćèěěáï ãâćěàęďěŋĺě (ě) áńěďãěâ ĺğ âőčő äăłâă, çâő ňőŋőň u_I v_J ∈ A^∗(K) ňăłÄ áĺňăńìŋőľ ŕőńŋőľ áâěŕěŋĺ m + n őąïğăŋ ĺňěâì #I + #J = m, #J = n, #I = m − n.

Ńěňňă 4.2.7 ŕőłăğëćăěâ, çâő ŋěŋãńěćëě ąĺčàăďãĺàőćăŋŋëě çĺáńă Ąěââĺ b_{r;2p}(Z_K ), r ≠ 0, ňőčãâ ŕőïćńïâìáï âőńìłő ć \ŕőńőáě", őčàăŋĺçěŋŋőľ ŕàïňëňĺ p = m, r = −1, p + r = 1 ĺ p + r = n ćő ćâőàőň łćăďàăŋâě (áň. àĺá. 8 (ă)).

Ąĺőďŋőàőďŋăï łőňŕőŋěŋâă C_{−q;2p}(Z_K ) ĺňěěâ ąăğĺá ĺğ łńěâőçŋëå æěŕěľ D_I T_J á I ∈ K, #I = p − q, #J = q. Őâáîďă ŕőńãçăěň

(50) dim C_{−q;2p}(Z_K ) = f_{p−q−1}

(_{m−p+q} q )

78 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

0 2 4

. .

2m

0 −1 · · · −(m − n) −m ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

(ă) ŕàőĺğćőńìŋëľ K^{n−1} 0 2 4

. .

2m

0 −1 · · · −(m − n) −m ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

(ą) |K| = S^{n−1}

Řĺá. 8. Ćőğňőęŋëě ňěáâőàăáŕőńőęěŋĺï ŋěŋãńěćëå ąĺčàăďãĺàőćăŋŋëå çĺáěń Ąěââĺ b_{−q;2p}(Z_K ) (őąőğŋăçěŋë ∗)

(ňë ŕőńăčăěň

(_i j ) = 0 ŕàĺ i ¡ j ĺńĺ j ¡ 0), čďě (f_0; f_1; : : : ; f_{n−1}) { f-ćěłâőà łőňŕńěłáă K^{n−1} ĺ f_{−1} = 1. Ďĺääěàěŋæĺăń @_c ŋě ĺğňěŋïěâ ćâőàőľ čàăďãĺàőćłĺ, â.ě.

@_c : C_{−q;2p}(Z_K ) → C_{−q−1;2p}(Z_K ):

Śńěďőćăâěńìŋő, æěŕŋőľ łőňŕńěłá C_{∗;∗}(Z_K ) ŕàěďáâăćńïěâáï ć ćĺďě

[C_{∗;∗}(Z_K ); @_c] = m⨁ p=0 [C_{∗;2p}(Z_K ); @_c]:

Ğăňěçăŋĺě. Ăŋăńőčĺçŋőě àăğńőęěŋĺě ĺňěěâ ňěáâő ĺ ďńï łőňŕńěłáă łńěâőçŋëå łőæěŕěľ [C^{∗;∗}(Z_K ); d_c] ∼= [A^{∗;∗}(K); d].

Řăááňőâàĺň íľńěàőćã åăàăłâěàĺáâĺłã łőňŕńěłáă [C_{∗;2p}(Z_K ); @_c]:

(51) Ø_p(Z_K ) := m∑ q=0 (−1)^q dim C_{−q;2p}(Z_K ) = m∑ q=0 (−1)^qb_{−q;2p}(Z_K ):

Ććěďěň ŕőàőęďăîéĺľ ňŋőčőçńěŋ Ø(Z_K ; t) łăł

Ø(Z_K ; t) = m∑ p=0 Ø_p(Z_K )t^{2p}:

Śńěďãîéăï âěőàěňă ćëçĺáńïěâ íâőâ ňŋőčőçńěŋ ć âěàňĺŋăå h-ćěłâőàă łőňŕńěłáă K.

Šěőàěňă 4.2.8. Ďńï ńîąőčő (n − 1)-ňěàŋőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K á m ćěàèĺŋăňĺ ĺňěěâ ňěáâő áőőâŋőèěŋĺě

(52) Ø(Z_K ; t) = (1 − t^2)^{m−n}(h_0 + h_1t^2 + · · · + h_nt^{2n});

čďě (h_0; h_1; : : : ; h_n) ěáâì h-ćěłâőà łőňŕńěłáă K.

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 79

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ĺğ (51) ĺ (50) ćëâěłăěâ

(53) Ø_p(Z_K ) = m∑ j=0 (−1)^{p−j}f_{j−1} ( m − j p − j ) :

Šőčďă

Ø(Z_K ; t) = m∑ p=0 Ø_p(K)t^{2p} = m∑ p=0 m∑ j=0 t^{2j}t^{2(p−j)}(−1)^{p−j}f_{j−1} ( m − j p − j ) (54)

= m∑ j=0 f_{j−1}t^{2j}(1 − t^2)^{m−j} = (1 − t^2)^m n∑ j=0 f_{j−1}(t^{−2} − 1)^{−j}:

Őąőğŋăçĺň h(t) = h_0 + h_1t + · · · + h_nt^n. Šőčďă ĺğ (7) ŕőńãçăěň

t^nh(t^{−1}) = (t − 1)^n n∑ i=0 f_{i−1}(t − 1)^{−i}:

Ŕőďáâăćńïï ć ŕőáńěďŋěň âőęďěáâćě t^{−2} ćňěáâő t ĺ ãçĺâëćăï (54), ňë őłőŋçăâěńìŋő ŕőńãçăěň Ø(Z_K ; t) (1 − t^2)^m = t^{−2n}h(t^2) (t^{−2} − 1)^n = h(t^2) (1 − t^2)^n ; çâő íłćĺćăńěŋâŋő (52).

Šěőàěňă 4.2.8 ŕőğćőńïěâ ćëàăęăâì çĺáńă čàăŋěľ áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă ć âěàÄ ňĺŋăå ąĺčàăďãĺàőćăŋŋëå çĺáěń Ąěââĺ áőőâćěâáâćãîéěčő ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáă Z_K.

Śńěďáâćĺě 4.2.9. Ďńï ńîąőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K íľńěàőćă åăàăłÄ âěàĺáâĺłă áőőâćěâáâćãîéěčő ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáă Z_K àăćŋă ŋãńî.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ňë ĺňěěň

Ø(Z_K ) = m∑ p;q=0

(−1)^{−q+2p}b_{−q;2p}(Z_K ) = m∑ p=0 Ø_p(Z_K ) = Ø(Z_K ; 1):

Šěŕěàì ãâćěàęďěŋĺě ćëâěłăěâ ĺğ (52).

Ğăňěçăŋĺě. Ďàãčőě ďőłăğăâěńìáâćő ŕàěďëďãéěčő áńěďáâćĺï ňőęŋő ŕőńãçĺâì, ğăÄ ňěâĺć, çâő ďĺăčőŋăńìŋăï ŕőďčàãŕŕă S^1_d ⊂ T^m ćáěčďă ďěľáâćãěâ áćőąőďŋő ŋă Z_K (áň. âăłęě § 4.4). Ŕőíâőňã áãéěáâćãěâ čńăćŋőě S^1-àăááńőěŋĺě Z_K → Z_K =S^1_d, őâłãďă ćëÄ âěłăěâ Ø(Z_K ) = 0.

Šőà T^m = æ^{−1}(1; : : : ; 1) ïćńïěâáï łńěâőçŋëň ŕőďłőňŕńěłáőň ć Z_K (áň. ńěňňã 3.3.3). Łńěâőçŋëľ łőæěŕŋőľ łőňŕńěłá C^∗(T^m) ⊂ C^∗(Z_K ) ∼= A^∗(K) ĺňěěâ ąăğĺá ĺğ łőæěŕěľ (T_I )^∗ ĺ őâőąàăęăěâáï ćő ćŋěèŋîî ăńčěąàã ~[u_1; : : : ; u_m] ⊂ A^∗(K) ŕàĺ ĺğőňőàäĺğňě ĺğ âěőàěňë 4.2.6. Őâáîďă ćëâěłăěâ, çâő ĺňěěâ ňěáâő ĺğőňőàäĺğň ňőďãńěľ

(55) C^∗(Z_K ; T^m) ∼= A^∗(K)=~[u_1; : : : ; u_m]:

80 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ Ăŋăńőčĺçŋő âőňã, łăł ňë ďěńăńĺ ćëèě, ććěďěň ąĺčàăďãĺàőćăŋŋëě őâŋőáĺâěńìŋëě çĺáÄ ńă Ąěââĺ (56) b_{−q;2p}(Z_K ; T^m) = dim H^{−q;2p} [ C^∗(Z_K ; T^m); d ] ; q; p = 0; : : : ; m;

őŕàěďěńĺň p-î őâŋőáĺâěńìŋãî íľńěàőćã åăàăłâěàĺáâĺłã Ø_p(Z_K ; T^m) łăł

(57) Ø_p(Z_K ; T^m) = m∑ q=0 (−1)^q dim C^{−q;2p}(Z_K ; T^m) = m∑ q=0 (−1)^qb_{−q;2p}(Z_K ; T^m)

ĺ ććěďěň ŕőàőęďăîéĺľ ňŋőčőçńěŋ Ø(Z_K ; T^m; t) łăł

Ø(Z_K ; T^m; t) = m∑ p=0 Ø_p(Z_K ; T^m)t^{2p}:

Šěőàěňă 4.2.10. Ďńï ńîąőčő (n − 1)-ňěàŋőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K á m ćěàèĺŋăň ĺňěěâ ňěáâő áőőâŋőèěŋĺě (58) Ø(Z_K ; T^m; t) = (1 − t^2)^{m−n}(h_0 + h_1t^2 + · · · + h_nt^{2n}) − (1 − t^2)^m:

Ďőłăğăâěńìáâćő. Šăł łăł C^∗(T^m) = ~[u_1; : : : ; u_m] ĺ bideg u_i = (−1; 2), ňë ĺňěěň dim C^{−q}(T^m) = dim C^{−q;2q}(T^m) =

(_m q ) : Ĺğ (55), (51) ĺ (57) ŕőńãçăěň Ø_p(Z_K ; T^m) = Ø_p(Z_K ) − (−1)^p dim C^{−p;2p}(T^m):

Śńěďőćăâěńìŋő,

Ø(Z_K ; T^m; t) = Ø(Z_K ; t) − m∑ p=0 (−1)^p

(_m p ) t^{2p}

= (1 − t^2)^{m−n}(h_0 + h_1t^2 + · · · + h_nt^{2n}) − (1 − t^2)^m; čďě ňë ĺáŕőńìğőćăńĺ (52).

Ňë ąãďěň ĺáŕőńìğőćăâì âěőàěňã 4.2.10 ć § 4.5.

Šěőàěňă 4.2.11. Ŕãáâì K^{n−1} ïćńïěâáï łőňŕńěłáőň Łőíŋă{Ňăłőńěï, ĺ ŕãáâì J { ĺďěăń ć k(K), ŕőàőęďěŋŋëľ ŋěłőâőàőľ àěčãńïàŋőľ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâìî ďńĺŋë n ĺğ íńěňěŋâőć áâěŕěŋĺ ďćă. Šőčďă ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéĺľ ĺğőňőàäĺğň ăńčěąà:

H^∗(Z_K ) ∼= Tor_{k[v1;:::;vm]=J} ( k(K)=J ; k ) : Ďőłăğăâěńìáâćő. İâő ćëâěłăěâ ĺğ âěőàěňë 4.2.1 ĺ ńěňňë 1.4.9. Ğăňěâĺň, çâő k-ăńčěąàă k(K)=J łőŋěçŋőňěàŋă. Ććĺďã íâőčő őąáâőïâěńìáâćă âěőÄ àěňă 4.2.11 ĺŋőčďă ąőńěě ãďőąŋă ďńï ćëçĺáńěŋĺľ (ć áńãçăě łőňŕńěłáőć Łőíŋă{ŇăłőÄ ńěï), çěň őąéăï âěőàěňă 4.2.1.

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 81

§ 4.3. Łőčőňőńőčĺĺ ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáă Z_K : áńãçăľ áäěàĺçěáłőčő K. Ďńï K, ïćńïîéěčőáï áĺňŕńĺæĺăńìŋőľ áäěàőľ, łőňŕńěłá Z_K ïćńïěâáï ňŋőčőőąàăğĺěň (ńěňňă 3.2.2). Ć íâőň ŕăàăčàăäě ňë őŕĺáëćăěň ćëâěłăîéĺě ĺğ íâőčő ďőŕőńŋĺâěńìŋëě àěğãńìâăâë ő łőčőňőńőčĺïå Z_K ĺ ŕőńãçăěň ĺŋâěàŕàěâăæĺî ŋěłőâőàëå łőňąĺŋăâőàÄ ŋëå ŕàőąńěň ĺğ čńăćë 1 ć âěàňĺŋăå íâĺå àěğãńìâăâőć.

Šěőàěňă 4.3.1. Ŕãáâì K { (n − 1)-ňěàŋăï áĺňŕńĺæĺăńìŋăï áäěàă ĺ Z_K { áőőâćěâáâćãîéěě ňőňěŋâ-ãčőń ňŋőčőőąàăğĺě, dim Z_K = m + n. Šőčďă äãŋÄ ďăňěŋâăńìŋëľ łőčőňőńőčĺçěáłĺľ łńăáá ňŋőčőőąàăğĺï Z_K ŕàěďáâăćńïěâáï ńîÄ ąëň ňőŋőňőň ±v_I u_J ∈ A^∗(K) ąĺáâěŕěŋĺ (−(m − n); 2m) âăłĺň, çâő I ěáâì (n − 1)-áĺňŕńěłá ć K ĺ I ∩ J = ∅. Ğŋăł ğăćĺáĺâ őâ őàĺěŋâăæĺĺ Z_K .

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ňë ĺňěěň H^{m+n}(Z_K ) = H^{−(m−n);2m}(Z_K ) (ńěňňă 4.2.7 (ě)). Ŕő őŕàěďěńěŋĺî ňőďãńì A^{−(m−n);2m}(K) ŕőàőęďěŋ ňőŋőňăňĺ v_I u_J âăłĺňĺ, çâő I ∈ K^{n−1}, #I = n, J = [m] \ I. Ńîąőľ âăłőľ ňőŋőň ïćńïěâáï łőæĺłńőň. Ŕãáâì I; I^′ { ďćă (n − 1)-áĺňŕńěłáă łőňŕńěłáă K^{n−1}, ĺňěîéĺě őąéãî (n − 2)-čàăŋì. Ňë ãâćěàęďăěň, çâő áőőâćěâáâćãîéĺě łőæĺłńë v_I u_J , v_I′ u_J ′ , čďě J = [m]\I, J^′ = [m]\I^′, ŕàěďáâăćńïîâ őďĺŋ ĺ âőâ ęě łńăáá łőčőňőńőčĺľ (á âőçŋőáâìî ďő ğŋăłă). ĎěľáâćĺÄ âěńìŋő, ŕãáâì v_I u_J = v_{i1} · · · v_{in} u_{j1} · · · u_{jm−n} , v_I′ u_J ′ = v_{i1} · · · v_{in−1} v_{j1} u_{in} u_{j2} · · · u_{jm−n} . Šăł łăł ńîąăï (n − 2)-čàăŋì łőňŕńěłáă K áőďěàęĺâáï àőćŋő ć ďćãå (n − 1)-čàăŋïå, ć A^∗(K) ⊂ ~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k(K) ĺňěěâ ňěáâő âőęďěáâćő

d(v_{i1} · · · v_{in−1} u_{in} u_{j1} u_{j2} · · · u_{jm−n} ) = v_{i1} · · · v_{in} u_{j1} · · · u_{jm−n} − v_{i1} · · · v_{in−1} v_{j1} u_{in} u_{j2} · · · u_{jm−n} :

Śńěďőćăâěńìŋő, [v_I u_J ] = [v_I′ u_J ′ ] (łăł łńăááë łőčőňőńőčĺľ). Šăł łăł K^{n−1} ïćńïěâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋőľ áäěàőľ, ńîąëě ďćă (n − 1)-áĺňŕńěłáă ňőčãâ ąëâì áőěďĺŋěŋë æěŕìî áĺňŕńěłáőć âăłőľ, çâő ńîąëě ďćă ŕőáńěďőćăâěńìŋëå áĺňŕńěłáă ĺňěîâ őąéãî (n − 2)- čàăŋì. Őâáîďă áńěďãěâ, çâő ćáě ňőŋőňë v_I u_J ć A^{−(m−n);2m}(K) ŕàěďáâăćńïîâ őďĺŋ łńăáá łőčőňőńőčĺľ (á âőçŋőáâìî ďő ğŋăłă). İâőâ łńăáá ěáâì őąàăğãîéăï H^{m+n}(Z_K ), â.ě. äãŋďăňěŋâăńìŋëľ łńăáá łőčőňőńőčĺľ Z_K .

Ğăňěçăŋĺě. Ć ďőłăğăâěńìáâćě ŕàěďëďãéěľ âěőàěňë ňë ĺáŕőńìğőćăńĺ ďćă łőňąĺÄ ŋăâőàŋëå áćőľáâćă łőňŕńěłáă K^{n−1}. Ćő-ŕěàćëå, çâő ńîąăï (n−2)-čàăŋì áőďěàęĺâáï àőćŋő ć ďćãå (n−1)-čàăŋïå ĺ, ćő-ćâőàëå, çâő ńîąëě ďćă (n−1)-áĺňŕńěłáă ňőčãâ ąëâì áőěďĺŋěŋë æěŕìî áĺňŕńěłáőć âăłőľ, çâő ńîąëě ďćă ŕőáńěďőćăâěńìŋëå áĺňŕńěłáă ĺňěÄ îâ őąéãî (n − 2)-čàăŋì. Őąă íâĺå áćőľáâćă ĺňěîâ ňěáâő ďńï ŕàőĺğćőńìŋőčő áĺňŕńĺÄ æĺăńìŋőčő ňŋőčőőąàăğĺï. Śńěďőćăâěńìŋő, ěáńĺ K^{n−1} { áĺňŕńĺæĺăńìŋőě ňŋőčőőąàăÄ ğĺě, âő b_{m+n}(Z_K ) = b_{−(m−n);2m}(Z_K ) = 1, ĺ őąàăğãîéăï ć H^{m+n}(Z_K ) ňőęěâ ąëâì ćëąàăŋă łăł őŕĺáăŋő ć âěőàěňě 4.3.1.

Śńěďáâćĺě 4.3.2. Ďćőľáâćěŋŋőáâì Ŕãăŋłăàě ďńï ňőňěŋâ-ãčőń ňŋőčőőąàăğĺï Z_K , őŕàěďěńïěňőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőľ áäěàőľ K^{n−1}, áőåàăŋïěâ ąĺčàăďãĺàőćăŋŋãî áâàãłâãàã ć (łő)čőňőńőčĺïå , â.ě.

H^{−q;2p}(Z_K ) ∼= H_{−(m−n)+q;2(m−p)}(Z_K ):

Ć çăáâŋőáâĺ,

(59) b_{−q;2p}(Z_K ) = b_{−(m−n)+q;2(m−p)}(Z_K ):

82 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Śńěďáâćĺě 4.3.3. Ŕãáâì K^{n−1} { (n−1)-ňěàŋăï áĺňŕńĺæĺăńìŋăï áäěàă ĺ Z_K { áőőâćěâáâćãîéĺľ ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłá, dim Z_K = m + n. Šőčďă (ă) b_{−q;2p}(Z_K ) = 0 ŕàĺ q ⩾ m−n, á ěďĺŋáâćěŋŋëň ĺáłńîçěŋĺěň b_{−(m−n);2m} = 1; (ą) b_{−q;2p}(Z_K ) = 0 ŕàĺ p − q ⩾ n, á ěďĺŋáâćěŋŋëň ĺáłńîçěŋĺěň b_{−(m−n);2m} = 1.

Őâáîďă áńěďãěâ, çâő ěáńĺ K^{n−1} { áĺňŕńĺæĺăńìŋăï áäěàă, âő ŋěŋãńěćëě ąĺčàăďãÄ ĺàőćăŋŋëě çĺáńă Ąěââĺ b_{r;2p}(Z_K ), r ≠ 0, r ≠ m − n, ňőčãâ ŕőïćńïâìáï âőńìłő ć \ŕőńőáě", őčàăŋĺçěŋŋőľ ŕàïňëňĺ r = −(m − n − 1), r = −1, p + r = 1 ĺ p + r = n − 1 ćő ćâőàőň łćăďàăŋâě (áň. àĺá. 8 (ą)). Śàăćŋĺâě íâő á àĺá. 8 (ă), áőőâćěâáâćãîéĺň áńãçăî őąéěčő K.

Ŕàĺňěà 4.3.4. Ŕãáâì K = @´^{m−1}. Šőčďă k(K) = k[v_1; : : : ; v_m]=(v_1 · · · v_m) (ŕàĺÄ ňěà 1.3.4). Ńěčłő ćĺďěâì, çâő ćáě čàãŕŕë łőčőňőńőčĺľ H[k(K) ⊗ ~[u_1; : : : ; u_m]; d] (áň. âěőàěňã 4.2.2) ŕőàőęďăîâáï łőæĺłńăňĺ 1 ĺ [v_1v_2 · · · v_{m−1}u_m]. Ĺňěěň deg(v_1v_2 · · · v_{m−1}u_m) = 2m − 1;

ĺ âěőàěňă 4.3.1 ŕőłăğëćăěâ, çâő v_1v_2 · · · v_{m−1}u_m ŕàěďáâăćńïěâ äãŋďăňěŋâăńìŋëľ łńăáá łőčőňőńőčĺľ ňŋőčőőąàăğĺï Z_K ∼= S^{2m−1} (ŕàĺňěà 3.1.7).

Ŕàĺňěà 4.3.5. Ŕãáâì K { čàăŋĺçŋëľ łőňŕńěłá m-ãčőńìŋĺłă P^2 á m ⩾ 4. Ňë ĺňěěň k(K) = k[v_1; : : : ; v_m]=I_P , čďě I_P ŕőàőęďěŋ ňőŋőňăňĺ v_iv_j, i − j ≠ 0; 1 mod m. Łőňŕńěłá Z_K = Z_P ïćńïěâáï čńăďłĺň ňŋőčőőąàăğĺěň àăğňěàŋőáâĺ m + 2. Ůĺáńă Ąěââĺ ĺ łőńìæă łőčőňőńőčĺľ íâĺå ňŋőčőőąàăğĺľ ąëńĺ ćëçĺáńěŋë ć [20]. Ă ĺňěŋŋő,

dim H^k(Z_P ) =

1 ŕàĺ k = 0; m + 2; 0 ŕàĺ k = 1; 2; m; m + 1; (m − 2) (_{m−2} k−2 ) − (_{m−2} k−1 ) − (_{m−2} k−3 ) ŕàĺ 3 ⩽ k ⩽ m − 1:

Ŋăŕàĺňěà, ć áńãçăě m = 5 čàãŕŕă H^3(Z_P ) ĺňěěâ 5 őąàăğãîéĺå, ŕàěďáâăćńěŋŋëå łőæĺłńăňĺ v_iu_{i+2} ∈ k(K) ⊗ ~[u_1; : : : ; u_5], i = 1; : : : ; 5, ă čàãŕŕă H^4(Z_P ) ĺňěěâ 5 őąàăÄ ğãîéĺå, ŕàěďáâăćńěŋŋëå łőæĺłńăňĺ v_j u_{j+2}u_{j+3}, j = 1; : : : ; 5. Łăł ćëâěłăěâ ĺğ âěőÄ àěňë 4.3.1, ŕàőĺğćěďěŋĺě łőæĺłńőć v_iu_{i+2} ĺ v_ju_{j+2}u_{j+3} ŕàěďáâăćńïěâ ŋěâàĺćĺăńìŋëľ łńăáá łőčőňőńőčĺľ ć H^7(Z_P ) âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ćáě ĺŋďěłáë i; i + 2; j; j + 2; j + 3 àăğńĺçŋë. Śńěďőćăâěńìŋő, ďńï łăęďőčő ĺğ 5 łńăááőć łőčőňőńőčĺľ [v_iu_{i+2}] áãÄ éěáâćãěâ ěďĺŋáâćěŋŋëľ (ďćőľáâćěŋŋëľ ŕő Ŕãăŋłăàě) łńăáá łőčőňőńőčĺľ [v_ju_{j+2}u_{j+3}] âăłőľ, çâő ŕàőĺğćěďěŋĺě [v_iu_{i+2}] · [v_ju_{j+2}u_{j+3}] ŋě âàĺćĺăńìŋő.

Ĺğ (51) ĺ (59) ćëâěłăěâ, çâő ďńï ńîąőľ áĺňŕńĺæĺăńìŋőľ áäěàë K ĺňěěâ ňěáâő áőÄ őâŋőèěŋĺě Ø_p(Z_K ) = (−1)^{m−n}Ø_{m−p}(Z_K ):

Őâáîďă ĺ ĺğ (52) ňë ŕőńãçăěň

h_0 + h_1t^2 + · · · + h_nt^{2n} (1 − t^2)^n

= (−1)^{m−n}

Ø_m + Ø_{m−1}t^2 + · · · + Ø_0t^{2m} (1 − t^2)^m

= (−1)^n

Ø_0 + Ø_1t^{−2} + · · · + Ø_mt^{−2m} (1 − t^{−2})^m

= (−1)^n h_0 + h_1t^{−2} + · · · + h_nt^{−2n} (1 − t^{−2})^n = h_0t^{2n} + h_1t^{2(n−1)} + · · · + h_n (1 − t^2)^n :

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 83

Śńěďőćăâěńìŋő, h_i = h_{n−i}. Šăłĺň őąàăğőň, áőőâŋőèěŋĺï Ďěŋă{Śőňňěàćĺńńï ïćńïÄ îâáï áńěďáâćĺěň ąĺčàăďãĺàőćăŋŋőľ ďćőľáâćěŋŋőáâĺ Ŕãăŋłăàě (59).

Šőęďěáâćő (52) ŕőğćőńïěâ ĺŋâěàŕàěâĺàőćăâì àăğńĺçŋëě ŋěàăćěŋáâćă ďńï f-ćěłâőÄ àőć áĺňŕńĺæĺăńìŋëå áäěà (áőőâćěâáâćěŋŋő áĺňŕńĺæĺăńìŋëå ňŋőčőőąàăğĺľ) ć âěàňĺÄ ŋăå âőŕőńőčĺçěáłĺå ĺŋćăàĺăŋâőć { ąĺčàăďãĺàőćăŋŋëå çĺáěń Ąěââĺ áőőâćěâáâćãîéĺå ňőňěŋâ-ãčőń ňŋőčőőąàăğĺľ (áőőâćěâáâćěŋŋő łőňŕńěłáőć) Z_K .

Ŕàĺňěà 4.3.6. Łăł ćëâěłăěâ ĺğ ńěňňë 4.2.7, ďńï ńîąőčő K ĺňěîâ ňěáâő áőőâŋőÄ èěŋĺï

Ø_0(Z_K ) = 1; Ø_1(Z_K ) = 0;

Ø_2(Z_K ) = −b_{−1;4}(Z_K ) = −b_3(Z_K ); Ø_3(Z_K ) = b_{−2;6}(Z_K ) − b_{−1;6}(Z_K )

(ğăňěâĺň, çâő b_4(Z_K ) = b_{−2;6}(Z_K ), ć âő ćàěňï łăł b_5(Z_K ) = b_{−1;6}(Z_K )+b_{−3;8}(Z_K )). Ďăńěě, ĺğ âőęďěáâćă (52) ŕőńãçăěň

h_0 = 1;

h_1 = m − n; h_2 =

(_{m−n+1} 2 ) − b_3(Z_K );

h_3 =

(_{m−n+2} 3 ) − (m − n)b_{−1;4}(Z_K ) + b_{−2;6}(Z_K ) − b_{−1;6}(Z_K ):

Őâáîďă ćëâěłăěâ, çâő ŋěàăćěŋáâćő h_1 ⩽ h_2 (n ⩾ 4) ĺğ Őąőąéěŋŋőľ Čĺŕőâěğë ő ĆěàåÄ ŋěľ Čàăŋĺæě (13) ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋëå áäěà íłćĺćăńěŋâŋő ŋěàăćěŋáâćã

(60) b_3(Z_K ) ⩽ (_{m−n} 2 ) : Śńěďãîéěě ŋěàăćěŋáâćő h_2 ⩽ h_3 (n ⩾ 6) ĺğ (13) íłćĺćăńěŋâŋő áńěďãîéěňã ŋěàăćěŋÄ áâćã ďńï ąĺčàăďãĺàőćăŋŋëå çĺáěń Ąěââĺ ňŋőčőőąàăğĺï Z_K :

(61)

(_{m−n+1} 3 ) − (m − n − 1)b_{−1;4}(Z_K ) + b_{−2;6}(Z_K ) − b_{−1;6}(Z_K ) ⩾ 0:

Ňë ćĺďĺň, çâő ŋěàăćěŋáâćă ĺğ Őąőąéěŋŋőľ Čĺŕőâěğë ő Ćěàåŋěľ Čàăŋĺæě ĺŋâěàŕàěÄ âĺàãîâáï łăł \âőŕőńőčĺçěáłĺě" ŋěàăćěŋáâćă ďńï (ąĺčàăďãĺàőćăŋŋëå) çĺáěń Ąěââĺ ŋěłőâőàőčő ňŋőčőőąàăğĺï. Ďńï ďőłăğăâěńìáâćă ŋěàăćěŋáâć âĺŕă (60) ĺńĺ (61) ňőęŋő ĺáŕőńìğőćăâì âőŕőńőčĺçěáłĺě ňěâőďë (âăłĺě łăł íłćĺćăàĺăŋâŋăï âőŕőńőčĺï ĺ âěőàĺï Ňőàáă). Šăłőľ âőŕőńőčĺçěáłĺľ ŕőďåőď ł ŕàőąńěňăň âĺŕă g-čĺŕőâěğë ĺńĺ ŐąőąéěŋÄ ŋőľ Čĺŕőâěğë ő Ćěàåŋěľ Čàăŋĺæě ĺňěěâ ŕàěĺňãéěáâćő ŋěğăćĺáĺňőáâĺ őâ âőčő, ïćńïÄ ěâáï ńĺ áĺňŕńĺæĺăńìŋăï áäěàă K ňŋőčőčàăŋŋőľ ĺńĺ ŋěâ. Ďěľáâćĺâěńìŋő, ćáě ĺğćěáâÄ ŋëě ďőłăğăâěńìáâćă ŋěőąåőďĺňőáâĺ g-âěőàěňë ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋëå ňŋőčőčàăŋŋĺłőć (ćłńîçăï őàĺčĺŋăńìŋőě ďőłăğăâěńìáâćő Śâěŋńĺ, ŕàĺćěďěŋŋőě ć §2.1, ďőłăğăâěńìáâćő Ňăłňîńńěŋă [59] ĺ ŋěďăćŋěě ďőłăğăâěńìáâćő Ć. Ă. Šĺňőàĺŋă [86]) áńěďãîâ őďŋőľ ĺ âőľ ęě áåěňě. Ă ĺňěŋŋő, çĺáńă h_i, i = 1; : : : ; n, ĺŋâěàŕàěâĺàãîâáï łăł àăğňěàŋőáâĺ čàăďãĺàőćăŋŋëå łőňŕőŋěŋâ A^i ŋěłőâőàőľ ăńčěąàë A, ãďőćńěâćőàïîéěľ áĺńìŋőľ âěÄ őàěňě Ńěäèěæă. Ŕőáńěďŋěě ãâćěàęďěŋĺě őğŋăçăěâ, çâő áãéěáâćãěâ íńěňěŋâ ! ∈ A^1 âăłőľ, çâő ãňŋőęěŋĺě ŋă ! őŕàěďěńïěâ ňőŋőňőàäĺğň A^i → A^{i+1} ŕàĺ i ¡

[_n 2 ] . ŐâáîÄ ďă ćëćőďĺâáï, çâő h_i ⩽ h_{i+1} ŕàĺ i ¡

[_n 2 ] (áň. § 2.1). Őďŋăłő âăłőľ íńěňěŋâ ! őâáãâÄ áâćãěâ ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋëå áäěà K, ŋě ïćńïîéĺåáï ňŋőčőčàăŋŋëňĺ áäěàăňĺ. İâő

84 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

őğŋăçăěâ, çâő ďńï ďőłăğăâěńìáâćă g-čĺŕőâěğë ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋëå áäěà ŋěőąåőďĺňő ćëàăąőâăâì ŕàĺŋæĺŕĺăńìŋő ŋőćãî âěåŋĺłã.

Łăł ãęě őâňěçăńőáì ć §1.3, áĺňŕńĺæĺăńìŋëě áäěàë ïćńïîâáï čőàěŋèâěľŋőćëňĺ* łőňŕńěłáăňĺ. Ĺáŕőńìğãï âěőàěňë 1.4.12, 1.4.13 ĺ ŋăèã âěőàěňã 4.2.1, ňë ŕőńãçăěň áńěďãîéěě àěèěŋĺě ăŋăńőčă ŕàőąńěňë 3.2.3.

Šěőàěňă 4.3.7. Łőňŕńěłá Z_K ïćńïěâáï łőňŕńěłáőň Ŕãăŋłăàě (ŋăď k) âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ďńï ńîąőčő áĺňŕńěłáă I ∈ K (ćłńîçăï I = ∅) ŕőďłőňŕńěłá link I ĺňěěâ čőňőńőčĺĺ łăł ã áäěàë àăğňěàŋőáâĺ dim(link I).

§ 4.4. Ťăłâőà-ŕàőáâàăŋáâćă ňŋőčőőąàăğĺï Z_P ŕő áćőąőďŋëň ďěľáâćĺïň âőàă. Ğďěáì ňë ćőğćàăéăěňáï ł áńãçăî ňŋőčőčàăŋŋőľ áäěàë K (â.ě. K = K_P ) ĺ ĺğÄ ãçăěň äăłâőà-ŕàőáâàăŋáâćă Z_P ŕő áćőąőďŋő ďěľáâćãîéĺň ŕőďčàãŕŕăň H ⊂ T^m.

Ďńï ńîąőčő łőňąĺŋăâőàŋőčő ŕàőáâőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n őąőğŋăçĺň çěàěğ s(P^n) ňăłáĺňăńìŋãî àăğňěàŋőáâì ŕőďčàãŕŕ H ⊂ T^m, łőâőàëě ďěľáâćãîâ ŋă Z_P áćőąőďŋő. Ůĺáńő s(P^n), őçěćĺďŋő, ïćńïěâáï łőňąĺŋăâőàŋëň ĺŋćăàĺăŋâőň ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n.

Ŕàőąńěňă 4.4.1 (Ć. Ň. Ąãåèâăąěà). Ćëàăğĺâì s(P^n) çěàěğ ĺğćěáâŋëě łőňąĺÄ ŋăâőàŋëě ĺŋćăàĺăŋâë ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n.

Ŕàěďńőęěŋĺě 4.4.2. Ěáńĺ P^n ĺňěěâ m čĺŕěàčàăŋěľ, âő s(P^n) ⩽ m − n.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Łăęďăï ŕőďčàãŕŕă àăğňěàŋőáâĺ ¿ m − n ć âőàě T^m ŋěâàĺćĺÄ ăńìŋő ŕěàěáěłăěâáï á ńîąőľ n-ňěàŋőľ áâăæĺőŋăàŋőľ ŕőďčàãŕŕőľ ĺ ŕőíâőňã ŋě ňőęěâ ďěľáâćőćăâì ŋă Z_P áćőąőďŋő.

Ŕàěďńőęěŋĺě 4.4.3. Ďĺăčőŋăńìŋăï őďŋőňěàŋăï ŕőďčàãŕŕă

S_d := { (e^{2ßi’}; : : : ; e^{2ßi’}) ∈ T^m } ; ’ ∈ R;

ďěľáâćãěâ ŋă ńîąőň Z_P áćőąőďŋő. Ŕőíâőňã s(P^n) ⩾ 1.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Šăł łăł ńîąăï áâăæĺőŋăàŋăï ŕőďčàãŕŕă ďńï Z_P ïćńïěâáï łőÄ őàďĺŋăâŋőľ ŕőďčàãŕŕőľ (áň. őŕàěďěńěŋĺě 3.1.1), őŋă ŕěàěáěłăěâáï á S_d ńĺèì ŕő ěďĺŋĺÄ æě. Ďàãčăï ŋĺęŋïï őæěŋłă çĺáńă s(P^n) ąëńő ŕàěďńőęěŋă ć àăąőâě [48]. Ŕãáâì F = {F_1; : : : ; F_m} { ňŋőęěáâćő čĺŕěàčàăŋěľ ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n. Śîàêěłâĺćŋőě őâőąàăęěÄ ŋĺě %: F → [k] (čďě [k] = {1; : : : ; k}) ŋăğëćăěâáï ŕàăćĺńìŋőľ k-æćěâŋőľ àăáłàăáłőľ čĺŕěàčàăŋěľ P^n, ěáńĺ F_i ∩ F_j ≠ ∅ ćńěçěâ %(F_i) ≠ %(F_j). Ţàőňăâĺçěáłĺň çĺáńőň fl(P^n) ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n ŋăğëćăěâáï ŋăĺňěŋìèěě k, ďńï łőâőàőčő áãéěáâćãěâ ŕàăÄ ćĺńìŋăï k-æćěâŋăï àăáłàăáłă čĺŕěàčàăŋěľ P^n.

Ŕàĺňěà 4.4.4. Ěáńĺ P^n { 2-áňěęŋőáâŋëľ ŕàőáâőľ ňŋőčőčàăŋŋĺł á m čĺŕěàčàăŋïÄ ňĺ, âő fl(P^n) = m.

Ŕàěďńőęěŋĺě 4.4.5 [48]. Ĺňěěâ ňěáâő ŋěàăćěŋáâćő

s(P^n) ⩾ m − %(P^n):

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 85

Ďőłăğăâěńìáâćő. Őâőąàăęěŋĺě %: F → [k] őŕàěďěńïěâ íŕĺňőàäĺğň âőàőć ~%: T^m → T^k. Ńěčłő ćĺďěâì, çâő ěáńĺ % ïćńïěâáï ŕàăćĺńìŋőľ àăáłàăáłőľ, âő ker ~% ∼= T^{m−k} áćőąőďŋő ďěľáâćãěâ ŋă Z_P .

Ŕãáâì H ⊂ T^m { ŕőďčàãŕŕă àăğňěàŋőáâĺ r ⩽ m − n. Ćëąàăć ąăğĺá ć H, ňë ňőęěň ğăŕĺáăâì ěě ć ćĺďě

(62) H = { (e^{2ßi(s11’1+···+s1r ’r)}; : : : ; e^{2ßi(sm1’1+···+smr ’r)}) ∈ T^m } ; čďě ’_i ∈ R, i = 1; : : : ; r. Űěńőçĺáńěŋŋăï ňăâàĺæă S = (s_{ij}) àăğňěàă m × r őŕàěÄ ďěńïěâ ňőŋőňőàäĺğň Z^r → Z^m ŋă ŕàïňőě áńăčăěňőě. Ďńï łăęďőčő ŕőďňŋőęěáâćă {i_1; : : : ; i_n} ⊂ [m] őąőğŋăçĺň çěàěğ S_{^i1;:::;^in} ŕőďňăâàĺæã àăğňěàă (m − n) × r ňăâàĺÄ æë S, ŕőńãçăěňãî ãďăńěŋĺěň áâàőł i_1; : : : ; i_n. Ŋăŕőňŋĺň, çâő ńîąăï ćěàèĺŋă v ∈ P^n ěáâì ŕěàěáěçěŋĺě n čĺŕěàčàăŋěľ (áň. (30)). Ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéĺľ łàĺâěàĺľ áćőąőďÄ ŋőáâĺ ďěľáâćĺï H ŋă Z_P .

Ńěňňă 4.4.6. Ŕőďčàãŕŕă (62) ďěľáâćãěâ áćőąőďŋő ŋă Z_P âőčďă ĺ âőńìłő âőčÄ ďă, łőčďă ďńï ńîąőľ ćěàèĺŋë v = F_{i1} ∩ · · · ∩ F_{in} ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n ŕőďňăâàĺæă S_{^i1;:::;^in} àăğňěàă (m − n) × r őŕàěďěńïěâ ňőŋőňőàäĺğň Z^r → Z^{m−n} ŋă ŕàïňőě áńăčăěňőě.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Łăł ćëâěłăěâ ĺğ őŕàěďěńěŋĺï 3.1.1, őàąĺâë T^m-ďěľáâćĺï ŋă Z_P , áőőâćěâáâćãîéĺě ćěàèĺŋăň P^n, ĺňěîâ ňăłáĺňăńìŋëě áâăæĺőŋăàŋëě ŕőďčàãŕŕë (àăŋčă n). Śâăæĺőŋăàŋăï ŕőďčàãŕŕă, áőőâćěâáâćãîéăï ćěàèĺŋě v = F_{i1} ∩ · · · ∩ F_{in} , ïćńïěâáï łőőàďĺŋăâŋőľ ŕőďčàãŕŕőľ T^n_{i1;:::;in} ⊂ T^m. Ŕőďčàãŕŕă (62) ďěľáâćãěâ ŋă Z_P áćőąőďŋő âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă őŋă ŕěàěáěłăěâ łăęďãî áâăæĺőŋăàŋãî ŕőďčàãŕÄ ŕã ńĺèì ć ěďĺŋĺæě. İâő íłćĺćăńěŋâŋő âőňã, çâő őâőąàăęěŋĺě H ×T^n_{i1;:::;in} → T^m ĺŋêÄ ěłâĺćŋő ďńï ńîąőľ ćěàèĺŋë v = F_{i1} ∩ · · · ∩ F_{in} . Šăłőě őâőąàăęěŋĺě ĺŋêěłâĺćŋő, ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ őąàăğ áőőâćěâáâćãîéěčő őâőąàăęěŋĺï Z^{r+n} → Z^m ïćńïěâáï ŕàïňëň áńăčăěňëň ć Z^m. Ňăâàĺæă íâőčő őâőąàăęěŋĺï Z^{r+n} → Z^m ŕőńãçăěâáï ďőąăćńěŋĺěň n áâőńąæőć (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0)^t (1 áâőĺâ ŋă ňěáâě i_j, j = 1; : : : ; n) ł ňăâàĺæě S. İâă ňăâàĺæă őŕàěďěńïěâ ňőŋőňőàäĺğň ŋă ŕàïňőě áńăčăěňőě âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă âő ęě áăňőě ćěàŋő ďńï łăęďőľ ňăâàĺæë S_{^i1;:::;^in} .

Ć çăáâŋőáâĺ, ďńï ŕőďčàãŕŕ àăŋčă m − n ňë ŕőńãçăěň

Śńěďáâćĺě 4.4.7. Ŕőďčàãŕŕă (62) àăŋčă r = m − n ďěľáâćãěâ áćőąőďŋő ŋă Z_P âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ďńï ńîąőľ ćěàèĺŋë v = F_{i1} ∩· · ·∩F_{in} ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n ňĺŋőà S_{^i1;:::;^in} ãďőćńěâćőàïěâ det S_{^i1:::^in} = ±1.

Ŕàěďńőęěŋĺě 4.4.8. Ŕàőáâőľ ňŋőčőčàăŋŋĺł P^n ďőŕãáłăěâ åăàăłâěàĺáâĺÄ çěáłőě őâőąàăęěŋĺě âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă s(P^n) = m − n.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕàěďńőęěŋĺě 3.1.5 ŕőłăğëćăěâ, çâő ěáńĺ P^n ďőŕãáłăěâ åăàăłÄ âěàĺáâĺçěáłőě őâőąàăęěŋĺě ‘, âő (m − n)-ňěàŋăï ŕőďčàãŕŕă H(‘) ďěľáâćãěâ áćőąőďŋő ŋă Z_P , őâłãďă s(P^n) = m − n. Ŕãáâì âěŕěàì s(P^n) = m − n, â.ě. áãéěáâćãěâ ŕőďÄ čàãŕŕă (62) àăŋčă r = m − n, łőâőàăï áćőąőďŋő ďěľáâćãěâ ŋă Z_P . Śőőâćěâáâćãîéăï (m×(m−n))-ňăâàĺæă S őŕàěďěńïěâ ňőŋőňőàäĺğň Z^{m−n} → Z^m ŋă ŕàïňőě áńăčăěňőě. Šőčďă áãéěáâćãěâ (n × m)-ňăâàĺæă ~ âăłăï, çâő ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì

0 −→ Z^{m−n S}−→ Z^{m ~}−→ Z^n −→ 0

86 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

ïćńïěâáï âőçŋőľ. Šăł łăł S ãďőćńěâćőàïěâ ãáńőćĺî ĺğ áńěďáâćĺï 4.4.7, ňăâàĺæă~ ãďőćńěâćőàïěâ ãáńőćĺî (26) ĺ, âăłĺň őąàăğőň, őŕàěďěńïěâ åăàăłâěàĺáâĺçěáłőě őâőÄ ąàăęěŋĺě ďńï P^n.

Ďńï łăęďőľ ŕőďčàãŕŕë (62) àăŋčă r = m − n őŕàěďěńĺň áńěďãîéĺě ńĺŋěľŋëě äőàÄ ňë ć k[v_1; : : : ; v_m]:

(63) w_i = s_{1i}v_1 + · · · + s_{mi}v_m; i = 1; : : : ; m − n:

Ŕãáâì M^{2n} { łćăğĺâőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě ŋăď P^n á åăàăłâěàĺáâĺçěáłĺň őâőąàăÄ ęěŋĺěň ‘. Ğăŕĺèěň ŕőďčàãŕŕã H(‘) ć ćĺďě (62); íâő őŕàěďěńïěâ íńěňěŋâë (63). Ŕàĺ íâĺå ŕàěďŕőńőęěŋĺïå ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéěě ãâćěàęďěŋĺě.

Ńěňňă 4.4.9. Ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéĺľ ĺğőňőàäĺğň ăńčěąà:

H^∗(Z_P ) ∼= Tor_{k[w1;:::;wm−n ]} ( H^∗(M^{2n}); k ) ; čďě áâàãłâãàă k[w_1; : : : ; w_{m−n}]-ňőďãńï ć H^∗(M^{2n}) = k[v_1; : : : ; v_m]=I_P + J_‘ ğăÄ ďăěâáï ŕàĺ ŕőňőéĺ äőàňãń (63).

Ďőłăğăâěńìáâćő. Šěőàěňă 4.2.11 ŕőłăğëćăěâ, çâő

H^∗(Z_K ) ∼= Tor_{k[v1;:::;vm]=J‘} ( k(K)=J_‘; k ) : Ťăłâőà-łőńìæő k[v_1; : : : ; v_m]=J_‘ őâőęďěáâćńïěâáï á k[w_1; : : : ; w_{m−n}].

Šěőàěňă 4.4.10. Śŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì Ńěàě{Śěààă T^{m−n}-àăááńőěŋĺï Z_P → M^{2n} ćëàőęďăěâáï ć çńěŋě E_3. Łàőňě âőčő, ĺňěěâ ňěáâő áńěÄ ďãîéĺľ ĺğőňőàäĺğň ăńčěąà:

H^∗(Z_P ) ∼= H [ ~[u_1; : : : ; u_{m−n}] ⊗ (k(P )=J_‘); d ] ; bideg v_i = (0; 2); bideg u_i = (−1; 2);

d(u_i) = w_i; d(v_i) = 0:

Ďőłăğăâěńìáâćő. Šăł łăł H^∗(T^{m−n}) = ~[u_1; : : : ; u_{m−n}], H^∗(M^{2n}) = k(P )=J_‘, ňë ĺňěěň E_3 ∼= H [ (k(P )=J_‘) ⊗ ~[u_1; : : : ; u_{m−n}]; d ] : Ĺğ ńěňňë 1.4.6 ćëâěłăěâ H [ (k(P )=J_‘) ⊗ ~[u_1; : : : ; u_{m−n}]; d ] ∼ = Tor_{k[w1;:::;wm−n]} ( H^∗(M^{2n}); k ) : Śőŕőáâăćńïï ďćă ŕàěďëďãéĺå âőęďěáâćă á ńěňňőľ 4.4.9, ňë ŕőńãçăěň E_3 = H^∗(Z_P ), çâő ğăćěàèăěâ ďőłăğăâěńìáâćő.

Šěŕěàì ňë őŕĺèěň łőńìæő łőčőňőńőčĺľ äăłâőà-ŕàőáâàăŋáâćă Z_P =H ďńï ńîąőľ áćőąőďŋő ďěľáâćãîéěľ ŕőďčàãŕŕë H. Ćŋăçăńě ğăŕĺèěň H ć ćĺďě (62) ĺ ćëąěàěň ((m − r) × m)-ňăâàĺæã T = (t_{ij}) àăŋčă (m − r), ãďőćńěâćőàïîéãî T · S = 0. İâő ďěńăěâáï âăłĺň ęě őąàăğőň, łăł ŕàĺ ďőłăğăâěńìáâćě ŕàěďńőęěŋĺï 4.4.8 (ć çăáâŋőáÄ âĺ, T { åăàăłâěàĺáâĺçěáłăï ňăâàĺæă łćăğĺâőàĺçěáłőčő ňŋőčőőąàăğĺï Z_P =H ć áńãçăě r = m − n).

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 87

Šěőàěňă 4.4.11. Ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéĺľ ĺğőňőàäĺğň ăńčěąà:

H^∗(Z_P =H) ∼= Tor_{k[t1;:::;tm−r]} ( k(P ); k ) ; čďě áâàãłâãàă k[t_1; : : : ; t_{m−r}]-ňőďãńï ć k(P ) = k[v_1; : : : ; v_m]=I_P ğăďăěâáï őâőÄ ąàăęěŋĺěň k[t_1; : : : ; t_{m−r}] → k[v_1; : : : ; v_m] t_i → t_{i1}v_1 + · · · + t_{im}v_m : Ğăňěçăŋĺě. Šěőàěňă 4.4.11 áćőďĺâáï ł âěőàěňě 4.2.1 ć áńãçăě r = 0 ĺ ł ŕàĺňěÄ àã 4.1.5 ć áńãçăě r = m − n.

Ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë 4.4.11. Ćńőęěŋĺě ŕőďčàãŕŕë T^r ∼= H ,→ T^m őŕàěÄ ďěńïěâ őâőąàăęěŋĺě łńăááĺäĺæĺàãîéĺå ŕàőáâàăŋáâć h: BT^r → BT^m. Řăááňőâàĺň łőňňãâăâĺćŋëľ łćăďàăâ E −−−−→ B_T P p BT^{r h}−−−−→ BT^m ;

čďě ńěćăï ćěàâĺłăńìŋăï áâàěńłă őąőğŋăçăěâ àăááńőěŋĺě, ĺŋďãæĺàőćăŋŋőě őâőąàăęěÄ ŋĺěň h. Ńěčłő ŕőłăğăâì, çâő E čőňőâőŕĺçěáłĺ íłćĺćăńěŋâŋő äăłâőà-ŕàőáâàăŋáâćã Z_P =H. Śŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì İľńěŋąěàčă{Ňãàă ŕàěďëďãéěčő łőňňãÄ âăâĺćŋőčő łćăďàăâă áåőďĺâáï ł łőčőňőńőčĺïň Z_P =H ĺ ĺňěěâ

E_2 = Tor_{k[v1;:::;vm]} ( k(P ); k[w_1; : : : ; w_r] ) ; čďě áâàãłâãàă k[v_1; : : : ; v_m]-ňőďãńï ć k[w_1; : : : ; w_r] ğăďăěâáï ňăâàĺæěľ S, â.ě. őâőąàăÄ ęěŋĺěň v_i → s_{i1}w_1 + · · · + s_{ir}w_r. Šăłĺň ęě őąàăğőň, łăł ĺ ć ďőłăğăâěńìáâćě âěőàěÄ ňë 4.2.1 (ĺáŕőńìğãï łńěâőçŋëě àăğąĺěŋĺï), ŕőłăğëćăěâáï, çâő áŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěďőÄ ćăâěńìŋőáâì ćëàőęďăěâáï ć çńěŋě E_2 ĺ ĺňěěâ ňěáâő ĺğőňőàäĺğň ăńčěąà

(64) H^∗(Z_P =H) = Tor_{k[v1;:::;vm]} ( k(P ); k[w_1; : : : ; w_r] ) : Ŕőńőęĺň âěŕěàì ć âěőàěňě 1.4.10

~ = k[v_1; : : : ; v_m]; ` = k[t_1; : : : ; t_{m−r}]; A = k[w_1; : : : ; w_r] ĺ C = k(P ):

Šăł łăł ~ ïćńïěâáï áćőąőďŋëň `-ňőďãńěň ĺ ˙ = ~=` = k[w_1; : : : ; w_r], ćőğŋĺłăěâ áŕěłÄ âàăńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì { ~E_s; ~d_s}. Ěě çńěŋ E_2 ěáâì ~E_2 = Tor_{k[w1;:::;wr ]}(k[w_1; : : : ; w_r]; Tor_{k[t1;:::;tm−r]}(k(P ); k));

ĺ őŋă áåőďĺâáï ł Tor_{k[v1;:::;vm]}(k(P ); k[w_1; : : : ; w_r]). Šăł łăł k[w_1; : : : ; w_r] ïćńïěâáï áćőąőďŋëň k[w_1; : : : ; w_r]-ňőďãńěň, ňë ĺňěěň ~E^{p;q}_2 = 0 ŕàĺ p ≠ 0; ~E^{0;q}_2 = Tor^q_{k[t1;:::;tm−r]}(k(P ); k):

Śńěďőćăâěńìŋő, áŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ćëàőęďăěâáï ć çńěŋě E_2, ĺ ĺňěěâ ňěáâő ĺğőňőàäĺğň ăńčěąà

Tor_{k[v1;:::;vm]} ( k(P ); k[w_1; : : : ; w_r] ) ∼ = Tor_{k[t1;:::;tm−r]} ( k(P ); k ) ; łőâőàëľ ćňěáâě á (64) ďőłăğëćăěâ âěőàěňã.

88 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Śńěďáâćĺě 4.4.12. H^∗(Z_P =H) ∼= H [ ~[u_1; : : : ; u_{m−r}] ⊗ k; d ] , čďě du_i = (t_{i1}v_1 + · · · + t_{im}v_m), dv_i = 0, bideg v_i = (0; 2), bideg u_i = (−1; 2).

Ŕàĺňěà 4.4.13. Ŕãáâì H = S_d (áň. ŕàěďńőęěŋĺě 4.4.3). Ć íâőľ áĺâãăæĺĺ ňăâàĺÄ æă S ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ áâőńąěæ ĺğ m ěďĺŋĺæ. Ŕő âěőàěňě 4.4.11,

(65) H^∗(Z_P =S_d) ∼= Tor_{k[t1;:::;tm−1]} ( k(P ); k ) ; čďě áâàãłâãàă k[t_1; : : : ; t_{m−1}]-ňőďãńï ć k(P ) = k[v_1; : : : ; v_m]=I őŕàěďěńïěâáï őâőąàăÄ ęěŋĺěň t_i → v_i − v_m; i = 1; : : : ; m − 1:

S^1-àăááńőěŋĺě Z_P → Z_P =S_d łńăááĺäĺæĺàãěâáï ŋěłőâőàëň őâőąàăęěŋĺěň c: Z_P =S_d → BT^1 ∼= C P^∞ . Šăł łăł H^∗(C P^∞ ) = k[w], őŕàěďěńěŋ íńěňěŋâ c^∗(w) ∈ H^2(Z_P =S_d).

Ńěňňă 4.4.14. P^n ïćńïěâáï q-áňěęŋőáâŋëň âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ( c^∗(w)

)_q ≠ 0.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Őâőąàăęěŋĺě c^∗ ŕěàěćőďĺâ łőńìæő łőčőňőńőčĺľ H^∗(BT^1) ∼= k[w] ć ŕőďłőńìæő k(P ) ⊗_{k[t1;:::;tm−1]} k = Tor^0_{k[t1;:::;tm−1]}(k(P ); k) łőńìæă H^∗(Z_P =H). İâő ŕőďłőńìæő ĺğőňőàäŋő äăłâőà-łőńìæã k(P )=(v_1 = · · · = v_m). Šěŕěàì ãâćěàęďěŋĺě ćëâěłăěâ ĺğ âőčő äăłâă, çâő ňŋőčőčàăŋŋĺł P^n ïćńïěâáï q-áňěęŋőáâŋëň, ěáńĺ ĺ âőńìłő ěáńĺ ĺďěăń I_P ŋě áőďěàęĺâ ňőŋőňőć áâěŕěŋĺ ¡ q + 1.

§ 4.5. Ąĺčàăďãĺàőćăŋŋăï ďćőľáâćěŋŋőáâì Ŕãăŋłăàě ĺ ăŋăńőčĺ áőőâŋőÄ èěŋĺľ Ďěŋă{Śőňňěàćĺńńï ďńï áĺňŕńĺæĺăńìŋëå ňŋőčőőąàăğĺľ. Ğďěáì ňë ŕàěďŕőńăčăěň, çâő K^{n−1} ïćńïěâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋëň ňŋőčőőąàăğĺěň. Ć íâőň áńãçăě ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłá Z_K, ćőőąéě čőćőàï, ŋě ïćńïěâáï ňŋőčőőąàăğĺěň, őďŋăłő ěčő őáőÄ ąěŋŋőáâĺ ńěčłő őŕĺáëćăîâáï. Ďěľáâćĺâěńìŋő, łãąĺçěáłĺľ łőňŕńěłá cc(K) (łőŋáâàãłÄ æĺï 1.5.9) čőňěőňőàäěŋ | cone(K)|, ĺ ćěàèĺŋőľ łőŋãáă ïćńïěâáï âőçłă p = (1; : : : ; 1) ∈ cc(K) ⊂ I^m. Ŕãáâì U_”(p) ⊂ cc(K) { ňăńăï őłàěáâŋőáâì âőçłĺ p ć cc(K). Šőčďă ğăňëÄ łăŋĺě őłàěáâŋőáâĺ U_”(p) âăłęě čőňěőňőàäŋő | cone(K)|. Ĺğ őŕàěďěńěŋĺï Z_K (áň. (39)) ćëâěłăěâ, çâő U_”(T^m) := æ^{−1}(U_”(p)) ⊂ Z_K { ňăńăï ĺŋćăàĺăŋâŋăï őłàěáâŋőáâì âőàă T^m = æ^{−1}(p) ć Z_K . Šőčďă ďńï ňăńëå ” ğăňëłăŋĺě őłàěáâŋőáâĺ U_”(T^m) čőňěőňőàäÄ ŋő | cone(K)| × T^m. Şďăńïï U_”(T^m) ĺğ Z_K , ňë ŕőńãçăěň ňŋőčőőąàăğĺě á čàăŋĺæěľ, łőâőàőě ąãďěň őąőğŋăçăâì W_K . Ĺâăł, ňë ĺňěěň

W_K = Z_K \ U_”(T^m); @W_K = |K| × T^m:

Ğăňěâĺň, çâő, ŕőáłőńìłã őłàěáâŋőáâì U_”(T^m) ïćńïěâáï T^m-ĺŋćăàĺăŋâŋőľ, âőà T^m ďěľáâćãěâ ŋă W_K .

Šěőàěňă 4.5.1. Ňŋőčőőąàăğĺě á čàăŋĺæěľ W_K íłćĺćăàĺăŋâŋő čőňőâőŕĺçěáłĺ íłćĺćăńěŋâŋő ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáã W_K (áň. (39)). Ĺňěěâ ňěáâő łăŋőŋĺÄ çěáłĺľ őâŋőáĺâěńìŋëľ čőňěőňőàäĺğň ŕăà (W_K ; @W_K ) → (Z_K ; T^m).

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 89

cc(K) \ U”(p) cub(K)

Řĺá. 9. Čőňőâőŕĺçěáłăï íłćĺćăńěŋâŋőáâì cc(K) \ U_”(p) → cub(K)

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ďńï ďőłăğăâěńìáâćă ŕěàćőčő ãâćěàęďěŋĺï ŕőáâàőĺň čőňőâőÄ ŕĺçěáłãî íłćĺćăńěŋâŋőáâì cc(K) \ U_”(p) → cub(K), łăł ŕőłăğăŋő ŋă àĺá. 9. İâő őâőÄ ąàăęěŋĺě ŋăłàëćăěâáï íłćĺćăàĺăŋâŋőľ čőňőâőŕĺçěáłőľ íłćĺćăńěŋâŋőáâìî W_K = Z_K \ U_”(T^m) → W_K . Ćâőàőě ãâćěàęďěŋĺě ńěčłő áńěďãěâ ĺğ őŕàěďěńěŋĺï W_K .

Łăł ŕőłăğëćăěâ ńěňňă 3.3.1, ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłá W_K ⊂ (D^2)^m ĺňěěâ łńěâőçÄ ŋãî áâàãłâãàã á 5 àăğńĺçŋëňĺ âĺŕăňĺ łńěâőł D_i, I_i, 0_i, T_i, 1_i, i = 1; : : : ; m (áň. àĺá. 7). Čőňőńőčĺĺ łőňŕńěłáă W_K (ă ğŋăçĺâ, ĺ ňŋőčőőąàăğĺï W_K ) ňőęŋő ćëçĺáńïâì ŕàĺ ŕőňőéĺ áőőâćěâáâćãîéěčő łńěâőçŋőčő æěŕŋőčő łőňŕńěłáă, łőâőàëľ ňë ąãďěň őąőÄ ğŋăçăâì [ C_∗(W_K ); @_c ] . Ŋěáňőâàï ŋă âő, çâő W_K ĺňěěâ ąőńìèě âĺŕőć łńěâőł, çěň Z_K (ŋăŕőňŋĺň, çâő Z_K ĺňěěâ ńĺèì âàĺ âĺŕă łńěâőł D_i, T_i, 1_i), łőňŕńěłá łńěâőçŋëå æěŕěľ [C_∗(W_K ); @_c] âăłęě ĺňěěâ łăŋőŋĺçěáłãî ąĺčàăďãĺàőćăŋŋãî áâàãłâãàã. Ă ĺňěŋŋő, ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéěě ãâćěàęďěŋĺě (áàăćŋĺâě á (46)).

Ńěňňă 4.5.2. Ŕőńőęĺň

bideg D_i = (0; 2); bideg T_i = (−1; 2); bideg I_i = (1; 0);

(66) bideg 0_i = bideg 1_i = (0; 0); i = 1; : : : ; m:

İâő ŕàěćàăéăěâ łńěâőçŋëľ æěŕŋőľ łőňŕńěłá [C_∗(W_K ); @_c] ć ąĺčàăďãĺàőćăŋŋëľ ďĺääěàěŋæĺăńìŋëľ ňőďãńì á ďĺääěàěŋæĺăńőň @_c, ãňěŋìèăîéĺň ąĺáâěŕěŋì ŋă (1; 0). Ĺáåőďŋăï čàăďãĺàőćłă ć C_∗(W_K ) ŕő àăğňěàŋőáâïň łńěâőł áőőâćěâáâćãÄ ěâ ŕőńŋőľ áâěŕěŋĺ (â.ě. àăğňěàŋőáâì łńěâłĺ ěáâì áãňňă ěě ďćãå áâěŕěŋěľ).

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŋěőąåőďĺňő ńĺèì ŕàőćěàĺâì, çâő ďĺääěàěŋæĺăń @_c ãňěŋìèăÄ ěâ ąĺáâěŕěŋì ŋă (1; 0). İâő ćëâěłăěâ ĺğ (66) ĺ

@_cD_i = T_i; @_cI_i = 1_i − 0_i; @_cT_i = @_c1_i = @_c0_i = 0:

Ğăňěâĺň, çâő, ć őâńĺçĺě őâ ąĺčàăďãĺàőćăŋŋőľ áâàãłâãàë ć C_∗(Z_K ), íńěňěŋâë łőňŕńěłáă C_{∗;∗}(W_K ) ňőčãâ ĺňěâì ŕőńőęĺâěńìŋãî ŕěàćãî čàăďãĺàőćłã (ĺğ-ğă ŕőÄ ńőęĺâěńìŋőľ ŕěàćőľ čàăďãĺàőćłĺ łńěâłĺ I_i). Ŕàĺ íâőň ďĺääěàěŋæĺăń @_c ŋě ňěŋïěâ ćâőàőľ čàăďãĺàőćłĺ (łăł ĺ ć áńãçăě Z_K ), çâő ŕőğćőńïěâ ŕàěďáâăćĺâì ąĺčàăďãĺàőćăŋÄ ŋëľ łőňŕńěłá C_{∗;∗}(W_K ) ć ćĺďě áãňňë łőňŕńěłáőć C_{∗;2p}(W_K ), p = 0; : : : ; m.

90 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Ăŋăńőčĺçŋő âőňã, łăł ňë íâő ďěńăńĺ ďńï łőňŕńěłáă Z_K ĺ ďńï ŕăàë (Z_K ; T^m), ććěďěň

b_{q;2p}(W_K ) = dim H_{q;2p} [ C_{∗;∗}(W_K ); @_c ] ; −m ⩽ q ⩽ m; 0 ⩽ p ⩽ m;

(67)

Ø_p(W_K ) = m∑ q=−m

(−1)^q dim C_{q;2p}(W_K ) = m∑ q=−m

(−1)^qb_{q;2p}(W_K );

(68)

Ø(W_K ; t) = m∑ p=0 Ø_p(W_K )t^{2p}

(ğăňěâĺň, çâő q ğďěáì ňőęěâ ąëâì łăł ŕőńőęĺâěńìŋëň, âăł ĺ őâàĺæăâěńìŋëň).

Śńěďãîéăï âěőàěňă ďăěâ âőçŋãî äőàňãńã ďńï ŕőàőęďăîéěčő ňŋőčőçńěŋă Ø(W_K ; t) ĺ ăŋăńőčĺçŋă âěőàěňăň 4.2.8 ĺ 4.2.10.

Šěőàěňă 4.5.3. Ďńï ńîąőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K^{n−1} á m ćěàèĺŋăÄ ňĺ ĺňěěâ ňěáâő áőőâŋőèěŋĺě

Ø(W_K ; t) = (1 − t^2)^{m−n}(h_0 + h_1t^2 + · · · + h_nt^{2n}) + ( Ø(K) − 1 ) (1 − t^2)^m = (1 − t^2)^{m−n}(h_0 + h_1t^2 + · · · + h_nt^{2n}) + (−1)^{n−1}h_n(1 − t^2)^m;

čďě Ø(K) = f_0−f_1+· · ·+(−1)^{n−1}f_{n−1} = 1+(−1)^{n−1}h_n { íľńěàőćă åăàăłâěàĺáâĺłă łőňŕńěłáă K.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ĺğ őŕàěďěńěŋĺï W_K (áň. (39)) áńěďãěâ, çâő D_I I_J 0_LT_P 1_Q (áň. § 3.3) ïćńïěâáï łńěâłőľ ć W_K âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ćëŕőńŋěŋë áńěďãîéĺě ďćă ãáńőćĺï:

(ă) ňŋőęěáâćő I ∪ J ∪ L ïćńïěâáï áĺňŕńěłáőň łőňŕńěłáă K^{n−1}; (ą) #L ⩾ 1.

Ŕãáâì c_{ijlpq}(W_K ) őąőğŋăçăěâ çĺáńő łńěâőł D_I I_J 0_LT_P 1_Q ⊂ W_K á i = #I, j = #J, l = #L, p = #P , q = #Q, i + j + l + p + q = m. Šőčďă

(69) c_{ijlpq}(W_K ) = f_{i+j+l−1}

(_{i+j+l} i )(_{j+l} l )(_{m−i−j−l} p ) ; čďě (f_0; : : : ; f_{n−1}) { f-ćěłâőà łőňŕńěłáă K (ňë ŕőńăčăěň f_{−1} = 1 ĺ f_k = 0 ŕàĺ k ¡ −1 ĺńĺ k ¿ n − 1). Ć áĺńã (66)

bideg(D_I I_J 0_LT_P 1_Q) = (j − p; 2(i + p)):

Ćëçĺáńĺň Ø_r(W_K ), ĺáŕőńìğãï (68) ĺ (69):

Ø_r(W_K ) = ∑ i;j;l;p i+p=r;l⩾1

(−1)^{j−p}f_{i+j+l−1}

(_{i+j+l} i )(_{j+l} l )(_{m−i−j−l} p ) :

Ŕőďáâăćńïï s = i + j + l ć ŕàěďëďãéěľ äőàňãńě, ŕőńãçăěň

Ø_r(W_K ) = ∑ l;s;p l⩾1 (−1)^{s−r−l}f_{s−1}

(_s r−p )(_{s−r+p} l )(_{m−s} p )

= ∑ s;p ( (−1)^{s−r}f_{s−1}

(_s r−p )(_{m−s} p ) ∑ l⩾1 (−1)^l

(_{s−r+p} l ) ) :

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 91

Šăł łăł ∑ l⩾1 (−1)^l

(_{s−r+p} l ) = { −1; s ¿ r − p;

0; s ⩽ r − p;

ňë ĺňěěň

Ø_r(W_K ) = − ∑ s;p s¿r−p

(−1)^{s−r}f_{s−1}

(_s r−p )(_{m−s} p )

= − ∑ s;p (−1)^{r−s}f_{s−1}

(_s r−p )(_{m−s} p ) + ∑ s (−1)^{r−s}f_{s−1} (_{m−s} r−s ) :

Ćâőàăï áãňňă ć ŕőáńěďŋěľ äőàňãńě ěáâì ć âőçŋőáâĺ Ø_r(Z_K ) (áň. (53)). Ďńï

âőčő çâőąë ćëçĺáńĺâì ŕěàćãî áãňňã, ğăňěâĺň, çâő ∑ p (_s r−p )(_{m−s} p ) = (_m r ) (íâő

ŕőńãçăěâáï ŕàĺ ćëçĺáńěŋĺĺ łőíääĺæĺěŋâă ŕàĺ ff^r ć őąěĺå çăáâïå âőęďěáâćă (1+ff)^s ×

(1 + ff)^{m−s} = (1 + ff)^m). Śńěďőćăâěńìŋő,

Ø_r(W_K ) = − ∑ s (−1)^{r−s}f_{s−1}

(_m r ) + Ø_r(Z_K ) = (−1)^r

(_m r )( Ø(K) − 1 ) + Ø_r(Z_K );

âăł łăł − ∑ s(−1)^sf_{s−1} = Ø(K) − 1 (ŋăŕőňŋĺň, çâő f_{−1} = 1). Ŋăłőŋěæ, ĺáŕőńìÄ

ğãï (52), ňë ŋăåőďĺň

Ø(W_K ; t) = m∑ r=0 Ø_r(W_K )t^{2r} = m∑ r=0 (−1)^r

(_m r )( Ø(K) − 1 ) t^{2r} + m∑ r=0 Ø_r(Z_K )t^{2r} = ( Ø(K) − 1 ) (1 − t^2)^m + (1 − t^2)^{m−n}(h_0 + h_1t^2 + · · · + h_nt^{2n}):

Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő K ïćńïěâáï őàĺěŋâĺàãěňëň áĺňŕńĺæĺăńìŋëň ňŋőčőőąàăğĺěň.

Šőčďă ńěčłő ćĺďěâì, çâő W_K âăłęě őàĺěŋâĺàãěňő. Šăłĺň őąàăğőň, ĺňěîâ ňěáâő ĺğőÄ

ňőàäĺğňë őâŋőáĺâěńìŋőľ ďćőľáâćěŋŋőáâĺ Ŕãăŋłăàě:

(70) H_k(W_K ) ∼= H^{m+n−k}(W_K ; @W_K ); k = 0; : : : ; m:

Śńěďáâćĺě 4.5.4 (őąőąéěŋŋëě áőőâŋőèěŋĺï Ďěŋă{Śőňňěàćĺńńï). Śńěďãîéĺě

áőőâŋőèěŋĺï ĺňěîâ ňěáâő ďńï h-ćěłâőàă (h_0; h_1; : : : ; h_n) őàĺěŋâĺàãěňőčő áĺňÄ

ŕńĺæĺăńìŋőčő ňŋőčőőąàăğĺï K^{n−1}:

h_{n−i} − h_i = (−1)^i ( Ø(K^{n−1}) − Ø(S^{n−1}) )(_n i ) ; i = 0; 1; : : : ; n;

čďě Ø(S^{n−1}) = 1 + (−1)^{n−1} { íľńěàőćă åăàăłâěàĺáâĺłă (n − 1)-áäěàë.

92 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Ďőłăğăâěńìáâćő. Łăł ćëâěłăěâ ĺğ âěőàěňë 4.5.1, H^{m+n−k}(W_K ; @_cW_K ) = H^{m+n−k}(Z_K ; T^m) ĺ H_k(W_K ) = H_k(W_K ). Ąőńěě âőčő, ňőęŋő ŕőłăğăâì âăłĺň ęě őąàăğőň, łăł ĺ áńěďáâćĺĺ 4.3.2, çâő ĺğőňőàäĺğňë (70) áőåàăŋïîâ ąĺčàăďãĺàőćăŋŋãî áâàãłâãàã ć (łő)čőňőńőčĺïå łőňŕńěłáă W_K ĺ ŕăàë (Z_K ; T^m). Šőčďă ĺňěěň

(71) b_{−q;2p}(W_K ) = b_{−(m−n)+q;2(m−p)}(Z_K ; T^m);

Ø_p(W_K ) = (−1)^{m−n}Ø_{m−p}(Z_K ; T^m); Ø(W_K ; t) = (−1)^{m−n}t^{2m}Ø ( Z_K ; T^m;^1_t ) : Ĺáŕőńìğãï (58), ŋăåőďĺň

(−1)^{m−n}t^{2m}Ø ( Z_K ; T^m;^1_t ) = (−1)^{m−n}t^{2m}(1 − t^{−2})^{m−n}(h_0 + h_1t^{−2} + · · · + h_nt^{−2n}) − (−1)^{m−n}t^{2m}(1 − t^{−2})^m = (1 − t^2)^{m−n}(h_0t^{2n} + h_1t^{2n−2} + · · · + h_n) + (−1)^{n−1}(1 − t^2)^m:

Ŕőďáâăćńïï äőàňãńã ďńï Ø(W_K ; t) ĺğ âěőàěňë 4.5.3 ĺ ŕàěďëďãéěě ćëàăęěŋĺě ć (71), ŕőńãçăěň

(1 − t^2)^{m−n}(h_0 + h_1t^2 + · · · + h_nt^{2n}) + ( Ø(K) − 1 ) (1 − t^2)^m = (1 − t^2)^{m−n}(h_0t^{2n} + h_1t^{2n−2} + · · · + h_n) + (−1)^{n−1}(1 − t^2)^m:

Řăğďěńĺć íâő áőőâŋőèěŋĺě ŋă (1 − t^2)^{m−n} ĺ ćëçĺáńïï łőíääĺæĺěŋâ ŕàĺ t^{2i} ć őąěĺå ěčő çăáâïå, ňë ŕőńãçăěň h_{n−i} − h_i = (−1)^i ( Ø(K^{n−1}) − Ø(S^{n−1}) )(_n i ) , çâő ĺ âàěąőćăńőáì.

Ěáńĺ |K| = S^{n−1} ĺńĺ (n − 1) ŋěçěâŋő, áńěďáâćĺě 4.5.4 ďăěâ łńăááĺçěáłĺě áőőâŋőÄ èěŋĺï h_{n−i} = h_i.

Śńěďáâćĺě 4.5.5. Ěáńĺ K^{n−1} { áĺňŕńĺæĺăńìŋőě ňŋőčőőąàăğĺě á h-ćěłâőàőň (h_0; : : : ; h_n), âő

h_{n−i} − h_i = (−1)^i(h_n − 1)

(_n i ) ; i = 0; 1; : : : ; n:

Ďőłăğăâěńìáâćő. Šăł łăł Ø(K^{n−1}) = 1 + (−1)^{n−1}h_n, Ø(S^{n−1}) = 1 + (−1)^{n−1}, ňë ĺňěěň Ø(K^{n−1}) − Ø(S^{n−1}) = (−1)^{n−1}(h_n − 1) = (h_n − 1) (łőíääĺæĺěŋâ (−1)^{n−1} ňőęěâ ąëâì őŕãéěŋ, âăł łăł ďńï ŋěçěâŋëå (n − 1) ńěćăï çăáâì őąàăéăěâáï ć ŋãńì).

Śńěďáâćĺě 4.5.6. Ďńï ńîąőčő (n − 1)-ňěàŋőčő őàĺěŋâĺàãěňőčő áĺňŕńĺæĺăńìÄ ŋőčő ňŋőčőőąàăğĺï çĺáńă h_{n−i} − h_i, i = 0; 1; : : : ; n, ïćńïîâáï čőňőâőŕĺçěáłĺňĺ ĺŋćăàĺăŋâăňĺ. Ć çăáâŋőáâĺ, őŋĺ ŋě ğăćĺáïâ őâ âàĺăŋčãńïæĺĺ.

Ć çăáâŋőň áńãçăě P L-ňŋőčőőąàăğĺľ âőŕőńőčĺçěáłăï ĺŋćăàĺăŋâŋőáâì çĺáěń h_{n−i} − h_i ąëńă ćŕěàćëě ŋăąńîďěŋă Ŕăåŋěàőň ć [68; (7.11)].

Ŕàĺňěà 4.5.7. Řăááňőâàĺň âàĺăŋčãńïæĺĺ ďćãňěàŋőčő âőàă T^2. Ňë ĺňěěň n = 3, Ø(T^2) = 0. Ĺğ Ø(K^{n−1}) = 1 + (−1)^{n−1}h_n ňë ŕőńãçăěň h_3 = −1. Śńěďáâćĺě 4.5.4 ďăěâ h_3 − h_0 = −2; h_2 − h_1 = 6:

Ŋăŕàĺňěà, âàĺăŋčãńïæĺï ŋă àĺá. 10 ĺňěěâ f_0 = 9 ćěàèĺŋ, f_1 = 27 àěąěà ĺ f_2 = 18 âàěãčőńìŋĺłőć. Śőőâćěâáâćãîéĺľ h-ćěłâőà ěáâì (1; 6; 12; −1).

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 93

Řĺá. 10. Šàĺăŋčãńïæĺï âőàă T^2 á f = (9; 27; 18), h = (1; 6; 12; −1)

Čńăćă 5. Łőŋäĺčãàăæĺĺ ŕőďŕàőáâàăŋáâć

ĺ łőńìæă łőčőňőńőčĺľ ĺå ďőŕőńŋěŋĺľ

§ 5.1. Őąğőà àěğãńìâăâőć ő łőčőňőńőčĺïå ďőŕőńŋěŋĺľ ł őąéĺň łőŋäĺčãÄ àăæĺïň. Łőŋäĺčãàăæĺěľ ŋăğëćăěâáï łőŋěçŋőě ňŋőęěáâćő A = {L_1; : : : ; L_r} ŕńőáłőáÄ âěľ (ăääĺŋŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć) ć ŋěłőâőàőň ăääĺŋŋőň ŕàőáâàăŋáâćě (ćěéěáâćěŋŋőň ĺńĺ łőňŕńěłáŋőň). Ďńï łăęďőľ łőŋäĺčãàăæĺĺ A = {L_1; : : : ; L_r} ć C^m őŕàěďěńĺň ěě ŋőáĺâěńì |A| łăł |A| := r⋃ i=1 L_i ⊂ C^m ;

ĺ ďőŕőńŋěŋĺě U(A) łăł U(A) := C^m \ |A|;

ĺ ăŋăńőčĺçŋő ďńï łőŋäĺčãàăæĺľ ć R^m .

Łőŋäĺčãàăæĺĺ ĺ ĺå ďőŕőńŋěŋĺï ĺčàăîâ łńîçěćãî àőńì ćő ňŋőčĺå łőŋáâàãłæĺïå łőňąĺŋăâőàĺłĺ, ăńčěąàăĺçěáłőľ ĺ áĺňŕńěłâĺçěáłőľ čěőňěâàĺĺ ĺ â. ď.; őŋĺ âăłęě ćőğÄ ŋĺłăîâ łăł łőŋäĺčãàăæĺőŋŋëě ŕàőáâàăŋáâćă ďńï àăğńĺçŋëå łńăááĺçěáłĺå ňěåăŋĺÄ çěáłĺå áĺáâěň. Ŕàĺ ĺğãçěŋĺĺ łőŋäĺčãàăæĺľ ćěáìňă ćăęŋő ĺňěâì ďőáâăâőçŋő ďěâăńìÄ ŋőě őŕĺáăŋĺě âőŕőńőčĺĺ ďőŕőńŋěŋĺľ U(A) (őŋő ćłńîçăěâ çĺáńő áćïğŋëå łőňŕőŋěŋâ, čőňőâőŕĺçěáłĺľ âĺŕ, čàãŕŕë čőňőńőčĺľ, łőńìæă łőčőňőńőčĺľ ĺ â. ď.). Ňŋőęěáâćő ğăňěÄ çăâěńìŋëå àěğãńìâăâőć ć íâőň ŋăŕàăćńěŋĺĺ ąëńő ŕőńãçěŋő ć âěçěŋĺě ŕőáńěďŋĺå âàěå ďěáïâĺńěâĺľ, őďŋăłő őąéăï łăàâĺŋă ďăńěłă őâ ğăćěàèěŋĺï. Šěőàĺï ąěàěâ ŋăçăńő őâ àăąőâë Ăàŋőńìďă [4], ć łőâőàőľ łńăááĺäĺæĺàãîéěě ŕàőáâàăŋáâćő ďńï čàãŕŕë łőá B_n őŕĺáăŋő łăł ďőŕőńŋěŋĺě łőŋäĺčãàăæĺĺ ďĺăčőŋăńìŋëå čĺŕěàŕńőáłőáâěľ {z_i = z_j} ć C^n . Šăň ęě ąëńő ćëçĺáńěŋő łőńìæő łőčőňőńőčĺľ ďőŕőńŋěŋĺï íâőľ łőŋäĺčãàăæĺĺ. İâőâ àěğãńìâăâ ąëń őąőąéěŋ Ąàĺáłőàŋőň [18] ĺ ňőâĺćĺàőćăń ďăńìŋěľèěě àăğćĺâĺě âěőàĺĺ łőŋäĺčãàăæĺľ łőňŕńěłáŋëå čĺŕěàŕńőáłőáâěľ (â.ě. łőŋäĺčãàăæĺľ łőňŕńěłáŋëå ăäÄ äĺŋŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć łőàăğňěàŋőáâĺ őďĺŋ). Őďŋĺň ĺğ őáŋőćŋëå àěğãńìâăâőć ğďěáì ïćńïěâáï áńěďãîéăï âěőàěňă.

Šěőàěňă 5.1.1 [4], [18], [65]. Ŕãáâì A = {L_1; : : : ; L_r} { łőŋäĺčãàăæĺï łőňŕÄ ńěłáŋëå čĺŕěàŕńőáłőáâěľ ć C^m , ŕàĺçěň čĺŕěàŕńőáłőáâì L_i ğăďăěâáï łăł ňŋőÄ ęěáâćő ŋãńěľ ńĺŋěľŋőľ äãŋłæĺĺ l_i, i = 1; : : : ; r. Šőčďă ăńčěąàă æěńőçĺáńěŋŋëå łőčőňőńőčĺľ ďőŕőńŋěŋĺï C^m \|A| ĺğőňőàäŋă ăńčěąàě, ŕőàőęďěŋŋőľ ğăňłŋãâëňĺ

ďĺääěàěŋæĺăńìŋëňĺ 1-äőàňăňĺ 1 2ßi dl_i l_i .

94 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Śőőâŋőèěŋĺï ňěęďã äőàňăňĺ 1 2ßi dl_i l_i ïćŋő őŕĺáăŋë. Ć áńãçăě łőŋäĺčãàăæĺĺ ďĺăÄ

čőŋăńìŋëå čĺŕěàŕńőáłőáâěľ {z_i = z_j} ňë ĺňěěň äőàňë !_{ij} = 1 2ßi d(z_i − z_j) z_i − z_j ĺ áőőâÄ ŋőèěŋĺï !_{ij} ∧ !_{jk} + !_{jk} ∧ !_{ki} + !_{ki} ∧ !_{ij} = 0:

Šěőàĺï łőŋäĺčãàăæĺľ łőňŕńěłáŋëå čĺŕěàŕńőáłőáâěľ, ćőğňőęŋő, ïćńïěâáï ŋăĺąőÄ ńěě àăğàăąőâăŋŋőľ őąńăáâìî őąéěľ âěőàĺĺ łőŋäĺčãàăæĺľ. Ŕő ŋěľ ãęě ćëŕãéěŋő ŋěÄ áłőńìłő ňőŋőčàăäĺľ; ňë ãŕőňïŋěň ńĺèì [66], čďě ňőęŋő ŋăľâĺ ďăńìŋěľèĺě ááëńłĺ. Ćğăĺňőáćïğĺ ňěęďã łőŋäĺčãàăæĺïňĺ ćěéěáâćěŋŋëå čĺŕěàŕńőáłőáâěľ, ňŋőčőčàăŋŋĺÄ łăňĺ ĺ őàĺěŋâĺàőćăŋŋëňĺ ňăâàőĺďăňĺ őąáãęďăîâáï ć [89; ńěłæĺï 7].

Ć őąéěľ áĺâãăæĺĺ âěőàěňă Čőàěáłĺ{Ňăłäěàáőŋă [42; ç. III] ćëàăęăěâ čàãŕŕë łőčőÄ ňőńőčĺľ H^i(U(A)) (ąěğ łőńìæěćőľ áâàãłâãàë) łăł áãňňã čàãŕŕ čőňőńőčĺľ ŕőďłőňŕÄ ńěłáőć ŋěłőâőàőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă. Ňë ŕàĺćőďĺň íâőâ àěğãńìâăâ ŋĺęě. Őąğőà àěğãńìâăâőć őą őąéĺå łőŋäĺčãàăæĺïå ŕńőáłőáâěľ áőďěàęĺâáï ć àăąőâě [14]. Řïď łńîçěćëå ćőŕàőáőć ć íâőň ŋăŕàăćńěŋĺĺ ĺğńőęěŋ ć ňőŋőčàăäĺĺ [87].

Ŕãáâì A = {L_1; : : : ; L_r} { łőŋäĺčãàăæĺï ŕńőáłőáâěľ ć R^n . Ŕěàěáěçěŋĺï

v = L_{i1} ∩ · · · ∩ L_{ik}

őąàăğãîâ çăáâĺçŋő ãŕőàïďőçěŋŋőě ňŋőęěáâćő (P; ¡) ŕő őâŋőèěŋĺî ł ćłńîçěŋĺî (â.ě. v ¡ w âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă v ĺ w àăğńĺçŋë ĺ v áőďěàęĺâáï ć w). Ňë ŕàěďÄ ŕőńăčăěň, çâő çăáâĺçŋő ãŕőàïďőçěŋŋőě ňŋőęěáâćő P áőďěàęĺâ ěďĺŋáâćěŋŋëľ ňăłáĺÄ ňăńìŋëľ íńěňěŋâ T , áőőâćěâáâćãîéĺľ őąêěňńîéěňã ŕàőáâàăŋáâćã łőŋäĺčãàăæĺĺ. Ťãŋłæĺï àăŋčă d ŋă P őŕàěďěńïěâáï łăł d(v) = dim v. Ŕőàïďłőćëľ łőňŕńěłá K(P) (ŕàĺňěà 1.2.7) ŋăğëćăěâáï ŕőàïďłőćëň łőňŕńěłáőň łőŋäĺčãàăæĺĺ A. Ŕőńőęĺň

P_{(v;w)} = {x ∈ P : v ¡ x ¡ w}; P_{¿v} = {x ∈ P : x ¿ v}:

Šěőàěňă 5.1.2 (Čőàěáłĺ, Ňăłäěàáőŋ [42; ç. III]). Ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéăï äőàÄ ňãńă ďńï čőňőńőčĺľ ďőŕőńŋěŋĺï U(A):

H_i ( U(A); Z ) = ⨁ v∈P H^{n−d(v)−i−1} ( K(P_{¿v}); K(P_{(v;T )}); Z ) ;

čďě ŕàĺŋïâő áőčńăèěŋĺě H^{−1}(∅; ∅) = Z.

Ďőłăğăâěńìáâćő íâőľ âěőàěňë ĺáŕőńìğãěâ áâàăâĺäĺæĺàőćăŋŋãî âěőàĺî Ňőàáă, àăğàăąőâăŋŋãî ć [42].

Ğăňěçăŋĺě. Čàãŕŕë čőňőńőčĺľ łőňŕńěłáŋőľ łőŋäĺčãàăæĺĺ ć C^n ňőęŋő ćëçĺáÄ ńïâì, àăááňăâàĺćăï ěě łăł ćěéěáâćěŋŋãî łőŋäĺčãàăæĺî ć R^{2n} .

Łőńìæă łőčőňőńőčĺľ ďőŕőńŋěŋĺľ łőŋäĺčãàăæĺľ ĺğãçěŋë ğŋăçĺâěńìŋő åãęě. ĆőőąÄ éě čőćőàï, łőńìæő æěńőçĺáńěŋŋëå łőčőňőńőčĺľ ďőŕőńŋěŋĺï U(A) ŋě őŕàěďěńïěâáï çăáâĺçŋő ãŕőàïďőçěŋŋëň ňŋőęěáâćőň P. Őďĺŋ ĺğ ŕőďåőďőć ł ćëçĺáńěŋĺî ăńčěąàë łőčőňőńőčĺľ ďőŕőńŋěŋĺï U(A) ąëń ŕàěďńőęěŋ Ďě Łőŋçĺŋĺ ĺ Ŕàőçěğĺ [34]. Ć çăáâÄ ŋőáâĺ, őŋĺ ďőłăğăńĺ, çâő łőńìæő àăæĺőŋăńìŋëå łőčőňőńőčĺľ ďőŕőńŋěŋĺï U(A) őŕàěÄ ďěńïěâáï łőňąĺŋăâőàĺłőľ ŕěàěáěçěŋĺľ. İâőâ àěğãńìâăâ ąëń àăğćĺâ đğćĺŋáłĺň ć [88].

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 95

§ 5.2. Łőŋäĺčãàăæĺĺ łőőàďĺŋăâŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć ĺ łőčőňőńőčĺĺ łőňŕńěłáă Z_K . Łőŋäĺčãàăæĺï A = {L_1; : : : ; L_r} ŋăğëćăěâáï łőőàďĺŋăâŋőľ, ěáńĺ ćáě ŕńőáłőáâĺ L_i, i = 1; : : : ; r, ïćńïîâáï łőőàďĺŋăâŋëňĺ ŕőďŕàőáâàăŋáâćăňĺ. Ć íâőň ŕăÄ àăčàăäě ňë ŕàĺňěŋïěň àěğãńìâăâë čńăćë 4 ł ćëçĺáńěŋĺî ăńčěąà łőčőňőńőčĺľ ďőŕőńÄ ŋěŋĺľ ł łőŋäĺčãàăæĺïň łőňŕńěłáŋëå łőőàďĺŋăâŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć. Śńãçăľ ćěéěáâÄ ćěŋŋëå łőőàďĺŋăâŋëå łőŋäĺčãàăæĺľ őąáãęďăěâáï ć łőŋæě ŕăàăčàăäă.

Ńîąőě łőőàďĺŋăâŋőě ŕőďŕàőáâàăŋáâćő ć C^m ĺňěěâ ćĺď

(72) L_I = { (z_1; : : : ; z_m) ∈ C^m : z_{i1} = · · · = z_{ik} = 0 } ; čďě I = {i_1; : : : ; i_k} { ŋěłőâőàőě ŕőďňŋőęěáâćő ć [m]. Őçěćĺďŋő, dim L_I = m − #I.

Łőŋáâàãłæĺï 5.2.1. Ďńï ńîąőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K ŋă ňŋőęěáâćě [m] ććěďěň łőňŕńěłáŋãî łőőàďĺŋăâŋãî łőŋäĺčãàăæĺî CA(K) łăł ňŋőęěáâćő ŕőďŕàőÄ áâàăŋáâć L_I âăłĺå, çâő I ŋě ïćńïěâáï áĺňŕńěłáőň ć K:

CA(K) = {L_I : I =∈ K}:

Őąőğŋăçĺň ďőŕőńŋěŋĺě łőŋäĺčãàăæĺĺ CA(K) çěàěğ U(K), â.ě.

(73) U(K) = C^m \ ⋃ I =∈K

L_I :

Ăŋăńőčĺçŋëň őąàăğőň őŕàěďěńïěâáï ćěéěáâćěŋŋăï łőőàďĺŋăâŋăï łőŋäĺčãàăæĺï U_R (K). Ěáńĺ K^′ ⊂ K { ŕőďłőňŕńěłá, âő U(K^′) ⊂ U(K).

Ŕàěďńőęěŋĺě 5.2.2. Śőŕőáâăćńěŋĺě K → U(K) őŕàěďěńïěâ áőåàăŋïîéěě ŕőàïďőł ćğăĺňŋő őďŋőğŋăçŋőě áőőâćěâáâćĺě ňěęďã áĺňŕńĺæĺăńìŋëňĺ łőňŕÄ ńěłáăňĺ ŋă ňŋőęěáâćě [m] ĺ ďőŕőńŋěŋĺïňĺ łőŋäĺčãàăæĺľ łőőàďĺŋăâŋëå ŕőďÄ ŕàőáâàăŋáâć ć C^m .

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕãáâì CA { łőŋäĺčãàăæĺï łőőàďĺŋăâŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć ć C^m . Őŕàěďěńĺň

(74) K(CA) := { I ⊂ [m] : L_I ⊄ |CA | } : Ńěčłő ćĺďěâì, çâő K(CA) ïćńïěâáï áĺňŕńĺæĺăńìŋëň łőňŕńěłáőň. Ŕő ŕőáâàőěŋĺî K(CA) ğăćĺáĺâ ńĺèì őâ |CA| (â.ě. őâ U(CA )) ĺ U(K(CA)) = U(CA ), őâłãďă ĺ ćëÄ âěłăěâ ãâćěàęďěŋĺě.

Ěáńĺ łőőàďĺŋăâŋăï łőŋäĺčãàăæĺï A áőďěàęĺâ ŋěłőâőàãî čĺŕěàŕńőáłőáâì, áłăęěň, {z_i = 0}, âő ěě ďőŕőńŋěŋĺě U(A) àăáłńăďëćăěâáï łăł U(A_0) × C^∗ , čďě A_0 { łőőàďĺÄ ŋăâŋăï łőŋäĺčãàăæĺï ć čĺŕěàŕńőáłőáâĺ {z_i = 0} ĺ C^∗ = C \ {0}. Šăłĺň őąàăğőň, ďńï ńîąőľ łőőàďĺŋăâŋőľ łőŋäĺčãàăæĺĺ A ďőŕőńŋěŋĺě U(A) ŕàěďáâăćńïěâáï ć ćĺďě

U(A) = U(A^′) × (C^∗ )^k;

čďě A^′ { łőŋäĺčãàăæĺï łőőàďĺŋăâŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć ć C^{m−k} , łőâőàăï ŋě áőďěàęĺâ čĺŕěàŕńőáłőáâěľ. Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, (74) ŕőłăğëćăěâ, çâő CA áőďěàęĺâ čĺŕěàÄ ŕńőáłőáâì {z_i = 0} âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă {i} ŋě ïćńïěâáï ćěàèĺŋőľ łőňŕńěłáă K(CA). Őâáîďă ćëâěłăěâ, çâő U(K) ïćńïěâáï ďőŕőńŋěŋĺěň łőőàďĺŋăâŋőľ łőŋäĺčãàăÄ æĺĺ, ŋě áőďěàęăéěľ čĺŕěàŕńőáłőáâěľ, âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ňŋőęěáâćő ćěàèĺŋ łőňŕńěłáă K ěáâì ćáě [m]. Ŕàĺŋĺňăï ćő ćŋĺňăŋĺě íâĺ ğăňěçăŋĺï, ňë őčàăŋĺçĺňáï àăááňőâàěŋĺěň łőőàďĺŋăâŋëå łőŋäĺčãàăæĺľ ąěğ čĺŕěàŕńőáłőáâěľ ĺ áĺňŕńĺæĺăńìŋëå łőňŕńěłáőć ŋă ňŋőęěáâćě ćěàèĺŋ [m].

96 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Ğăňěçăŋĺě. Ĺáŕőńìğãï łőŋáâàãłæĺî 3.5.1, ňë ĺňěěň U(K) = K_•(C ; C^∗ ).

Ŕàĺňěà 5.2.3. 1. Ěáńĺ K = ´^{m−1} ((m − 1)-áĺňŕńěłá), âő U(K) = C^m . 2. Ěáńĺ K = @´^{m−1} (čàăŋĺæă áĺňŕńěłáă), âő U(K) = C^m \ {0}. 3. Ěáńĺ K ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ ŋěáćïğŋőě őąêěďĺŋěŋĺě m ćěàèĺŋ, âő U(K) ŕőńãÄ çăěâáï ãďăńěŋĺěň ĺğ C^m ćáěå łőőàďĺŋăâŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć łőàăğňěàŋőáâĺ ďćă (â.ě. ćĺďă z_i = z_j = 0, i; j = 1; : : : ; m).

Ďěľáâćĺě ăńčěąàăĺçěáłőčő âőàă (C^∗ )^m ŋă C^m ĺŋďãæĺàãěâ ďěľáâćĺě ŋă U(K). Ć çăáâŋőáâĺ, ŋă U(K) őŕàěďěńěŋő áâăŋďăàâŋőě ďěľáâćĺě âőàă T^m. Ťăłâőà-ŕàőáâ-àăŋáâćő U(K)=T^m ňőęŋő őâőęďěáâćĺâì á ŕěàěáěçěŋĺěň U(K) ∩ R^m_+ , čďě R^m_+ àăááňăâàĺćăěâáï łăł ŕőďňŋőęěáâćő ć C^m .

Ńěňňă 5.2.4. cc(K) ⊂ U(K)∩R^m_+ ĺ Z_K ⊂ U(K) (áň. łőŋáâàãłæĺî 1.5.9 ĺ (39)).

Ďőłăğăâěńìáâćő. Řăááňőâàĺň y = (y_1; : : : ; y_m) ∈ cc(K). Ŕãáâì I = {i_1; : : : ; i_k} őąőğŋăçăěâ ňăłáĺňăńìŋőě ŕőďňŋőęěáâćő ć [m] âăłőě, çâő y ∈ L_I ∩ R^n_+ (â.ě. y_{i1} = · · · = y_{ik} = 0). Šőčďă ĺğ őŕàěďěńěŋĺï cc(K) (áň. (22)) ćëâěłăěâ, çâő I ïćńïěâáï áĺňŕńěłáőň ć K. Śńěďőćăâěńìŋő, L_I =∈ CA (K) ĺ y ∈ U(K). Šăłĺň őąàăğőň, ŕěàćőě ãâćěàęďěŋĺě ďőłăğăŋő. Šăł łăł cc(K) ïćńïěâáï ŕàőáâàăŋáâćőň őàąĺâ ďńï ďěľáâćĺï âőàă T^m ŋă Z_K, ćâőàőě ãâćěàęďěŋĺě áńěďãěâ ĺğ ŕěàćőčő.

Šěőàěňă 5.2.5. Ĺňěěâ ňěáâő íłćĺćăàĺăŋâŋăï ďěäőàňăæĺőŋŋăï àěâàăłæĺï U(K) → Z_K .

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ćŋăçăńě ňë ŕőáâàőĺň ďěäőàňăæĺőŋŋãî àěâàăłæĺî r: U(K)∩ R^m_+ → cc(K). İâő ďěńăěâáï ŕő ĺŋďãłæĺĺ. Ňë ŋăçŋěň á čàăŋĺçŋőčő łőňŕńěłáă (m − 1)-áĺňŕńěłáă ĺ ąãďěň ãďăńïâì áĺňŕńěłáë ŕőńőęĺâěńìŋëå àăğňěàŋőáâěľ, ŕőłă ŋě ŕőńãçĺň K. Ŋă łăęďőň èăčě ňë ąãďěň áâàőĺâì ďěäőàňăæĺőŋŋãî àěâàăłæĺî, ĺ łőňŕőğĺæĺï ćáěå íâĺå àěâàăłæĺľ ďăáâ âàěąãěňãî àěâàăłæĺî r.

Ěáńĺ K = @´^{m−1} { čàăŋĺçŋëľ łőňŕńěłá (m − 1)-áĺňŕńěłáă, âő U(K) ∩ R^m_+ = R^m_+ \ {0}. Ć íâőň áńãçăě àěâàăłæĺï r ŕőłăğăŋă ŋă àĺá. 11.

Řĺá. 11. Řěâàăłæĺï r: U(K) ∩ R^m_+ → cc(K) ďńï K = @´^{m−1}

Ŕãáâì âěŕěàì K ŕőńãçăěâáï ãďăńěŋĺěň őďŋőčő (k − 1)-ňěàŋőčő áĺňŕńěłáă J = {j_1; : : : ; j_k} ĺğ áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K^′, â.ě. K∪J = K^′. Ŕő ŕàěďŕőńőęěŋĺî ĺŋďãłÄ æĺĺ ĺňěěâáï ďěäőàňăæĺőŋŋăï àěâàăłæĺï r^′ : U(K^′) ∩ R^m_+ → cc(K^′). Ŕãáâì a ∈ R^m_+ { âőçłă á łőőàďĺŋăâăňĺ y_{j1} = · · · = y_{jk} = 0, y_i = 1 ŕàĺ i =∈ J. Šăł łăł J { ŋě áĺňŕńěłá

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 97

4 ŞŇŊ, â. 55, ćëŕ. 5 łőňŕńěłáă K, ňë ĺňěěň a =∈ U(K) ∩ R^m_+ . Ć âő ęě ćàěňï, a ∈ C_J (áň. (19)). Šăłĺň őąÄ àăğőň, ňë ňőęěň ŕàĺňěŋĺâì àěâàăłæĺî, ĺğőąàăęěŋŋãî ŋă àĺá. 11, ŋă čàăŋĺ C_J ⊂ I^m á æěŋâàőň ć âőçłě a. Őąőğŋăçĺň íâã àěâàăłæĺî çěàěğ r_J . Šőčďă r = r_J ∘r^′ { âàěąãěňăï ďěäőàňăæĺőŋŋăï àěâàăłæĺï.

Ďěäőàňăæĺőŋŋăï àěâàăłæĺï r: U(K) ∩ R^m_+ → cc(K) ŋăłàëćăěâáï íłćĺćăàĺăŋâŋőľ ďěäőàňăæĺőŋŋőľ àěâàăłæĺěľ U(K) → Z_K .

Ć áńãçăě, łőčďă K = K_P ěáâì ňŋőčőčàăŋŋăï áĺňŕńĺæĺăńìŋăï áäěàă, áőőâćěâáâćãîÄ éăï ŕàőáâőňã ňŋőčőčàăŋŋĺłã P^n, ďěäőàňăæĺőŋŋăï àěâàăłæĺï U(K_P ) → Z_P ĺğ âěőàěÄ ňë 5.2.5 ňőęěâ ąëâì àěăńĺğőćăŋă łăł ŕàőěłæĺï ŋă ŕàőáâàăŋáâćő őàąĺâ ďńï ďěľáâćĺï áâïčĺćăěňőľ čàãŕŕë. Ććěďěň őąőğŋăçěŋĺě U(P^n) := U(K_P ). Ŕőńőęĺň

R^m_¿ = { (y_1; : : : ; y_m) ∈ R^m : y_i ¿ 0; i = 1; : : : ; m } ⊂ R^m_+ :

Šőčďă R^m_¿ ïćńïěâáï čàãŕŕőľ ŕő ãňŋőęěŋĺî, łőâőàăï ďěľáâćãěâ ŕőłőőàďĺŋăâŋëň ãňÄ ŋőęěŋĺěň ŋă R^m , C^m ĺ U(P^n). Ĺňěěâ ňěáâő ĺğőňőàäĺğň exp: R^m → R^m_¿ ňěęďã ăďďĺâĺćŋőľ ĺ ňãńìâĺŕńĺłăâĺćŋőľ čàãŕŕőľ, łőâőàëľ ŕěàěćőďĺâ (y_1; : : : ; y_m) ∈ R^m ć (e^{y1} ; : : : ; e^{ym} ) ∈ R^m_¿ .

Řăááňőâàĺň ňăâàĺæã W àăğňěàă m × (m − n), ŕőáâàőěŋŋãî ć łőŋáâàãłæĺĺ 1.1.4 ŕő ŕàőáâőňã ňŋőčőčàăŋŋĺłã (1).

Ŕàěďńőęěŋĺě 5.2.6. Ďńï ńîąőľ ćěàèĺŋë v = F_{i1} ∩ · · · ∩ F_{in} ňŋőčőčàăŋŋĺłă P^n ňăłáĺňăńìŋëľ ňĺŋőà W_{^i1:::^in} ňăâàĺæë W , ŕőńãçăěňëľ ãďăńěŋĺěň n áâàőł i_1; : : : ; i_n, ŋěćëàőęďěŋ: det W_{^i1:::^in} ≠ 0.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ěáńĺ det W_{^i1:::^in} = 0, âő ćěłâőàë l_{i1} ; : : : ; l_{in} (áň. (1)) ńĺŋěľŋő ğăćĺáĺňë, çâő ŋěćőğňőęŋő.

Ňăâàĺæă W őŕàěďěńïěâ ŕőďčàãŕŕã

(75) R_W = { (e^{w11ø1+···+w1;m−n øm−n} ; : : : ; e^{wm1ø1+···+wm;m−n øm−n} ) } ⊂ R^m_¿ ;

čďě ŋăąőà ŕăàăňěâàőć (ø_1; : : : ; ø_{m−n}) ŕàőąěčăěâ ŕàőáâàăŋáâćő R^{m−n} . Őçěćĺďŋő, R_W ∼= R^{m−n}_¿ .

Šěőàěňă 5.2.7 [22; âěőàěňă 2.3]. Ŕőďčàãŕŕă R_W ⊂ R^m_¿ ďěľáâćãěâ ŋă U(P^n) ⊂ C^m áćőąőďŋő. Łőňŕőğĺæĺï Z_P ,→ U(P^n) → U(P^n)=R_W ćńőęěŋĺï i_e (ńěňÄ ňă 3.1.6) ĺ ŕàőěłæĺĺ ŋă ŕàőáâàăŋáâćő őàąĺâ ïćńïěâáï íłćĺćăàĺăŋâŋëňĺ (őâÄ ŋőáĺâěńìŋő ďěľáâćĺï T^m) ďĺääěőňőàäĺğňőň.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Šőçłă ć C^m ĺňěěâ ŋěâàĺćĺăńìŋãî áâăæĺőŋăàŋãî ŕőďčàãŕŕã őâŋőáĺâěńìŋő ďěľáâćĺï R^m_¿ ŋă C^m âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă åőâï ąë őďŋă ĺğ ěě łőÄ őàďĺŋăâ őąàăéăěâáï ć ŋãńì. Ĺğ (73) ćëâěłăěâ, çâő ěáńĺ âőçłă x ∈ U(P^n) ĺňěěâ ŋěÄ łőâőàëě ŋãńěćëě łőőàďĺŋăâë, âő áőőâćěâáâćãîéĺě íâĺň łőőàďĺŋăâăň čĺŕěàčàăŋĺ P^n ĺňěîâ åőâï ąë őďŋã őąéãî ćěàèĺŋã v ∈ P^n. Ŕãáâì v = F_{i1} ∩ · · · ∩ F_{in} . ŚâăæĺőŋăàÄ ŋăï ŕőďčàãŕŕă âőçłĺ x őâŋőáĺâěńìŋő ďěľáâćĺï ŕőďčàãŕŕë R_W ŋěâàĺćĺăńìŋă, âőńìÄ łő ěáńĺ ŋěłőâőàăï ńĺŋěľŋăï łőňąĺŋăæĺï áâőńąæőć ňăâàĺæë W ńěęĺâ ć łőőàďĺŋăâŋőň ŕàőáâàăŋáâćě, ŕőàőęďěŋŋőň e_{i1} ; : : : ; e_{in} . Ŋő íâő őğŋăçăěâ, çâő det W_{^i1:::^in} = 0, çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ ŕàěďńőęěŋĺî 5.2.6. Ĺâăł, R_W ďěľáâćãěâ ŋă U(P^n) áćőąőďŋő.

4 ŞŇŊ, â. 55, ćëŕ. 5

98 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Ďńï ďőłăğăâěńìáâćă ćâőàőľ çăáâĺ âěőàěňë ďőáâăâőçŋő ŕőłăğăâì, çâő łăęďăï őàÄ ąĺâă ďěľáâćĺï R_W ŋă U(P^n) ⊂ C^m ŕěàěáěłăěâ őąàăğ i_e(Z_P ) ć ěďĺŋáâćěŋŋőľ âőçłě. Šăł łăł ćńőęěŋĺě i_e íłćĺćăàĺăŋâŋő őâŋőáĺâěńìŋő ďěľáâćĺï T^m, ŕőáńěďŋěě ãâćěàęďěÄ ŋĺě íłćĺćăńěŋâŋő âőňã, çâő łăęďăï őàąĺâă ďěľáâćĺï R_W ŋă U(P^n) ∩ R^m_+ ŕěàěáěłăěâ őąàăğ i_P (P^n) (áň. âěőàěňã 1.5.6) ć ěďĺŋáâćěŋŋőľ âőçłě. Ŕãáâì y ∈ i_P (P^n) ⊂ R^m . Šőčďă y = (y_1; : : : ; y_m) ńěęĺâ ŋă ŋěłőâőàőľ n-čàăŋĺ i_P (C^n_v ) łãąă I^m ⊂ R^m , áň. (20). Ňë ďőńęŋë ďőłăğăâì, çâő (m − n)-ňěàŋőě ŕőďŕàőáâàăŋáâćő, ŕőàőęďěŋŋőě ćěłâőàăňĺ (w_{11}y_1; : : : ; w_{m1}y_m)^t; : : : ; (w_{1;m−n}y_1; : : : ; w_{m;m−n}y_m)^t, ŋăåőďĺâáï ć őąéěň ŕőńőęěÄ ŋĺĺ á n-čàăŋìî i_P (C^n_v ) łãąă I^m. Ŋő íâő ćëâěłăěâ ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ĺğ (20) ĺ ŕàěďńőÄ ęěŋĺï 5.2.6.

Ŕàěďŕőńőęĺň âěŕěàì, çâő P^n ïćńïěâáï àěèěâőçŋëň ŕàőáâëň ňŋőčőčàăŋŋĺłőň, ĺ ŕãáâì M_P { áőőâćěâáâćãîéěě âőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě (łőŋáâàãłæĺï 2.1.3). Ŋăàïďã á ćěéěáâćěŋŋőľ ŕőďčàãŕŕőľ R_W ⊂ R^m_¿ (75) őŕàěďěńĺň

C_W = { (e^{w11Œ1+···+w1;m−nŒm−n} ; : : : ; e^{wm1Œ1+···+wm;m−n Œm−n} ) } ⊂ (C^∗ )^m;

čďě ŋăąőà ŕăàăňěâàőć (Œ_1; : : : ; Œ_{m−n}) ŕàőąěčăěâ ŕàőáâàăŋáâćő C^{m−n} . Őçěćĺďŋő, C_W ∼= (C^∗ )^{m−n}. Ć àăąőâăå [7], [11], [31] ŕőłăğăŋő, çâő C_W ďěľáâćãěâ áćőąőďŋő ŋă U(P^n) ĺ âőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě M_P ňőęěâ ąëâì őâőęďěáâćńěŋő á ŕàőáâàăŋáâćőň őàąĺâ (ĺńĺ čěőňěâàĺçěáłĺň äăłâőàőň) U(P^n)=C_W . Šăłĺň őąàăğőň, ňë ĺňěěň łőňňãâăâĺćŋãî ďĺăčàăňňã

(76)

U(P^n)^{RW ∼=R} m−n ¿ −−−−−−−−→ Z_P CW ∼=(C∗ )m−n

T^{m−n}

M_P M_P :

Ğăňěçăŋĺě. Ňőęŋő ŕőłăğăâì [31; âěőàěňă 2.1], çâő ńîąőě âőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăÄ ğĺě M_˚, ŕőáâàőěŋŋőě ŕő ćěěàã ˚ ⊂ R^n á m őďŋőňěàŋëňĺ łőŋãáăňĺ, őâőęďěáâćńïěâÄ áï á ãŋĺćěàáăńìŋëň łăâěčőàŋëň äăłâőà-ŕàőáâàăŋáâćőň U(CA_˚)=G, čďě U(CA_˚) { ďőŕőńŋěŋĺě ŋěłőâőàőľ łőőàďĺŋăâŋőľ łőŋäĺčãàăæĺĺ, őŕàěďěńïěňőľ ćěěàőň ˚, ă G ∼= (C^∗ )^{m−n}. Łăâěčőàŋëľ äăłâőà ïćńïěâáï čěőňěâàĺçěáłĺň äăłâőàőň âőčďă ĺ âőńìłő âőčďă, łőčďă ćěěà ˚ áĺňŕńĺæĺăńěŋ. Ć íâőň áńãçăě U(CA_˚) = U(K_˚).

Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, ěáńĺ ŕàőěłâĺćŋőě âőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě M_P ŋěőáőąő, âő M_P ïćńïěâáï áĺňŕńěłâĺçěáłĺň ňŋőčőőąàăğĺěň àăğňěàŋőáâĺ 2n ĺ ďěľáâćĺě âőàă T^n ŋă ŋěň čăňĺńìâőŋőćő [7]. Ć íâőň áńãçăě ďĺăčàăňňă (76) őŕĺáëćăěâ M_P łăł àěğãńìâăâ âăł ŋăÄ ğëćăěňőľ áĺňŕńěłâĺçěáłőľ àěďãłæĺĺ. Ă ĺňěŋŋő, ŕãáâì H_W ∼= T^{m−n} { ňăłáĺňăńìÄ ŋăï łőňŕăłâŋăï ŕőďčàãŕŕă ć C_W ĺ ¯: C^m → R^{m−n} { őâőąàăęěŋĺě ňőňěŋâőć ďńï čăňĺńìâőŋőćă ďěľáâćĺï čàãŕŕë H_W ŋă C^m . Šőčďă ďńï ńîąőčő àěčãńïàŋőčő ğŋăçěŋĺï a ∈ R^{m−n} őâőąàăęěŋĺï ¯ ĺňěěâ ňěáâő ďĺääěőňőàäĺğň

¯^{−1}(a)=H_W −→ U(P^n)=C_W = M_P

(ŕőďàőąŋőáâĺ áň. ć [7]). Šőčďă ¯^{−1}(a) ěáâì ć âőçŋőáâĺ ŋăèě ňŋőčőőąàăğĺě Z_P . Šăłĺň őąàăğőň, ňë ŕőńãçăěň ěéě őďŋã ĺŋâěàŕàěâăæĺî ňŋőčőőąàăğĺï Z_P łăł ňŋőčőőąàăğĺï ãàőćŋï őâőąàăęěŋĺï ňőňěŋâőć (ć áńãçăě, łőčďă P^n ďőŕãáłăěâ čěőňěâàĺçěáłãî àěăńĺÄ ğăæĺî, ďăîéãî ŋěőáőąőě âőàĺçěáłőě ňŋőčőőąàăğĺě).

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 99

4*

Ŕàĺňěà 5.2.8. Ŕãáâì P^n = ´^n (n-áĺňŕńěłá). Šőčďă m = n+1, U(P^n) = C^{n+1} \{0}, ă R_W ∼= R_¿ , C_W ∼= C^∗ ĺ H_W ∼= S^1 { ďĺăčőŋăńìŋëě ŕőďčàãŕŕë ć R^{n+1}_¿ , (C^∗ )^{n+1} ĺ T^{m+1} áőőâćěâáâćěŋŋő (áň. ŕàĺňěà 1.1.5). Ĺâăł, Z_P ∼= S^{2n+1} = (C^{n+1} \ {0})=R_¿ ĺ M_P = (C^{n+1} \ {0})=C^∗ = C P^n . Őâőąàăęěŋĺě ňőňěŋâőć ¯: C^m → R ŕěàěćőďĺâ (z_1; : : : ; z_m) ∈ C^m ć^1_2 (|z_1|^2+· · ·+|z_m|^2), ĺ ďńï a ≠ 0 ňë ĺňěěň ¯^{−1}(a) ∼= S^{2n+1} ∼= Z_K .

Ŕàěďëďãéĺě őąáãęďěŋĺï ĺńńîáâàĺàãîâ ćăęŋőáâì ćëçĺáńěŋĺï łőčőňőńőčĺľ ďőÄ ŕőńŋěŋĺľ łőŋäĺčãàăæĺľ łőőàďĺŋăâŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć.

Šěőàěňă 5.2.9 (Ąãåèâăąěà, Ŕăŋőć). Ĺňěěâ ňěáâő áńěďãîéĺľ ĺğőňőàäĺğň čàăÄ ďãĺàőćăŋŋëå ăńčěąà:

H^∗ ( U(K) ) ∼ = Tor_{k[v1;:::;vm]} ( k(K); k ) = H [ ~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k(K); d ] : Ďőłăğăâěńìáâćő. İâő ćëâěłăěâ ĺğ âěőàěň 5.2.5, 4.2.1 ĺ 4.2.2.

Šěőàěňă 5.2.9 ďăěâ ćěáìňă íääěłâĺćŋëľ áŕőáőą ćëçĺáńěŋĺï ăńčěąàë łőčőňőńőčĺľ ďőŕőńŋěŋĺï ŕàőĺğćőńìŋőľ łőŋäĺčãàăæĺĺ łőňŕńěłáŋëå łőőàďĺŋăâŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć. Ňőďěńĺ íâőľ ăńčěąàë, ĺáŕőńìğőćăŋŋëě ďě Łőŋçĺŋĺ ĺ Ŕàőçěğĺ [34] ĺ đğćĺŋáłĺň [88], âăłęě ňőęŋő ĺŋâěàŕàěâĺàőćăâì łăł ŕàĺńőęěŋĺě àěğőńìćěŋâë Łőèãńï. Őďŋăłő íâĺÄ ňĺ ăćâőàăňĺ ŋě őąáãęďăńĺáì ćğăĺňőőâŋőèěŋĺï á łőńìæőň Śâěŋńĺ{Řăľáŋěàă ć áńãçăě łőőàďĺŋăâŋëå łőŋäĺčãàăæĺľ.

Ŕàőąńěňă 5.2.10. Őŕĺáăâì ăńčěąàã łőčőňőńőčĺľ á łőíääĺæĺěŋâăňĺ ć Z ďőŕőńÄ ŋěŋĺï łőŋäĺčãàăæĺĺ łőőàďĺŋăâŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć ĺ áćïğăâì ěě á áőőâćěâÄ áâćãîéěľ Tor-ăńčěąàőľ Tor_{Z[v1 ;:::;vm]}(Z(K); Z).

Ŕàĺňěà 5.2.11. Ŕãáâì K { ŋěáćïğŋőě őąêěďĺŋěŋĺě m ćěàèĺŋ. Šőčďă U(K) ŕőńãÄ çăěâáï ãďăńěŋĺěň ĺğ C^m ćáěå łőőàďĺŋăâŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć łőàăğňěàŋőáâĺ ďćă, â.ě. ćĺďă z_i = z_j = 0, i; j = 1; : : : ; m (áň. ŕàĺňěà 5.2.3). Łőńìæő čàăŋěľ ěáâì k(K) = k[v_1; : : : ; v_m]=I_K , čďě ĺďěăń I_K ŕőàőęďěŋ ňőŋőňăňĺ v_iv_j , i ≠ j. Ŕàőáâőě ćëçĺáÄ ńěŋĺě á ĺáŕőńìğőćăŋĺěň âěőàěňë 5.2.9 ŕőłăğëćăěâ, çâő ŕőďŕàőáâàăŋáâćő łőæĺłńőć ć k(K) ⊗ ~[u_1; : : : ; u_m] ĺňěěâ ąăğĺá, áőáâőïéĺľ ĺğ ňőŋőňőć v_{i1} u_{i2} u_{i3} · · · u_{ik} á k ⩾ 2, i_p ≠ i_q ŕàĺ p ≠ q. Šăł łăł deg(v_{i1} u_{i2} u_{i3} · · · u_{ik} ) = k + 1, ŕàőáâàăŋáâćő (k + 1)-ňěàŋëå łőæĺłńőć ĺňěěâ àăğňěàŋőáâì m (_{m−1} k−1 ) . Ŕàőáâàăŋáâćő (k + 1)-ňěàŋëå łőčàăŋĺæ ĺňěěâ àăğňěàŋőáâì

(_m k ) (őŋő ŕőàőęďăěâáï łőčàăŋĺæăňĺ ćĺďă d(u_{i1} · · · u_{ik} )). Śńěďőćăâěńìŋő,

dim H^0 ( U(K) ) = 1; H^1 ( U(K) ) = H^2 ( U(K) ) = 0;

dim H^{k+1} ( U(K) ) = m (_{m−1} k−1 ) − (_m k ) = (k − 1)

(_m k ) ; 2 ⩽ k ⩽ m;

ă ãňŋőęěŋĺě ć łőčőňőńőčĺïå âàĺćĺăńìŋő.

Ć çăáâŋőáâĺ, ŕàĺ m = 3 ňë ĺňěěň 6 âàěåňěàŋëå łńăááőć łőčőňőńőčĺľ [v_iu_j], i ≠ j, á 3 áőőâŋőèěŋĺïňĺ [v_iu_j] = [v_j u_i] ĺ 3 çěâëàěåňěàŋëå łńăááă łőčőňőńőčĺľ [v_1u_2u_3], [v_2u_1u_3], [v_3u_1u_2] á őďŋĺň áőőâŋőèěŋĺěň

[v_1u_2u_3] − [v_2u_1u_3] + [v_3u_1u_2] = 0:

Śńěďőćăâěńìŋő, dim H^3(U(K)) = 3, dim H^4(U(K)) = 2, ă ãňŋőęěŋĺě âàĺćĺăńìŋő.

4*

100 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Ŕàĺňěà 5.2.12. Ŕãáâì K { čàăŋĺæă m-ãčőńìŋĺłă ŋă ŕńőáłőáâĺ á m ⩾ 3. Šőčďă

U(K) = C^m \ ⋃ i−j≠0;1 mod m

{z_i = z_j = 0}:

Ĺğ âěőàěňë 5.2.9 ćëâěłăěâ, çâő łőńìæő łőčőňőńőčĺľ H^∗(U(K); k) ĺğőňőàäŋő łőńìæã, őŕĺáăŋŋőňã ć ŕàĺňěàě 4.3.5.

Łăł ŕőłăğăŋő ć [41], ć áńãçăě łőŋäĺčãàăæĺľ ćěéěáâćěŋŋëå łőőàďĺŋăâŋëå ŕőďŕàőÄ áâàăŋáâć ĺňěěâ ňěáâő ńĺèì ăďďĺâĺćŋëľ ăŋăńőč ŋăèěľ âěőàěňë 5.2.9. Ă ĺňěŋŋő, àăáÄ áňőâàĺň âěŕěàì łőńìæő ňŋőčőçńěŋőć k[x_1; : : : ; x_m], ć łőâőàőň deg x_i = 1, i = 1; : : : ; m, ĺ áőőâćěâáâćěŋŋő áňěŋĺň čàăďãĺàőćłĺ ć łőńìæě čàăŋěľ k(K). Šőčďă çĺáńă Ąěââĺ ćěÄ éěáâćěŋŋőľ łőőàďĺŋăâŋőľ łőŋäĺčãàăæĺĺ U_R (K) ćëçĺáńïîâáï ŕàĺ ŕőňőéĺ áńěďãîéěÄ čő àěğãńìâăâă.

Šěőàěňă 5.2.13 [41; âěőàěňă 3.1]. Ĺňěîâ ňěáâő ĺğőňőàäĺğňë

H^p ( U_R (K) ) ∼ = ∑ −i+j=p

Tor^{−i;j}_{k[x1;:::;xm]} ( k(K); k ) = H^{−i;j} [ ~[u_1; : : : ; u_m] ⊗ k(K); d ] ;

čďě bideg u_i = (−1; 1), bideg v_i = (0; 1), du_i = x_i, dx_i = 0.

Łăł ąëńő őâňěçěŋő ć [41], ňãńìâĺŕńĺłăâĺćŋëľ ĺğőňőàäĺğň, ăŋăńőčĺçŋëľ âěőàěÄ ňě 5.2.9, ďńï ćěéěáâćěŋŋëå łőŋäĺčãàăæĺľ ŋě ĺňěěâ ňěáâă, â.ě. ăńčěąàë H^∗(U_R (K)) ĺ Tor_{k[x1;:::;xm]}(k(K); k), ćőőąéě čőćőàï, ŋě ĺğőňőàäŋë. Ć [41] âăłęě áőďěàęĺâáï äőàňãńĺàőćłă ŕěàćőčő ňãńìâĺŕńĺłăâĺćŋőčő ĺğőňőàäĺğňă ĺğ ŋăèěľ âěőàěňë 5.2.9 ďńï łőňŕńěłáŋëå łőőàďĺŋăâŋëå łőŋäĺčãàăæĺľ (áň. [41; âěőàěňă 3.6]) áő ááëńłőľ ŋă ŋěőŕãąÄ ńĺłőćăŋŋãî àăąőâã Ąăąáőŋă ĺ Ůăŋă.

Ďő áĺå ŕőà ňë ĺáŕőńìğőćăńĺ őŕĺáăŋĺě łőőàďĺŋăâŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć ŕàĺ ŕőňőéĺ ãàăćŋěŋĺľ (áň. (72)). Ś ďàãčőľ áâőàőŋë, ĺå ňőęŋő ğăďăćăâì ć ćĺďě ńĺŋěľŋëå őąőńőÄ çěł áőőâćěâáâćãîéĺå ŕőďňŋőęěáâć ňŋőęěáâćă ąăğĺáŋëå ćěłâőàőć {e_1; : : : ; e_m}. İâő ŕàĺćőďĺâ ł ďćőľáâćěŋŋőňã ŕőďåőďã ć őŕĺáăŋĺĺ łőŋäĺčãàăæĺľ łőőàďĺŋăâŋëå ŕőďŕàőÄ áâàăŋáâć, łőâőàëľ áőőâćěâáâćãěâ ŕěàěåőďã őâ áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K ł ăááőæĺÄ ĺàőćăŋŋőňã áĺňŕńĺæĺăńìŋőňã łőňŕńěłáã ^K (ŕàĺňěà 1.2.4). İâőâ ŕőďåőď ĺáŕőńìğőćăŋ ć [35]. Šăň ąëńő ŕőłăğăŋő, çâő áńăčăěňëě ć äőàňãńě Čőàěáłĺ{Ňăłäěàáőŋă (âěőàěÄ ňă 5.1.2) ć áńãçăě łőőàďĺŋăâŋëå łőŋäĺčãàăæĺľ ïćńïîâáï čàãŕŕăňĺ čőňőńőčĺľ ńĺŋÄ łőć áĺňŕńěłáőć ĺğ ^K. İâő ŕőğćőńĺńő ĺŋâěàŕàěâĺàőćăâì őŕěàăæĺî ãňŋőęěŋĺï łńăáÄ áőć łőčőňőńőčĺľ ďőŕőńŋěŋĺï łőŋäĺčãàăæĺĺ łőőàďĺŋăâŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć (ćěéěáâÄ ćěŋŋëå ĺńĺ łőňŕńěłáŋëå) ć âěàňĺŋăå łőňąĺŋăâőàĺłĺ ńĺŋłőć áĺňŕńěłáőć łőňŕńěłáă ^K (áň. [35; âěőàěňă 1.1]).

Őąàăâĺň ćŋĺňăŋĺě, çâő ŋăèĺ âěőàěňë 4.2.2 ĺ 5.2.5 ŕőğćőńïîâ ãáâăŋőćĺâì íłćĺćăÄ ńěŋâŋőáâì àěğãńìâăâă Čőàěáłĺ{Ňăłäěàáőŋă (âěőàěňă 5.1.2) ć áńãçăě łőŋäĺčãàăæĺľ łőőàďĺŋăâŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć ĺ âěőàěňë Ţőåáâěàă (âěőàěňă 1.4.5).

§ 5.3. Łőŋäĺčãàăæĺĺ ďĺăčőŋăńìŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć ĺ łőčőňőńőčĺĺ ŕàőÄ áâàăŋáâćă ŕěâěńì ˙Z_K . Ć ŋăáâőïéěň ŕăàăčàăäě ňë ãáâăŋăćńĺćăěň ćğăĺňőáćïğĺ ňěęďã àěğãńìâăâăňĺ àăąőâë [71] ő łőčőňőńőčĺïå ďőŕőńŋěŋĺľ ćěéěáâćěŋŋëå ďĺăčőÄ ŋăńìŋëå łőőàďĺŋăâŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć ĺ łőčőňőńőčĺïňĺ ŕàőáâàăŋáâć ŕěâěńì ˙B_T Z_K ĺ ˙Z_K .

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 101

Ďńï łăęďőčő ŕőďňŋőęěáâćă I = {i_1; : : : ; i_k} ⊂ [m] őŕàěďěńĺň ďĺăčőŋăńìŋőě ŕőďÄ ŕàőáâàăŋáâćő D_I ć R^m łăł

D_I = { (y_1; : : : ; y_m) ∈ R^m : y_{i1} = · · · = y_{ik} } : Ăŋăńőčĺçŋő őŕàěďěńïîâáï ďĺăčőŋăńìŋëě ŕőďŕàőáâàăŋáâćă ć C^m . Łőŋäĺčãàăæĺï A = {L_1; : : : ; L_r} (ćěéěáâćěŋŋăï ĺńĺ łőňŕńěłáŋăï) ŋăğëćăěâáï ďĺăčőŋăńìŋőľ, ěáńĺ ćáě ŕńőáłőáâĺ L_i, i = 1; : : : ; r, ïćńïîâáï ďĺăčőŋăńìŋëňĺ ŕőďŕàőáâàăŋáâćăňĺ. ŁńăááĺÄ çěáłĺň ŕàĺňěàőň łőňŕńěłáŋőľ ďĺăčőŋăńìŋőľ łőŋäĺčãàăæĺĺ ïćńïěâáï łőŋäĺčãàăæĺï ćáěćőğňőęŋëå ďĺăčőŋăńìŋëå čĺŕěàŕńőáłőáâěľ {z_i = z_j} ć C^m , ďőŕőńŋěŋĺě łőâőàőľ ŕàěďáâăćńïěâ áőąőľ łńăááĺäĺæĺàãîéěě ŕàőáâàăŋáâćő ďńï čàãŕŕë łőá B_m, áň. [4].

Łőŋáâàãłæĺï 5.3.1. Ďńï ńîąőčő áĺňŕńĺæĺăńìŋőčő łőňŕńěłáă K ŋă ňŋőęěáâćě ćěàèĺŋ [m] ććěďěň ćěéěáâćěŋŋãî ďĺăčőŋăńìŋãî łőŋäĺčãàăæĺî DA (K) łăł ňŋőęěáÄ âćő ŕőďŕàőáâàăŋáâć D_I , čďě I ŋě ïćńïěâáï áĺňŕńěłáőň ć K:

DA (K) = {D_I : I =∈ K}:

Őąőğŋăçĺň ďőŕőńŋěŋĺě łőŋäĺčãàăæĺĺ DA(K) çěàěğ M(K).

Ăŋăńőčĺçŋő âőňã, łăł íâő ďěńăńőáì ć § 5.2 ďńï łőőàďĺŋăâŋëå łőŋäĺčãàăæĺľ, ďőłăÄ ğëćăěâáï áńěďãîéěě ãâćěàęďěŋĺě.

Ŕàěďńőęěŋĺě 5.3.2. Śőŕőáâăćńěŋĺě K → M(K) őŕàěďěńïěâ áőåàăŋïîéěě ŕőàïďőł ćğăĺňŋő őďŋőğŋăçŋőě áőőâćěâáâćĺě ňěęďã áĺňŕńĺæĺăńìŋëňĺ łőňŕÄ ńěłáăňĺ ŋă ňŋőęěáâćě ćěàèĺŋ [m] ĺ ďőŕőńŋěŋĺïňĺ łőŋäĺčãàăæĺľ ďĺăčőŋăńìŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć ć R^m .

Ğďěáì ňë, łăł ĺ àăŋěě, ŕàěďŕőńăčăěň, çâő k { ŕőńě. Ňãńìâĺčàăďãĺàőćăŋŋăï (ĺńĺ N^m -čàăďãĺàőćăŋŋăï) áâàãłâãàă ć łőńìæě k[v_1; : : : ; v_m] (łőŋáâàãłæĺï 1.4.7), őŕàěďěÄ ńïěâ N^m -čàăďãĺàőćłã ć łőńìæě Śâěŋńĺ{Řăľáŋěàă k(K). Ŕàĺ íâőň ňőŋőň v^{i1}_1 · · · v^{im}_m ŕàĺőąàěâăěâ ňãńìâĺáâěŕěŋì (2i_1; : : : ; 2i_m). Řăááňőâàĺň ňőďãńĺ Tor_{k(K)}(k; k); ĺå ňőęŋő ćëçĺáńïâì, ŋăŕàĺňěà, ŕàĺ ŕőňőéĺ ňĺŋĺňăńìŋőľ áćőąőďŋőľ àěğőńìćěŋâë (ŕàĺÄ ňěà 1.4.2) ŕőńï k, àăááňăâàĺćăěňőčő łăł k(K)-ňőďãńì. Ňĺŋĺňăńìŋăï àěğőńìćěŋâă âăłęě ŋěáěâ ěáâěáâćěŋŋãî N^m -čàăďãĺàőćłã, ĺ ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì ŕőďčàãŕŕã íńěňěŋÄ âőć ňãńìâĺčàăďãĺàőćłĺ (2i_1; : : : ; 2i_m) ć Tor_{k(K)}(k; k) çěàěğ Tor_{k(K)}(k; k)_{(2i1;:::;2im)}.

Šěőàěňă 5.3.3 [71; âěőàěňă 1.3]. Ďńï čàãŕŕ łőčőňőńőčĺľ ďőŕőńŋěŋĺï M(K) ćěÄ éěáâćěŋŋőľ łőŋäĺčãàăæĺĺ ďĺăčőŋăńìŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć ĺňěěâ ňěáâő ĺğőňőàÄ äĺğň

H^i ( M(K); k ) ∼ = Tor^{−(m−i)}

k(K) (k; k)(2;:::;2):

Ğăňěçăŋĺě. Ćňěáâő áĺňŕńĺæĺăńìŋëå łőňŕńěłáőć K ŋă ňŋőęěáâćě ćěàèĺŋ [m] ć [71] àăááňăâàĺćăńĺáì ňőŋőňĺăńìŋëě ĺďěăńë I ⊂ k[v_1; : : : ; v_m], ĺňěîéĺě ąăğĺá ĺğ ňőŋőňőć ąěğ łćăďàăâőć. İłćĺćăńěŋâŋőáâì íâĺå ďćãå ŕőďåőďőć ćëâěłăěâ ĺğ ŕàěďńőęěŋĺï 1.3.2.

102 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

Šěőàěňă 5.3.4. Ĺňěěâ ňěáâő ăďďĺâĺćŋëľ ĺğőňőàäĺğň

H^∗(˙B_T Z_K ; k) ∼= Tor_{k(K)}(k; k):

Ďőłăğăâěńìáâćő. Řăááňőâàĺň áŕěłâàăńìŋãî ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì İľńěŋąěàčă{ Ňãàă àăááńőěŋĺï ć áňëáńě Śěààă P → SR(K) áő áńőěň ˙SR(K), čďě SR(K) { ŕàőáâàăŋáâćő Śâěŋńĺ{Řăľáŋěàă (őŕàěďěńěŋĺě 3.4.2), ă P { ŕàőáâàăŋáâćő ŕãâěľ ŋăď SR(K). Ć áĺńã áńěďáâćĺï 4.1.4 ňë ĺňěěň

(77) E_2 = Tor_H∗_{(SR(K))} ( H^∗(P ); k ) ∼ = Tor_{k(K)}(k; k);

ĺ áŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì áåőďĺâáï ł

Tor_C∗_{(SR(K))}(C^∗(P ); k) ∼= H^∗(˙SR(K)):

Šăł łăł P áâïčĺćăěňő, ňë ĺňěěň łőæěŕŋãî íłćĺćăńěŋâŋőáâì C^∗(P ) ≃ k. Łàőňě âőčő, C^∗(SR(K)) ∼= k(K). Śńěďőćăâěńìŋő,

Tor_C∗_{(SR(K))} ( C^∗(P ); k ) ∼ = Tor_{k(K)}(k; k);

çâő ćňěáâě á (77) ŕőłăğëćăěâ, çâő áŕěłâàăńìŋăï ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì ćëàőęďăěâáï ć çńěŋě E_2, â.ě.

H^∗(˙SR(K)) ∼= Tor_{k(K)}(k; k):

Ŋăłőŋěæ, âěőàěňă 3.4.4 ŕőłăğëćăěâ, çâő

H^∗(˙SR(K)) ∼= H^∗(˙B_T Z_K );

çâő ğăćěàèăěâ ďőłăğăâěńìáâćő.

Ŕàěďńőęěŋĺě 5.3.5. Ĺňěěâ ňěáâő ĺğőňőàäĺğň ăńčěąà

H^∗(˙B_T Z_K ) ∼= H^∗(˙Z_K ) ⊗ ~[u_1; : : : ; u_m]:

Ďőłăğăâěńìáâćő. Řăááňőâàĺň àăááńőěŋĺě B_T Z_K → BT^m áő áńőěň Z_K . ŊěÄ âàãďŋő ďőłăğăâì, çâő áőőâćěâáâćãîéěě àăááńőěŋĺě ŕěâěńì ˙B_T Z_K → T^m áő áńőěň ˙Z_K âàĺćĺăńìŋő (ğăňěâĺň, çâő ˙BT^m ∼= T^m). Ďńï ďőłăğăâěńìáâćă ãâćěàęďěŋĺï őáâăěâáï ğăňěâĺâì, çâő H^∗(T^m) ∼= ~[u_1; : : : ; u_m].

Šěőàěňë 5.2.5 ĺ 5.2.9 ŕőğćőńïîâ ĺáŕőńìğőćăâì âěőàĺî ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáőć ďńï ćëçĺáńěŋĺï łőńìæă łőčőňőńőčĺľ ďőŕőńŋěŋĺï łőőàďĺŋăâŋőľ łőŋäĺčãàăæĺĺ. ĂŋăńőčĺçÄ ŋő, âěőàěňë 5.3.3, 5.3.4 ĺ ŕàěďńőęěŋĺě 5.3.5 ŕőğćőńïîâ áćïğăâì łőčőňőńőčĺĺ ďőŕőńŋěÄ ŋĺľ łőŋäĺčãàăæĺľ ďĺăčőŋăńìŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć ĺ łőčőňőńőčĺĺ ŕàőáâàăŋáâćă ŕěâěńì ŋăď ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáőň Z_K . Őďŋăłő ć íâőň áńãçăě áĺâãăæĺï ğŋăçĺâěńìŋő áńőęÄ ŋěě, çěň ć áńãçăě łőŋäĺčãàăæĺľ łőőàďĺŋăâŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć. Ć çăáâŋőáâĺ, ňë ŋě ĺňěěň ăŋăńőčă ňãńìâĺŕńĺłăâĺćŋőčő ĺğőňőàäĺğňă ĺğ âěőàěňë 5.2.9. Ŕőíâőňã ďăŋÄ ŋëľ ğăłńîçĺâěńìŋëľ ŕăàăčàăä ňë àăááňăâàĺćăěň ńĺèì łăł ŕěàćëľ èăč ć ĺğãçěŋĺĺ ďőŕőńŋěŋĺľ ďĺăčőŋăńìŋëå łőŋäĺčãàăæĺľ ŕàĺ ŕőňőéĺ âěőàĺĺ ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłÄ áőć.

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 103

ŚŔĹŚŐŁ ŃĹŠĚŘĂŠŞŘŻ

[1] Adams J. F. On the cobar construction // Proc. Nat. Acad. Sci. USA. 1956. V. 42.

P. 409{412.

[2] Adams J. F. On the non-existence of elements of Hopf invariant one // Ann. of Math. (2).

1960. V. 72. ò1. P. 20{104.

[3] Akbulut S., McCarthy J. D. Casson’s Invariant for Oriented Homology 3-spheres.

Princeton, NJ: Princeton Univ. Press, 1990.

[4] Ăàŋőńìď Ć. Ĺ. Łőńìæő łőčőňőńőčĺľ čàãŕŕë łàăèěŋŋëå łőá // Ňăâěň. ğăňěâłĺ. 1969.

Š. 5. Ś. 227{231.

[5] Atiyah M. F., Bott R. A Lefschetz ˛xed point formula for elliptic complexes. I // Ann.

of Math. (2). 1967. V. 86. ò2. P. 374{407.

[6] Atiyah M. F., Hirzebruch F. Spin-manifolds and group actions // Essays in Topology and Related Topics. Berlin: Springer-Verlag, 1970. P. 18{28.

[7] Audin M. The Topology of Torus Actions on Symplectic Manifolds. Boston: Birkh-auser, 1991.

[8] Bahri A., Bendersky M. The KO-theory of toric manifolds // Trans. Amer. Math. Soc.

2000. V. 352. ò3. P. 1191{1202; �. [9] Barnette D. The triangulations of the 3-sphere with up to 8 vertices // J. Combinatorial Theory. Ser. A. 1973. V. 14. P. 37{42.

[10] Barnette D. A proof of the lower bound conjecture for convex polytopes // Paci˛c J. Math.

1973. V. 46. P. 349{354.

[11] Batyrev V. V. Quantum cohomology rings of toric manifolds // Journ«ees de G«eom«etrie Alg«ebrique d’Orsay (Juillet, 1992). Paris: Soci«ete Math«ematique de France, 1993. P. 9{34 (Ast«erisque. V. 218.); �.

[12] Bayer M., Billera L. Generalized Dehn{Sommerville relations for polytopes, spheres and Eulerian partially ordered sets // Invent. Math. 1985. V. 79. P. 143{157.

[13] Billera L., Lee C. Su‹ciency of McMullen’s conditions for f-vectors of simplicial polytopes // Bull. Amer. Math. Soc. 1980. V. 2. P. 181{185.

[14] Bj-orner A. Subspace arrangements // Proc. of the First European Congress of Mathematics (Paris, 1992). V. 1 / ed. A. Joseph et al. Birkh-auser: Basel, 1994. P. 321{370.

[15] Bj-orner A., Lutz F. Simplicial manifolds, bistellar ‚ips and 16-vertex triangulation of the Poincar«e homology 3-sphere // Preprint, 1999; � �. [16] Boyer C., Galicki K., Mann B., Rees E. Compact 3-Sasakian 7-manifolds with arbiÄ trary second Betti number // Invent. Math. 1998. V. 131. P. 321{344.

[17] Brieskorn E. Sur les groupes de tresses (d’apr„es V.I. Arnol’d) // S«eminaire Bourbaki 1971/72. Berlin: Springer-Verlag, 1973. P. 21{44. (Lecture Notes in Math. V. 317.)

[18] Ąàěŋáâěď Ă. Ććěďěŋĺě ć âěőàĺî ćëŕãłńëå ňŋőčőčàăŋŋĺłőć. Ň.: Ňĺà, 1988. [19] Ąãåèâăąěà Ć. Ň., Ŕăŋőć Š. Ě. Ăńčěąàăĺçěáłăï âőŕőńőčĺï ňŋőčőőąàăğĺľ, őŕàěďěńïÄ ěňëå ŕàőáâëňĺ ňŋőčőčàăŋŋĺłăňĺ // ŞŇŊ. 1998. Š. 53. ò3. Ś. 195{196.

[20] Ąãåèâăąěà Ć. Ň., Ŕăŋőć Š. Ě. Ďěľáâćĺï âőàă ĺ łőňąĺŋăâőàĺłă ňŋőčőčàăŋŋĺłőć // Šàãďë ŇĹŘĂŊ. 1999. Š. 225. Ś. 96{131.

[21] Ąãåèâăąěà Ć. Ň., Ŕăŋőć Š. Ě. Ďěľáâćĺï âőàă, íłćĺćăàĺăŋâŋëě ňőňěŋâ-ãčőń-łőňŕ-ńěłáë ĺ łőŋäĺčãàăæĺĺ łőőàďĺŋăâŋëå ŕőďŕàőáâàăŋáâć // Ğăŕ. ŋăãçŋ. áěňĺŋ. ŔŐ ŇĹŘĂŊ. 2000. Š. 266. Ś. 29{50.

[22] Buchstaber V. M., Panov T. E. Torus actions determined by simple polytopes // Contemp. Math. 2000. V. 258. P. 33{46.

[23] Ąãåèâăąěà Ć. Ň., Ŕăŋőć Š. Ě. Ňőňěŋâ-ãčőń łőňŕńěłáë ĺ łőňąĺŋăâőàĺłă áĺňŕńĺæĺÄ ăńìŋëå ňŋőčőőąàăğĺľ // ŞŇŊ. 2000. Š. 55. ò3. Ś. 171{172.

[24] Buchstaber V. M., Ray N. Flag manifolds and the Landweber{Novikov algebra // Geometry & Topology. 1998. V. 2. P. 79{101; �.

[25] Ąãåèâăąěà Ć. Ň., Řăľ Ŋ. Šőàĺçěáłĺě ňŋőčőőąàăğĺï ĺ łőňŕńěłáŋëě łőąőàďĺğňë // ŞŇŊ. 1998. Š. 53. ò2. Ś. 139{140.

104 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

[26] Buchstaber V. M., Ray N. Tangential structures on toric manifolds, and connected sums of polytopes // Preprint UMIST no. 2000/5, Manchester, 2000; Internat. Math. Res. Notices (to appear).

[27] Cannon J. W. Shrinking cell-like decompositions of manifolds. Codimension three // Ann.

of Math. (2). 1979. V. 110. P. 83{112.

[28] Łăàâăŋ Ă., İľńěŋąěàč Ś. Čőňőńőčĺçěáłăï ăńčěąàă. Ň.: ĹŃ, 1960. [29] Charney R., Davis M. The Euler characteristic of a nonpositively curved, piecewise Euclidean manifold // Paci˛c J. Math. 1995. V. 171. P. 117{137.

[30] Chen B., Yan M. Singularity from Eulerian viewpoint // Šàãďë ŇĹŘĂŊ. 1998. Š. 221.

Ś. 305{319.

[31] Cox D. A. Recent developments in toric geometry // Proc. Sympos. Pure Math. 1997.

V. 62. P. 389{436; �.

[32] Ďăŋĺńőć Ć. Ĺ. Čěőňěâàĺï âőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ // ŞŇŊ. 1978. Š. 33. ò2.

Ś. 85{134.

[33] Davis M., Januszkiewicz T. Convex polytopes, Coxeter orbifolds and torus actions // Duke Math. J. 1991. V. 62. ò2. P. 417{451.

[34] De Concini C., Procesi C. Wonderful models of subspace arrangements // Selecta Math. New Ser. 1995. V. 1. P. 459{494.

[35] De Longueville M. The ring structure on the cohomology of coordinate subspace arrangeÄ ments // Math. Z. 2000. V. 233. ò3. P. 553{577.

[36] Ďőąàĺŋáłăï Ŋ. İ. Ğăďăçă łńăááĺäĺłăæĺĺ łćăğĺâőàĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ ŋăď ğăďăŋŋëň ŕàőáâëň ŕőńĺíďàőň // Ťãŋłæ. ăŋăńĺğ ĺ ŕàĺń. 2000. Š. 34. ò4 (ć ŕěçăâĺ).

[37] Ďőńąĺńĺŋ Ŋ. Ŕ., Ÿâăŋìłő Ň. Ă., Ÿâőčàĺŋ Ň. Ĺ. Łãąĺçěáłĺě ŕőďłőňŕńěłáë ć ŕàăćĺńìŋëå àěèěâłăå // Ďőłń. ĂŊ ŚŚŚŘ. 1986. Š. 291. ò2. Ś. 277{279.

[38] Edwards R. D. The topology of manifolds and cell-like maps // Proceedings of the InterÄ national Congress of Mathematicians (Helsinki, 1978). Helsinki, 1980. P. 111{127.

[39] Eilenberg S., Moore J. C. Homology and ˛brations. I // Comment. Math. Helv. 1966.

V. 40. P. 199{236.

[40] Fulton W. Introduction to Toric Varieties. Princeton, NJ: Princeton Univ. Press, 1993. [41] Gasharov V., Peeva I., Welker V. Coordinate subspace arrangements and monomial ideals // Preprint, 1999; � �. [42] Čőàěáłĺ Ň., Ňăłäěàáőŋ Ř. Śâàăâĺäĺæĺàőćăŋŋăï âěőàĺï Ňőàáă. Ň.: Ňĺà, 1991. [43] Gromov M. Hyperbolic groups // Essays in Group Theory / ed. S.M. Gersten. New York:

Springer-Verlag, 1987. P. 75{264. (Math. Sci. Res. Inst. Publ. V. 8.)

[44] Hattori A. Almost complex toric manifolds and complex line bundles // Banach Center Publ. V. 45, 1998. P. 95{114.

[45] Hirzebruch F., Berger T., Jung R. Manifolds and Modular Forms. Bonn: Max-Planc- Institut f-ur Mathematik, 1994.

[46] Hochster M. Cohen{Macaulay rings, combinatorics, and simplicial complexes // Ring Theory II. Proc. Second Oklahoma Conference / ed. B.R. McDonald and R. Morris. New York: Dekker, 1977. P. 171{223.

[47] Ĺğňěáâìěć Ĺ. Ć. Ňŋőčőőąàăğĺï, őŕàěďěńïěňëě ŕàőáâëňĺ ňŋőčőčàăŋŋĺłăňĺ, łăł łőŋäĺÄ čãàăæĺőŋŋëě ŕàőáâàăŋáâćă èăàŋĺàŋëå ňěåăŋĺğňőć // ŞŇŊ. 2000. Š. 55. ò1. Ś. 185{186.

[48] Ĺğňěáâìěć Ĺ. Ć. 3-ňěàŋëě ňŋőčőőąàăğĺï, őŕàěďěńïěňëě àăáłàăáłőľ čàăŋěľ ŕàőáâőčő ňŋőčőčàăŋŋĺłă // Ňăâěň. ğăňěâłĺ. 2001. Š. 66 (ć ŕěçăâĺ).

[49] J-anich K. On the classi˛cation of O(n)-manifolds // Math. Ann. 1968. V. 176. P. 53{76. [50] Ţőćăŋáłĺľ Ă. Č. Čĺŕěàŕńőáłĺě áěçěŋĺï ňŋőčőčàăŋŋĺłőć, âőàĺçěáłĺě ňŋőčőőąàăğĺï ĺ ďĺáłàěâŋëě čàãŕŕë ć ŕàőáâàăŋáâćě Ńőąăçěćáłőčő // Ťãŋłæ. ăŋăńĺğ ĺ ŕàĺń. 1986. Š. 20. ò1. Ś. 50{61.

[51] Kirby R. C., Siebenmann L. C. Foundational Essays on Topological Manifolds, SmoothÄ ings, and Triangulations. Princeton, NJ: Princeton Univ. Press, 1977. (Ann. of Math. Stud. V. 88.)

ĎĚĽŚŠĆĹ§ ŠŐŘŐĆ, ŠŐŔŐŃŐČĹ§ Ĺ ČŐŇŐŃŐČĹŮĚŚŁĂ§ ĂŃČĚĄŘĂ 105

[52] Klee V. A combinatorial analogue of Poincar«e’s duality theorem // Canad. J. Math. 1964.

V. 16. P. 517{531.

[53] Kleinschmidt P. A classi˛cation of toric varieties with few generators // Aequationes Math. 1988. V. 35. ò2{3. P. 254{266.

[54] Landweber P. S. Homological properties of comodules over MU∗(MU) and BP∗(BP ) // Amer. J. Math. 1976. V. 98. P. 591{610.

[55] Leung N. C., Reiner V. The signature of a toric variety // Preprint, 1999; � �. [56] Ňăłńěľŋ Ś. Čőňőńőčĺï. Ň.: Ňĺà, 1966.

[57] Masuda M. Unitary toric manifolds, multi-fans and equivariant index // Tohoku Math. J.

1999. V. 51. P. 237{265.

[58] McMullen P. The numbers of faces of simplicial polytopes // Israel J. Math. 1971. V. 9.

P. 559{570.

[59] McMullen P. On simple polytopes // Invent. Math. 1993. V. 113. P. 419{444. [60] Ňěęďãŋăàőďŋëľ ňăâěňăâĺçěáłĺľ łőŋčàěáá ć İďĺŋąãàčě 1958 č. (őąğőàŋëě ďőłńăďë). Ň.:

Ťĺğňăâńĺâ, 1962.

[61] Moise E. E. Geometric Topology in Dimensions 2 and 3. New York: Springer-Verlag, 1977. [62] Novikov S. P. Topology I. Berlin: Springer-Verlag, 1996.

[63] Oda T. Convex Bodies and Algebraic Geometry. New York: Springer-Verlag, 1988. [64] Orlik P., Raymond F. Actions of the torus on 4-manifolds // Trans. Amer. Math. Soc.

1970. V. 152. P. 531{559.

[65] Orlik P., Solomon L. Combinatorics and topology of complements of hyperplanes // Invent. Math. 1980. V. 56. P. 167{189.

[66] Orlik P., Terao H. Arrangements of Hyperplanes. New York: Springer-Verlag, 1992. [67] Pachner U. Konstruktionsmethoden und das kombinatorische Hom-oomorphieproblem f-ur Triangulationen kompakter semilinearer Mannigfaltigkeiten // Abh. Math. Sem. Univ. HamÄ burg. 1986. V. 57. P. 69{85.

[68] Pachner U. P.L. homeomorphic manifolds are equivalent by elementary shellings // EuroÄ pean J. Combin. 1991. V. 12. P. 129{145.

[69] Ŕăŋőć Š. Ě. Łőňąĺŋăâőàŋëě äőàňãńë ďńï Øy-àőďă ŕőńĺőàĺěŋâĺàőćăŋŋőčő łćăğĺâőàĺçěáÄ łőčő ňŋőčőőąàăğĺï // ŞŇŊ. 1999. Š. 54. ò5. Ś. 169{170.

[70] Panov T. E. Hirzebruch genera of manifolds with torus actions // Preprint, 1999; � �. [71] Peeva I., Reiner V., Welker V. Cohomology of real diagonal subspace arrangements via resolutions // Compositio Math. 1999. V. 117. ò1. P. 99{115.

[72] Ŕőŋâàïčĺŋ Ń. Ś. Őáŋőćë łőňąĺŋăâőàŋőľ âőŕőńőčĺĺ. Ň.: Ŋăãłă, 1986. [73] Ranicki A. A. On the Hauptvermutung // The Hauptvermutung book, K-Monogr. Math.

V. 1. Dordrecht: Kluwer Acad. Publ., 1996. P. 3{31.

[74] Reisner G. Cohen{Macaulay quotients of polynomial rings // Adv. Math. 1976. V. 21.

P. 30{49.

[75] Řãàł Ł., Śăŋďěàáőŋ Ą. Ććěďěŋĺě ć łãáőçŋő-ńĺŋěľŋãî âőŕőńőčĺî. Ň.: Ňĺà, 1974. [76] Ÿâăŋìłő Ň. Ă., Ÿâőčàĺŋ Ň. Ĺ. Ő ćńőęěŋĺïå łãąĺçěáłĺå ňŋőčőőąàăğĺľ ĺ łőňŕńěłÄ áőć ć łãąĺçěáłãî àěèěâłã // ŞŇŊ. 1992. Š. 47. ò1. Ś. 219{220.

[77] Smith L. Homological algebra and the Eilenberg{Moore spectral sequence // Trans. Amer.

Math. Soc. 1967. V. 129. P. 58{93.

[78] Sommerville D. M. Y. The relations connecting the angle-sums and volume of a polytope in space of n dimensions // Proc. Roy. Soc. London Ser. A. 1927. V. 115. P. 103{119.

[79] Stanley R. Hilbert functions of graded algebras // Adv. Math. 1978. V. 28. P. 57{83. [80] Stanley R. The number of faces of simplicial convex polytope // Adv. Math. 1980. V. 35.

P. 236{238.

[81] Stanley R. A monotonicity property of h-vectors and h^∗-vectors // European J. Combin.

1993. V. 14. P. 251{258.

[82] Stanley R. Combinatorics and Commutative Algebra. Boston: Birkh-auser, 1996.

106 Ć. Ň. ĄŞŢŸŠĂĄĚŘ, Š. Ě. ŔĂŊŐĆ

[83] Stanley R. Positivity problems and conjectures in algebraic combinatorics // Mathematics:

Frontiers and Perspectives / ed. V. Arnold et al. Providence, RI: Amer. Math. Soc., 2000. P. 295{319.

[84] Śâőŋč Ř. Ğăňěâłĺ ŕő âěőàĺĺ łőąőàďĺğňőć. Ň.: Ňĺà, 1973.

[85] Tay T., White N., Whiteley W. Skeletal rigidity of simplicial complexes. I, II // European. J. Combin. 1995. V. 16. ò4. P. 381{403; ò5. P. 503{523.

[86] Šĺňőàĺŋ Ć. Ă. Ăŋăńőč áőőâŋőèěŋĺľ Ţőďęă{Řĺňăŋă ďńï ŕàőáâëå ćëŕãłńëå ňŋőčőčàăŋÄ ŋĺłőć // ŞŇŊ. 1999. Š. 54. ò2. Ś. 113{162.

[87] Ćăáĺńìěć Ć. Ă. Šőŕőńőčĺï ďőŕőńŋěŋĺľ ł ďĺáłàĺňĺŋăŋâăň. Ň.: Ťăğĺá, 1997. [88] Yuzvinsky S. Small rational model of subspace complement // Preprint, 1999; � �. [89] Ziegler G. Lectures on Polytopes. New York: Springer-Verlag, 1995.

Ňőáłőćáłĺľ čőáãďăàáâćěŋŋëľ ãŋĺćěàáĺâěâ ĺň. Ň.Ć. Ńőňőŋőáőćă E-mail� � � �

Ŕőáâãŕĺńă ć àěďăłæĺî 10.08.2000