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 > 1 ÌÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl.
á‡‰‡˜‡ Ó ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ı Â¯Â-

ÌËÈ ÓÔÂ‡ÚÓÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò Ô‡‡ÏÂÚÓÏ ·˚Î‡
‚ÔÂ‚˚Â ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ì‡ ÚÓÔÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍËÏË ÏÂÚÓ‰‡ÏË
å.Ä. ä‡ÒÌÓÒÂÎ¸ÒÍËÏ ‚ 1950-ı „Ó‰‡ı ‚ ÍÌË„Â [1],
Ú‡Ï ‚‚Â‰ÂÌÓ ÔÓÌflÚËÂ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍË ·Ë-
ÙÛÍ‡ˆËË (ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ [2]) Ë ÔÂ‰ÎÓÊÂÌ Ó·˘ËÈ
ÔËÌˆËÔ ÒÏÂÌ˚ ËÌ‰ÂÍÒ‡, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘ËÈ ÛÒÚ‡Ì‡‚-
ÎË‚‡Ú¸ Ì‡ÎË˜ËÂ ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Â¯Â-
ÌËÈ. ÖÒÎË ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡-
‡ÏÂÚ‡ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‚˚ÓÊ‰ÂÌËÂ ÌÂ˜ÂÚÌÓÈ Í‡Ú-
ÌÓÒÚË ÎËÌÂÈÌÓÈ ˜‡ÒÚË ÒËÒÚÂÏ˚, ÚÓ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ
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[7] ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ì‡ ÒÚÛÍÚÛ‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ 2π-ÔÂËÓ‰Ë-
˜ÂÒÍËı Â¯ÂÌËÈ, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÌÂÓ„‡-
ÌË˜ÂÌÌ˚ı ‚ÂÚ‚ÂÈ. ÖÒÎË

ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ó‚ÌÓ ‰‚Â ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Â ‚ÂÚ‚Ë 2π-
ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı Â¯ÂÌËÈ, ÛıÓ‰fl˘Ëı ÔË λ → λ0 Í

·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË. ÖÒÎË  = 0, ÚÓ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÌÂÓ„‡-
ÌË˜ÂÌÌ˚ı ‚ÂÚ‚ÂÈ ÌÂ ÏÂÌ¸¯Â 6. èË‚Â‰ÂÌ ‡Î„Ó-
ËÚÏ ÔÓ‰Ò˜ÂÚ‡ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ ‚ÂÚ‚ÂÈ Ë ‰Îfl ·ÓÎÂÂ Ó·-
˘Ëı ÒÎÛ˜‡Â‚, Ó‰Ì‡ÍÓ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ � ‚ÒÂ„‰‡ ˜ÂÚÌ˚È
Ë ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚ¸ f Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ b(t; λ) +
+ f (x; λ). Ç [8] ·ÎËÁÍ‡fl ÍÓÌÒÚÛÍˆËfl ÔËÏÂÌÂÌ‡
‰Îfl ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl Ë ÓˆÂÌÍË ÍÓÎË-
˜ÂÒÚ‚‡ ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ‚ÂÚ‚ÂÈ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı
ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‚ ÒËÒÚÂÏ‡ı Ò „ËÒÚÂÂÁËÒÌÓÈ ÌÂÎËÌÂÈÌÓ-
ÒÚ¸˛ èÂÈÒ‡ı‡. ÑÎfl Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚflÏË,
Á‡‚ËÒfl˘ËÏË ÓÚ ‚ÂÏÂÌË (Ì‡ÔËÏÂ, ‚Ë‰‡ a(t) f(x)),
ËÎË Ò ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌÓÏ � ÒÓ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ÏË ÌÂ˜ÂÚÌÓÈ
ÒÚÂÔÂÌË, ÚÂıÌËÍ‡ ËÁ [7, 8] ÌÂÔËÏÂÌËÏ‡. çÓ‚˚È
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ä‡ÒÌÓÒÂÎ¸ÒÍËÈ

Ó·˘ËÈ ÔÓ‰ıÓ‰, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚È Ì‡ ÚÓ˜Ì˚ı ‡ÒËÏÔÚÓÚË-
Í‡ı ÔÓÂÍˆËÈ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚÂÈ, ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓ‡Ì‡-
ÎËÁËÓ‚‡Ú¸ ‚ÒÂ ‰‚‡Ê‰˚ ‚˚ÓÊ‰ÂÌÌ˚Â ÒÎÛ˜‡Ë ‰Îfl
ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚÂÈ Ò Ì‡Ò˚˘ÂÌËÂÏ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ Ó·-
˘Â„Ó ‚Ë‰‡.

èÛÒÚ¸ B – ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, ÒÓ-
ÒÚÓfl˘ÂÂ ËÁ 2π-ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ (Ì‡ÔË-
ÏÂ, B = L2). ç‡ÁÓ‚ÂÏ Ô‡Û (x, λ), ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌÌÛ˛ ËÁ
ÙÛÌÍˆËË x ∈ B Ë ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚ‡ λ, ‡Ò¯ËÂÌ-
Ì˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl (1), ÂÒÎË x Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl-
ÂÚ (1) ÔË ˝ÚÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË λ. èÛÒÚ¸ �B – ÏÌÓÊÂ-
ÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ‡Ò¯ËÂÌÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ (x, B), x ∈ B. áÌ‡-
˜ÂÌËÂ λ0 Ô‡‡ÏÂÚ‡ Ì‡ÁÓ‚ÂÏ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ
ÚÓ˜ÍÓÈ ·ËÙÛÍ‡ˆËË ‚ Ç, ÂÒÎË ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÓÍÂÒÚ-
ÌÓÒÚË U(λ0) ÚÓ˜ÍË λ0 ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó {x: (x, λ) ∈ �B,
λ ∈ U(λ0)} ÌÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÓ ÔÓ ÌÓÏÂ B.

èÓÎÓÊËÏ Zρ = {(x, λ): ||x||B < ρ, λ ∈ Λ}. ëÎÂ‰Ûfl
[1, 2], Ì‡ÁÓ‚ÂÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó � ⊂ �B (ÒÓÒÚÓfl˘ÂÂ ËÁ
‡Ò¯ËÂÌÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ) ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ ÌÂÔÂ-
˚‚ÌÓÈ ‚ÂÚ‚¸˛, ÂÒÎË ÔË Î˛·ÓÏ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ
·ÓÎ¸¯ÓÏ ρ > 0 Ì‡ „‡ÌËˆÂ Í‡Ê‰Ó„Ó ÒÓ‰ÂÊ‡˘Â„Ó
Zρ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Γ ⊂ B × � ÂÒÚ¸ ıÓÚfl
·˚ Ó‰Ì‡ ÚÓ˜Í‡ (x, λ) ∈ �\Zρ. ÖÒÎË � – ÌÂÓ„‡ÌË-
˜ÂÌÌ‡fl ‚ÂÚ‚¸ Ë ÔË λ ≠ λ0 Û ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó
ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡ � ÌÂÚ ÍÓÌÂÈ ‚Ë‰‡ ki ÔË ˆÂÎ˚ı k, ÚÓ

(2)

Ë λ0 fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ ·ËÙÛÍ‡-
ˆËË. çÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÛ˛ ‚ÂÚ‚¸ � Ì‡ÁÓ‚ÂÏ Ì‡Ô‡‚-
ÎÂÌÌÓÈ ÔË λ → λ0, ÂÒÎË ‚ÂÌÓ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (2) Ë

‚ÂÍÚÓ (ÙÛÌÍˆË˛) Â Ì‡ÁÓ‚ÂÏ ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚Ï ‰Îfl �.
ç‡Ô‡‚ÎÂÌÌ‡fl ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌ‡fl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ‚ÂÚ‚¸
ÏÓÊÂÚ ÌÂ ·˚Ú¸ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÍË‚ÓÈ ‚ ÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚Â B × �.

çÖÇõêéÜÑÖççõâ ëãìóÄâ

èÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÏ ̃ ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl f ÌÂÔÂ˚‚Ì‡ ÔÓ ÒÓ-
‚ÓÍÛÔÌÓÒÚË ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı t, x ∈ �, λ ∈ Λ, „ÎÓ·‡Î¸ÌÓ
Ó„‡ÌË˜ÂÌ‡ Ë ÔÂËÓ‰Ë˜Ì‡ ÔÓ t Ò ÔÂËÓ‰ÓÏ 2π:

Ë ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ

(3)

ÔË˜ÂÏ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚ¸ g ‡‚ÌÓÏÂÌÓ Ï‡Î‡ Ì‡ ·ÂÒ-
ÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË:

λ λ0–
x λ,( ) �\Zρ∈

sup
ρ ∞→
lim 0=

x
x B

---------- e–
Bx λ,( ) �\Zρ∈

sup
ρ ∞→
lim 0;=

f t 2π+ x; λ,( ) f t x; λ,( ), f t x; λ,( ) CF≤=

f t x; λ,( ) b x; λ( ) a t; λ( ) x( ) +sign+=

+ g t x; λ,( ),

g t x; λ,( )
t 0 2π,[ ]; λ Λ∈ ∈

sup
x ∞→
lim 0.=

ÖÒÎË a � 0, ÚÓ g ËÏÂÂÚ ‡Á˚‚ ‚ ÌÛÎÂ, ÍÓÏÔÂÌÒË-
Û˛˘ËÈ ÒÍ‡˜ÓÍ ÙÛÌÍˆËË sign(x). ä‡Ê‰‡fl ÙÛÌÍˆËfl
f (t, x; λ), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘‡fl ‡‚ÌÓÏÂÌÓÏÛ ÛÒÎÓ-
‚Ë˛ Ì‡Ò˚˘ÂÌËfl

ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ (3) ÔË b(t; λ) = ( f +(t; λ) + f –(t; λ)) Ë a(t;

λ) = ( f +(t; λ) – f –(t; λ)).

èÛÒÚ¸ M(±i, λ0) ≠ 0. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÍÓÌÂÈ ‚Ë‰‡ ±ki
(k ≠ 1) Û ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡ L ÌÂÚ, ÚÓ ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡-
Î˚ı |λ – λ0| ≠ 0 Û ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡ � ÌÂÚ ÍÓÌÂÈ ‚Ë‰‡ ki
ÔË ˆÂÎ˚ı k, ·Û‰ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ Ëı ÌÂÚ ÔË
‚ÒÂı λ ∈ Λ, λ ≠ λ0. ìÒÎÓ‚ËÂ å(±i; λ0) ≠ 0 ÌÂ Ì‡Û¯‡-
ÂÚ Ó·˘ÌÓÒÚË: ÂÒÎË M(±i; λ0) = 0, ÚÓ Ì‡‰Ó ‚˚·Ë‡Ú¸
‰Û„ÓÈ Ô‡‡ÏÂÚ.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÌÂÔÂ˚‚ÌÛ˛ π-ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÛ˛
ÔÓ ϕ ÙÛÌÍˆË˛

èÛÒÚ¸ a(t; λ) = a1(t; λ) + a2(t; λ), „‰Â a1(t; λ) = –a1(t + π;
λ), a2(t; λ) = a2(t + π; λ); ‚ a1 ÒÓ·‡Ì˚ ‚ÒÂ „‡ÏÓÌËÍË
Ò ÌÂ˜ÂÚÌ˚ÏË ÌÓÏÂ‡ÏË, ‡ ‚ a2 – Ò ˜ÂÚÌ˚ÏË. èÛÒÚ¸

‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚË ÔÛÒÚ¸ ψ0 = . ëÔ‡‚Â‰ÎË‚‡

ÙÓÏÛÎ‡

ÌÂ˜ÂÚÌ˚Â „‡ÏÓÌËÍË ÙÛÌÍˆËË a(t; λ) (ËÁ ÌËı ÒÓ-
ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ ÙÛÌÍˆËfl a1) ‚ ÙÓÏÛÎÛ ‰Îfl V ÌÂ ‚ıÓ‰flÚ.
èÓÎÓÊËÏ ÔË Í‡Ê‰ÓÏ λ ∈ Λ

f t x; λ,( ) f ± t; λ( )–
t 0 2π,[ ]; λ Λ∈ ∈

sup
x ∞±→
lim 0,=

1
2
---

1
2
---

V ϕ; λ( ) e t ϕ+( )ia t; λ( ) t ϕ+( )sin( )sign t ≡d

0

2π

∫=

≡ etia t ϕ; λ–( ) tsin( )sign t.d

0

2π

∫

a2 t; λ( ) α 2t; λ( ),=

α t; λ( ) αk λ( ) kt ψk+( ),sin
k 0=

∞

∑=

π
2
---

V ϕ; λ( ) 4
αk λ( )
4k2 1–
----------------- 2k 2kϕ ψk–( ) +cos(

k 0=

∞

∑=

+ i 2kϕ ψk–( ) );sin

b λ( ) eitb t; λ( ) t,d

0

2π

∫=

ρ ϕ( ) Re M i; λ0( ) eϕib λ0( ) V ϕ; λ0( )+( )( ).=
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ÑÇéâçéÖ ÇõêéÜÑÖçàÖ Ç áÄÑÄóÖ 3

í Â Ó  Â Ï ‡  1. èÛÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËfl ρ ÌÂ ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛
ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ. ÖÒÎË |ρ| > 0, ÚÓ ‚ÒÂ 2π-ÔÂËÓ‰Ë˜Â-
ÒÍËÂ Â¯ÂÌËfl xλ Û‡‚ÌÂÌËfl (1) ‰ÓÔÛÒÍ‡˛Ú Ó·˘Û˛
‡ÔËÓÌÛ˛ ÓˆÂÌÍÛ. ä‡Ê‰ÓÏÛ Ó·‡ÒÚÌÓÏÛ1 ÌÛÎ˛
ϕ∗ ÙÛÌÍˆËË ρ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌ‡fl ÌÂ-
Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ‡fl ‚ÂÚ‚¸ Ò ÔÂ‰ÂÎÓÏ sin(t + ϕ∗).

Ç ÚÂÓÂÏÂ 1 ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ÛÒÎÓ‚Ëfl, ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛-
˘ËÂ ÚÓÎ¸ÍÓ „Î‡‚ÌÛ˛ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÛ˛ ˜‡ÒÚ¸ b(t; λ) +
+ a(t; λ)sign(x) ÙÛÌÍˆËË f. íÂÓÂÏ‡ 1 ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ‡‚-
ÚÓÓÏ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò Ñ.à. ê‡˜ËÌÒÍËÏ, ÓÌ‡ Ó·˙flÒÌfl-
ÂÚ Ë Ó·ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÂÚ ÔÓËÒıÓÊ‰ÂÌËÂ Ë ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓÒÚ¸ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Ëı ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÈ.

ÇõêéÜÑÖççõâ ëãìóÄâ

Ñ‡ÎÂÂ ‚ ÒÓÓ·˘ÂÌËË Ï˚ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÏ, ˜ÚÓ ÓÒ-
ÌÓ‚ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ÚÂÓÂÏ˚ 1 – ÙÛÌÍˆËfl ρ ÌÂ ‡‚Ì‡
ÌÛÎ˛ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ – ÌÂ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl. èÓÒÚ˚Â
‚˚ÍÎ‡‰ÍË ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ρ ≡ 0, ÂÒÎË Ë ÚÓÎ¸ÍÓ
ÂÒÎË Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ˚ ÚË ÛÒÎÓ‚Ëfl:

(4)

ÓÌË ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl ‚˚ÔÓÎÌÂÌÌ˚ÏË ‚Ó ‚ÒÂı ÚÂÓ-
ÂÏ‡ı ˝ÚÓ„Ó ‡Á‰ÂÎ‡.

ÖÒÎË α0(λ0) = 0, ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl ‡ ‡ÌÚËÔÂËÓ‰Ë˜Ì‡.
Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Ò˛‰‡ ‚ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ÒÎÛ˜‡È a(t; λ0) ≡ 0,
Ú.Â. f ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ b(t; λ) + g(t, x; λ), „‰Â g → 0 ÔË x → ∞.
èË α0(λ0) = 0 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl ÒÎÛ˜‡Ë
ReM(i; λ0) ≠ 0 (ÚÂÓÂÏ‡ 2) Ë ReM(i; λ0) = 0 (ÚÂÓÂÏ‡ 3).

ëÎÛ˜‡È α0(λ0) ≠ 0 ‡ÒÒÏÓÚÂÌ ‚ ÚÂÓÂÏÂ 4, ÓÌ‡
Ó·Ó·˘‡ÂÚ ˜‡ÒÚ¸ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ‡·ÓÚ˚ [7], Ú‡Ï ÏÂ-
ÚÓ‰˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛Ú ˜ÂÚÌÓÒÚ¸ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡ � Ë ‡-
‚ÂÌÒÚ‚Ó a ≡ const. ÇÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ÒÎÛ˜‡fl α0(λ0) ≠ 0
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÚÂÏ, ˜ÚÓ ÌÛÎÂ‚‡fl „‡ÏÓÌËÍ‡ ÍÓÏ-
ÔÎÂÍÒÌÓÁÌ‡˜ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË V ˜ËÒÚÓ ÏÌËÏ‡fl.

èÛÒÚ¸ g ÎËÔ¯ËˆÂ‚‡ ÔÓ t Ë ÔÛÒÚ¸ ÔË t, s, x ∈ �,
λ ∈ Λ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÓˆÂÌÍË

„‰Â G: [0, ∞] → (0, ∞) ÌÂÔÂ˚‚Ì‡, ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ Û·˚-
‚‡ÂÚ Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛

(5)

èÛÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËË a, b Ë g (‡ ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ë f ) ÎËÔ-
¯ËˆÂ‚˚ ÔÓ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ λ:

1 çÛÎ¸ ÙÛÌÍˆËË Ì‡ÁÓ‚ÂÏ Ó·‡ÒÚÌ˚Ï, ÂÒÎË ÓÌ ËÁÓÎËÓ‚‡Ì Ë ‚
Â„Ó ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÙÛÌÍˆËfl ÏÂÌflÂÚ ÁÌ‡Í.

b λ0( ) 0; α0 λ0( )ImM i; λ0( ) 0;= =

αk λ0( ) 0 ÔË k 1 2 …;, ,= =

g t x; λ,( ) G x( ),≤
g t x; λ,( ) g s x; λ,( )– G x( ) t s– ,≤

G u( ) ud

∞

∫ ∞.<

b t; λ1( ) b t; λ0( )– a t; λ1( ) a t; λ0( )– ,,
g t x, ; λ1( ) g t x, ; λ0( )– K λ1 λ0– .≤

ìÒÎÓ‚ËÂ (5) ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·˚ÒÚÛ˛ ÒıÓ‰Ë-
ÏÓÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËË G Í ÌÛÎ˛ Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË. ê‡ÌÂÂ
(ÒÏ. [9]) ËÁÛ˜‡Î‡Ò¸ ÎË¯¸ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ‡fl ÒËÚÛ‡-
ˆËfl, ÍÓ„‰‡ ÙÛÌÍˆËfl g, Ì‡Ó·ÓÓÚ, Û·˚‚‡ÂÚ Í‚‡ÎË-
ÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓ ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ Ë ÒÓı‡ÌflÂÚ ÁÌ‡Í: ‚˚ÔÓÎ-
ÌÂÌ˚ ÛÒÎÓ‚Ëfl

ÑÎfl ÒÎÛ˜‡fl a ≡ 0 ·ÎËÁÍËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡-
ÎËÒ¸ Ë ‡ÌÂÂ (ÒÏ. [6] Ë ËÏÂ˛˘Û˛Òfl Ú‡Ï ·Ë·ÎËÓ„‡-
ÙË˛).

Ç ÒËÎÛ ÛÒÎÓ‚ËÈ (4) ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËfl

(6)

ÒÚÓËÚ ÙÛÌÍˆËfl, ÌÂ ËÏÂ˛˘‡fl ÔÂ‚˚ı „‡ÏÓÌËÍ Í fl-
‰Û îÛ¸Â. Ç ÒËÎÛ ÛÒÎÓ‚Ëfl L(ki) ≠ 0 ÔË ̂ ÂÎ˚ı k ≠ ±1 Ë
‡Î¸ÚÂÌ‡ÚË‚˚ îÂ‰„ÓÎ¸Ï‡ ÔË Í‡Ê‰ÓÏ ϕ ÒÛ˘Â-
ÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÂ 2π-ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ
hϕ Û‡‚ÌÂÌËfl (6), ÌÂ ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ „‡ÏÓÌËÍË sint Ë
cost. èÓ Â¯ÂÌË˛ hϕ ÔÓÒÚÓËÏ ÙÛÌÍˆËË Θ = Θ1 + Θ2,
„‰Â

(7)

Ë Ψ = Ψ1 + Ψ2, „‰Â

í Â Ó  Â Ï ‡  2. èÛÒÚ¸ α0(λ0) = 0, ReM(i; λ0) ≠ 0 Ë
ÔÛÒÚ¸ ‡ÌÚËÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍ‡fl ÙÛÌÍˆËfl Θ ÌÂ ‡‚Ì‡
ÌÛÎ˛ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ.

íÓ„‰‡ Í‡Ê‰˚È ÂÂ Ó·‡ÒÚÌ˚È ÌÛÎ¸ ϕ∗ ÔÓÓÊ-
‰‡ÂÚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌÛ˛ ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÛ˛ ‚ÂÚ‚¸ 2π-ÔÂ-
ËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı Â¯ÂÌËÈ. ÖÒÎË ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ

(8)

ÚÓ ˝Ú‡ ‚ÂÚ‚¸ ËÏÂÂÚ ‡ÒËÏÔÚÓÚËÍÛ xr(t) = r sin(t +
+ ϕr) + (t) + o(1),

g t x; λ,( ) x( )sign ϕ x( ), ϕ u( ) ud

∞

∫≥ ∞.=

L p( )x b t; λ0( ) a t; λ0( ) t ϕ+( )sin( ) –sign+=

–
4
π
---α0 λ0( ) t ϕ+( )sin

Θ1 ϕ( ) g ϕ– u; λ0,( ) g π ϕ– u; λ0,( )–( ) u,d

∞–

∞

∫=

Θ2 ϕ( ) 2a ϕ; λ0–( )hϕ ϕ–( ) –=

– 2a π ϕ; λ0–( )hϕ π ϕ–( ),

Ψ1 ϕ( ) u g ϕ– u hϕ ϕ–( ); λ0+,( ) +(
∞–

∞

∫=

+ g π ϕ– u hϕ π ϕ–( ); λ0+,( ) )du,

Ψ2 ρ( ) a ϕ; λ0–( )hϕ
2 ϕ–( )– a π ϕ; λ0–( )hϕ

2 π ϕ–( ).–=

uG u( ) ud

∞

∫ ∞,<

hϕ*
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ä‡ÒÌÓÒÂÎ¸ÒÍËÈ

Ç ÛÒÎÓ‚Ëflı ÚÂÓÂÏ˚ 2 Í‡Ê‰ÓÏÛ ÓÚÂÁÍÛ, Ì‡ ÍÓÚÓ-
ÓÏ ÙÛÌÍˆËfl Θ ÏÂÌflÂÚ ÁÌ‡Í (ÌÂÓ·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÓÍÂÒÚ-
ÌÓÒÚË Ó·‡ÒÚÌÓ„Ó ÌÛÎfl), ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ (‚ÓÁÏÓÊÌÓ,
ÌÂ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl) ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌ‡fl ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl
‚ÂÚ‚¸ 2π-ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı Â¯ÂÌËÈ.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Θ ‡ÌÚËÔÂËÓ‰Ë˜Ì‡, ÚÓ ÂÂ ÌÛÎË ÒÛ-
˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ë ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Ó·‡ÒÚÌ˚ı ÌÛÎÂÈ ˜ÂÚÌÓ.
íÂÓÂÏ‡ ÌÂ ‡·ÓÚ‡ÂÚ ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË f (t, x; λ) = b(t; λ) +
+ g(x; λ), ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â a(t; λ) ≡ 0 Ë Θ1 ≡ Θ2 ≡ Θ ≡ 0.

ÑÛ„ÓÈ ÔËÏÂ: f (t, x; λ) = b(t) + a(t) f (x), f (x) =
= sign(x) + g(x). íÓ„‰‡

ì ÙÛÌÍˆËË Θ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÂÒÚ¸ ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ
‰‚‡ ÌÛÎfl ‡ÌÚËÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ÙÛÌÍˆËË a ÔÎ˛Ò
ÒÍÓÎ¸ÍÓ-ÚÓ ÌÛÎÂÈ ÒÓÏÌÓÊËÚÂÎfl γ. ÖÒÎË ˜ËÒÎÓ

‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡ÎÓ, ÚÓ Û ˝ÚÓ„Ó ÒÓÏÌÓÊËÚÂÎfl ÂÒÚ¸ ÔÓ
Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ ˜ÂÚ˚Â ÌÛÎfl (hϕ ÌÂ ÒÓ‰ÂÊËÚ ÔÂ-
‚ÓÈ „‡ÏÓÌËÍË), Û ÙÛÌÍˆËË Θ ÂÒÚ¸ ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂ-
Â ¯ÂÒÚ¸ ÌÛÎÂÈ.

á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ ÚÂÓÂÏ˚ 2 ÒÓı‡ÌflÂÚ ÒËÎÛ, ÂÒÎË f
ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ (3) ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË λ = λ0.

èÛÒÚ¸ α0(λ0) = ReM(i; λ0) = 0. á‰ÂÒ¸ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚
2π-ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı Â¯ÂÌËÈ ËÏÂ˛Ú ÔÓfl‰ÓÍ ÌÂ |λ –
– λ0|–1/3, Í‡Í ‚ ÚÂÓÂÏÂ 2, ‡ ÔÓfl‰ÓÍ |λ – λ0|–1/2.

í Â Ó  Â Ï ‡  3. èÛÒÚ¸ (λ) = (λ – λ0) + o(λ –

− λ0) ÔË  ≠ 0. èÛÒÚ¸

(9)

Ë ÔÛÒÚ¸ G Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ (8).
íÓ„‰‡ Í‡Ê‰˚È Ó·‡ÒÚÌ˚È ÌÛÎ¸ ϕ∗ ÙÛÌÍˆËË

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌÛ˛ ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÛ˛ ‚ÂÚ‚¸
2π-ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı Â¯ÂÌËÈ, ÓÌ‡ ËÏÂÂÚ ‡ÒËÏÔÚÓ-
ÚËÍÛ xr(t) = r sin(t + ϕr) + (t) + o(1),

λr λ0
Ψ ϕ*( )

πReM i; λ0( )
--------------------------------r 3– o r 3–( ),+ +=

ϕr ϕ* o 1( ).+=

Θ ϕ( ) 2a ϕ–( )γ ϕ( ),=

γ ϕ( ) g u( ) ud

∞–

∞

∫ hϕ ϕ–( ) hϕ π ϕ–( ).+ +=

γ ϕ( ) ϕd

0

2π

∫ 2π g u( ) ud

∞–

∞

∫ hϕ ϕ–( ) hϕ π ϕ–( )+( ) ϕd

0

2π

∫+=

b b'

b'

g t x; λ,( ) g t x; λ,( )– G x( ) λ λ0– ,≤

x t, �, λ Λ,∈ ∈

Φ ϕ( ) Im b'eϕi( )Θ ϕ( ) πΨ ϕ( )ImM i; λ0( )+=

hϕ*

λr λ0
Θ ϕ*( )

πImM i; λ0( )
--------------------------------r 2– o r 2–( ),+ +=

ϕr ϕ* o 1( ).+=

Ç ÛÒÎÓ‚Ëflı ÚÂÓÂÏ 2 Ë 3 ÙÛÌÍˆËË Θ2 Ë Ψ2 ÓÔÂ-
‰ÂÎfl˛ÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚‡Ï

èÛÒÚ¸ α0(λ0) ≠ 0, ImM(i; λ0) = 0. íÂÔÂ¸ ÙÛÌÍˆËfl
‡ ÌÂ ‡ÌÚËÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍ‡fl: a(t; λ0) = α0(λ0) + a1(t; λ0).
èÛÒÚ¸

èÓ ÙÛÌÍˆËflÏ (7) ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÙÛÌÍˆË˛

í Â Ó  Â Ï ‡  4. èÛÒÚ¸ M(i; λ0)α0(λ0) = ReM(i;
λ0)α0(λ0) ≠ 0. èÛÒÚ¸ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ ãËÔ¯Ëˆ‡
(9). èÛÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËfl Ξ ÌÂ ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛ ÚÓÊ‰Â-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ.

íÓ„‰‡ Í‡Ê‰˚È Ó·‡ÒÚÌ˚È ÌÛÎ¸ ϕ∗ ÙÛÌÍˆËË Ξ
ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌÛ˛ ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÛ˛ ‚ÂÚ‚¸
2π-ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı Â¯ÂÌËÈ xr(t) = r sin(t + ϕr) +
+ (t) + o(1),

ÖÒÎË Ξ ≠ 0, ÚÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó 2π-ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı Â-
¯ÂÌËÈ Ó„‡ÌË˜ÂÌÓ.

èË‚Â‰ÂÏ Ô  Ë Ï Â . èÛÒÚ¸ ImM(i; λ) = 0 Ë f (t,
x; λ) = b(t) + f (x),  = 0 Ë f Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛

Ì‡Ò˚˘ÂÌËfl f → ±  ≠ 0 ÔË x → ±∞. íÓ„‰‡ ÍÓÎË˜Â-
ÒÚ‚Ó ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı ‚ÂÚ‚ÂÈ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË
λ = λ0 ÌÂ ÏÂÌÂÂ, ˜ÂÏ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Ó·‡ÒÚÌ˚ı ÌÛÎÂÈ
‡ÌÚËÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ÙÛÌÍˆËË hϕ(–ϕ) – hϕ(π – ϕ), ÌÂ
ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÈ ÔÂ‚ÓÈ „‡ÏÓÌËÍË. Ç ÒËÎÛ ÚÂÓÂÏ˚
òÚÛÏ‡–ÉÛ‚Ëˆ‡ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, Á‡‰‡˜Û 1996-5 ‚
[10]) ˝Ú‡ ÙÛÌÍˆËfl ËÏÂÂÚ ÌÂ ÏÂÌÂÂ ¯ÂÒÚË ÔÂÂÏÂÌ
ÁÌ‡Í‡, Í‡Ê‰‡fl ËÁ ÍÓÚÓ˚ı, ‚ÓÓ·˘Â „Ó‚Ófl, ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÂÂ Ó·‡ÒÚÌÓÏÛ ÌÛÎ˛.

îÛÌÍˆËfl hϕ(–ϕ) – hϕ(π – ϕ) ‚ ‚Ë‰Â fl‰‡ îÛ¸Â,
ÔÓÒÚÓÂÌÌÓ„Ó ÔÓ fl‰Û îÛ¸Â ÙÛÌÍˆËË b, ËÒÔÓÎ¸-
ÁÓ‚‡Î‡Ò¸ ‚ [7] ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl Im�(i; λ) ≡ 0.

èêéÖäñàà çÖãàçÖâçéëíÖâ

á‰ÂÒ¸ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡ÌÓ ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ÛÚ‚Â-
Ê‰ÂÌËÂ Ó· ‡ÒËÏÔÚÓÚËÍ‡ı ÔÓÂÍˆËÈ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚÂÈ,
ÓÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú Ò‡ÏÓÒÚÓflÚÂÎ¸Ì˚È ËÌÚÂÂÒ Ë ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ÔË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËË ‡ÁÎË˜Ì˚ı ‚˚ÓÊ-
‰ÂÌÌ˚ı Á‡‰‡˜ Ó ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËı ÍÓÎÂ·‡ÌËflı.

Θ2 ϕ( ) 2a ϕ– ; λ0( ) hϕ ϕ–( ) hϕ π ϕ–( )+( ),=

Ψ2 ϕ( ) a ϕ; λ0–( ) hϕ
2 ϕ–( ) hϕ

2 π ϕ–( )–( ).–=

ImM i; λ( ) λ λ0–( )M�' o λ λ0–( ),+=

b λ( ) b' λ λ0–( ) o λ λ0–( ).+=

Ξ ϕ( ) Θ1 ϕ( ) Θ2 ϕ( ) ++=

+ Re b'eϕi( )
4α0 λ0( )

πM i; λ0( )
------------------------

16M�' α0
2 λ0( )

πM2 i; λ0( )
-------------------------------.–

hϕ*

λr λ0

4α0 λ0( )
πM i; λ0( )
------------------------r 1– o r 1–( ), ϕr+ + ϕ* o 1( ).+= =

b

f



ÑéäãÄÑõ ÄäÄÑÖåàà çÄìä      ÚÓÏ 419      ‹ 1    2008

ÑÇéâçéÖ ÇõêéÜÑÖçàÖ Ç áÄÑÄóÖ 5

èÛÒÚ¸ Ì‡ [t1, t2] ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ ÒÍ‡ÎflÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl
e ∈ C1, Û ÍÓÚÓÓÈ ÂÒÚ¸ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÌÛÎ¸ t0 ∈ (t1,
t2). èÛÒÚ¸

á‡ÙËÍÒËÛÂÏ ˆÂÎÓÂ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ˆÂÎÓÂ
ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ k, ÔË ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ı ÚÂÓÂÏ
ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÒÎÛ˜‡Ë k = 0 Ë k = 1.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó � = �(k, α, ηq) (α(t) → 0
ÔË t → t0) ‚ÒÂı ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı ÒÍ‡ÎflÌ˚ı 2π-ÔÂË-
Ó‰Ë˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ q, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÛÒÎÓ‚Ë˛

ÔË ÌÂÍÓÚÓÓÏ q(k) ∈ �, |q(k)| ≤ ηq. é˜Â‚Ë‰ÌÓ ÂÒÎË
k = 0, ÚÓ q(0) = q(t0); ÂÒÎË k = 1, ÚÓ q(t0) = 0 Ë q(1) =
= q'(t0) Ë Ú.‰.

á‡‰‡‰ËÏÒfl Û·˚‚‡˛˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ G: [0, ∞) →
→ (0, ∞), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ÂÈ

(10)

èË k = 0 ÛÒÎÓ‚ËÂ (10) ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò (5), ÔË k = 1
ÛÒÎÓ‚ËÂ (10) – Ò (8). èÓÒÚÓËÏ ÔÓ ÙÛÌÍˆËË G ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚Ó � = �(G) ÙÛÌÍˆËÈ g: [t1, t2] × � → �, ‰Îfl
ÍÓÚÓ˚ı

éˆÂÌËÏ ÔË ‚ÒÂı g ∈ �, q ∈ � ËÌÚÂ„‡Î˚

í Â Ó  Â Ï ‡  5. èË Í‡Ê‰ÓÏ η, ηq > 0 ÒÔ‡‚Â‰ÎË-
‚˚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl

ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ˜‡ÒÚË˜ÌÓÈ ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ
ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ êÓÒÒËÈÒÍÓ„Ó ÙÓÌ‰‡ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ı
ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ („‡ÌÚ˚ 06-01-00256 Ë 06-01-72552).
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e t0( ) 0, e t( ) t t0–( ) e' β t( )+( ),= =

e' 0, β' t( ) cβ, β t( ) 0, t t0.→ →≤≠

q t( ) t t0–( ) k– q k( )– α t( ), α t( )≤ 0, t t0,→ →

ukG u( ) ud

∞

∫ ∞.<

g t x,( ) G x( ),≤
g t x,( ) g s x,( )– t s– G x( ).≤

I0 r( ) I0 r; q r h g, , ,( ) q t( )g t re t( ) h t( )+,( ) t,d

t1

t2

∫= =

I1 r( ) I1 r; q r h, ,( )  ==

=  q t( ) re t( ) h t( )+( )sign e t( )( )sign–( ) t.d

t1

t2

∫

rk 1+ I0 r( ) e'( ) e'( ) k– 1– q k( ) ×∫sign–
g �; q �; h

C
1 η≤∈ ∈

sup
r ∞→
lim

× ukg t0 u h t0( )+,( ) ud

∞–

+∞

∫ 0,=

×
q �; h

C
1 η≤∈

sup
r ∞→
lim

× rk 1+ I1 r( ) 2q k( ) e'–( )sign
k 1+

----------------------------------
h t0( )–
e'

--------------- 
 

k 1+

– 0.=


