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Äëÿ íåðåçîíàíñíûõ íåàâòîíîìíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé, òèïà êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Äóôôèíãà, ïðåäëàãàþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâî-

âàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ñóáãàðìîíèê ñ âîçðàñòàþ-

ùèìè ê áåñêîíå÷íîñòè àìïëèòóäàìè è ïåðèîäàìè. Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ áëèçîñòüþ ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé ê íåêîòîðûì

íåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì ñ ðåçîíàíñíîé ãëàâíîé ëèíåéíîé ÷àñòüþ. Îñíîâíûå óñëî-

âèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñêîðîñòüþ íàñûùåíèÿ íåëèíåéíîñòè

íà áåñêîíå÷íîñòè, ãëàäêîñòüþ âûíóæäàþùåé ñèëû (íàñêîëüêî áûñòðî óáûâàþò

ãàðìîíèêè åå ðÿäà Ôóðüå) è òåì, êàê èððàöèîíàëüíàÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ëèíåé-

íîãî îñöèëëÿòîðà ïðèáëèæàåòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè.

1. Ââåäåíèå

1.1. Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàþòñÿ êâàçèëèíåé-

íûå óðàâíåíèÿ òèïà

(1) x′′ + α2x = b(t) + f(x).

Çäåñü α � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, f � ñêàëÿðíàÿ íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ íåëèíåéíîñòü,

à ôóíêöèÿ b ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé.

Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñóáãàðìîíèê (ò.å. ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé êðàòíî-

ãî ïåðèîäà 2nπ, n > 1) ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ àìïëèòóä. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ

ñóáãàðìîíèêè áîëüøèõ àìïëèòóä. Òàê êàê ÷èñëî α > 0 ïðåäïîëàãàåòñÿ èððàöèîíàëüíûì, òî

ìíîæåñòâî àìïëèòóä âñåõ 2nπ-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ïðè êàæäîì n îãðà-

íè÷åíî, îöåíêà çàâèñèò îò ÷èñëà n. Ïîýòîìó àìïëèòóäû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóáãàðìîíèê

ìîãóò âîçðàñòàòü ê áåñêîíå÷íîñòè, òîëüêî åñëè èõ ìèíèìàëüíûå ïåðèîäû òàêæå íåîãðàíè÷åí-

íî âîçðàñòàþò. Îáðàòíîå íåâåðíî: ìîãóò áûòü ñóáãàðìîíèêè áîëüøèõ ïåðèîäîâ, àìïëèòóäû

êîòîðûõ íå ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
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Íàñ èíòåðåñóþò ñóáãàðìîíèêè îáëàäàþùèå ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè ãðóáîñòè (òî÷íûå

ôîðìóëèðîâêè ïðèâåäåíû íèæå). Íàïðèìåð, äëÿ êàæäîé òàêîé ñóáãàðìîíèêè ìîæíî äîáà-

âèòü ìàëîå òðåíèå è ñóáãàðìîíèêà ñîõðàíèòüñÿ. Ìàëîñòü âîçìóùåíèÿ èíäèâèäóàëüíà äëÿ

êàæäîé ñóáãàðìîíèêè, íå óäàåòñÿ äîáàâèòü òàêîå ìàëîå ëèíåéíîå òðåíèå, ÷òîáû ñîõðàíè-

ëàñü âñå íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóáãàðìîíèê. Îäíàêî, åñëè äîáàâëÿòü ìàëîå

íåëèíåéíîå òðåíèå, äîñòàòî÷íî áûñòðî çàòóõàþùåå íà áåñêîíå÷íîñòè, òî ìîæåò ñîõðàíèòüñÿ

ñóùåñòâîâàíèå íåîãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóáãàðìîíèê.

Áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î íåëèíåéíîñòè ñóáãàðìîíèêè ìîãóò è íå ñóùåñòâî-

âàòü. Ïðîñòîé è åñòåñòâåííûé ïðèìåð � íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå x′′+α2x = sin t. Ó

íåãî åñòü åäèíñòâåííîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå xper(t) = (α2 − 1)−1 sin t, îñòàëüíûå ðåøåíèÿ

èìåþò âèä xper(t) + c sin(αt + ψ), ãäå c 6= 0 è ψ � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, ýòè ðåøåíèÿ

ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå.

Äðóãîãî òèïà ïðèìåðû âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé âèäà

x′′ + α2x = g(x), g(0) = 0, xg(x) < 0, x 6= 0.

Ôàçîâûé ïîðòðåò ëþáîãî òàêîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò èç çàìêíóòûõ êðèâûõ, îïðåäåëÿåìûõ

ïåðèîäè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ. Îäíàêî, ñêîëü óãîäíî ìàëàÿ äîáàâêà εx′ ðàçðóøàåò

âñå íåïîñòîÿííûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ íàøåãî óðàâíåíèÿ: óðàâíåíèå x′′+εx′+α2x = g(x)

íåíóëåâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé íå èìååò.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F îïåðàòîð ñäâèãà âäîëü òðàåêòîðèé óðàâíåíèÿ (1) çà âðåìÿ 2π (çà

ïåðèîä âûíóæäàþùåé ñèëû b). Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîé ïàðû x̄0 = (x0, x
′
0) ∈ R2 çíà÷åíèå

ȳ = Fx̄0 � ýòî äâóìåðíûé âåêòîð (x(2π), x′(2π)), ãäå x(t) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè x(0) =

x0, x
′(0) = x′0 äëÿ óðàâíåíèÿ (1).

Ñóáãàðìîíèêè x(t) óðàâíåíèÿ (1) ñ ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì 2nπ îïðåäåëÿþòñÿ ïåðèîäè-

÷åñêèìè òî÷êàìè x̄ îòîáðàæåíèÿ F ñ ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì n: F nx̄ = x̄.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Åñëè F : Rd 7→ Rd � ýòî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå,

D ⊂ Rd � îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî è z∗ ∈ Rd íå ïðèíàäëåæèò îáðàçó F (∂D) ãðà-

íèöû ∂D ìíîæåñòâà D, òî deg(F,D, z∗) îáîçíà÷àåò òîïîëîãè÷åñêóþ ñòåïåíü [1] îòîáðàæåíèÿ

F â z∗ îòíîñèòåëüíî D. Åñëè 0 6∈ F (∂D), òî îïðåäåëåíî âðàùåíèå γ(F,D) = deg(f,D, 0) âåê-

òîðíîãî ïîëÿ F íà ∂D. Ñâîéñòâà öåëîãî ÷èñëà γ(F,D) äåòàëüíî îïèñàíû â [2]. Åñëè a � ýòî

èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà âåêòîðíîãî ïîëÿ F (ò.å., åñëè F (a) = 0), òî èíäåêñîì Ind(a, F )

íàçûâàåòñÿ îáùåå çíà÷åíèå ÷èñåë γ(F,Ba(ε)), ãäå Ba(ε) îáîçíà÷àåò îòêðûòûé øàð ðàäèóñà

ε ñ öåíòðîì â òî÷êå a; çäåñü ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî. Òàêèì îáðàçîì, èíäåêñ õàðàêòåðèçóåò

àëãåáðàè÷åñêóþ êðàòíîñòü èçîëèðîâàííîãî ðåøåíèÿ a óðàâíåíèÿ F (z) = 0.

Äëÿ d = 2 ÷èñëî γ(F,D) äîïóñêàåò ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ, îáúÿñíÿ-

þùóþ ïðîèñõîæäåíèå ñâîåãî íàçâàíèÿ. Ïóñòü D � îòêðûòàÿ îáëàñòü â R2, îãðàíè÷åííàÿ

æîðäàíîâîé êðèâîé ∂D è F (z) 6= 0 ïðè z ∈ ∂D. Èçîáðàçèì ïîëå F (z), z ∈ ∂D â âèäå íàáî-

ðà âåêòîðîâ, íà÷èíàþùèõñÿ â òî÷êå z [3]. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ òî÷êó z0 ⊂ ∂D, îáîéäåì

êðèâóþ ∂D ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè è âû÷èñëèì êîëè÷åñòâî ïîëíûõ îáîðîòîâ, ñîâåðøåííûõ

âåêòîðîì F (z). Ïîëó÷åííîå öåëîå ÷èñëî è ÿâëÿåòñÿ âðàùåíèåì γ(F, ∂D).
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óðàâíåíèå (1) èìååò òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâóþ íåîãðàíè÷åííóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóáãàðìîíèê, åñëè äëÿ êàæäîãî R > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå íàòóðàëüíîå

÷èñëî n è òàêóþ îáëàñòü D, öåëèêîì ëåæàùóþ âíå êðóãà ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå

êîîðäèíàò, ÷òî âåðíî ñîîòíîøåíèå

(2) γ(I − F n, D) 6= 0.

Ñîîòíîøåíèå (2) âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ïî êðàéíåé ìåðå îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè îïåðàòîðà

F n â ìíîæåñòâå D è, òàê êàê âñå íåïîäâèæíûå òî÷êè îïåðàòîðà F äîïóñêàþò àïðèîðíóþ

îöåíêó, ñóùåñòâîâàíèå �áîëüøîé� ñóáãàðìîíèêè óðàâíåíèÿ (1).

Áîëåå òîãî, ñîîòíîøåíèå (2) ãðóáîå ïî îòíîøåíèþ êî ìíîãèì âîçìóùåíèÿì óðàâíåíèÿ (1)

è ïîçâîëÿåò äåëàòü âàæíûå çàêëþ÷åíèÿ î êà÷åñòâåííîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé ïðè ìàëûõ âîç-

ìóùåíèÿõ. Ïðèâåäåì îäèí ïðèìåð. Åñëè óðàâíåíèå (1) èìååò òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâóþ

íåîãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóáãàðìîíèê, òî êàæäîìó R > 0 ìîæíî ïîñòàâèòü â

ñîîòâåòñòâèå òàêîå ε > 0, ÷òî óðàâíåíèå ñ òðåíèåì

x′′ + δx′ + α2x = b(t) + f(x), 0 < δ < ε,

îáÿçàòåëüíî èìååò ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ àìïëèòóäû, áîëüøå ÷åì R. Äëÿ êîíòðàñòà îòìå-

òèì, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ x′′ + δx′ + α2x = b(t) âòåêàþò â êðóã, ðàäèóñ

êîòîðîãî íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà δ.

1.2. Îáñóæäåíèå. Ðàññìîòðèì ïðåäâàðèòåëüíî âîïðîñ î òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ

ñóáãàðìîíèêàõ ñ áîëåå îáùåé òî÷êè çðåíèÿ.

Îòîáðàæåíèå, F ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì (âåñüìà âàæíûì!) ñëó÷àåì ñîõðàíÿþùåãî ïëîùàäü

îòîáðàæåíèÿ äâóìåðíîé ïëîñêîñòè R2. Íåîæèäàííî áîãàòîå è ñëîæíîå ïîâåäåíèå òàêèå îòîá-

ðàæåíèé äåòàëüíî èçó÷àëèñü íà÷èíàÿ ñ êëàññè÷åñêèõ òðóäàõ Ïóàíêàðå è Áèðêãîôà � ñì,

íàïðèìåð, áèáëèîãðàôèþ â [4]. Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà òàêèõ îòîáðàæåíèé, îãðàíè-

÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà �íà áåñêîíå÷íîñòè� îòîáðàæåíèå ïîõîæå íà ïîâîðîò âîêðóã íà÷àëà

êîîðäèíàò íà èððàöèîíàëüíûé óãîë α (èìåííî òàê áóäåò äëÿ îïåðàòîðà ñäâèãà çà ïåðèîä,

åñëè íåëèíåéíîñòü f îãðàíè÷åíà).

Òðè òèïà ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëè-

ðîâàíèè ñîõðàíÿþùèõ ïëîùàäü îòîáðàæåíèé. Âî ïåðâûõ, ýòî áîëüøèå, îêðóæàþùèå íà÷àëî

êîîðäèíàò èíâàðèàíòíûå êðèâûå. Âî-âòîðûõ, ýòî òàê íàçûâàåìûå [5] �öåïî÷êè îñòðîâîâ�.

Â òðåòüèõ, ýòî îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè Ìàçåðà [4] . Ïî-âèäèìîìó, â îáùåì ñëó÷àå ýòè òðè

òèïà ñòðóêòóð ïðèñóòñòâóþò, ÷åðåäóÿñü è êîìáèíèðóÿñü äîñòàòî÷íî ïðè÷óäëèâûì îáðàçîì.

Íàèáîëåå õîðîøî èçâåñòíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ [4].

Óäîáíî ïðèâåñòè â ãðàôè÷åñêîé ôîðìå òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Âñå èëëþñòðàöèè ïðåäñòàâëÿþò �äëèííûå òðàåêòîðèè� îòîáðàæåíèÿ F n (íà êàðòèíêàõ ñëåâà

n = 1, íà êàðòèíêàõ ñïðàâà n > 1), ïîñòðîåííîãî ïî óðàâíåíèþ

(3) x′′ + 2x = sin t+ arctg x.

Ýòî îòîáðàæåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îáû÷íî â ïëîñêîñòè (x, x′).
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Ðèñ. 1: Òèïè÷íûå òðàåêòîðèè è îñòðîâ èç öåïî÷êè äëèíû 11

Ðèñ. 2: Ñëîæíàÿ òðàåêòîðèÿ Ìàçåðà

Íà ëåâîé ÷àñòè Ðèñ. 1 èçîáðàæåíû ãðàôèêè òðàåêòîðèé îòîáðàæåíèÿ ñäâèãà çà ïåðèîä

äëÿ 6 íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé: èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ, îêðóæàþùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò; öåïî÷êà

èç 11 îñòðîâîâ; ñíîâà èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ, îêðóæàþùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò; ñòðàííî âûãëÿ-

äÿùàÿ òðàåêòîðèÿ Ìàçåðà (êàæåòñÿ, ÷òî äâå çàìêíóòûå èíâàðèàíòíûå êðèâûå ïåðåñåêàþò-

ñÿ. ÷òî íåâîçìîæíî!); äâà îñòðîâà; åùå îäíà èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò.

Â ïðàâîé ÷àñòè Ðèñ. 1 èçîáðàæåí îòäåëüíî óâåëè÷åííûé íèæíèé îñòðîâ, ïðèíàäëåæàùèé

öåïî÷êå èç 11 îñòðîâîâ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ãîâîðÿ îá èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ è îñòðîâàõ, ìû

èìååì â âèäó ëèøü ãðàôè÷åñêèå îáðàçû è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ìû íå çíà-

åì ñòðîãèõ óòâåðæäåíèé ãàðàíòèðóþùèõ, íàïðèìåð, ÷òî êàêàÿ-òî êîíêðåòíàÿ áåñêîíå÷íàÿ

òðàåêòîðèÿ äåéñòâèòåëüíî ëåæèò íà ïðîñòîé çàìêíóòîé êðèâîé. Âîçìîæíî, ÷òî �ïðè î÷åíü

áîëüøîì óâåëè÷åíèè� ïðîèçîéäåò ðàñïàäåíèå �êðèâîé� íà öåïî÷êó î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà

ìàëåíüêèõ îñòðîâîâ èëè ìû óâèäèì íå÷òî, ïîõîæåå íà ïðàâóþ ÷àñòü Ðèñ. 2.

Äëÿ íàñ íàèáîëåå èíòåðåñíû öåïî÷êè îñòðîâîâ. Êàæäûé èíäèâèäóàëüíûé îñòðîâ èç öå-

ïî÷êè äëèíû n > 1, ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé îòîáðàæåíèÿ F n ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íà÷àëüíûì

çíà÷åíèåì. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî �öåíòð� òàêîãî îñòðîâà � ýòî òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ

ñóáãàðìîíèêà ïåðèîäà 2nπ. Äëÿ èíäèâèäóàëüíîãî îñòðîâà ýòî ìîæíî äîêàçàòü ñòðîãî, åñ-

ëè ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðíîå ïîëå (ñì. ïðàâóþ ÷àñòü Ðèñ. 3 äëÿ îñòðîâà èç

öåïî÷êè äëèíû 11, è ïðàâóþ ÷àñòü Ðèñ. 4 äëÿ îñòðîâà èç öåïî÷êè äëèíû 2).

Ñòðîãèå óòâåðæäåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè, ëîêàëèçàöèè è ðàçìåðå íåîãðàíè÷åííîãî ÷èñëà

�öåïî÷åê îñòðîâîâ� äëÿ èíäèâèäóàëüíûõ óðàâíåíèé íàì íå èçâåñòíû, õîòÿ ïðàâäîïîäîáíûå

ðàññóæäåíèÿ î èçîáèëèè òàêèõ ñòðóêòóð ÷àñòî ïðèâîäÿòñÿ â �êâàçèäîêàçàòåëüñòâàõ� ãåîìåò-

ðè÷åñêîé òåîðåìû Ïóàíêàðå (ñì. íèæå). Îäíàêî, â óñëîâèÿ òåîðåìû Ïóàíêàðå âïèñûâàåòñÿ

îòîáðàæåíèå ïîâîðîòà íà íåêîòîðûé (ïåðåìåííûé) óãîë, êîòîðîå íå îáðàçóåò ñòðóêòóð òèïà

�öåïî÷êà îñòðîâîâ� èëè îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè Ìàçåðà (õîòÿ òîïîëîãè÷åñêè íåóñòîé÷èâûõ

ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê âîçíèêàåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî). Áîëåå òîãî, îðáèòû, ïîñòðîåííûå

ïî äàëåêèì îò íà÷àëà êîîðäèíàò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, âñåãäà �âûãëÿäÿò êàê êðóãè� (äàæå

ïðè ñóùåñòâåííîì óâåëè÷åíèè ìàñøòàáà). Òèïè÷íûå òðàåêòîðèè èçîáðàæåíû íà Ðèñ. 5.

Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå �äàëüíèõ� öåïî÷åê îñòðîâîâ, ñêîëü óãîäíî äàëåêî

îòñòîÿùèõ îò íà÷àëà êîîðäèíàò, ãàðàíòèðóåò íàëè÷èå òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâîé íåîãðàíè-

÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóáãàðìîíèê. Â ýòîì ñìûñëå, âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òîïîëî-

ãè÷åñêè óñòîé÷èâîé íåîãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóáãàðìîíèê áëèçîê ê âîïðîñó î

ñóùåñòâîâàíèè �äàëüíèõ� öåïî÷åê îñòðîâîâ. Áîëåå òîãî, ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðåäïî-

Ðèñ. 3: Âåêòîðíîå ïîëå x− F (x) íà öåïî÷êå èç 11 îñòðîâîâ
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Ðèñ. 4: Âåêòîðíîå ïîëå x− F (x) íà öåïî÷êå èç 2 îñòðîâîâ

Ðèñ. 5: Ñëåâà � òèïè÷íûå äàëåêèå òðàåêòîðèè. Ñïðàâà � óâåëè÷åííûé ôðàãìåíò îäíîé èç

òðàåêòîðèé

ëàãàþò, ÷òî â óñëîâèÿõ ôîðìóëèðóåìûõ íèæå òåîðåì, ñóùåñòâóþò èìåííî ñóáãàðìîíèêè,

îêðóæåííûå îñòðîâàìè.

Íàäî îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñóáãàðìîíèê (íå îáÿçàòåëüíî

îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè òîïîëîãè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè) âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî äîêàçàòü,

ïîëüçóÿñü òàê íàçûâàåìîé ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðåìîé Ïóàíêàðå [4]. Ãðóáî ãîâîðÿ, òåîðåìà Ïó-

àíêàðå ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñóáãàðìîíèê âíóòðè êàæäîãî èíâàðè-

àíòíîãî êîëüöà ñ ðàçíûì ÷èñëîì âðàùåíèÿ íà ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòÿõ. Äëÿ èíòåðåñóþùåãî

íàñ óðàâíåíèÿ (1) ñóùåñòâîâàíèå áîëüøèõ êîëåö òàêîãî òèïà ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè-

÷åíèÿõ áûëî äîêàçàíî â [6]. Ð. Îðòåãà â [7] ïðèìåíèë êëàññè÷åñêèé ïîäõîä Ìîçåðà è äîêàçàë

ñâîäèìîñòü çàäà÷è îá îãðàíè÷åííîñòè âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) (ñ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ïðà-

âîé ÷àñòüþ) ê èçó÷åíèþ íåêîòîðîãî çàêðó÷èâàþùåãî ([4]) îòîáðàæåíèÿ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî

ìåòîäû, ïðèìåíåííûå â [6, 7], íå ïðèñïîñîáëåíû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ òîïîëî-

ãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ñóáãàðìîíèê. Ïðè÷èíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âûäåëÿåìûå (ïîñëå ñåðèè

ñïåöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé) â ýòèõ ðàáîòàõ ãëàâíûå ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ îòîáðàæåíèé

Ïóàíêàðå âñåãäà èìåþò â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ψ, ρ) âèä

ψ1 = ψ0 + 2πα−1 − 2πα−1v0, v1 = v0

(ñì, íàïðèìåð, ôîðìóëó (33) â [6]). Î÷åâèäíî, òàêèå ãëàâíûå ÷àñòè íèêîãäà íå èìåþò òîïî-

ëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ñóáãàðìîíèê.

Åùå îäíèì äîâîäîì â ïîëüçó îñòîðîæíîñòè ïðè ñòðîãîì èëè ýâðèñòè÷åñêîì ïðèìåíå-

íèè ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðåìû Ïóàíêàðå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñóáãàðìîíèê ÿâëÿþòñÿ ÷èñëåííûå

ýêñïåðèìåíòû (ñì. Ðèñ. 5). Èñõîäÿ èç òåîðåìû Ïóàíêàðå ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî â ñèòóàöèè îá-

ùåãî ïîëîæåíèÿ âíóòðè ëþáîãî êîëüöà íà Ðèñ. 5 äîëæíî áûòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ñóáãàðìîíèê

íåíóëåâîãî èíäåêñà. Çàìåòèòü èõ íå óäàåòñÿ. Â òî æå âðåìÿ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûå ñóá-

ãàðìîíèêè, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ äîêàçûâàåòñÿ â îñíîâíîé ÷àñòè íàñòîÿùåé ðàáîòû, ëåãêî

âèäíû ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè. Â ýòîì ñìûñëå ïðåäëàãàåìûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà

ñóùåñòâîâàíèÿ ñóáãàðìîíèê è èõ ëîêàëèçàöèè ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ

èëè îáúÿñíåíèÿ ôèçè÷åñêèõ è èíæåíåðíûõ ôåíîìåíîâ.

Ñóùåñòâîâàíèå ñóáãàðìîíèê äîêàçûâàëîñü ìíîãèìè àâòîðàìè ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè è

äëÿ áîëåå îáùèõ óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, â [8] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ñóáãàðìîíèê äëÿ âåêòîðíûõ óðàâíåíèé ñ ïîòåíöèàëüíûìè íåëèíåéíîñòÿìè è âûïóêëûì ïî-

òåíöèàëîì. Â [9] èñïîëüçîâàíû ñèììåòðèè (÷åòíîñòü-íå÷åòíîñòü) âûíóæäàþùåé ñèëû b è

íåëèíåéíîñòè f ; âñå êîíñòðóêöèè ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ ïðîñòîòîé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà x′′ + α2x ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ â ïðîñòðàí-
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ñòâàõ òîëüêî íå÷åòíûõ èëè òîëüêî ÷åòíûõ ôóíêöèé.

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

2.1. Ñêàëÿðíûé ñëó÷àé. Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ òðè òåîðåìû î ñóùåñòâîâà-

íèè íåîãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñóáãàðìîíèê. Óñëîâèÿ âñåõ òåîðåì ñâÿçûâàþò òðè

ðàçëè÷íûõ àññèìïòîòèêè:

1. Ñêîðîñòü �âûõîäà íà íàñûùåíèå� íåëèíåéíîñòè f ;

2. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå âûíóæäàþùåé ñèëû b;

3. Ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà α ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè ñ áîëüøè-

ìè çíàìåíàòåëÿìè.

Äâå ïåðâûå òåîðåìû ïðèìåíèìû äëÿ òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñëå α, î÷åíü õîðîøî ïðèáëèæà-

åìûõ ðàöèîíàëüíûìè. Ìíîæåñòâî òàêèõ α âñþäó ïëîòíî è èìååò ìåðó íîëü. Òðåòüÿ òåîðåìà

îòíîñèòñÿ ê ÷èñëàì α èç íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ ïîëíîé ìåðû (íàïðèìåð, îíà îõâàòûâàåò âñå

êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè). Îòìåòèì, ÷òî â ýòîé òåîðåìå 3 èñïîëüçóþòñÿ äâóñòîðîí-

íèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïðèáëèæàåìîñòü α. Îäíàêî òðåòüÿ òåîðåìà íå ïðèìåíèìà óæå äëÿ íåïðå-

ðûâíûõ, êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé b (è áîëåå ãëàäêèõ). Âîîáùå, ÷åì

áîëåå ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ b, òåì ëó÷øå (â óñëîâèÿõ âñåõ òðåõ òåîðåì) äîëæíî ïðèáëèæàòüñÿ

èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî α ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè. Â ÷àñòíîñòè, â óñëîâèÿõ òåîðåì 1 è 2 ÷åì

ëó÷øå ïðèáëèæàåòñÿ α ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, òåì ñëàáåå îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèþ b è

êîíñòàíòó β.

Ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü íåëèíåéíîñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íàñûùåíèÿ

f+ = lim
x→+∞

f(x) 6= f− = lim
x→−∞

f(x).

Ðàçíîîáðàçíûå óðàâíåíèÿ ñ òàêîãî âèäà íåëèíåéíîñòÿìè ðàññìàòðèâàëèñü ìíîãèìè àâòîðà-

ìè, íà÷èíàÿ ñ ïèîíåðñêèõ ðàáîò À.Ñ. Ëàçåðà ñ ñîàâòîðàìè î ðåçîíàíñíûõ â ëèíåéíîì ïðè-

áëèæåíèè íà áåñêîíå÷íîñòè êðàåâûõ çàäà÷àõ. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü,

÷òî f+ = −f− 6= 0 (êîíñòàíòó ïðè ýòîì âêëþ÷èì â ñëàãàåìîå b). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ

íåêîòîðîãî β > 0 âûïîëíåíà îöåíêà ñêîðîñòè íàñûùåíèÿ íåëèíåéíîñòè

(4)
∣∣f(x)− f+ signx

∣∣ 6 c|x|−β.

Çäåñü è íèæå áóêâàìè c, c0, c1 è ò.ä. îáîçíà÷åíû ðàçëè÷íûå êîíñòàíòû, òî÷íàÿ âåëè÷èíà

êîòîðûõ íå èãðàåò ðîëè. Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè f(x) = signx ãîäèòñÿ ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå

β, à äëÿ ôóíêöèè f(x) = arctg x � ëþáîå β ∈ (0, 1].

Ïóñòü ôóíêöèÿ b êóñî÷íî íåïðåðûâíà. Ðàññìîòðèì ðÿä Ôóðüå

b(t) =
a0

2
+

∞∑
k=1

ak sin(kt+ ϕk), ak > 0

è ïîëîæèì ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì m

(5) Σm = max
t∈R

|dm(t)|, dm(t) =
∑

k=1,3,5,...

akm

k2 − α2/m2
sin(ϕkm − kt).
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Åñëè ôóíêöèÿ dm íå âûðîæäàåòñÿ â òîæäåñòâåííûé íóëü, òî îíà èìååò ïåðèîä 2π è àíòè-

ñèììåòðè÷íà: dm(π + t) = −dm(t). Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè Σm → 0 ïðè m → ∞ îïðåäåëÿåòñÿ

ãëàäêîñòüþ ôóíêöèè b è �ïëîòíîñòüþ� ðàñïîëîæåíèÿ âûñøèõ åå ãàðìîíèê.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n èm=m(n) çíàìåíàòåëè è ÷èñëèòåëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé èððàöèîíàëü-

íîãî ÷èñëà α, ïîëîæèì εn = α2−m2/n2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

çíàìåíàòåëåé n, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ εnf+ > 0 (òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìàòðèâàåì ïîä-

õîäÿùèå äðîáè ëèáî òîëüêî ñ ÷åòíûìè, ëèáî òîëüêî ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè).

Tå î ð åì à 1. Ïóñòü f+ 6= 0. Ïóñòü β > 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü N∗ ⊂ N íå÷åòíûõ çíàìåíàòåëåé n ïîäõîäÿùèõ äðîáåé m/n ÷èñëà α, óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ

(6) sup
N∗

Σm

n2|εn|
β

β+1

= ∞.

Òîãäà ó óðàâíåíèÿ (1) åñòü òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñóáãàðìîíèê, èõ ïåðèîäû 2nπ è àìïëèòóäû An ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè è ñâÿçàíû ñî-

îòíîøåíèåì An ≈ |cεn|−1.

Íàèáîëåå îãðàíè÷èòåëüíî óñëîâèå ñâÿçûâàþùåå ñêîðîñòè óáûâàíèÿ ê íóëþ ÷èñåë Σm è

|εn| è ÷èñëî β. Ýòî îãðàíè÷åíèå, îäíàêî, ïðîùå è ñëàáåå àíîíñèðîâàííîãî ðàíåå àâòîðàìè

â [10]. Òàê êàê Σm = ‖dm‖C >
√

2π‖dm‖L2 >
√

2πam, òî â óñëîâèè (6) ìîæíî ÷èñëà Σm çàìå-

íèòü íà am (èëè íà a2m). Ïîëó÷èòñÿ íåñêîëüêî áîëåå îãðàíè÷èòåëüíîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óñëîâèå (6) îñëàáëåíî çà ñ÷åò äîïîëíèòåëüíûõ êà÷åñòâåííûõ ïðåä-

ïîëîæåíèé î ïîâåäåíèè àìïëèòóä ak.

Tå î ð åì à 2. Ïóñòü f+ 6= 0. Ïóñòü β > 1. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì γ > 1 âåðíà îöåíêà

ak 6 O(k−γ), k = 1, 2, . . .. Ïóñòü àìïëèòóäû am (ñíîâà m � ýòî ÷èñëèòåëè ïîäõîäÿùèõ

äðîáåé m/n, n ∈ N) óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå am > O(m−γ). Ïóñòü ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü N∗ ⊂ N íå÷åòíûõ çíàìåíàòåëåé n ïîäõîäÿùèõ äðîáåé m/n ÷èñëà

α òàêèõ, ÷òî |εn| 6 O(n−τ ), ïðè÷åì

τ > (2 + γ)(β + 1)/(2β), åñëè 2 + γ > 2β;

τ > (3 + γ)(β + 1)/(2β + 1), åñëè 2 + γ 6 2β.
(7)

Òîãäà ó óðàâíåíèÿ (1) åñòü òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñóáãàðìîíèê, èõ ïåðèîäû 2nπ è àìïëèòóäû An ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè è ñâÿçàíû ñî-

îòíîøåíèåì An ≈ |cεn|−1.

Ïðåäïîëîæåíèå ak 6 O(k−γ) åñòåñòâåííî ñâÿçàíî ñ ãëàäêîñòüþ ôóíêöèè b. Íàïðèìåð,

åñëè γ > ` è ÷èñëî ` > 1, òî ` − 1 ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè b íåïðåðûâíà. Ýòî ïðåäïîëîæå-

íèå òåîðåìû 2 îòñóòñòâóåò â òåîðåìå 1, óñëîâèå (7) òåîðåìû 2 ìåíåå îãðàíè÷èòåëüíî, ÷åì

óñëîâèå (6) òåîðåìû 1.
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Óñëîâèå (7) ïðè áîëüøèõ β è γ = 1 ÷óòü-÷óòü íå äîòÿãèâàåò äî τ = 2 (ò.å. εn ∼ n−2)

è âîçìîæíîñòè ðàññìîòðåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë α. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà �ðàáîòàåò� óæå

ïðè ïî÷òè âñåõ çíà÷åíèÿõ α, â òîì ÷èñëå, àëãåáðàè÷åñêèõ. Â íåé âìåñòî óñëîâèé íà êà÷åñòâî

àïïðîêñèìàöèè òðàíñöåíäåíòíûõ α ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè, èñïîëüçóþòñÿ è îöåíêè ñíèçó äëÿ

äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé. Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ïðèõîäèòñÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî1 ïðè

íåêîòîðîì µ > 0

(8) inf
`=1,2,...

`1+µ‖α−1`‖Z > 0.

Ïðè µ > 0 ìíîæåñòâî òàêèõ ÷èñåë α èìååò ïîëíóþ ìåðó (ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ðîòà [11]),

õîòÿ ÷èñëà, î÷åíü õîðîøî ïðèáëèæàåìûå ðàöèîíàëüíûìè (íàïðèìåð, ÷èñëà Ëèóâèëëÿ), ýòèì

ñâîéñòâîì íå îáëàäàþò. Êëàññè÷åñêèå ïëîõî ïðèáëèæàåìûå ÷èñëà (ó êîòîðûõ îãðàíè÷åíû

âñå ýëåìåíòû öåïíîé äðîáè) ïîëó÷àþòñÿ ïðè µ = 0 è îíè óäîâëåòâîðÿþò (8) ïðè âñåõ µ > 0.

Èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæåò ïðèáëèæàòüñÿ ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè íåðàâíîìåðíî. Â òåî-

ðåìàõ 1 è 2 ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî áåñêîíå÷íî ìíîæåñòâî ïîäõîäÿùèõ äðîáåé õîðîøî ïðèáëè-

æàþò α, îñíîâíîå óñëîâèå � ýòî îöåíêà ñíèçó íà ñêîðîñòü ïðèáëèæåíèÿ. Ïðåäïîëîæåíèå (8)

îçíà÷àåò íåêîòîðóþ îöåíêó ñâåðõó íà ñêîðîñòü ïðèáëèæåíèÿ.

Tå î ð åì à 3. Ïóñòü f+ 6= 0. Ïóñòü µ < γ. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè b

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ak 6 c∗ k−γ, k > 0. Ïóñòü ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü N∗ ⊂ N íå÷åòíûõ çíàìåíàòåëåé n ïîäõîäÿùèõ äðîáåé m/n ÷èñëà α, ïðè÷åì

am > c∗m
−γ è

2β − 1

β + 1
> γ.(9)

Òîãäà ó óðàâíåíèÿ (1) åñòü òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñóáãàðìîíèê, èõ ïåðèîäû 2nπ è àìïëèòóäû An ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè è ñâÿçàíû ñî-

îòíîøåíèåì An ≈ |cεn|−1.

Â ýòîé òåîðåìå íåò äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î õîðîøåé ïðèáëèæàåìîñòè ÷èñëà α

ðàöèîíàëüíûìè; èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî �îáùàÿ� îöåíêà |εn| 6 n−2. Âåëè÷èíà (2β − 1)/(β + 1)

(ñì. ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (9)) âñåãäà ëåæèò ìåæäó 1/2 è 2. Ïðè γ ∈ [1, 2) óñëîâèå (9)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ β, ïðè γ > 2 îíî íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî. Åñëè

γ > 1, òî ôóíêöèÿ b íåïðåðûâíà, åñëè γ = 1, òî îíà ìîæåò áûòü êóñî÷íî íåïðåðûâíà. Â

óñëîâèÿõ òåîðåì 1 è 2 òîëüêî ïîäõîäÿùèå äðîáè äàâàëè òðåáóåìîå õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ê

èððàöèîíàëüíîìó ÷èñëó. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 äîñòàòî÷íî ïðèáëèæåíèé ñ òî÷íîñòüþ äî cn−2

(ïðè÷åì âåëè÷èíà êîíñòàíòû c ðîëè íå èãðàåò). À òàêèõ ïðèáëèæåíèé ó èððàöèîíàëüíîãî

÷èñëà ìíîãî � ýòî ïðîìåæóòî÷íûå äðîáè ([12]).

Ïðåäïîëîæåíèå î íå÷åòíîñòè çíàìåíàòåëåé n â òåîðåìå 3 ìîæåò áûòü îïóùåíî.

Ïóñòü mk/nk è mk−1/nk−1 � ýòî äâå ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîäõîäÿùèå äðîáè. Õîòÿ áû îäíî

èç ÷èñåë nk−1 èëè nk îáÿçàòåëüíî íå÷åòíîå, íî îíî ìîæåò ëåæàòü íå ñ òîé ñòîðîíû îò α. Åñëè

1Èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå ‖ξ‖Z = min({ξ}, 1−{ξ}) ({·} � äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà) äëÿ ðàññòîÿíèÿ îò ÷èñëà ξ

äî öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè.
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nk ∈ N � ÷åòíîå ÷èñëî, òî âìåñòî ïðèáëèæåíèÿ mk/nk ê èððàöèîíàëüíîìó ÷èñëó α ñëåäóåò

áðàòü ïðîìåæóòî÷íóþ äðîáü (mk −mk−1)/(nk − nk−1). Îíà âñåãäà ëåæèò ñ òîé æå ñòîðîíû

îò α, ÷òî è mk/nk, è ÷èñëî nk − nk−1 � íå÷åòíîå. Ïðè ýòîì, âñåãäà∣∣α− (mk −mk−1)/(nk − nk−1)
∣∣ < 2/(nk − nk−1)

2.

Íà ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âíèìàíèå àâòîðîâ îáðàòèë Ä.È. Ðà÷èíñêèé.

Ïðåäïîëîæåíèå î íå÷åòíîñòè çíàìåíàòåëåé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé íå èñêëþ÷åíî èç ôîðìó-

ëèðîâêè òåîðåìû, ÷òîáû íå ïèñàòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû, äëÿ êàêèõ m ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-

ñòâà am > c∗m
−γ (íå ðàññìàòðèâàòü ïðîìåæóòî÷íûå äðîáè).

2.2. Çàìå÷àíèÿ ê òåîðåìàì 1�3.

1. Â òåîðåìàõ 2 è 3 óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ îòíîñÿòñÿ ê àñèìïòîòèêå åå êîýôôèöèåíòîâ Ôó-

ðüå ak. Âîïðîñ î ÿâíîì îïèñàíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ ôóíêöèé b ïîäðîáíî èññëåäîâàí

â òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå [13]. Ïðîñòåéøèé ôàêò: åñëè ïðîèçâîäíàÿ b(ν) ñóùåñòâóåò è ëèïøèöåâà

âñþäó, êðîìå îäíîé òî÷êè, â êîòîðîé b(ν) èìååò íåíóëåâîé ñêà÷îê, òî ak ∼ k−ν .

Ïðèâåäåì åùå ïðèìåð çàêîí÷åííîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü

(10) b(t) = sign sin t+
1

2
sign sin 2t =

∞∑
k=1

sin kt

k
.

Ïóñòü íåëèíåéíîñòü äîïóñêàåò îöåíêó (4) ñ β > 2. Ïóñòü ÷èñëî α íå ñëèøêîì õîðîøî ïðèáëè-

æàåòñÿ ðàöèîíàëüíûìè: ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (8) ñ íåêîòîðûì µ ∈ (0, 1) (åùå ðàç ïîä÷åðêíåì,

ìíîæåñòâî òàêèõ α èìååò ïîëíóþ ìåðó). Òîãäà ó óðàâíåíèÿ (1) åñòü òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷è-

âàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóáãàðìîíèê.

2. Â óñëîâèÿõ òåîðåì 1�3 ó b(t) äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî �ìíîãî� íåíóëåâûõ ãàðìîíèê:

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñëèòåëåé m ïîäõîäÿùèõ äðîáåé, äëÿ êîòîðîé ÷èñëà am

èëè Σm îòëè÷íû îò íóëÿ. Àíàëîãè òåîðåì ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì â êà÷åñòâå

âûíóæäàþùåé ñèëû àâòîðàì íå èçâåñòíû.

3. Èç ïðèâåäåííûõ íèæå äîêàçàòåëüñòâ ñëåäóåò, ÷òî â óñëîâèÿõ âñåõ òåîðåì ïðè äîñòà-

òî÷íî áîëüøîì n óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðîì

(11) x′′ + λ2x = b(t) + f(x)

èìååò ïðè λ ∈ (α,m/n) íåïðåðûâíóþ âåòâü [2] ñóáãàðìîíèê ìèíèìàëüíîãî ïåðèîäà 2nπ,

óõîäÿùóþ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè λ→ m/n. Ñóùåñòâîâàíèå íåîãðàíè÷åííûõ âåòâåé òîïîëîãè-

÷åñêè óñòîé÷èâûõ ñóáãàðìîíèê ó óðàâíåíèÿ (11) â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé ðàöèîíàëüíîé

òî÷êè (à íå òîëüêî â îêðåñòíîñòè ïîäõîäÿùåé äðîáè ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì çíàìåíàòåëåì)

ñì. â [14].

4. Ïîõîæèå êîíñòðóêöèè ïðèìåíèìû ïðè àíàëèçå ñóáãàðìîíèê ó óðàâíåíèé òèïà

(12) x′′ + α2x = σ
(
b(t) + sign(x)

)
(σ � ìàëûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð). Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé, àíàëîãè÷íûõ óñëîâèÿì òåî-

ðåì, ïðè σ → 0 ó óðàâíåíèÿ (12) âîçíèêàþò íåïðåðûâíûå âåòâè ñóáãàðìîíèê ïåðèîäà 2nπ.
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Ýòè âåòâè (ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì n) ïðè äàëüíåéøåì ñòðåìëåíèè σ → 0 ñõëîïûâàþòñÿ

â íîëü, îäíàêî èçíà÷àëüíî ýòî �íå ìàëåíüêèå� ñóáãàðìîíèêè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî

çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå (12) ïðåâðàùåòñÿ â óðàâíåíèå y′′+α2y = b(t)+sign(y) ïîñëå çàìåíû

ìàñøòàáà x = σy.

5. Òåîðåìà 1 áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîæíåíèé ïåðåíîñèòñÿ íà óðàâíåíèÿ

L
(
d
dt

)
x = b(t) + f(x)

âûñøåãî ïîðÿäêà ñ ÷åòíûì ìíîãî÷ëåíîì L(p) è íà óðàâíåíèÿ

L
(
d
dt

)
x = M

(
d
dt

)(
b(t) + f(x)

)
.

Òàêèå óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò äèíàìèêó îäíîêîíòóðíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, ñîñòîÿùóþ èç

ëèíåéíîãî èíòåãðèðóþùåãî çâåíà ñ ðàöèîíàëüíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé è íåëèíåéíîãî

ôóíêöèîíàëüíîãî çâåíà, íà êîòîðóþ ïîäàåòñÿ âõîäíîé ñèãíàë b. Çäåñü M òîæå ÷åòíûé ìíî-

ãî÷ëåí, degM < degL, L(p) = (p2 + α2)L1(p), ìíîãî÷ëåí L1 íå èìååò íóëåé íà ìíèìîé îñè.

6. Ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâ ïðèìåíèìû ê óðàâíåíèÿì

(13) x′′ + α2x = b(t) + a(t)f(x),

ñ ìîäóëèðîâàííîé íåëèíåéíîñòüþ ñ íàñûùåíèåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáå ôóíêöèè a è b

ïåðèîäè÷íû ñ îáùèì ïåðèîäîì 2π. Åñëè ñðåäíåå

ā =

2π∫
0

a(t)dt

îòëè÷íî îò íóëÿ, è ôóíêöèÿ a èìååò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ãàðìîíèê, òî ñïðàâåäëèâû

àíàëîãè òåîðåì 1�3. Âìåñòî ôóíêöèè dm èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ

δm(nθ) =

2π∫
0

a(nt) cos(mt+ θ) sign
(
sin(mt+ θ)

)
dt

ïåðåìåííîé θ, åå ëåãêî ìîæíî ïåðåïèñàòü, èñïîëüçóÿ ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè a: åñëè

a(t) = ā+
∞∑

k=1

ck sin(kt+ φk), òî δm(θ) = 16n
∞∑

k=1

kc2mk

4k2 − 1
cos(2kθ − φ2mk).

Ôóíêöèÿ b èãðàåò âòîðîñòåïåííóþ ðîëü â ýòîì ñëó÷àå. Åñëè ôóíêöèÿ a � ýòî òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, òî ñíîâà ãëàâíóþ ðîëü èãðàåò ôóíêöèÿ b.

7. Â óñëîâèÿõ âñåõ ïðåäëàãàåìûõ òåîðåì äëÿ ñóáãàðìîíèê x(t) ïåðèîäà 2nπ (n � çíà-

ìåíàòåëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé m/n ÷èñëà α), ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ óòâåðæäàåòñÿ âî âñåõ

òåîðåìàõ, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ:

(14) x(t) =
4

πεn

sin
(mt+ θ

n

)
+O(1), θ = θm + o(1),

ãäå θm � îäèí èç íóëåé ôóíêöèè dm. Ñîîòíîøåíèÿ (14) åñòü íå ÷òî èíîå, êàê àñèìïòîòè÷åñêàÿ

ëîêàëèçàöèÿ íàéäåííûõ ñóáãàðìîíèê.



� 11 �

2.3. Âåêòîðíûå ñèñòåìû. Âîçìîæíû àíàëîãè òåîðåì 1 è 2 äëÿ ñèñòåì2

(15) z′′ + Az = b(t) + f(z, z′), z ∈ RN .

Ïðèâåäåì îäèí èç âîçìîæíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ óðàâíåíèÿ (15). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåëè-

íåéíîñòü f(z0, z1) èìååò ðàäèàëüíûå ïðåäåëû: ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíûé ïî d∈RN , ‖d‖RN =1,

ϕ ∈ S1 ïðåäåë

(16) lim
r→∞

f(rd sinϕ, αrd cosϕ) = Φ(d;ϕ).

Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò ïðîñòîå ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå α2, êîòîðîìó îòâå-

÷àåò íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð dα ∈ RN . Ïóñòü ó òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû A∗

âåêòîð dα ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñîáñòâåííûì è ñîîòâåòñòâóåò òîìó æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ α2.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îäíîìåðíîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî {rdα, r ∈ R} îðòîãîíàëüíî èí-
âàðèàíòíîìó äëÿ ìàòðèöû A äîïîëíåíèþ. Ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, íàïðèìåð, åñëè ìàòðèöà

A ñèììåòðè÷íà èëè íîðìàëüíà (AA∗ = A∗A).

Ïóñòü (àíàëîãè÷íî óñëîâèþ f+ 6= f− òåîðåìû 1)

2π∫
0

sin t 〈dα,Φ(dα; t)〉 dt 6= 0.

Ëèíåéíîå óðàâíåíèå n−2z′′+Az = b(nt) âñåãäà èìååò ðîâíî îäíî 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøå-

íèå zn. Ïóñòü ôóíêöèÿ

dn(θ) =

2π∫
0

〈z′n(t),Φ(dα;mt+ θ)〉 dt

íå ðàâíà íóëþ òîæäåñòâåííî. Ôóíêöèÿ dn àíàëîãè÷íà ôóíêöèè (5), ôîðìóëó äëÿ dn ìîæíî

óïðîñòèòü, èñïîëüçóÿ ðÿä Ôóðüå äëÿ zn.

Tå î ð åì à 4. Ïóñòü íåëèíåéíîñòü èìååò âèä f(z, z′) = ∇F (z) + g(z, z′), ïðè÷åì

〈z1, g(z0, z1)〉 ≡ 0. Ïóñòü ó ìàòðèöû A íåò, êðîìå α2, âåùåñòâåííûõ íåîòðèöàòåëüíûõ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Òîãäà, åñëè ÷èñëà εn ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ äîñòàòî÷íî áûñòðî, òî ó

óðàâíåíèÿ (15) åñòü òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóá-

ãàðìîíèê, èõ ïåðèîäû è àìïëèòóäû ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Äëÿ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé òåîðåìà 4 ñëàáåå òåîðåìû 1, ôàêòè÷åñêè â òåîðåìå 1 äëÿ ñêà-

ëÿðíîãî ñëó÷àÿ äàíî îïèñàíèå, ÷òî çíà÷èò �äîñòàòî÷íî áûñòðî� â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 4.

Ðàâíîìåðíîñòü ïðåäåëà (16) è íåïðåðûâíîñòü ïðåäåëüíîé ôóíêöèè � î÷åíü îãðàíè÷è-

òåëüíîå óñëîâèå. Â [15] ïðåäëîæåí ìåòîä àíàëèçà óðàâíåíèé ñ íåëèíåéíîñòÿìè, èìåþùèìè

ðàçðûâíûå ðàäèàëüíûå ïðåäåëû (íàïðèìåð, f(x, y) = arctg x íà ïëîñêîñòè èìååò ïðåäåëîì

ðàçðûâíóþ ïðè (x = 0, y = ±1) ∈ S1 ôóíêöèþ signx).

2 Â ýòîì ðàçäåëå æèðíûìè áóêâàìè îáîçíà÷åíû âåêòîðû èç RN , èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è

íîðìà îáîçíà÷àþòñÿ 〈·, ·〉 è ‖ · ‖RN .
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Èíòåðåñíî áûëî áû ïîëó÷èòü îáîáùåíèå òåîðåìû 4 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ó ìàòðèöû A åñòü

åùå ïîëîæèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ α2
∗. Ïðè ýòîì íàäî èñïîëüçîâàòü îöåíêè ñíèçó äëÿ

àïïðîêñèìàöèé èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà α∗ ðàöèîíàëüíûìè ñî çíàìåíàòåëÿìè ïîäõîäÿùèõ

äðîáåé ÷èñëà α.

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1 � 3

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì âûïèñûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå â áåñ-

êîíå÷íîìåðíîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Ó ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü äâå êîìïîíåíòû.

Îäíà èç íèõ � áåñêîíå÷íîìåðíàÿ � âñåãäà íå âûðîæäåíà â åñòåñòâåííîì ñìûñëå. Äðóãàÿ

� äâóìåðíàÿ � èìååò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ îäíîìåðíîå âûðîæäåíèå ãëàâíûõ ñëà-

ãàåìûõ. Ïðåäëîæåí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè òàêîãî âûðîæäåíèÿ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâàõ ñóùå-

ñòâåííóþ ðîëü èãðàþò ðàçíîîáðàçíûå îöåíêè íîðì ïðîåêöèé ïðèðàùåíèé ôóíêöèîíàëüíûõ

íåëèíåéíîñòåé íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïîõîæèå êîíñòðóêöèè èñïîëüçîâàíû â [14] ïðè èññëåäîâà-

íèè íåïðåðûâíûõ íåîãðàíè÷åííûõ âåòâåé ðåøåíèé ôèêñèðîâàííîãî ïåðèîäà äëÿ óðàâíåíèé

ñ ïàðàìåòðîì. Çàìåòèì, ÷òî ðàçâèòûé ïîäõîä ïðèìåíèì ê ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíûì óðàâ-

íåíèÿì (ñì. çàìå÷àíèÿ ïîñëå òåîðåìû 1 è ðàçäåë 2.3). Â ðàáîòå ïîäðîáíî èçó÷åí ïðîñòåéøèé

ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð.

Íà÷àëüíàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà îäèíàêîâà äëÿ âñåõ òåîðåì. Ëèøü îòñóòñòâèå ðåøåíèé

íåêîòîðîé ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìû íà ÷àñòè ãðàíèöû ìíîæåñòâà, â êîòîðîì èùóòñÿ ðåøåíèÿ,

ïðîâîäèòñÿ îòäåëüíî äëÿ êàæäîé òåîðåìû.

3.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ ïðåä-

ñòàâëåíèå èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà α â âèäå öåïíîé äðîáè ([11, 12]). Ìû èñïîëüçóåì îöåíêó

(17)
∣∣∣α− m

n

∣∣∣ 6
1

n2
,

êîòîðàÿ âûïîëíåíà äëÿ êàæäîé ïîäõîäÿùåé äðîáè m/n ëþáîãî èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà α.

Âåðíû ñîîòíîøåíèÿ |εn| < (2α+ 1)|α−m/n|. ×èñëèòåëè m ∼ αn ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè

ïî÷òè ïðîïîðöèîíàëüíî n. Çàôèêñèðóåì àïðèîðè íåèçâåñòíîå íàòóðàëüíîå n ∈ N è áóäåì

èñêàòü 2nπ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1). Â äîêàçàòåëüñòâå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî

÷èñëî n äîñòàòî÷íî âåëèêî.

Ñäåëàåì ëèíåéíóþ çàìåíó âðåìåíè â (1). Êàæäîå 2nπ-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(t) óðàâ-

íåíèÿ (1) âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò 2π-ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ x(t/n) óðàâíåíèÿ

(18)
1

n2
x′′ + α2x = b(nt) + f(x).

Ìû áóäåì èñêàòü 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18) â âèäå

(19) x(t) = R sin(mt+ θ) + h(t).

Òåïåðü n èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå áîëüøîãî ïàðàìåòðà, âåëè÷èíû R > 0, θ ∈ S1 è ôóíêöèÿ h

� íåèçâåñòíûå, îíè çàâèñÿò îò n. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íå÷åò-

íûõ n ∈ N∗ óðàâíåíèå (18) èìååò 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå âèäà (19), òî åñòü íàéäóòñÿ

ñîîòâåòñòâóþùèå R, θ è h.
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3.2. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà è îïåðàòîðû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ïðîñòðàí-

ñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ ðàâíîìåðíîé íîðìîé; ÷åðåç L2 � ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ

ñ êâàäðàòîì ôóíêöèé [0, 2π] → R è îáû÷íîé íîðìîé; ÷åðåç W = W 2,2 � ïðîñòðàíñòâî 2π-

ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè è ñóììèðóåìîé

ñ êâàäðàòîì âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Ââåäåì ïðîåêòîð

Px(t) =
1

π

2π∫
0

cosm(t− s)x(s) ds

íà ïëîñêîñòü E, íàòÿíóòóþ íà ôóíêöèè sinmt è cosmt, è ïðîåêòîð Q = I−P íà äîïîëíèòåëü-

íîå ïîäïðîñòðàíñòâî E⊥, ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé x, äëÿ êîòîðûõ Px = 0. Â L2 ýòè ïðîåêòîðû

îðòîãîíàëüíû.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L = n−2(d/dt)2 + α2. Ýòîò îïåðàòîð ñ 2π-

ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íåïðåðåðûâíî îáðàòèì ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì n.

×åðåç H = Hn = L−1 îáîçíà÷èì ëèíåéíûé îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîé ôóíêöèè

y ∈ L2 åäèíñòâåííîå 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x = Hy ∈ W ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Lx = y(t).

Îïåðàòîð H : L2 → W âïîëíå íåïðåðûâåí ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, åãî íîðìà â L2

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

‖H‖L2→L2 = sup
k=0,1,2,...

∣∣∣ n2

n2α2 − k2

∣∣∣.
Ïîäïðîñòðàíñòâà E è E⊥ ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè äëÿ H, íîðìà H â E è E⊥ ñóùåñòâåííî

ðàçëè÷àåòñÿ: îïåðàòîð HP èìååò íîðìó

‖HP‖L2→L2 =
∣∣∣ n2

n2α2 −m2

∣∣∣ = |εn|−1,

à îïåðàòîð HQ èìååò íîðìó

‖HQ‖L2→L2 = sup
k=0,1,2,...,m−1,m+1,m+2,...

∣∣∣ n2

n2α2 − k2

∣∣∣ = sup
k=m−1,m+1

∣∣∣ n2

n2α2 − k2

∣∣∣.
Åñëè m/n � ýòî ïîäõîäÿùàÿ äðîáü ÷èñëà α, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n ñïðà-

âåäëèâû îöåíêè3 ‖HQ‖L2→L2 6 nα−1, ‖HQ‖L2→C 6 cn.

Ëåììà 1. Ïðè íåêîòîðîì M > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

(20) ‖HQ‖L1→C 6 Mn lnn,
∥∥ d
dt
HQ

∥∥
Lp→C

6 Mn2, p > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1 ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 4.1. Ïîñòîÿííàÿ M âî âòîðîé îöåíêå (20)

çàâèñèò îò p.

Èç îöåíîê (17) ñëåäóåò, ÷òî ‖HP‖ � ‖HQ‖: âåëè÷èíû |εn|−1 ðàñòóò êàê n2 èëè áûñò-

ðåå. Èìåííî òàêîé ñóùåñòâåííûé ñïåêòðàëüíûé çàçîð îïåðàòîðà H îïðåäåëÿåò âîçìîæíîñòü

ñâåäåíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíîãî óðàâíåíèÿ ê äâóìåðíîìó.

3Çäåñü è íèæå â äîêàçàòåëüñòâå îäíîé è òîé æå áóêâîé c îáîçíà÷åíû ðàçëè÷íûå êîíñòàíòû, òî÷íàÿ

âåëè÷èíà êîòîðûõ íå èãðàåò ðîëè.



� 14 �

Íèæå èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

PHy = HPy = ε−1
n y, Pb(nt) = 0, QH = HQ, Qb(nt) = b(nt)

è òîæäåñòâî

(21)

2π∫
0

y(t)
d

dt
Hy(t) dt ≡ 0, y ∈ L2.

Îíî âûïîëíåíî, òàê êàê äëÿ êàæäîé ãàðìîíèêè sin(kt + φ) ôóíêöèè y âåðíû ðàâåíñòâà

H sin(k + φ) = c sin(kt+ φ), ïîýòîìó
(
H sin(kt+ φ)

)′
= c1 cos(kt+ φ).

3.3. Ýêâèâàëåíòíûå óðàâíåíèÿ. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (18) ñ 2π-ïåðè-

îäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ýêâèâàëåíòíî îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ

(22) x = H
(
b(nt) + f(x)

)
.

Êàæäîå ðåøåíèå x ∈ L2 óðàâíåíèÿ (22) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W (à åñëè b ∈ C, òî

è C2) è ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (18). Ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî

ñèñòåìå èç äâóõ óðàâíåíèé:

Px = HP
(
b(nt) + f(x)

)
, Qx = HQ

(
b(nt) + f(x)

)
,

êîòîðûå ïîñëå ïðîñòåéøèõ óïðîùåíèé ïðèîáðåòàþò âèä

R sin(mt+ θ) = ε−1
n Pf(x),(23)

h = Hb(nt) +HQf(x),(24)

Ïåðâîå óðàâíåíèå � ýòî óðàâíåíèå íà ïëîñêîñòè E. Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå äâóõ

ðàâåíñòâ ïðîåêöèé íà ôóíêöèè sin(mt+ θ) è cos(mt+ θ):

πεnR =

2π∫
0

sin(mt+ θ)f(x) dt,(25)

0 =

2π∫
0

cos(mt+ θ)f(x) dt.(26)

Óìíîæèì ðàâåíñòâî (26) íà mR è ïðåîáðàçóåì åãî ê âèäó

2π∫
0

h′(t)f(x) dt =

2π∫
0

(
mR cos(mt+ θ) + h′(t)

)
f(x) dt.

Ýòî óðàâíåíèå â ñèëó î÷åâèäíîãî òîæäåñòâà
2π∫
0

x′(t)f
(
x(t)

)
dt ≡ 0, ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè f è ëþáîé 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè x, ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

2π∫
0

h′(t)f(x) dt = 0
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èëè, ÷òî òî æå, â âèäå

(27)

2π∫
0

h′(t)Qf(x) dt = 0.

Ïîäñòàâèì òåïåðü â óðàâíåíèå (27) çíà÷åíèå äëÿ h′ èç óðàâíåíèÿ (24):

2π∫
0

d

dt

(
Hb(nt) +HQf(x)

)
Qf(x) dt = 0,

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â ñèëó (21) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(28)

2π∫
0

d

dt

(
Hb(nt)

)
f(x) dt = 0.

Èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (28) ñîäåðæèò ãëàâíóþ êîíòðîëèðóåìóþ ÷àñòü, êîòîðàÿ â óñëî-

âèÿõ òåîðåìû 1 àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøå íåêîíòðîëèðóåìûõ äîáàâîê. Ñïîñîá âûäåëåíèÿ ýòîé

ãëàâíîé ÷àñòè î÷åâèäåí: ïðè n → ∞ â ñèëó ðàâåíñòâà (25) âåëè÷èíà R ñòðåìèòñÿ ê áåñ-

êîíå÷íîñòè ïðîïîðöèîíàëüíî |εn|−1, ïðè áîëüøèíñòâå çíà÷åíèé t ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

f(x) → f+ sign sin(mt+ θ), à âåëè÷èíà

Ψ(θ) = Ψn(θ) =

2π∫
0

d

dt

(
Hb(nt)

)
sign sin(mt+ θ) dt

íå ðàâíà íóëþ òîæäåñòâåííî â óñëîâèÿõ òåîðåìû (ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ n). Ñèñòåìà

óðàâíåíèé (24)�(25)�(28) ïî ïîñòðîåíèþ ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ (22).

3.4. Ãîìîòîïèÿ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

∆f = ∆f (R, θ, h)(t)
def
= f

(
R sin(mt+ θ) + h(t)

)
− f+ sign

(
sin(mt+ θ)

)
.

Âëîæèì ñèñòåìó (24)�(25)�(28) â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî óðàâíåíèé

(29)



0 = πεnR− 4f+ + ξ

2π∫
0

sin(mt+ θ)∆f dt,

f+Ψ(θ) = − ξ

2π∫
0

d

dt

(
Hb(nt)

)
∆f dt,

h = ξ
(
Hb(nt) +HQf(x)

)
.

Ïðè ξ = 1 ñèñòåìà (29) ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé (24)�(25)�(28). Ïðè ξ = 0 ñèñòåìà (29) èìååò

òðèâèàëüíûé âèä

R = 4f+(πεn)−1, f+Ψ(θ) = 0, h = 0.
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Âîçíèêøàÿ â (29) ïîñòîÿííàÿ 4f+ � ýòî çíà÷åíèå èíòåãðàëà f+

2π∫
0

sin(mt+θ) sign sin(mt+θ) dt,

îí íå çàâèñèò íè îò θ, íè îò m.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ0 = θ0(n) è θ1 = θ1(n) çíà÷åíèÿ, â êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ ìèíèìóì −Σm

è ìàêñèìóì Σm ôóíêöèè dm(nt). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < θ0 <

θ1 < 2π. Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå íåèçâåñòíûõ R, θ, h ìíîæåñòâî

G = Gn =
{
θ ∈ [θ0, θ1], |R− 4f+(πεn)−1| 6 δR, ‖h‖C 6 ρ

}
.

Âåëè÷èíà δR äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî ìàëîé, ìîæíî ïîëîæèòü δR = f+ε
−1
n . Òîãäà ïðè âñåõ

çíà÷åíèÿõ R âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî R > f+(4/π − 1)ε−1
n . Âåëè÷èíà ρ íå çàâèñèò îò n

è îïðåäåëÿåòñÿ ÷óòü íèæå. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ ξ ∈ [0, 1] ñèñòåìà óðàâíåíèé íå èìååò

ðåøåíèé íà ãðàíèöå ∂G ìíîæåñòâà G. Èç îáùèõ ïðèíöèïîâ òåîðèè âðàùåíèÿ âåêòîðíîãî

ïîëÿ (ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ) áóäåò òîãäà âûòåêàòü ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (24)�(25)�(28).

Âåëè÷èíà ρ êîíñòðóèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì

ρ1 = ‖Hb(nt)‖C , ρ2 = sup
n,θ

‖HQ sign sin(mt+ θ)‖C , ρ = ρ1 + ρ2 + 1.

Âåëè÷èíà ρ1 íå çàâèñèò îò m è n, âåëè÷èíà ρ2 êîíå÷íà:

ρ2 6 sup
t,n,θ

4

π

∑
k=3,5,...

| sin k(mt+ θ)|
k(k2m2n−2 − α2)

≤ sup
n,θ

4

α2π

∑
k=3,5,...

1

k(k2 − 1)
.

Ãðàíèöà ∂G ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé:

GR =
{
θ ∈ [θ0, θ1], |R− 4f+(πεn)−1| = δR, ‖h‖C 6 ρ

}
,

Gθ =
{
θ = θ0, θ1, |R− 4f+(πεn)−1| 6 δR, ‖h‖C 6 ρ

}
,

Gh =
{
θ ∈ [θ0, θ1], |R− 4f+(πεn)−1| 6 δR, ‖h‖C = ρ

}
.

Îñòàåòñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî íà êàæäîì íèõ îòëè÷íà îò íóëÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà

ñèñòåìû (29). Ïîñëå ýòîãî, óòâåðæäåíèÿ òåîðåì áóäóò íåìåäëåííî ñëåäîâàòü èç ïðèíöèïà

ðîäñòâåííîñòè [2].

Çàâåðøàþùåå äîêàçàòåëüñòâî îòñóòñòâèå ðåøåíèé íà ∂G â óñëîâèÿõ òåîðåì 1 è 2 ïðîâî-

äèòñÿ îòäåëüíî.

3.5. Îáùèå âñïîìîãàòåëüíûå êîíñòðóêöèè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâ èñïîëüçó-

þòñÿ ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, îíè áóäóò ïðèìåíÿòüñÿ íåîäíîêðàòíî â äî-

êàçàòåëüñòâàõ.

Ëåììà 2. Ïóñòü p ∈ [1, 2]. Ïðè âñåõ (R, θ, h) ∈ G âåðíà îöåíêà ‖∆f‖Lp ≤ r0R
−β/(1+pβ).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 4.2.

Ëåììà 3. Ïðè âñåõ (R, θ, h) ∈ G âåðíà îöåíêà ‖HQ∆f‖C 6 r1R
−β/(β+1)n lnn.

Ëåììà 3 ñëåäóåò èç ëåììû 1 è ëåììû 2, p = 1.

Ëåììà 4. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ψ(θ) = 4
m
dm(nθ).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4 ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 4.3.
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3.6. Îòñóòñòâèå ðåøåíèé íà ∂G â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1. Â ñèëó ëåììû 2

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå ‖∆f‖L1 → 0, Ïîýòîìó

sup
(R,θ,h)∈G

2π∫
0

sin(mt+ θ)∆f dt→ 0

è ïåðâîå ðàâåíñòâî ñèñòåìû (29) íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî íà GR.

Íà Gθ íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî âòîðîå ðàâåíñòâî ñèñòåìû (29). Â ñèëó ëåììû 2

∣∣∣ 2π∫
0

d

dt

(
Hb(nt)

)
∆f dt

∣∣∣ 6 cn‖∆f‖L1 6 cr0 nR
−β/(β+1),

ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 4 è âûáîðà ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé θ1 è θ2

∣∣∣Ψ(θj)
∣∣∣−1∣∣∣ 2π∫

0

d

dt

(
Hb(nt)

)
∆f dt

∣∣∣ 6 c n2R−β/(β+1)/Σm.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ â ñèëó óñëîâèÿ (6), ëåâàÿ ÷àñòü

f+ 6= 0, ýòî ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìó ðàâåíñòâó ñèñòåìû (29).

Íà Gh íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî òðåòüå ðàâåíñòâî ñèñòåìû (29). Êàæäàÿ ôóíêöèÿ h,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó ðàâåíñòâó èìååò âèä h = h0 + h̃, ãäå h0 � ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîä-

íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

(30)
1

n2
h′′0 + α2h0 = ξ

(
b(nt) + Q sign

(
sin(mt+ θ)

))
,

ýêâèâàëåíòíîãî îïåðàòîðíîìó ðàâåíñòâó h0 = ξHb(nt)+ ξHQ sign
(
sin(mt+ θ)

)
, à h̃ îïðåäåëÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâîì h̃ = ξHQ∆f . Â ñèëó (6) âåðíà îöåíêà n2|εn|β/(β+1) → 0, èç êîòîðîé âûòåêàåò,

÷òî Rβ/(β+1) > cn2. Ïîýòîìó, â ñèëó ëåììû 3, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå ‖HQ∆f (θ, h)‖C 6

cn lnnn−2 → 0. Òàê êàê ‖h0‖C 6 ρ0 + ρ1, òî ïî ïîñòðîåíèþ ðàäèóñà ρ äëÿ h ñïðàâåäëèâà

àïðèîðíàÿ îöåíêà ‖h‖C < ρ.

Òåîðåìà 1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

3.7. Îòñóòñòâèå ðåøåíèé íà ∂G â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2. Äîêàçàòåëü-

ñòâî òîãî, ÷òî íà GR íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïåðâîå ðàâåíñòâî ñèñòåìû (29), â óñëîâèÿõ

òåîðåìû 2 ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì òîãî æå ôàêòà â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.

Íà Gh íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî òðåòüå ðàâåíñòâî ñèñòåìû (29). Èç óñëîâèÿ (6) ñëåäóåò,

÷òî ïðè íåêîòîðîì ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà R > n2+ε. Ïîýòîìó, â ñèëó ëåììû 3 ñïðàâåäëèâû

ñîîòíîøåíèå ‖HQ∆f‖C ≤ cn(−2−ε)β/(β+1)n lnn → 0 è ñíîâà ‖h̃‖C → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

ðåøåíèé ‖h‖C < ρ.

Äîêàæåì îòñóòñòâèå ðåøåíèé íà ïîñëåäíåé ÷àñòè Gθ ãðàíèöû ∂G.

Äàëåå â äîêàçàòåëüñòâàõ óäîáíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

a(t) =
∑
0,1,...

ak

α2 − k2
sin(kt+ ϕk), a′(t) =

∑
0,1,...

kak

α2 − k2
cos(kt+ ϕk),
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(î÷åâèäíî Hb(nt) = a(nt), d
dt

(
Hb(nt)

)
= na′(nt)) è îáîçíà÷åíèÿ

Df = Df (R, θ, h)(t) = f
(
R sin(mt+ θ) + h(t)

)
− f

(
R sin(mt+ θ)

)
,

df = df (R, θ, h)(t) = f
(
R sin(mt+ θ)

)
− f+ sign

(
R sin(mt+ θ)

)
.

Î÷åâèäíî ðàâåíñòâî ∆f = Df +df . Âåëè÷èíû
∫
a′(t)Dfdt è

∫
a′(t)dfdt îöåíèâàþòñÿ îòäåëüíî.

Ëåììà 5. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(31)
∣∣∣ 2π∫
0

a′(nt)df dt
∣∣∣ 6 c amn

−1R−β/(β+1).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5 ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 4.4. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èñïîëüçóåòñÿ

ïðè îöåíêå âåëè÷èíû
∫
a′(t)Dfdt.

Ëåììà 6. Ïðè íåêîòîðîì r2 > 0 äëÿ êîìïîíåíòû h êàæäîãî ðåøåíèÿ (R, θ, h) ñèñòå-

ìû (29) ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖h′‖C ≤ r2n.

Êàæäîå ðåøåíèå h èìååò âèä h = h0 + h̃, ãäå h0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (30), à h̃ óäîâëå-

òâîðÿåò ðàâåíñòâó h = ξHQ∆f . Äëÿ h
′
0 îöåíêà ‖h′0‖C 6 cn î÷åâèäíà, à äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè

âåëè÷èíû ‖h̃′‖C äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà ëåììó 1 è ëåììó 2: ‖h′‖C 6 Mr0n
2R−β/(1+pβ). Òàê

êàê â ñèëó (7) âåðíà îöåíêà R > cn2+ε, òî (ïðè p äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê 1)

‖h′‖C 6 n2n−(2+ε)β/(1+pβ) < cn.

Ëåììà 7. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(32)
∣∣∣ 2π∫
0

a′(nt)Df dt
∣∣∣ 6 cR−1(n lnnR−β/(β+1) + n−1−γ +R−(β−1)/(β+1)).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7 ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 4.5.

Â ëåâîé ÷àñòè âòîðîãî ðàâåíñòâà ñèñòåìû (29) ñòîèò âåëè÷èíà, óáûâàþùàÿ ïðè n → ∞
íå áûñòðåå n−γ−1. Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà óáûâàåò áûñòðåå ÷åì

nR−1(n lnnR−β/(β+1) + n−1−γ +R−(β−1)/(β+1))

(ìíîæèòåëü n äîáàâèëñÿ èç-çà ðàâåíñòâà na′(t) = d
dtHb(nt)). Â ñèëó (7), ýòî íåâîçìîæíî.

3.8. Îòñóòñòâèå ðåøåíèé íà ∂G â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3. Äîêàçàòåëü-

ñòâî òîãî, ÷òî íà GR íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïåðâîå ðàâåíñòâî ñèñòåìû (29), â óñëîâèÿõ

òåîðåìû 3 ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì òîãî æå ôàêòà â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.

Íà Gh íå âûïîëíåíî òðåòüå ðàâåíñòâî ñèñòåìû (29): â ñèëó ëåììû 3

‖HQ∆f‖C ≤ cn−2β/(β+1)n lnn→ 0,

òàê êàê 1− 2β/(β + 1) < 0 ïî óñëîâèþ (9).

Äîêàæåì îòñóòñòâèå ðåøåíèé íà ïîñëåäíåé ÷àñòè Gθ ãðàíèöû ∂G. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü ñëåäóþùèé àíàëîã ëåììû 7.
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Ëåììà 8. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(33)
∣∣∣ 2π∫
0

a′(nt)Df dt
∣∣∣ 6 cR−1(lnnR−β/(β+1) + n−1−γ +R−(β−1)/(β+1))

Ýòî óòâåðæäåíèå îòëè÷àåòñÿ îò ëåììû 7 òîëüêî îòñóòñòâèåì ìíîæèòåëÿ n â êðèòè÷åñêè

âàæíîì ñëàãàåìûì. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 8 ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 7

âåçäå, êðîìå îäíîé îöåíêè, â êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 9. Ïóñòü y ∈ L1, γ > µ è a` 6 c`−γ, γ > 1. Ïóñòü t̃j = 2πj/m + φ. Òîãäà

íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ c∗, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ôóíêöèè a è ÷èñëà α òàêàÿ, ÷òî

(34)
∣∣∣m−1∑

j=0

a(nt̃j)HQy(t̃j)
∣∣∣ 6 c∗m‖y‖L1 .

Â ëåâîé ÷àñòè âòîðîãî ðàâåíñòâà ñèñòåìû (29) ñòîèò âåëè÷èíà, óáûâàþùàÿ ïðè n → ∞
íå áûñòðåå n−γ−1. Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà óáûâàåò áûñòðåå ÷åì

nR−1(lnnR−β/(β+1) + n−1−γ +R−(β−1)/(β+1)) 6 n−1(lnnn−2β/(β+1)+n−1−γ+n−2(β−1)/(β+1)

).

Òåïåðü ãëàâíûì (ñàìûì áîëüøèì) ñëàãàåìûì â ïîñëåäíåé îöåíêå ÿâëÿåòñÿ n−1−2(β−1)/(β+1).

Â ñèëó (9) 1 + 2(β − 1)/(β + 1) > 1 + γ, ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò îòñóòñòâèå

ðåøåíèé íà Gh è òåîðåìó 3.

4. Äîêàçàòåëüñòâà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé

4.1. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé îöåíêè (20) âîñïîëü-

çóåìñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì

HQy =

∫ 2π

0

Gm(t− s)y(s) ds,

ãäå

Gm(u) =
1

π

∞∑
k=0,k 6=m

cos ku

−k2/n2 + α2
.

Â ñèëó ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

‖HQy‖C 6
‖y‖L1

π

∞∑
k=0,k 6=m

1

| − k2/n2 + α2|
6
‖y‖L1

π

∞∑
k=0,k 6=m

n2

|k2 −m2| − 1
.

Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèé

m−1∑
k=0

1

(m2 − k2 − 1)
=

m∑
k=1

1

(m2 − (m− k)2 − 1)
6

m∑
k=1

1

(3
2
mk − k2)

6
c

m

m∑
k=1

1

k
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è

∞∑
k=m+1

1

(k2 −m2 − 1)
=

∞∑
k=1

1

((k +m)2 −m2 − 1)
6

∞∑
k=1

1

(k2 + km)
6

c

m

m∑
k=1

1

k
+

∞∑
k=m

1

k2
.

âûòåêàåò ïåðâàÿ îöåíêà (20).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé îöåíêè (20) âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì

d

dt
HQy =

∫ 2π

0

G′m(t− s)y(s) ds, G′m(u) =
1

π

∞∑
k=0,k 6=m

k cos ku

−k2/n2 + α2
.

Ïóñòü p > 1 è áëèçêî ê 1, ÷èñëî q ñîïðÿæåíî ê p: p−1 + q−1 = 1. Ïóñòü ck � ýòî ìîäóëè

êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè y. Â ñèëó òåîðåìû Õàóñäîðôà�Þíãà (ñì., íàïðèìåð, [13],

ñòð. 190) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ck ñõîäèòñÿ ñî ñòåïåíÿìè q è åå íîðìà â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé `q óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ ‖ck‖`q =
(∑

cqk

)1/q

≤ ‖y‖Lp .

Òåïåðü

‖ d
dt
HQy‖C ≤

∑
k=0,1,...,m−1,m+1,m+2,...

ν ′kck

(çäåñü ν ′k = k|−k2n−2 +α2|−1 � ýòî ìîäóëè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà d
dtHQ â ïîäïðî-

ñòðàíñòâàõ k-õ ãàðìîíèê). Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà∑
k=0,1,...,m−1,m+1,m+2,...

ν ′kck 6 ‖ck‖`q

( ∑
k=0,1,...,m−1,m+1,m+2,...

(ν ′k)
p
)1/p

.

Òåïåðü

‖ d
dt
HQy‖C 6 ‖y‖Lp

( ∑
k=0,1,...,m−1,m+1,m+2,...

(ν ′k)
p
)1/p

.

Òàê êàê

ν ′k =
k

| − n−2k2 +m2n−2 − εn|
6

n2k

|k2 −m2| − 1
,

òî ñîîòíîøåíèÿ

m−1∑
k=0

kp

(m2 − k2 − 1)p
=

m∑
k=1

(m− k)p

(m2 − (m− k)2 − 1)p
6

m∑
k=1

(m− k)p

(m− k)pkp
6

m∑
k=1

1

kp
6 c

è

∞∑
k=m+1

kp

(k2 −m2 − 1)p
=

∞∑
k=1

(k +m)p

((k +m)2 −m2 − 1)p
6

∞∑
k=1

(k +m)p

(k2 + km)p
6

∞∑
k=1

1

kp
6 c

çàâåðøàþò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
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4.2. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Çàäàäèì âåëè÷èíó δ = δ(n) ðàâåíñòâàìè mδ =

R−pβ/(1+pβ). Ðàçîáüåì èíòåðâàë [t0− δ, 2π+ t0− δ] äëèíû 2π íà äâå ñèñòåìû èíòåðâàëîâ ïî 2m

èíòåðâàëîâ â êàæäîé. Ïåðâàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç èíòåðâàëîâ [tj−δ, tj +δ], ãäå tj = (jπ−θ)/m,
j = 0, 1, . . . , 2m − 1, âòîðàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç îñòàâøåéñÿ ÷àñòè [t0 − δ, 2π + t0 − δ]. Îáùàÿ

äëèíà èíòåðâàëîâ ïåðâîé ñèñòåìû ðàâíà 4mδ → 0, îñòàòîê èìååò äëèíó 2π − 4mδ → 2π. Ïî

ïîñòðîåíèþ èíòåðâàëû ïåðâîé ñèñòåìû íå ïåðåêðûâàþòñÿ.

Åñëè t ïðèíàäëåæèò îäíîìó èõ èíòåðâàëîâ âòîðîé ñèñòåìû, òî | sin(mt+θ)| ≥ | sin(mδ)| >
2mδ/π. Ïî ïîñòðîåíèþ δ âåëè÷èíà Rmδ = R1−pβ/(1+pβ) = R1/(1+pβ) äîñòàòî÷íî âåëèêà. Ñëåäî-

âàòåëüíî, |R sin(mt+θ)+h(t)| ≥ Rmδ/π, ôóíêöèè R sin(mt+θ)+h(t) è sign
(
sin(mt+θ)

)
èìåþò

îáùèé çíàê, äëÿ çíà÷åíèé t èç âòîðîé ñèñòåìû â ñèëó (4) âåðíà îöåíêà |∆f | 6 K0(Rmδ/π)−β,

è ∫ 2π+t0−δ

t0−δ

|∆f |p dt ≤ 4mδ(sup |f |+ |f+|) + 2K0(Rmδ/π)−pβ.

Âåëè÷èíà δ âûáèðàëàñü òàê, ÷òîáû ñëàãàåìûå â ïîñëåäíåé ôîðìóëå áûëè îäíîãî ïîðÿäêà,

òî åñòü, ÷òîáû mδ = (Rmδ)−pβ. Òåïåðü

‖∆f‖Lp =

(∫ 2π+t0−δ

t0−δ

|∆f |p dt
)1/p

≤ r0
(
R−pβ/(1+pβ)

)1/p
,

ãäå ïîñòîÿííàÿ r0 çàâèñèò òîëüêî îò β, p, K0, sup |f | è |f+|; ëåììà äîêàçàíà.

4.3. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4. Ëåììà ñëåäóåò èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ:

2π∫
0

d

dt

(
Hb(nt)

)
sign sin(mt+ θ) dt

=

2π∫
0

d

dt
H

( ∞∑
k=1

ak sin(knt+ ϕk)
)

sign sin(mt+ θ) dt

=

2π∫
0

( ∞∑
k=1

kn ak

α2 − k2
cos(knt+ ϕk)

)
sign sin(mt+ θ) dt

=′

2π∫
0

( ∑
1,3,5,...

kmnakm

α2 −m2k2
cos(kmnt+ ϕkm)

)
sign sin(mt+ θ) dt

=

2π∫
0

( ∑
1,3,5,...

kmnakm

α2 −m2k2
cos

(
kn(t− θ) + ϕkm

))
sign sin t dt

=

2π∫
0

( ∑
1,3,5,...

kmnakm

α2 −m2k2
cos

(
kn(t− θ) + ϕkm

)) ( 4

π

∑
1,3,5,...

sin kt

k

)
dt
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=∗ 4m

π

∑
1,3,5,...

akm

α2 −m2k2

2π∫
0

(
cos

(
kn(t− θ) + ϕkm

)
sin knt

)
dt

=
4

m

∑
1,3,5,...

akm

k2 − α2

m2

sin(ϕkm − knθ) =
4

m
dm(nθ)

Ôóíêöèÿ sign sin(mt+θ) ñîäåðæèò ãàðìîíèêè ñ íîìåðàìè (2k−1)m, ïîýòîìó â ðàâåíñòâå,

ïîìå÷åííîì øòðèõîì, îñòàëüíûå ãàðìîíèêè ïðîïàäóò. Â ðàâåíñòâå, ïîìå÷åííîì çâåçäî÷êîé,

èñïîëüçóåòñÿ íå÷åòíîñòü ÷èñëà n: åñëè n ÷åòíîå ÷èñëî, òî âñå èíòåãðàëû çàíóëÿòñÿ. Ôóíêöèÿ

dm çàäàíà ðàâåíñòâîì (5).

4.4. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5. Ðàññìîòðèì ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè a′(nt). Äëÿ

êàæäîé ãàðìîíèêè îòäåëüíî âûïèøåì âåëè÷èíó

Uk = n−1

2π∫
0

d

dt
H

(
sin(knt+ ϕk)

)
df dt.

Òàê êàê ôóíêöèÿ df ïåðåìåííîé t ñîäåðæèò òîëüêî ãàðìîíèêè, êðàòíûå m, òî âñå âåëè÷èíû

Uk ïðè k íå êðàòíûõ m ðàâíû íóëþ; êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, U0 = 0.

Èòàê, ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

2π∫
0

a′(nt) df dt =
∞∑

k=1

Umkamk.

Îöåíèì òåïåðü âåëè÷èíó

∞∑
k=1

Umkamk =
∞∑

k=1

2π∫
0

( kmamk

α2 −m2k2
cos(kmnt+ ϕkm)

)
df dt.

Òàê êàê ∣∣∣ ∞∑
k=1

Umkamk

∣∣∣ 6
∞∑

k=1

∣∣∣ kmamk

α2 −m2k2

∣∣∣ · ∣∣∣ 2π∫
0

cos(kmnt+ ϕkm) df dt
∣∣∣

è â ñèëó ëåììû 2

∣∣∣ 2π∫
0

cos(kmnt+ ϕkm) df dt
∣∣∣ 6 2π‖df‖L1 6 2πr0R

−β/(β+1),

Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû

(35)
∞∑

k=1

a2
km 6 const a2

m.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

∞∑
k=1

∣∣∣ kmamk

α2 −m2k2

∣∣∣ 6

√√√√ ∞∑
k=1

a2
mk

√√√√ ∞∑
k=1

∣∣∣ km

α2 −m2k2

∣∣∣2 6

6
am

√
A

m

√√√√ ∞∑
k=1

( k

k2 − α2m−2

)2

6 camm
−1,

òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà ∣∣∣ ∞∑
k=1

Umkamk

∣∣∣ 6 c amn
−1R−β/(β+1).

Ëåììà äîêàçàíà.

4.5. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7. Çàôèêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü δ = δ(n) (âû-

áåðåì åå ïîçäíåå) è ðàçîáüåì ïðîìåæóòîê J = [t0 − δ, 2π + t0 − δ] äëèíû 2π íà äâå ñèñòåìû

ïî 2m èíòåðâàëîâ â êàæäîé:

S∗ =
2m−1⋃
j=0

Jj, Jj = [tj − δ, tj + δ], tj = (jπ − θ)/m;

S∗ =
2m−1⋃
j=0

[tj + δ, tj+1 − δ].

Ïðè âûáîðå δ â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî Rmδ →∞ è mδ → 0, ïîýòîìó ïðè t ∈ S∗
âûïîëíåíû îöåíêè

|R sin(mt+ θ) + h(t)|, |R sin(mt+ θ)| > Rmδ/π,

ôóíêöèè R sin(mt+ θ)+h(t), R sin(mt+ θ) èìåþò îáùèé çíàê. Ïðè t ∈ S∗ âûïîëíåíû îöåíêè

|Df | 6 2K0(Rmδ)
−β è ∣∣∣∫

S∗

a′(nt)Df dt
∣∣∣ 6 4πK0 · sup |a′|(Rmδ)−β.

Îöåíêè âåëè÷èí ∣∣∣∫
S∗

a′(nt)Df dt
∣∣∣

íåñêîëüêî äåëèêàòíåå. Â ñåðåäèíå êàæäîãî èíòåðâàëà Jj ⊂ S∗ ëåæèò ðåøåíèå tj óðàâíåíèÿ

sin(mt+ θ) = 0, äëèíà êàæäîãî òàêîãî èíòåðâàëà ðàâíà 2δ, â îêðåñòíîñòÿõ êîíöîâ èíòåðâàëà

Jj ôóíêöèè |R sin(mt+θ)+h(t)| è |R sin(mt+θ)| ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ïîðÿäêà Rmδ è èìåþò
ðàçíûé çíàê. Çàôèêñèðóåì îäèí òàêîé èíòåðâàë Jj = (a, b) è ñäåëàåì â èíòåãðàëå

J =

b∫
a

a′(nt)f
(
R sin(mt+ θ) + h(t)

)
dt

çàìåíó ïåðåìåííûõ

(36) R sin(mt+ θ) + h(t) = R sin(mτ + θ).
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Íà èíòåðâàëå (a, b) ïî ïîñòðîåíèþ | sin(mt + θ)| 6 mδ → 0, ïîýòîìó | cos(mt + θ)| ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèÿ ïîðÿäêà åäèíèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ R ôóíêöèÿ

R sin(mt+ θ) + h(t) ìîíîòîííàÿ íà (a, b), à ôóíêöèÿ R sin(mτ + θ̄) ìîíîòîííàÿ íà èíòåðâàëå

(τ(a), τ(b)) èçìåíåíèÿ τ è çàìåíà ïåðåìåííûõ êîððåêòíà: îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû ñîîòâåò-

ñòâóþùèå íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûå ìîíîòîííûå ôóíêöèè τ(t) : (a, b) → (τ(a), τ(b)) è

t(τ) : (τ(a), τ(b)) → (a, b). Äëèíà îòðåçêà (a, b) ðàâíà 2δ, ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé τ(t) è t(τ)

ðàâíîìåðíî áëèçêè ê åäèíèöå.

Èç ðàâåíñòâà (36) ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû îöåíêè

(37) |t− τ | 6 const · ‖h‖C

mR
6
const

mR
è |1− t′τ | 6 const ·

(
m|t− τ |+ ‖h ′‖C

mR

)
6
const

R
.

Ïåðâàÿ îöåíêà âåðíà ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà G, âòîðàÿ � â ñèëó ëåììû 6 è ðàâåíñòâà

dt

dτ
− 1 =

cos(mτ+θ)− cos(mt+θ)− h′(t)

mR

cos(mt+θ) +
h′(t)

mR

,

êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü âûòåêàåò èç

cos(mt+θ)dt+
h′(t)

mR
dt = cos(mτ+θ)dτ.

Òàê êàê

J =

τ(b)∫
τ(a)

a′(nt)f
(
R sin(mτ + θ)

)
t′(τ) dτ =

=

b∫
a

a′(nτ)f
(
R sin(mτ + θ)

)
dτ + J1 + J2 + J3 + J4,

ãäå

J1 =

τ(b)∫
τ(a)

(
a′(nτ)− a′(nt)

)
f
(
R sin(mτ + θ)

)
t′(τ) dτ,

J2 =

τ(b)∫
τ(a)

a′(nτ)f
(
R sin(mτ + θ)

)(
t′(τ)− 1

)
dτ,

J3 =

a∫
τ(a)

a′(nτ)f
(
R sin(mτ + θ)

)
dτ,

J4 =

τ(b)∫
b

a′(nτ)f
(
R sin(mτ + θ)

)
dτ,

òî
b∫

a

a′(nτ)Df dt = J1 + J2 + J3 + J4.
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Äëÿ âåëè÷èí Jr, r = 1, 2 ëåãêî âûïèñàòü âûòåêàþùèå èç (37) ñîîòíîøåíèÿ |J1|, |J2| 6 cδR−1.

Òàê êàê òàêèõ èíòåðâàëîâ (a, b) âñåãî 2m øòóê, òî ñóììà âñåõ ñëàãàåìûõ Jr, r = 1, 2 (ïî âñåì

2m èíòåðâàëàì (a, b)) íå ïðåâîñõîäèò cnδR−1.

Îöåíêè ñëàãàåìûõ Jr, r = 3, 4 ñëîæíåå.

Ïðè íåêîòîðîì τ ∗ ∈ (τ(a), a)

J3 = (a− τ(a))a′(nτ ∗)f
(
R sin(mτ ∗ + θ)

)
,

íà èíòåðâàëå (τ(a), a) ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ÷ëåíîâ

a′(nτ ∗) = a′(na), f
(
R sin(mτ ∗ + θ)

)
= (−1)j+1, a− τ(a) = −h(a)/Rm.

Ïîýòîìó (îïÿòü ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ÷ëåíîâ)

J3 = (−1)ja′(na)h(a)/Rm.

Àíàëîãè÷íî (äðóãîé çíàê ó f è äðóãîå íàïðàâëåíèå îòðåçêà)

J4 = (−1)ja′(nb)h(b)/Rm.

Ïîýòîìó ñóììû âñåõ 2m âåëè÷èí Jr, r = 3, 4 (ïî âñåì 2m èíòåðâàëàì (a, b)) ñ òî÷íîñòüþ äî

ìàëûõ ÷ëåíîâ (îöåíêè äîñòàòî÷íî ïðîñòû) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∑
J3 =

1

mR

2m−1∑
k=0

(−1)jh(tj − δ)a′
(
n(tj − δ)

)
,

è ∑
J4 =

1

mR

2m−1∑
k=0

(−1)jh(tj + δ)a′
(
n(tj + δ)

)
.

Òåïåðü ïîëó÷èì îöåíêè òàêèõ ñóìì. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì

h(t) = a(nt) +HQ sign
(
sin(mt+ θ)

)
+HQh̃,

ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â ôîðìóëû äëÿ
∑

J3 è
∑

J4 è îöåíèòü êàæäîå ñëàãàåìîå îòäåëüíî.

Îöåíêà âåëè÷èíû

Ss =
2m−1∑
j=0

(−1)ja′(nt)HQ sign
(
sin(mt+ θ)

)∣∣∣
t= jπ

m
+φ
, φ = ±δ

ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé

HQ sign
(
sin(mt+ θ)

)
= HQ

( 4

π

∑
k=1,3,...

sin k(mt+ θ)

k

)
=

4

π

∑
k=3,5,...

1

k(α2 − k2m2n−2)
sin k(mt+ θ).



� 26 �

Òàê êàê sin k(mtj + θ) = (−1)kj sin(kδ), òî

Ss 6 cm
∑

k=3,5,...

1

k|α2 − k2m2n−2|
| sin(kδ)| 6 cmδ

∑
k=3,5,...

1

|α2 − k2m2n−2|
6 cmδ.

Îöåíêà âåëè÷èíû
m−1∑
j=0

a(nt)a′(nt)
∣∣∣
t=tj=

jπ
m

+φ

ñëåäóåò èç ëåììû 10 (åå íàäî ïðèìåíèòü îòäåëüíî äëÿ ÷åòíûõ j ïðè φ = ±δ è äëÿ íå÷åòíûõ
j ïðè φ = ±δ + π/m ).

Ëåììà 10. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

S =
m−1∑
j=0

a(nt)a′(nt)
∣∣∣
t=t̃j=

2jπ
m

+φ
6 cm−γ,

ïîñòîÿííàÿ c íå çàâèñèò îò m, n è φ.

Â ñèëó ëåììû 3 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣2m−1∑
j=1

(−1)ja′(ntj)HQh̃(tj)
∣∣ 6 cm lnnRβ/(β+1).

Ïîýòîìó ðåçóëüòèðóþùàÿ îöåíêà èìååò âèä

|
∑

J3|, |
∑

J4| 6
c

R
(n−1−γ + δ + n lnnR−β/(β+1)),

ñëåäîâàòåëüíî,

∣∣∫ 2π

0

a′(nt)Dfdt
∣∣ 6

c

R
(n−1−γ + δm+ n lnnR−β/(β+1)) + c(Rmδ)−β.

Ïðè nδ = R−(β−1)/(β+1) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ïîðÿäêîâ âåëè÷èí δmR−1 è (Rmδ)−β è ïîëó-

÷àþòñÿ ëó÷øèå îöåíêè äëÿ âñåõ ñëàãàåìûõ, çàâèñÿùèõ îò δ. Ðåçóëüòàòîì ïîëó÷åííûõ îöåíîê

ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (32).

Ëåììà äîêàçàíà.

4.6. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 9. Òàê êàê

HQy(t) =
1

π

2π∫
0

∞∑
k=0,k 6=m

cos k(t− s)

α2 − k2/n2
y(s) ds,

òî

W = π
m−1∑
j=0

a(nt̃j)HQy(t̃j) =
m−1∑
j=0

a(nt̃j)

2π∫
0

∞∑
k=0,k 6=m

cos k(t̃j − s)

α2 − k2/n2
y(s) ds
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è ïîñëå ïåðåñòàíîâêè èíòåãðàëà è ñóìì ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî

W =

2π∫
0

y(s) ds
∞∑

`=1

a`

α2 − `2

∞∑
k=0,k 6=m

1

α2 − k2/n2

m−1∑
j=0

cos(`nt+ ϕ`) cos k(t̃j − s).

Ðàññìîòðèì ñóììó

2
m−1∑
j=0

cos(`nt+ ϕ`) cos k(t̃j − s) =
m−1∑
j=0

cos
(
(`n+ k)t̃j + ϕ` − ks

)
+

m−1∑
j=0

cos
(
(`n− k)t̃j + ϕ` + ks

)
.

Ïðè ëþáîì öåëîì M , íå êðàòíîì m, è ëþáîì ζ ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

m−1∑
j=0

cos(Mt̃j + ζ) = 0.

Ïîýòîìó èç äâóõ ñóìì, ñòîÿùèõ ñïðàâà, íåíóëåâûìè áóäóò ëèøü òå, â êîòîðûõ `n± k = pm

(p ∈ Z). Ïðè ýòîì âñå ñëàãàåìûå îäèíàêîâû, òî åñòü, åñëè k = pm+ `n, òî

m−1∑
j=0

cos
(
(`n− k)t̃j + ϕ` + ks

)
= m cos

(
(`n− k)φ+ ϕ` + ks

)
;

åñëè k = pm− `n, òî

m−1∑
j=0

cos
(
(`n+ k)t̃j + ϕ` − ks

)
= m cos

(
(`n+ k)φ+ ϕ` − ks

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëó äëÿ W ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W =
m

2

2π∫
0

(Z+ + Z−) y(s) ds,

ãäå

Z+ =
∞∑

`=1

a`

α2 − `2

∑
p∈Z,mp+`n6=m,

mp+`n>0

cos(. . .)

α2 − (mp+ `n)2/n2
,

Z− =
∞∑

`=1

a`

α2 − `2

∑
p∈Z,mp−`n6=m,

mp−`n>0

cos(. . .)

α2 − (mp− `)2/n2
.

Òåïåðü äîêàæåì îöåíêó |Z+| 6 c, íà ýòîì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû áóäåò çàâåðøåíî (îöåíêà

|Z−| 6 c äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).

Òàê êàê a` < c`−γ, òî

|Z+| 6
∞∑

`=1

a`

|α2 − `2|
∑

p∈Z,mp+`n6=m,
mp+`n>0

1

|α2 − (mp+ `n)2/n2|
6

6 c
∞∑

`=1

`−2−γ
∑

p∈Z,mp+`n6=m,
mp+`n>0

1

|α2 − (mp+ `n)2/n2|
.
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Äàëåå â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå ‖ξ‖Z = min({ξ}, 1−{ξ}) ({·} � äðîáíàÿ

÷àñòü ÷èñëà) äëÿ ðàññòîÿíèÿ îò ÷èñëà ξ äî öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè.

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó
∣∣α2 − (mp+ `n)2n−2

∣∣ = α2s1s2, ãäå

s1 = s1(p, `) =
∣∣1− pα−1m

n
− `α−1

∣∣, s2 = s2(p, `) =
∣∣1 + pα−1m

n
+ `α−1

∣∣.
Ïðè êàæäîì `, êðàòíîì m, ñîìíîæèòåëè sq (q = 1, 2) ïðè mp + `n > 0, mp + `n 6= m

áîëüøå 1 (ñîìíîæèòåëü s1 ïðè mp + `n = m î÷åíü ìàëåíüêèé, íî îí èñêëþ÷åí). Òàêèì

îáðàçîì, ñóììà ïî âñåì `, êðàòíûìm çàâåäîìî îãðàíè÷åíà àáñîëþòíîé êîíñòàíòîé (ñõîäèòñÿ

ðÿä ïðè êàæäîì `, âñå ñóììû ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, ñõîäèòñÿ ðÿä ïî `, êðàòíûì m).

Ïðè êàæäîì `, íå êðàòíîìm, ñîìíîæèòåëü s1 ðîâíî ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ p (îòëè÷àþùèõñÿ

íà 1), óäîâëåòâîðÿþùèõ mp+`n 6= m,mp+`n > 0, ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå 1, âòîðîé ñîìíîæèòåëü

âñåãäà áîëüøå 1. Ïðè ýòèõ äâóõ çíà÷åíèÿõ (îáîçíà÷èì èõ p1(`) è p2(`)) ñîìíîæèòåëü s1

áîëüøå m−1, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ p1(`)α ∼ ` è p2(`)α ∼ `. Ñóììà âåëè÷èí s1(p1(`), `)

è s1(p2(`), `) ðàâíà 1 (ñ òî÷íîñòüþ äî m−2), ïîýòîìó îäíà èç ýòèõ âåëè÷èí áîëüøå 1/2, à âîò

âòîðàÿ äåéñòâèòåëüíî ìàëåíüêàÿ. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå pq(`) ÷åðåç p(`).

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì `, íå êðàòíîì m, ðÿä∑
p∈Z,mp+`n6=m,
mp+`n>0,p 6=p(`)

1

|α2 − (mp+ `n)2/n2|

ñõîäèòñÿ è åãî ñóììû ïðè âñåõ ` îãðàíè÷åíû îáùåé êîíñòàíòîé. Ïîýòîìó,

∞∑
`=1,

` íå êðàòíî m

`−2−γ
∑

p∈Z,mp+`n6=m,
mp+`n>0,p6=p(`)

1

|α2 − (mp+ `n)2/n2|
6 const.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòàëîñü îöåíèòü âåëè÷èíó ðÿäà

∞∑
`=1,

` íå êðàòíî m

`−2−γ 1

s1(p(`), `)
=

∞∑
`=1,

` íå êðàòíî m

`−2−γ 1∣∣1− p(`)α−1 m
n
− `α−1

∣∣ .
Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî �õâîñò�

∞∑
`=m+1,

` íå êðàòíî m

`−2−γ 1∣∣1− p(`)α−1 m
n
− `α−1

∣∣
(òàê êàê s1(p(`), `) > m−1) íå áîëüøå

m

∞∑
`=m+1,

` íå êðàòíî m

`−2−γ 6 mm−1−γ → 0.

Äëÿ îöåíêè îñòàâøåéñÿ ÷àñòè

m−1∑
`=1

`−2−γ 1∣∣1− p(`)α−1 m
n
− `α−1

∣∣
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ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òàê êàê

1∣∣1− p(`)α−1 m
n
− `α−1

∣∣ =
1∣∣1− p(`)− `α−1 + p(1− m

n
α−1)

∣∣ 6

6
1∣∣1− p(`)− `α−1

∣∣ +

∣∣p(`)(1− m
n
α−1)

∣∣∣∣1− p(`)− `α−1
∣∣ · ∣∣1− p(`)− `α−1 + p(`)(1− m

n
α−1)

∣∣ 6

6
1

‖`α−1‖Z
+ p(`)

α−1n−2

m−2
,

òî
m−1∑
`=1

`−2−γ 1∣∣1− p(`)α−1 m
n
− `α−1

∣∣ 6
m−1∑
`=1

`−2−γ 1

‖`α−1‖Z
+

m−1∑
`=1

`−1−γp(`)/`.

Âòîðîå ñëàãàåìîå îãðàíè÷åíî, à äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ñëàãàåìîãî âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèÿìè

`1+µ‖`α−1‖Z > c è µ < γ: â ñèëó ýòèõ óñëîâèé

m−1∑
`=1

`−2−γ 1

‖`α−1‖Z
6 c

∞∑
`=1

`1+µ−2−γ <∞.

Ëåììà äîêàçàíà.

4.7. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 10. Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòî-

òû ÷èñåë m è n ìíîæåñòâî îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ ÷èñåë {0, n, 2n, . . . , (m− 1)n} íà m ñîâïàäàåò

ñ ìíîæåñòâîì {0, 1, 2, . . . , (m − 1)}. Ïîýòîìó èç ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè b ñ ïåðèîäîì 2π

âûòåêàåò ðàâåíñòâî

S =
m−1∑
j=0

a(t)a′(t)
∣∣∣
t=t̃j=

2jπ
m

+nφ
.

Ïîòîìó

S =
m−1∑
j=0

∞∑
k=0

ak

α2 − k2
sin(kt̃j + ϕk)

∞∑
`=1

`a`

α2 − `2
cos(`t̃j + ϕ`) =

=
∞∑

`=1

∞∑
k=0

ak

α2 − k2

`a`

α2 − `2

m−1∑
j=0

sin(kt̃j + ϕk) cos(`t̃j + ϕ`).

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

Sk,` =
m−1∑
j=0

sin(kt̃j + ϕk) cos(`t̃j + ϕ`).

Ïðè ëþáîì öåëîì M , íå êðàòíîì m, è ëþáîì ζ ñïðàâåäëèâà òîæäåñòâà

m−1∑
i=0

cos(Mti + ζ) = 0.

Ïîýòîìó â ñóììàõ

2Sk,` =
m−1∑
j=0

sin((k + `)t̃j + ϕk + ϕ`) +
m−1∑
j=0

sin((k − `)t̃j + ϕk − ϕ`)
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íåíóëåâûìè îñòàòüñÿ ìîãóò òîëüêî òå, â êîòîðûõ `± k = pm (p � ëþáîå öåëîå ÷èñëî). Áîëåå

òîãî, åñëè p = 0, òî åñòü k = `, òî òàêæå Sk,` = 0. Åñëè k + ` = pm, òî

m−1∑
j=0

sin((k + `)t̃j + ϕk + ϕ`) = m sin(pφ+ ϕk + ϕ`).

Åñëè k − ` = pm, òî

m−1∑
j=0

sin((k − `)t̃j + ϕk − ϕ`) = m sin(pφ+ ϕk − ϕ`).

Ïîýòîìó S = mS+ +mS−,

S+ =
∞∑

`=1

`a`

α2 − `2

∑
p=1,2,...;mp−`>0

apm−`

α2 − (pm− `)2
sin(pφ+ ϕpm−` + ϕ`),

S− =
∞∑

`=1

`a`

α2 − `2

∑
p=±1,±2,...;mp+`>0

apm+`

α2 − (pm+ `)2
sin(pφ+ ϕpm+` + ϕ`).

Òåïåðü îòäåëüíî îöåíèì ïîëó÷èâøèåñÿ äâîéíûå ðÿäû (ìû ðàñïèøåì òîëüêî ïåðâûé èç íèõ):

|S+| =
∞∑

`=1

`a`

|α2 − `2|
∑

p=1,2,...;mp−`>0

apm−`

|α2 − (pm− `)2|
6

6
∞∑

`=1

(`+ 1)1−γ

|α2 − `2|
∑

p=1,2,...;mp−`>0

(pm− `+ 1)−γ

|α2 − (pm− `)2|
=

=
m∑

s=1

∞∑
r=0

(rm+ s+ 1)1−γ

|α2 − (rm+ s)2|
∑

p=1,2,...;mp−(rm+s)>0

(pm− (rm+ s) + 1)−γ

|α2 − (pm− rm− s)2|
=

=
m∑

s=1

∞∑
r=0

(rm+ s+ 1)1−γ

|α2 − (rm+ s)2|

∞∑
p=r+1

(pm− (rm+ s) + 1)−γ

|α2 − (pm− rm− s)2|
=

=
m∑

s=1

∞∑
r=0

(rm+ s+ 1)1−γ

|α2 − (rm+ s)2|

∞∑
p=1

(pm− s+ 1)−γ

|α2 − (pm− s)2|
.

Òåïåðü îáà ðÿäà îöåíèì îòäåëüíî:

∞∑
r=0

(rm+ s+ 1)1−γ

|α2 − (rm+ s)2|
=

(s+ 1)1−γ

|α2 − s2|
+

∞∑
r=1

(rm+ s+ 1)1−γ

|α2 − (rm+ s)2|
6

6
(s+ 1)1−γ

|α2 − s2|
+

∞∑
r=1

(rm)1−γ

(rm)2
=

(s+ 1)1−γ

|α2 − s2|
+m−1−γ

∞∑
r=1

r−1−γ,

∞∑
p=1

(pm− s+ 1)−γ

|α2 − (pm− s)2|
=

(m− s+ 1)−γ

|α2 − (m− s)2|
+

∞∑
p=2

(pm− s+ 1)−γ

|α2 − (pm− s)2|
6

6
(m− s+ 1)−γ

|α2 − (m− s)2|
+

∞∑
p=2

((p− 1)m)−γ

((p− 1)m)2
=

(m− s+ 1)−γ

|α2 − (m− s)2|
+m−2−γ

∞∑
p=1

p−2−γ
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Èòàê,

|S+| 6
m∑

s=1

((s+ 1)1−γ

|α2 − s2|
+ cm−1−γ

)( (m− s+ 1)−γ

|α2 − (m− s)2|
+ cm−2−γ

)
.

Íàïèøåì òîëüêî îöåíêó ïðîèçâåäåíèÿ

m∑
s=1

(s+ 1)1−γ

|α2 − s2|
(m− s+ 1)−γ

|α2 − (m− s)2|
.

Îòäåëüíî ([α] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà α) ðàññìîòðèì ñóììû ïî s = 1, 2, ...[α], ïî s = m −
[α], . . . ,m è ïî s = [α] + 1, . . . ,m− [α]− 1. Äëÿ êàæäîé èç ñóìì ðàñêðîåì ìîäóëè, äâå ïåðâûå

ñóììû (â íèõ ÷èñëî ñëàãàåìûõ íå ðàñòåò ïðè ðîñòå n) îöåíèâàþòñÿ òðåáóåìûì îáðàçîì

ñîâñåì ïðîñòî, à òðåòüþ íàïèøåì îòäåëüíî:

m−[α]−1∑
s=[α]+1

(s+ 1)1−γ

s2 − α2

(m− s+ 1)−γ

(m− s)2 − α2
6 m

m−[α]−1∑
s=[α]+1

(s+ 1)−γ

s2 − α2

(m− s+ 1)−γ

(m− s)2 − α2
6

6 2m

[m/2]∑
s=[α]+1

(s+ 1)−γ

s2 − α2

(m− s+ 1)−γ

(m− s)2 − α2
6 2m

(m/2)−γ

(m−m/2̆)2 − α2

[m/2]∑
s=[α]+1

(s+ 1)−γ

s2 − α2
6 cm−1−γ.

Îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

5. Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîðû âûðàæàþò èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü Ìèõàèëó Öôàñìàíó çà ìíîãî÷èñëåííûå

êîíñóëüòàöèè ïî òåîðèè ÷èñåë.
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êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Äóôôèíãà, ïðåäëàãàþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ñóáãàðìîíèê ñ âîçðàñòàþùèìè ê áåñêîíå÷íîñòè àìïëèòó-

äàìè è ïåðèîäàìè. Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ áëèçîñòüþ ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé ê íåêîòîðûì íåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì ñ ðåçîíàíñíîé ãëàâíîé ëè-

íåéíîé ÷àñòüþ. Îñíîâíûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñêîðîñòüþ íàñû-

ùåíèÿ íåëèíåéíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè, ãëàäêîñòüþ âûíóæäàþùåé ñèëû (íàñêîëüêî áûñòðî

óáûâàþò ãàðìîíèêè åå ðÿäà Ôóðüå) è òåì, êàê èððàöèîíàëüíàÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ëèíåé-

íîãî îñöèëëÿòîðà ïðèáëèæàåòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè.
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