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Äîêàçûâàåòñÿ äèññèïàòèâíîñòü íåðåçîíàíñíîãî ìàÿòíèêà ñ ôåððîìàãíèò-

íûì òðåíèåì ïðè äîñòàòî÷íî øèðîêîé ïåòëå ãèñòåðåçèñà, óêàçàíà ïðîñòàÿ ÿâíàÿ

îöåíêà. Äîêàçàíî îòñóòñòâèå ñóáãàðìîíèê áîëüøèõ àìïëèòóä ïðè ñêîëü óãîäíî

óçêîé ïåòëå.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìíîãèå ýôôåêòû â ìåõàíèêå, òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè, ìàãíåòèçìå, ìàêðî-

ýêîíîìèêå è äð. êà÷åñòâåííî ìîäåëèðóþòñÿ ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè,

âàæíåéøóþ ðîëü âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð, â òåîðèè ôåððîìàãíåòèçìà)

èãðàåò ìîäåëü Ïðåéñàõà Px(t) (ñì. [1], êðàòêîå îïèñàíèå ïðèâåäåíî â ðàçäå-

� P�:

ãîòè÷åñêîå

�P � ëå 2). Òåîðåìû èäåíòèôèêàöèè [2] îáúÿñíÿþò âûáîð èìåííî ýòîé ìîäåëè äëÿ

îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîâåäåíèå ðàçëè÷-

íûõ îñöèëëÿòîðîâ â ìàãíèòíîì ïîëå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

(1) x′′ + γ2x = b(t) + Px(t)

ñ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé îãðàíè÷åííîé âîçìóùàþùåé ñèëîé b ∈ L2(0, 2Π) è íåëè-

íåéíîñòüþ Ïðåéñàõà P. ×èñëî γ äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ èððàöèîíàëüíûì, ýòî

ïðåäïîëîæåíèå èñêëþ÷àåò âîçìîæíûå ðåçîíàíñû îñöèëëÿòîðà ñ ïåðèîäîì âû-

íóæäàþùåé ñèëû.

Çàäà÷à Êîøè äëÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ õîðîøî îïðåäåëåíà, äëÿ êàæäîãî íà-

÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ η0(α, β) íåëèíåéíîñòè Px(t) è êàæäîãî íà÷àëüíîãî çíà÷å-

íèÿ (x0, x1) =
(
x(0), x′(0)

)
óðàâíåíèÿ ïðè âñåõ t > 0 îïðåäåëåíî åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ (1).
1Ðàáîòà ÷àñòè÷íî íàïèñàíà âî âðåìÿ âèçèòîâ À.Ì.Êðàñíîñåëüñêîãî â University College, Cork è

ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 03-01-00258, 04-01-00330, ãðàíòîì Ïðåçèäåíòà ÐÔ ÍØ-1532.2003.1.



� 2 �

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î äèññèïàòèâíîñòè óðàâíåíèÿ (1): âåðíî ëè,

÷òî âñå åãî ðåøåíèÿ x âòåêàþò ÷åðåç íåêîå âðåìÿ (çàâèñÿùåå îò íà÷àëüíûõ

óñëîâèé) â êðóã {x2 + (x′)2 6 R2
∗} ôèêñèðîâàííîãî ðàäèóñà R∗.

Äèññèïàòèâíîñòü óðàâíåíèÿ (1) (è áëèçêèõ ê íåìó) îáóñëîâëèâàåòñÿ íàëè-

÷èåì ñëàãàåìîãî, ïîãëîùàþùåãî ýíåðãèþ âûíóæäàþùåé ñèëû b(t).

Óðàâíåíèå ñ ìàãíèòíûì òðåíèåì (íåëèíåéíîñòüþ Ïðåéñàõà) îòëè÷àåòñÿ îò

óðàâíåíèé ñ èíûìè âèäàìè ñëàãàåìûõ, ïîãëîùàþùèõ ýíåðãèþ. Ïóñòü

(2) x′′ + γ2x = b(t) + Fx(t);

ñëàãàåìîå Fx îïèñûâàåò êàêîé-ëèáî ýôôåêò ïîãëîùåíèÿ ýíåðãèè. Âîîáùå ãî-

âîðÿ, Fx � ýòî ñèëà, âûçûâàåìàÿ ýôôåêòîì è ïðîòèâîäåéñòâóþùàÿ äâèæå-

íèþ. Ýíåðãèÿ, ïîãëîùàåìàÿ íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, T ] ó ðåøåíèÿ x ñëàãà-

åìûì Fx, ìîæåò áûòü ïîñ÷èòàíà ïî ôîðìóëå

E =

∫ T

0
x′(t)Fx(t) dt.

Ðàçëè÷íûå ñëàãàåìûå Fx âíîñÿò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûé âêëàä â îáùèé áà-

ëàíñ ýíåðãèè. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà T -ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ x(t) =

A sin 2πT−1t (ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) áëèçêè ê òàêèì ôóíêöèÿì).

Ïðè îáû÷íîì �ëèíåéíîì� òðåíèè Fx = kx′ ïîãëîùåííàÿ ýíåðãèÿ E ïðî-

ïîðöèîíàëüíà A2. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òàêîå ìîùíîå ïîãëîùåíèå ýíåðãèè

ïîäàâëÿåò ðàñêà÷êó âûíóæäàþùåé ñèëîé è ïðèâîäèò ê äèññèïàòèâíîñòè.

Ïðè êóëîíîâñêîì òðåíèè Fx = k sign(x′) (èëè àíàëîãè÷íîì òèïà Fx =

k arctg(x′)) ïîãëîùåííàÿ ýíåðãèÿ E ïðîïîðöèîíàëüíà |A| è ýòîãî òàêæå äî-

ñòàòî÷íî äëÿ äèññèïàòèâíîñòè óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü òåïåðü òðåíèå çàâèñèò îò ñêîðîñòè íå ôóíêöèîíàëüíî, à êàêèì-ëèáî

ãèñòåðåçèñíûì îáðàçîì. Èìåííî òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò âî ìíîãèõ ðåàëü-

íûõ ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ. Åñëè Fx � ýòî �ïëàñòè÷åñêîå òðåíèå�, îïè-

ñûâàåìîå ìîäåëüþ Ïðàíäòëÿ�Èøëèíñêîãî, òî ýíåðãèÿ E ðàâíà ïëîùàäè âîç-

íèêàþùåé ïåòëè ãèñòåðåçèñà, ýòà ïåòëÿ èìååò ïîñòîÿííóþ âûñîòó è øèðèíó,

ïðîïîðöèîíàëüíóþ àìïëèòóäå |A|.
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Ïðè èññëåäîâàíèè óðàâíåíèé ñî âñåìè ðàññìîòðåííûìè âèäàìè òðåíèÿ ïî-

ãëîùàåìàÿ ýíåðãèÿ ïðè áîëüøèõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ î÷åíü âåëèêà, äèññèïà-

òèâíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûìè ñëàãàåìûìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ âû-

ðàæåíèÿõ. Åñëè òðåíèå èìååò ôåððîìàãíèòíóþ (èëè êàêóþ-íèáóäü áëèçêóþ)

ïðèðîäó è îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíîñòüþ Ïðåéñàõà, òî äàæå ïðè íåîãðàíè÷åí-

íîì âîçðàñòàíèè âåëè÷èíû |A| ïîãëîùàåìàÿ ýíåðãèÿ îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííîé è
ðàâíà ïëîùàäè ìàêñèìàëüíîé ïåòëè ãèñòåðåçèñà ìîäåëè Ïðåéñàõà. Ýòî ïðèí-

öèïèàëüíîå îòëè÷èå îò äðóãèõ âèäîâ òðåíèÿ � îãðàíè÷åíîñòü ïîãëîùåííîé

ýíåðãèè çà îäíî êîëåáàíèå ñêîëü óãîäíî áîëüøîé àìïëèòóäû � â çàäà÷å î

äèññèïàòèâíîñòè äåëàåò èçó÷åíèå óðàâíåíèé ñ ìîäåëüþ Ïðåéñàõà îñîáåííî

òðóäíûì è èíòåðåñíûì. Ïðè ïîäñ÷åòå ðîëè ñëàãàåìûõ, ìåíÿþùèõ ýíåðãèþ,

ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü îãðàíè÷åííûå íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå; ó÷åò è ñðàâíå-

íèå òàêèõ ñëàãàåìûõ íå íóæíû ïðè èññëåäîâàíèè äèññèïàòèâíîñòè óðàâíåíèé

ñî ñëàãàåìûìè ñ �íåîãðàíè÷åííî áîëüøîé� ïîãëîùàåìîé ýíåðãèåé.

Çàìåòèì åùå, ÷òî áëèçêèì âîïðîñàì (äëÿ äðóãîãî óðàâíåíèÿ) ïîñâÿùåíà

ðàáîòà Ï. Êðåé÷è [3].

2. Íåëèíåéíîñòü Ïðåéñàõà

Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå íåëèíåéíîñòè Ïðåéñàõà è

ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå åå ñâîéñòâà, â îñíîâíîì ñëåäóÿ [1].

2.1. Íåèäåàëüíûå ðåëå

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

�R�:

ðóêîïèñíîå

ëàòèíñêîå

�R�
(3) η(t) = Rαβ[t0, η0]x(t), t > t0

ïåðåìåííîå ñîñòîÿíèå íåèäåàëüíîãî ðåëå (ñì. ðèñ. 1) ñ ïîðîãîâûìè ÷èñëàìè

Ðèñ. 1 α, β (α > β) ïðè âõîäå x(t) (t > t0) è íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ðåëå η0. Çäåñü âõîä

� ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ; íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå η0 �

îäíî èç ÷èñåë 1 èëè −1. Çíà÷åíèÿ η(t) (t > t0) îïåðàòîðà (3) îïðåäåëåíû ïðè

η0 = 1, åñëè x(t0) > β, è ïðè η0 = −1, åñëè x(t0) < α. Ôóíêöèÿ η(t) ïðèíèìàåò
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çíà÷åíèÿ ±1, ïðè êàæäîì t = τ ôóíöèÿ η(t) (ýòî ñîñòîÿíèå íåèäåàëüíîãî ðåëå

â ìîìåíò τ ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(4) Rαβ[t0, η0]x(τ) =



η0, åñëè β < x(t) < α ïðè âñåõ t ∈ [t0, τ ];

1, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå t1 ∈ [t0, τ ], ÷òî

x(t1) > α è x(t) > β ïðè âñåõ t ∈ [t1, τ ];

−1, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå t1 ∈ [t0, τ ], ÷òî

x(t1) 6 β è x(t) < α ïðè âñåõ t ∈ [t1, τ ].

Ïðè êàæäîì τ > t0 èç x(τ) > α âûòåêàåò ðàâåíñòâî η(τ) = 1, à èç x(τ) 6 β

� ðàâåíñòâî η(τ) = −1. Ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ η(t) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

η(t0) = η0 è |η(t)| = 1 ïðè âñåõ t è èìååò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàçðûâîâ

íà êàæäîì îòðåçêå t0 6 t 6 t1.

2.2. Ñèñòåìû ðåëå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íàáîð B íåèäåàëüíûõ ðåëå, ïàðàìåòðèçîâàííûõ ïàðàìè

(α, β) èç ïîëóïëîñêîñòè Π = {(α, β) : α > β}. Ñîñòîÿíèÿ íàáîðà B � ýòî

èçìåðèìûå ôóíêöèè η(·, ·) : Π → R, óäîâëåòâîðÿþùèå ïðè íåêîòîðîì x0 ∈ R
ðàâåíñòâàì

�B�:

ðóêîïèñíîå

ëàòèíñêîå

�B�
(5) η(α, β) = −1, β>x0; η(α, β) = 1, α6x0; |η(α, β)| = 1, β<x0<α;

åñëè âåðíû ýòè ðàâåíñòâà, òî áóäåì ïèñàòü η(α, β) ∈ Ω(x0). Âõîäàìè íàáîðà

B ñëóæàò ïðîèçâîëüíûå íåïðåðûâíûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè x(t) (t > t0).

Åñëè η0(α, β) ∈ Ω
(
x(t0)

)
, òî ãîâîðÿò, ÷òî âõîä x(t) (t > t0) äîïóñòèì ïðè

íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè η0(α, β) èëè ÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå äîïóñòèìî ïðè

âõîäå x(t). Ïðè êàæäîì íåïðåðûâíîì âõîäå x(t) (t > t0) è êàæäîì äîïóñòèìîì

ïðè âõîäå x(t) íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè η0(α, β) îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

(6) η(t, α, β) = Rαβ[t0, η0(α, β)]x(t), t > t0, α > β,

íàçûâàåìàÿ ïåðåìåííûì ñîñòîÿíèåì íàáîðà ðåëåB. Ðàâåíñòâî (6) � ýòî ïðàâè-

ëî îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèé èíäèâèäóàëüíûõ ðåëå èç B ïðè îáùåì
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âõîäå x(t). Ôóíêöèÿ (6) èçìåðèìà ïðè êàæäîì t â ïîëóïëîñêîñòè Π, ïðè âñåõ

t ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå η(t, α, β) ∈ Ω
(
x(t)

)
.

Ïóñòü µ(α, β) > 0 � çàäàííàÿ íà Π èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì

íîñèòåëåì,

(7) H
def
=

∫∫
α>β

|µ(α, β)| dα dβ <∞.

Âûõîä íàáîðà B ïðè âõîäå x(t) è äîïóñòèìîì íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè η0(α, β)

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(8) Px(t) =

∫∫
α>β

µ(α, β)Rαβ[t0, η0(α, β)]x(t) dα dβ, t > t0.

Ãèñòåðåçèñíóþ íåëèíåéíîñòü, ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ è âûõîäû êîòîðîé

îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (6) è (8), íàçûâàþò ìîäåëüþ Ïðåéñàõà èëè íåëè-

íåéíîñòüþ Ïðåéñàõà.

2.3. Ñâîéñòâà íåëèíåéíîñòè Ïðåéñàõà

Îòìåòèì êðàòêî íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå ñâîéñòâà ìîäåëè Ïðåéñàõà.

1. Âûõîä íåëèíåéíîñòè Ïðåéñàõà âñåãäà íåïðåðûâåí (õîòÿ ôóíêöèÿ (6) ðàç-

ðûâíà); åãî çíà÷åíèÿ îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ êîíñòàíòîé (7).

2. Íàïðàâëåíèå îáõîäà ïåòåëü ãèñòåðåçèñà îäíî è òî æå äëÿ âñåõ âõîäîâ è

âñåõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé. Ýòî ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ýíåðãèÿ ìîæåò òîëüêî

ïîãëîùàòüñÿ, íî íå âûäåëÿòüñÿ.

3. Ïóñòü S � ïëîùàäü ìàêñèìàëüíîé ïåòëè, H > 0 � âûñîòà ïåòëè, ïðè

|x| > R0 çíà÷åíèå íåëèíåéíîñòè ðàâíî H signx (ñì. ðèñ 2).Ðèñ. 2

Óòâ å ðæä å í è å 1. Ïóñòü x(t), t ∈ [t0, t1] � íåïðåðûâíûé âõîä íà íåëè-

íåéíîñòü Ïðåéñàõà. Ïóñòü ëèáî x(t0) = x(t1) > R0, ëèáî x(t0) = x(t1) < −R0.

Ïóñòü ïðîîáðàç ïðîìåæóòêà [−R0, R0] ïðè ïðåîáðàçîâàíèè x(t) ñîñòîèò èç

äâóõ íåâûðîæäåííûõ ïðîìåæóòêîâ, ïóñòü íà êàæäîì èç íèõ ôóíêöèÿ x(t)

ìîíîòîííàÿ. Ïóñòü ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà2 ïðîõîäèòñÿ ðîâíî îäèí ðàç: îäèí ðàç

2Îíà ðàñïîëàãàåòñÿ èìåííî íàä ïðîìåæóòêîì [−R0, R0] â ïëîñêîñòè (x, Px).
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ïðè âîçðàñòàíèè x(t) è îäèí ðàç ïðè óáûâàíèè. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(9)

t1∫
t0

x′(t) Px(t) dt = −S.

3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

3.1. Äèññèïàòèâíîñòü

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå y′′ + γ2y = b(t). Âñå ðåøå-

íèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ îãðàíè÷åíûå è ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå, îíè èìåþò âèä

kc cos γt + ks sin γt + y∗(t), ãäå y∗ � åäèíñòâåííîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå (ïå-

ðèîäà 2π). Åñëè ôóíêöèÿ b èìååò ðÿä Ôóðüå

b(t) =
∞∑

k=0

ak sin(kt+ ϕk), ak > 0,

òî ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè y∗ èìååò âèä

y∗(t) =
∞∑

k=0

ak

γ2 − k2 sin(kt+ ϕk).

Åñëè ôóíêöèÿ b íåïðåðûâíà, òî y∗ ∈ C2. Ðàññìîòðèì ÷èñëî

r = inf
t∈[0,2π]

M(t), M(t) =
√
γ2[y∗(t)]2 + [y′∗(t)]

2.

Ôóíêöèÿ M ïåðèîäè÷åñêàÿ, åå ïåðèîä ðàâåí 2π. Ëåãêî ïðèäóìàòü ïðèìåð,

êîãäà r = 0, â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ r > 0.

Tå î ð åì à 1. Åñëè S > 4rH, òî óðàâíåíèå (1) äèññèïàòèâíî: êàæäàÿ

òðàåêòîðèÿ óðàâíåíèÿ (1) âõîäèò â íåêîòîðûé êðóã íà ïëîñêîñòè (x, x′) è

òàì îñòàåòñÿ.

Çäåñü è äàëåå â äîêàçàòåëüñòâå, ãîâîðÿ î êðóãàõ, ìû âñåãäà ïðåäïîëàãåì,

÷òî èõ öåíòð ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò.



� 7 �

3.2. Îòñóòñòâèå ñóáãàðìîíèê áîëüøèõ àìïëèòóä

Â [4] ïðèâåäåíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ñóáãàðìîíèê (ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-

øåíèé êðàòíîãî ïåðèîäà 2nπ) áîëüøèõ àìïëèòóä äëÿ óðàâíåíèÿ

(10) x′′ + γ2x = b(t) + f(x)

ñ íåïðåðûâíîé íåëèíåéíîñòüþ f , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì íàñûùåíèÿ:

(11) f+ = lim
x→+∞

f(x) 6= f− = lim
x→−∞

f(x).

Ýòè ñóáãàðìîíèêè èìåëè âèä

(12) R sin
(m
n
t+ θ

)
+ h(t),

ãäåm/n � ýòî ïîäõîäÿùèå äðîáè èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà γ. Àìïëèòóäà îñíîâ-

íîé ãàðìîíèêè R ïðè áîëüøèõ çíàìåíàòåëÿõ n èìååò ïîðÿäîê n(nγ −m)−1 >

n2, ñëàãàåìîå h(t) äîïóñêàåò àïðèîðíóþ îöåíêó íîðì â C, íå çàâèñÿùóþ îò n.

Íàëè÷èå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñêîëü óãîäíî áîëüøîé àìïëèòóäû îòðè-

öàåò äèññèïàòèâíîñòü. Ãðàôèê íåëèíåéíîñòè ñ íàñûùåíèåì î÷åíü ïîõîæ íà

�ãðàôèê� íåëèíåéíîñòè Ïðåéñàõà, îäíàêî ïðèñóòñòâèå ãèñòåðåçèñíîé ïåòëè ìå-

íÿåò ñèòóàöèþ ñ ñóùåñòâîâàíèåì ñóáãàðìîíèê: ó óðàâíåíèÿ ñ íåëèíåéíîñòüþ

Ïðåéñàõà íå ìîæåò áûòü ñóáãàðìîíèê áîëüøèõ àìïëèòóä óêàçàííîãî âèäà ïðè

ñêîëü óãîäíî óçêîé (íî íåíóëåâîé!) øèðèíå ïåòëè ãèñòåðåçèñà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nε,K (K, ε > 0) ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, ïðè

êîòîðûõ ÷èñëî γ �õîðîøî� ïðèáëèæàåìî ðàöèîíàëüíûì ñî çíàìåíàòåëåì n:

�N�:

ãîòè÷åñêîå

�N � (13) |σn| 6 Kn−(1+ε), σn = γ2 − m2

n2 ,

ãäå m è n âçàèìíî ïðîñòû. Íàïðèìåð, N1,1 � ýòî ìíîæåñòâî çíàìåíàòåëåé

ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ÷èñëà γ. Ïðè óìåíüøåíèè ε è óâåëè÷åíèè K ìíîæåñòâî N

ðàñøèðÿåòñÿ. Âîïðîñ î ïîëíîì îïèñàíèè ìíîæåñòâ N ïðè ïðîèçâîëüíûõK è ε

àâòîðàì êàæåòñÿ î÷åíü ñëîæíûì. Çàìåòèì ëèøü, ÷òî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ

n 6∈ Nε,K áåñêîíå÷íî ïðè ëþáûõ K, ε.

Tå î ð åì à 2. Íå ñóùåñòâóåò íåîãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóá-

ãàðìîíèê ïåðèîäà 2nπ óðàâíåíèÿ (1) àìïëèòóäû An, ãäå n∈Nε,K , Ann
−1→∞.
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Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 ñóùåñòâåííî ñëàáåå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1: èç

äèññèïàòèâíîñòè âûòåêàåò îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðà-

åêòîðèé. Êðîìå òîãî, òåîðåìà 2 óòâåðæäàåò ëèøü îòñóòñòâèå �êðóãëûõ� ñóá-

ãàðìîíèê: â óñëîâèÿõ òåîðåìû ñóáãàðìîíèêè èìåþò âèä (12), åñëè n ∈ Nε,K

äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî âåëè÷èíà R ∼ An èìååò ïîðÿäîê ïî êðàéíåé ìåðå

|σ−1
n | > n1+ε, ïðè ýòîì ‖h‖C èìååò ìåíüøèé ïîðÿäîê. Îäíàêî îñíîâíîå ñîäåð-

æàòåëüíîå óñëîâèå γS > 2πrH òåîðåìû 1 â òåîðåìå 2 íå èñïîëüçóåòñÿ � ñêîëü

óãîäíî óçêàÿ ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà �óáèâàåò� ñóáãàðìîíèêè.

4. Çàêëþ÷åíèå

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ñâîéñòâó äèññèïàòèâíîñòè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé: ýòî ñâîéñòâî âûïîëíåíî, êîãäà âñå ðåøåíèÿ çà êîíå÷íîå

âðåìÿ âõîäÿò â íåêîòîðûé øàð â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå è îñòàþòñÿ òàì íàâñå-

ãäà. Ïðåäëîæåí ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà äèññèïàòèâíîñòè âñåõ ðåøåíèé îáûêíî-

âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ãèñòåðåçèñîì Ïðåéñàõà. Äîêàçûâà-

åòñÿ äèññèïàòèâíîñòü íåðåçîíàíñíîãî ìàÿòíèêà ñ ôåððîìàãíèòíûì òðåíèåì

ïðè äîñòàòî÷íî øèðîêîé ïåòëå ãèñòåðåçèñà, óêàçàíà ïðîñòàÿ ÿâíàÿ îöåíêà.

Äîêàçàíî îòñóòñòâèå ñóáãàðìîíèê áîëüøèõ àìïëèòóä ïðè ñêîëü óãîäíî óçêîé

ïåòëå.

Ï Ð È Ë Î Æ Å Í È Å

1. Ñ õ åì à ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â à. Çàäàäèìñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

(Ï.1) x(t0) = R cos θ, x′(t0) = γR sin θ, Px(t0) = η0 ∈ Ω(x(t0)).

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè áîëüøîì T (çàâèñÿùåì îò R è íå çàâèñÿùåì îò θ è

η0) âíóòðè ïðîìåæóòêà [t0, t0 + T ] ðåøåíèå x âîéäåò â ôèêñèðîâàííûé êðóã

(ðàäèóñ êîòîðîãî íå çàâèñèò íè îò R, íè îò θ) � êðóã âõîæäåíèÿ. Ïîêàæåì,

÷òî èç êðóãà âõîæäåíèÿ çà ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ ðåøåíèå âåðíåòñÿ â ýòîò

æå êðóã (âîçìîæíî, âûõîäÿ èç êðóãà â ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè).

Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû: çà ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ íåâîçìîæíî
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óéòè äàëåêî îò êðóãà âõîæäåíèÿ, â êà÷åñòâå êðóãà, î êîòîðîì èäåò ðå÷ü â

ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû, ñëåäóåò âûáðàòü áîëüøèé êðóã � òîò, èç êîòîðîãî

íåëüçÿ âûéòè çà óêàçàííîå ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ, ñòàðòóÿ èç êðóãà âõîæäåíèÿ.

Êàæäûé ðàç áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî î÷åðåäíîé

íà÷àëüíûé ìîìåíò t0 âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû M(t0) = r, ò.å. t0 � îäíà èç òî-

÷åê, â êîòîðûõ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿM äîñòèãàåò ìèíèìóìà. Òàê, â ñàìûé

ïåðâûé ðàç, ñ ïðîèçâîëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, âñå ïîäñ÷åòû íà÷íóòñÿ

â ìîìåíò t0 ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèåé M .

Ðàññìîòðèì ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå y(t; t0) óðàâíåíèÿ y′′ + γ2y =

b(t), óäîâëåòâîðÿþùåå íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì y(t0) = y′(t0) = 0. Ýòî

ðåøåíèå è åãî ïðîèçâîäíàÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

y(t; t0) = y∗(t)− y∗(t0) cos γ(t− t0)− γ−1y′∗(t0) sin γ(t− t0),

y′(t; t0) = y′∗(t) + γy∗(t0) sin γ(t− t0)− y′∗(t0) cos γ(t− t0).

Èç ýòèõ ôîðìóë è ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè y∗ ñëåäóåò îáùàÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà

íîðì â C1 âñåõ ôóíêöèé y(t, t0).

Ïî ïîñòðîåíèþ
∣∣y′(t, t0)− y′∗(t)|

∣∣ 6 M(t0), ïîýòîìó ïðè T êðàòíûõ 2π

(Ï.2)

t0+T∫
t0

∣∣y′(t, t0)− y′∗(t)
∣∣ dt 6 2π−1M(t0)T = 2π−1rT.

Ñäåëàåì â èñõîäíîì óðàâíåíèè çàìåíó x(t) := x(t) + y(t; t0). Óðàâíåíèå (1)

ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

(Ï.3) x′′ + γ2x = P(x+ y(t; t0)),

íà÷àëüíîå óñëîâèå ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ. Çàäàäèìñÿ íåêîòîðûì T > 0. Óìíî-

æèì (Ï.3) íà x′(t) è ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïî ïðîìåæóòêó

[t0, t0 + T ]. Îñíîâíûì äàëåå ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åííîå �ýíåðãåòè÷åñêîå� ðàâåíñòâî

[x′(t0 + T )]2 + γ2[x(t0 + T )]2 − γ2R2 = 2JT = 2

t0+T∫
t0

x′(t) P(x+ y(t; t0)) dt.
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Âåëè÷èíó T áóäåì âûáèðàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíà÷àëå ïî ÷èñëó S − 4rH

âûáåðåì ÷èñëî n � çíàìåíàòåëü ïîäõîäÿùåé äðîáè ÷èñëà γ. Ïîòîì âûáèðà-

åòñÿ ïðîìåæóòîê T0 = 2nπ. ×èñëî T âûáèðàåòñÿ ðàâíûì KT0, ãäå èìåííî

÷èñëî K ìû áóäåì óñòðåìëÿòü ê áåñêîíå÷íîñòè. Èç ëåìì ñëåäóþùåãî ðàçäå-

ëà è îöåíêè (Ï.2) ñëåäóåò, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ïðè T → ∞ âåëè÷èíà

JT ñòàíîâèòñÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøèì ïî ìîäóëþ îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì, åñ-

ëè òîëüêî ðåøåíèå íàõîäèòñÿ âíå íåêîòîðîãî êðóãà íà ïëîñêîñòè. Òåì ñàìûì

äîêàçàíî òî, ÷òî ðåøåíèå ïîïàäåò â ýòîò êðóã, è òî, ÷òî ïîòîì ðåøåíèå áóäåò

âîçâðàùàòüñÿ â íåãî ÷åðåç ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ.

2. Â ñ ï îì î ã à ò å ë ü íû å ó ò â å ðæä å í è ÿ.

Ë åììà 1. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå Rε, ÷òî ïðè íåêîòîðîì

äîñòàòî÷íî áîëüøîì c0 = c0 ñîîòíîøåíèå

t0+T∫
t0

(x+ y(t; t0))
′ P(x+ y(t; t0)) dt < −γT S − ε

2π
+ c1,

ãäå

c1 = c0(|x(t0)|+ |x′(t0)|+ |x(t0 + T )|+ |x′(t0 + T )|),

âåðíî ïðè âñåõ t0, T > 0, åñëè òîëüêî ðåøåíèå x ëåæèò âíå êðóãà ðàäèóñà Rε

íà ïðîìåæóòêå [t0, t0 + T ].

Ïóñòü m/n � ïîäõîäÿùàÿ äðîáü èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà γ. Äëÿ êàæäîãî

çíàìåíàòåëÿ n ñïðàâåäëèâà îöåíêà ([5])

(Ï.4) |εn| 6 n−2, εn = γ − m

n
.

Ðàññìîòðèì ïðîìåæóòîê âðåìåíè [t1, t1 + 2nπ] äëèíû 2nπ.
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Ëåììà 2. Ïî êàæäîìó ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå Rε,n, ÷òî ïðè êàæäîì t1

íàéäåòñÿ íåêîòîðîå ψ = ψ(t1) ïðè êîòîðîì

(Ï.5)
∣∣∣ t1+2nπ∫

t1

y′∗(t)[ P(x+ y(t; t0))−H sign(sin(γt+ ψ))] dt
∣∣∣ 6 ε,

åñëè òîëüêî x ëåæèò âíå êðóãà ðàäèóñà Rε,n íà [t1, t1 + 2nπ].

Óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò èç àñèìïòîòè÷åñêîé îäíîðîäíîñòè îïåðàòîðà

Ïðåéñàõà (ñì. [6, 7]).

Ëåììà 3. Ïî êàæäîìó ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå n, ÷òî ïðè ëþáîì t1

(Ï.6)
∣∣∣ t1+2nπ∫

t1

y′∗(t) sign(sin(γt+ ψ)) dt
∣∣∣ 6 ε.

3. Îö å í ê à â å ë è ÷ è íû Jn. Ïåðåïèøåì âåëè÷èíó JT â âèäå

JT =

t0+T∫
t0

(x′(t) + y′(t; t0)) P(x+ y(t; t0)) dt−
t0+T∫
t0

y′(t; t0) P(x+ y(t; t0)) dt.

Â ñèëó ñôîðìóëèðîâàííûõ ëåìì

JT = −γT S − ε

2π
+c1−

t0+T∫
t0

y′(t; t0) P(x+y(t; t0)) dt 6 −γT S − 4Hr − 2ε

2π
+c+c1.

Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìû ôèêñèðóåì äîñòàòî÷íî áîëüøîå R è äîêàçû-

âàåì, ÷òî ðåøåíèå ñ êîíêðåòíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (Ï.1) óéäåò â øàð

ôèêñèðîâàííîãî ðàäèóñà. Ïðè ýòîì âðåìÿ (÷èñëî n), çà êîòîðîå ìû äîñòèã-

íåì æåëàåìîãî ðåçóëüòàòà, çàâèñèò îò R è ìîæåò áûòü âûáðàíî ñêîëü óãîäíî

áîëüøèì. Äàëåå, ïîñëå òîãî êàê çà êàêîå-òî âðåìÿ, çàâèñÿùåå îò íà÷àëüíûõ

äàííûõ, ìû âîéäåì â øàð íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ðàäèóñà, ÷èñëî n ôèê-

ñèðóåòñÿ äëÿ ýòîãî ðàäèóñà. Çà ýòî âðåìÿ ðåøåíèå íå ìîæåò óéòè äàëåêî èç

ýòîãî øàðà: êàê òîëüêî îíî èç íåãî âûõîäèò, íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü ïîãëîùåíèå

ýíåðãèè è ðåøåíèå èäåò íàçàä. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
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4. Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ëåììû âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì 2 (ñì. ðàçäåë 2). Î÷åâèäíî (ñì. ðèñ. 3), ÷òî êàæäîåÐèñ. 3
äîñòàòî÷íî óäàëåííîå îò íà÷àëà êîîðäèíàò ðåøåíèå x(t) óäîâëåòâîðÿåò (íà ñî-

îòâåòñòâóþùåì ïðîìåæóòêå âðåìåíè) âñåì ïðåäïîëîæåíèÿì óòâåðæäåíèÿ 1.

Îöåíèì ìèíèìàëüíîå ÷èñëî N �îáîðîòîâ� êðèâîé (x, x′) çà ïåðèîä âðåìåíè

2nπ è äîêàæåì, ÷òî N > m − 2. Äëÿ ýòîãî îöåíèì âðåìÿ, ïðè êîòîðîì ðå-

øåíèå ëåæèò âíóòðè ïîëîñû −R0 6 x 6 R0 è âðåìÿ, êîòîðîå ýòî ðåøåíèå

ïðîâîäèò âíå åå.

Íà êàæäîå ïåðåñå÷åíèå ïîëîñû âïðàâî èëè âëåâî çàòðà÷èâàåòñÿ âðåìÿ ïî-

ðÿäêà R0/R∗, ïðè÷åì ÷åì äàëüøå îò íà÷àëà êîîðäèíàò ëåæèò ðåøåíèå, òåì

ìåíüøå ýòî âðåìÿ îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ.

Âíå ïîëîñû ãèñòåðåçèñíàÿ íåëèíåéíîñòü ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ±H è äâèæå-

íèå ïðîèñõîäèò ïî òðàåêòîðèÿì ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíî-

ãî óðàâíåíèÿ x′′ + γ2x = ±H. Êàæäàÿ òàêàÿ òðàåêòîðèÿ ïåðèîäè÷íà, è íà

ïðîõîæäåíèå ïîëóêðóãà (ýòî ÷óòü áîëüøå, ÷åì ïðîñòî âíå ïîëîñû) òðåáóåòñÿ

âðåìÿ ïîðÿäêà π/γ, ïðè÷åì ÷åì äàëüøå îò íà÷àëà êîîðäèíàò ëåæèò ðåøåíèå,

òåì ìåíüøå ýòî âðåìÿ îòëè÷àåòñÿ îò π/γ.

Òàêèì îáðàçîì, çà âðåìÿ ïîðÿäêà 2π/γ êàæäîå ðåøåíèå x(t) ñ äîñòàòî÷-

íî áîëüøèì íà÷àëüíûì óñëîâèåì îñóùåñòâëÿåò ðîâíî îäèí ïîâîðîò. Çà âðåìÿ

2nπ ≈ 2mπ/γ äåëàåòñÿ m òàêèõ ïîâîðîòîâ. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïåðâûé è ïî-

ñëåäíèé ïîâîðîòû ìîãóò áûòü íåïîëíûìè, òî N > m − 2. Ïîñòîÿíííàÿ c0

âîçíèêàåò èìåííî èç-çà ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ïîâîðîòîâ. Îíà çàâèñèò îò íà-

÷àëüíûõ óñëîâèé è êîíå÷íîãî ïîëîæåíèÿ, ëèíåéíàÿ îöåíêà î÷åâèäíà.

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

5. Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 3. Òàê êàê

∣∣∣ t1+2nπ∫
t1

y′∗(t) sign(sin(γt+ ψ)) dt
∣∣∣ =

1

γ

∣∣∣ t2+2nπ/γ∫
t2

y′∗(t/γ) sign(sin(t+ ψ)) dt
∣∣∣
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è ôóíêöèÿ y′∗ ëèïøèöåâà, òî â ñèëó (Ï.4) âåëè÷èíà∣∣∣ t2+2nπ/γ∫
t2

y′∗(t/γ) sign(sin(t+ ψ)) dt−
t2+2mπ∫

t2

y′∗(nt/m) sign(sin(t+ ψ)) dt
∣∣∣

ïðîèçâîëüíî ìàëà ïðè áîëüøèõ n è m. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

ëåììû äîñòàòî÷íî îöåíèòü âåëè÷èíó

J0 =
∣∣∣ t2+2mπ∫

t2

y′∗(nt/m) sign(sin(t+ ψ)) dt
∣∣∣ = m

∣∣∣ 2π∫
0

y′∗(nt) sign(sin(mt+ ψ)) dt
∣∣∣.

Äëÿ îöåíêè J0 ðàçëîæèì â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè y′∗(nt) è sign(sin(mt+ ψ)):

y′∗(nt)=n
∞∑

k=1

k ak

γ2 − k2 cos(nkt+ϕk), sign(sin(mt+ψ))=
4

π

∑
j=1,3,...

sin(j(mt+ψ))

j
.

Â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåë m è n ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ îñòàíóòñÿ òîëü-

êî ïðîèçâåäåíèÿ ãàðìîíèê c k = sm è j = sn ïðè íå÷åòíûõ s è n, ñëåäîâà-

òåëüíî

J0 6 4nm
∑

s=1,3,...

∣∣∣ msams

ns(γ2 − (ms)2)

∣∣∣ 6 4c0m
2

∑
s=1,3,...

∣∣∣c(ms)−2−δ
∣∣∣ 6 c1m

−δ

(|ak| 6 ck−δ). Ëåììà 3 äîêàçàíà.

6. Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 2. Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåí-

íî äðóãèìè ìåòîäàìè. Âìåñòî ãåîìåòðè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé íà ïëîñêîñòè ìû

ïîëüçóåìñÿ êîíñòðóêöèÿìè â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïåðèîäè÷åñêèõ

ôóíêöèé.

Ïóñòü n ∈ Nε,K , ò.å. |σn| 6 Kn−1−ε. Ïóñòü n äîñòàòî÷íî âåëèêî.

Ñäåëàåì ëèíåéíóþ çàìåíó âðåìåíè â óðàâíåíèè (1). Êàæäîå 2nπ-ïåðèîäè-

÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò 2π-ïåðèîäè-

÷åñêîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

(Ï.7)
1

n2x
′′ + γ2x = b(nt) + P(x).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó (Ï.7) åñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, ïðåäñòàâèì åãî â

âèäå

(Ï.8) x(t) = R sin(mt+ θ) + h(t)
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(ôóíêöèÿ h ñîäåðæèò îñòàëüíûå ãàðìîíèêè).

Ââåäåì ïðîåêòîð�P,Q�

�L,H�:

ðóêîïèñíûå

ëàòèíñêèå

�P,Q�

�L,H�

Px(t) =
1

π

2π∫
0

cosm(t− s)x(s) ds

íà ïëîñêîñòü E, íàòÿíóòóþ íà ôóíêöèè sinmt è cosmt, è ïðîåêòîð Q = I −P

íà äîïîëíèòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E⊥, ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé x, äëÿ êîòî-

ðûõ Px = 0. Â L2 ýòè ïðîåêòîðû îðòîãîíàëüíû. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöè-

àëüíûé îïåðàòîð L = n−2(d/dt)2 + γ2. Ýòîò îïåðàòîð ñ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íåïðåðåðûâíî îáðàòèì. ×åðåç H = L−1 îáîçíà÷èì

ëèíåéíûé îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîé ôóíêöèè y ∈ L2 åäèíñòâåííîå

2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x = Hy ∈ W ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Lx = y(t).

Ïîäïðîñòðàíñòâà E è E⊥ ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè äëÿ H, íîðìà H â E

è E⊥ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àåòñÿ: îïåðàòîð HP èìååò íîðìó

‖HP‖L2→L2 =
∣∣∣ n2

n2γ2 −m2

∣∣∣ = |σn|−1,

à îïåðàòîð HQ èìååò íîðìó

‖HQ‖L2→L2 = sup
k=0,1,2,...,m−1,m+1,m+2,...

∣∣∣ n2

n2γ2 − k2

∣∣∣.
Åñëè n ∈ Nε,K , òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì3 c > 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖HQ‖L2→C 6 cn. Îòñþäà ñëåäóþò îöåíêè ‖h‖C 6 cn êîìïîíåíò h âñåõ 2π-

ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé x(t) óðàâíåíèÿ (Ï.7). Áîëåå òîíêèìè ðàññóæäåíèÿìè

ìîæíî óñòàíîâèòü ñóùåñòâåííî áîëåå ñèëüíóþ îöåíêó ‖h‖C 6 c; òåîðåìó 2

ìîæíî äîêàçàòü è áåç íåå.

Íèæå èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ PHy = HPy = σ−1
n y,Qb(nt) = b(nt) è

òîæäåñòâî

(Ï.9)

2π∫
0

y(t)
d

dt
Hy(t) dt ≡ 0, y ∈ L2.

3Çäåñü è íèæå îäíîé è òîé æå áóêâîé c îáîçíà÷åíû íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿí-

íûå, èõ òî÷íàÿ âåëè÷èíà íå èãðàåò ðîëè â äîêàçàòåëüñòâàõ, âàæåí ëèøü ôàêò èõ ñóùåñòâî-

âàíèÿ.



� 15 �

Îíî âûïîëíåíî, òàê êàê äëÿ êàæäîé ãàðìîíèêè sin(kt+ φ) ôóíêöèè y âåðíû

ðàâåíñòâà H sin(k+φ) = c sin(kt+φ), ïîýòîìó
(
H sin(kt+φ)

)′
= c1 cos(kt+φ).

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (Ï.7) ñ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëî-

âèÿìè ýêâèâàëåíòíî îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ

(Ï.10) x = H
(
b(nt) + Px

)
.

Ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå èç äâóõ óðàâíåíèé: Px = HP
(
b(nt) +

Px
)
,Qx = HQ

(
b(nt) + Px

)
, êîòîðûå ïîñëå ïðîñòåéøèõ óïðîùåíèé ïðèîáðå-

òàþò âèä

R sin(mt+ θ) = σ−1
n PPx, h = Hb(nt) + HQPx.(Ï.11)

Ïåðâîå óðàâíåíèå � ýòî óðàâíåíèå íà ïëîñêîñòè E. Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü

â âèäå äâóõ ðàâåíñòâ ïðîåêöèé íà ôóíêöèè sin(mt+ θ) è cos(mt+ θ):

πσnR =

2π∫
0

sin(mt+ θ) Px dt, 0 =

2π∫
0

cos(mt+ θ) Px dt.(Ï.12)

Ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî â [6]. Ïî äó-

õó îíî î÷åíü áëèçêî ê ñâîèì àíàëîãàì äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ íåëèíåíîñòåé ñ íà-

ñûùåíèåì, âïåðâûå çàìå÷åííûì À. Ëàçåðîì â 1970ã. è ïîòîì øèðîêî èñïîëüçî-

âàííûì ìíîãèìè àâòîðàìè: Ñ. Ôó÷èê, Æ. Ìàâåí, Ï. Ãåññ è äð. Ýòî óòâåðæäå-

íèå ñëåäóåò èç ïðîñòûõ ðàññóæäåíèé: ìåðà òåõ çíà÷åíèé t, ïðè êîòîðûõ |x(t)|
íåâåëèêî, ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ; åñëè |x(t)| âåëèêî, òî Px = sign

(
sin(mt+ θ)

)
.

Ëåììà 4. Ïðè R→∞
2π∫

0

sin(mt+θ) P
(
R sin(mt+θ)+h(t)

)
dt→

2π∫
0

sin(mt+θ) sign
(
sin(mt+θ)

)
dt≡4H

ðàâíîìåðíî ïî âñåì θ è h : ‖h‖CR
−1 → 0.

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà (Ï.12) â ñèëó óñëîâèÿ R/n → ∞ è îöåíêè ‖h‖C 6

cn âûòåêàåò, ÷òî R ≈ 4σ−1
n H/π, ò.å. â (Ï.8) îñíîâíûì ÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå

R sin(mt+ θ).
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Óìíîæèì âòîðîå ðàâåíñòâî (Ï.12) íà mR è ïðåîáðàçóåì åãî ê âèäó

2π∫
0

h′(t) Px dt =

2π∫
0

(
mR cos(mt+ θ) + h′(t)

)
Px dt.

Ýòî óðàâíåíèå â ñèëó ðàâåíñòâ Qh′ = h′ è

2π∫
0

x′(t) Px(t) dt = −mS

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(Ï.13)

2π∫
0

h′(t)QPx dt = −mS.

Ïîäñòàâèì òåïåðü â óðàâíåíèå (Ï.13) çíà÷åíèå äëÿ h′ èç âòîðîãî óðàâíå-

íèÿ (Ï.11):
2π∫

0

d

dt

(
Hb(nt) + HQPx

)
QPx dt = −mS.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â ñèëó (Ï.9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

2π∫
0

d

dt

(
Hb(nt)

)
Px dt = −mS,

îòñþäà ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n ∈ Nε,K ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

(Ï.14)

2π∫
0

d

dt

(
Hb(nt)

)
Px dt = −mS.

Ôóíêöèÿ d
dt

(
Hb(nt)

)
ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà â ÿâíîì âèäå ñ èñïîëüçîâàíèåì

ðÿäà Ôóðüå

b(t) =
a0

2
+

∞∑
k=1

ak sin(kt+ ϕk), ak > 0

ôóíêöèè b:

d

dt

(
Hb(nt)

)
= nv(nt) = n

∞∑
k=1

kak

γ2 − k2 sin(knt− ϕk).
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Òàê êàê ðÿä
∑
ak/k àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, òî ôóíêöèÿ v(t) íåïðåðûâíà è îãðà-

íè÷åíà. Îòñþäà è èç (Ï.14) ñëåäóåò, ÷òî

2π∫
0

v(nt) Px dt = −mS/n

è, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî

(Ï.15)

2π∫
0

v(nt) Px dt→ 0

ïðè n→∞, òî ïîëó÷èòñÿ ïðîòèâîðå÷èå, äîêàçûâàþùåå òåîðåìó 2. Äëÿ äîêà-

çàòåëüñòâà (Ï.15) ðàçîáüåì èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè íà äâà ñëàãàåìûõ:

2π∫
0

v(nt) Px dt=H

2π∫
0

v(nt) sign
(
sin(mt+θ)

)
dt+

2π∫
0

v(nt)
(
Px−H sign

(
sin(mt+θ)

))
dt.

Òàê êàê m è n âçàèìíî ïðîñòû, ïîñëå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå îáîèõ ñî-

ìíîæèòåëåé ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â ïåðâîì ñëàãàåìîì òàì îñòàíóòñÿ òîëüêî

ãàðìîíèêè êðàòíûå è m, è n. Ïðè áîëüøèõ m è n âñå ýòè ñëàãàåìûå ëåãêî

îöåíèâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè akmn, ðÿä èç êîòîðûõ àáñî-

ëþòíî ñõîäèòñÿ è ïåðâîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Âòîðîå ñëàãàåìîå äîïóñêàåò îöåíêó

∣∣∣ 2π∫
0

v(nt)
(

Px−H sign
(
sin(mt+ θ)

))
dt

∣∣∣ 6 c

2π∫
0

∣∣ Px−H sign
(
sin(mt+ θ)

)∣∣ dt.
Åñëè |R sin(mt+ θ)| > cn, òî Px = H sign

(
sin(mt+ θ)

)
. Ïîýòîìó

2π∫
0

∣∣ Px−H sign
(
sin(mt+ θ)

)∣∣ dt 6 cmes{R sin(mt+ θ)| < cn} → 0,

è (Ï.15) äîêàçàíî.
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