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1. Ââåäåíèå

Ïðåäëîæåí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ëèíåéíûõ âåêòîðíûõ ïî-

ëåé ñ ïàðàìåòðîì, ïîçâîëÿþùèé äîêàçûâàòü òåîðåìû îá àñèìïòîòè÷åñêèõ òî÷-

êàõ áèôóðêàöèè (òî÷êàõ áèôóðêàöèè íà áåñêîíå÷íîñòè) â ñëó÷àå äâóêðàòíîãî

âûðîæäåíèÿ ãëàâíîé ëèíåéíîé ÷àñòè. Âûäåëåí êëàññ ïîëåé, èìåþùèõ áîëåå

äâóõ íåîãðàíè÷åííûõ âåòâåé îñîáûõ òî÷åê â îêðåñòíîñòè òî÷êè áèôóðêàöèè.

Áèôóðêàöèè íà áåñêîíå÷íîñòè áûëè ââåäåíû Ì.À. Êðàñíîñåëüñêèì. Â [1]

ïðåäëîæåí ïðèíöèï ñìåíû èíäåêñà è ñòàâøèå êëàññè÷åñêèìè òåîðåìû î òî÷-

êàõ áèôóðêàöèè íà áåñêîíå÷íîñòè è â íóëå, ïîðîæäåííûõ ñîáñòâåííûìè çíà-

÷åíèÿìè íå÷åòíîé êðàòíîñòè ëèíåàðèçîâàííûõ çàäà÷.

Èçó÷åíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ÷åòíîé êðàòíîñòè ñóùåñòâåííî ñëîæíåå.

Èíôîðìàöèÿ î ãëàâíîé ëèíåéíîé ÷àñòè çàäà÷è íå äàåò îòâåòà íà âîïðîñ, ÿâ-

ëÿåòñÿ ëè ÷åòíîêðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå òî÷êîé áèôóðêàöèè; íåîáõîäè-

ìî èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà íåëèíåéíîñòåé. Íàïðèìåð, äëÿ ãðàäèåíòíûõ ïîëåé

êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ðîëè íå èãðàåò. Ýòîò ôàêò óñòàíîâëåí â [1]

äëÿ áèôóðêàöèé â íóëå; â [2] ïðåäëîæåíû àíàëîãè íà áåñêîíå÷íîñòè.

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îäíîðîäíîñòü íåëèíåéíîñòåé (ñì. [3])

è ñïåöèàëüíîå ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííîñòè íåëèíåéíîñòåé è ãëàâíîé ëèíåéíîé

÷àñòè. Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêè ëèíåéíûõ ïîëåé ñ àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíûìè

íåëèíåéíîñòÿìè ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äâóêðàòíîå ñîáñòâåí-

íîå çíà÷åíèå ëèíåéíîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé áèôóðêàöèè íà áåñêîíå÷íîñòè,

è ïðåäëîæåíû îöåíêè ÷èñëà íåîãðàíè÷åííûõ âåòâåé îñîáûõ òî÷åê.
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01-00146, 03-01-00258), Ôîíäîì ñîäåéñòâèÿ îòå÷åñòâåííîé íàóêå è ãðàíòàìè Ïðåçèäåíòà
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Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è àáñòðàêò-

íûå ðåçóëüòàòû. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ ê ðàçëè÷íûì êðàåâûì

çàäà÷àì. Íàèáîëåå ïðîñòû ïðèëîæåíèÿ ê 2π-ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷å äëÿ óðàâ-

íåíèÿ x′′ + λ2x = b(t) + f(x) (ðàçäåë 3.1). Çäåñü ëèíåàðèçîâàííàÿ íà áåñ-

êîíå÷íîñòè çàäà÷à èìååò äâóêðàòíîå âûðîæäåíèå ïðè öåëûõ λ = m 6= 0;

óêàçàíû îöåíêè ñíèçó ÷èñëà íåîãðàíè÷åííûõ âåòâåé ðåøåíèé ïðè λ → m. Â

ðàçäåëå 3.2 ðàññìîòðåíû ñóáãàðìîíèêè (ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ êðàòíîãî ïå-

ðèîäà); ïðåäëîæåíû îöåíêè ÷èñëà íåîãðàíè÷åííûõ âåòâåé 2nπ-ïåðèîäè÷åñêèõ

ðåøåíèé ïðè λ → m/n. Â ðàçäåëå 3.3 ïðèâåäåíû îáîáùåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé,

âîçíèêàþùèõ â òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Áèôóðêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé âåê-

òîðíûõ ñèñòåì èçó÷àþòñÿ â ðàçäåëå 4. Â ðàçäåëå 5 ñôîðìóëèðîâàíû ïðèëî-

æåíèÿ ê äâóìåðíîé äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷å.

×àñòü ïðèâåäåííûõ ïðèëîæåíèé èìåþò ãðàäèåíòíûé âèä. Äëÿ íèõ íîâèçíà

ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â îöåíêå ÷èñëà âîçíèêàþùèõ âåòâåé ðå-

øåíèé. Îäíàêî îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ìàëûõ íåãðàäèåíòíûõ

âîçìóùåíèÿõ çàäà÷. Â èçó÷àåìûõ ñèòóàöèÿõ ñìåíû èíäåêñà íå ïðîèñõîäèò.

Ïðåäëàãàåìûå òåîðåìû îñíîâàíû íà íîâîì ìåòîäå âûäåëåíèÿ ãëàâíûõ ÷ëå-

íîâ óðàâíåíèé ðàçâåòâëåíèÿ â çàäà÷å î áèôóðêàöèÿõ íà áåñêîíå÷íîñòè.

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H
çàâèñÿùåå îò ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà λ âåêòîðíîå ïîëå x−T (x, λ). Ïóñòü íåëè-

íåéíûé îïåðàòîð T (x, λ) âïîëíå íåïðåðûâåí ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ

x ∈ H, λ ∈ Λ = [λ−, λ+] ⊂ R è àñèìïòîòè÷åñêè ëèíååí (äèôôåðåíöèðóåì

íà áåñêîíå÷íîñòè) ïî ïåðåìåííîé x, òî åñòü âåðíî ðàâåíñòâî

lim
‖x‖H→∞

‖x‖−1
H ‖T (x, λ)− T ′∞(λ)x‖H = 0,

ãäå ëèíåéíûé îïåðàòîð T ′∞(λ) òàêæå âïîëíå íåïðåðûâåí (ñì., íàïðèìåð, [4]).

Â äàëüíåéøåì ìû îãðàíè÷èìñÿ êëàññè÷åñêîé ñèòóàöèåé, êîãäà T ′∞(λ) = λA

ïðè íåêîòîðîì A è T (x, λ) = λAx + F (Ax, λ). Òàêèå ïîëÿ (èëè ýêâèâàëåíò-

íûå èì ïîëÿ λAx + AF (x, λ) ) âîçíèêàþò ïðè èññëåäîâàíèè êâàçèëèíåéíûõ
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êðàåâûõ çàäà÷. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x = λAx+ F (Ax, λ); (1)

ïóñòüM� ìíîæåñòâî âñåõ åãî ðåøåíèé3 (x, λ) ∈ H×Λ. Çíà÷åíèå λ0 ïàðàìåòðà

íàçîâåì àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷êîé áèôóðêàöèè, åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè

U(λ0) òî÷êè λ0 ìíîæåñòâî F={(x, λ) ∈ M : λ∈U(λ0)} ⊂ H×Λ íåîãðàíè÷åíî.

Êàê èçâåñòíî, êàæäàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ òî÷êà áèôóðêàöèè � ýòî õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîå çíà÷åíèå ëèíåéíîãî âïîëíå íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà A.

Ïîëîæèì Zρ = {(x, λ) : ‖x‖H < ρ, λ ∈ Λ}. Ñëåäóÿ [1, 4], íàçîâåì ìíîæå-

ñòâî N ⊂ M íåîãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé âåòâüþ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1),

åñëè ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì ρ > 0 íà ãðàíèöå êàæäîãî ñîäåðæàùåãî

öèëèíäð Zρ îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà Γ ⊂ H × R åñòü õîòÿ áû îäíà òî÷êà

(x, λ) ∈ N \Zρ. Åñëè λ0 ∈ (λ−, λ+) � åäèíñòâåííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå çíà÷å-

íèå îïåðàòîðà A íà ïðîìåæóòêå Λ, òî

lim
ρ→∞

sup
(x,λ)∈N\Zρ

|λ− λ0| = 0 (2)

è ïîýòîìó λ0 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷êîé áèôóðêàöèè. Âåòâü N íàçîâåì

íàïðàâëåííîé ïðè λ→ λ0, åñëè âåðíî ñîîòíîøåíèå (2) è ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
ρ→∞

sup
(x,λ)∈N\Zρ

∥∥x/‖x‖H − e
∥∥

H = 0;

âåêòîð e íàçîâåì ïðåäåëüíûì äëÿ N. Íàïðàâëåííàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ íåïðå-

ðûâíàÿ âåòâü ìîæåò íå áûòü íåïðåðûâíîé êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå H× R.
Íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî λ0 ∈ (λ−, λ+) � ýòî íåíóëåâîå õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîå çíà÷åíèå êðàòíîñòè 2 âïîëíå íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà A. Îïåðàòîð A

ïðåäïîëàãàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì. Ïðåäëàãàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè

êîòîðûõ λ0 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷êîé áèôóðêàöèè, è îöåíêè ÷èñëà

íàïðàâëåííûõ íåîãðàíè÷åííûõ âåòâåé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ïðè λ→ λ0.

3Áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1) è âåêòîðû x ∈ H, è ïàðû (x, λ) ∈ H × Λ; èç

êîíòåêñòà âñåãäà ÿñíî, î ÷åì èäåò ðå÷ü.
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2.2. Àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíûå íåëèíåéíîñòè. Îñíîâíûå ïðåäïî-

ëîæåíèÿ î íåëèíåéíîñòè F (x, λ) ñîñòîÿò â åå àñèìïòîòè÷åñêîé îäíîðîäíîñòè è

ñïåöèàëüíîé ñîãëàñîâàííîñòè ñ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì A. Â 1969 ãîäó Ëàçåð è

Ëè÷ ïåðâûìè ðàññìîòðåëè âûðîæäåííûå â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèÿ

ñ àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíûìè íåëèíåéíîñòÿìè [5]; ýòè íåëèíåéíîñòè èìåþò

íà áåñêîíå÷íîñòè ñëåäóþùèé çà ëèíåéíûì ïîðÿäîê.

Ïóñòü áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B íåïðåðûâíî âëîæåíî â H. Ïóñòü îïåðàòîð

F : B → H íåïðåðûâåí è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí, òî åñòü supx∈B ‖F (x)‖H <∞.

Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà H, S = {x ∈ E :

‖x‖H = 1} � åäèíè÷íàÿ ñôåðà â E è ïóñòü E ⊂ B. Îïåðàòîð F íàçîâåì

àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíûì, åñëè îïðåäåëåí òàêîé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð

Ψ : S → H, ÷òî ïðè ëþáîì c > 0 è ëþáîì y ∈ B ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
r→+∞

sup
u∈S; h∈B, ‖h‖B6c

∣∣ 〈y, F (ru+ h)−Ψ(u)〉
∣∣ = 0, (3)

ãäå 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H, ïîðîæäàþùåå íîðìó ‖ · ‖H. Îïåðà-

òîð Ψ áóäåì íàçûâàòü àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåäåëîì îïåðàòîðà F . Òðèâèàëü-

íûé ïðèìåð àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíîãî îïåðàòîðà � ýòî F (x) ≡ F0; ñóììà

àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíûõ îïåðàòîðîâ àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíà.

Âåçäå äàëåå E � äâóìåðíîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A,

îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì x = λ0Ax. Â ïðèëîæåíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþ-

ùèå àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíûå îïåðàòîðû.

Ïðèìåð 2.2.1 [6]. Ïóñòü ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà è

f(x) → f+ ïðè x→ +∞; f(x) → f− ïðè x→ −∞; f+ 6= f−. (4)

Ïóñòü ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f1(x) íåïðåðûâíà, îãðàíè÷åíà è

lim
x→∞

1

x

x∫
0

f1(s)ds = 0. (5)

Ïóñòü E ñîñòîèò èç ôóíêöèé u ∈ C1
(
[a, b],R

)
, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

mes {t : u′(t) = 0} = 0. Òîãäà îïåðàòîð F ñóïåðïîçèöèè x(t) 7→ φ
(
x(t)

)
, ïî-

ðîæäåííûé ôóíêöèåé φ(x) = f(x) + f1(x), àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäåí: ðàâåí-
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ñòâî (3) âûïîëíåíî ïðè H = L2
(
[a, b],R

)
, B = C1

(
[a, b],R

)
è îïåðàòîðå Ψ ñó-

ïåðïîçèöèè, ïîðîæäåííîì ðàçðûâíîé ôóíêöèåé (f+ + f−+(f+ − f−) sgn x)/2.

Íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà Ψ âûòåêàåò èç óñëîâèÿ mes {t : u′(t) = 0} = 0.

Â äîêàçàòåëüñòâàõ ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ñêàëÿðíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ

ôóíêöèé; çàìåíèòü C1 íà C íåëüçÿ.

Ïðèìåð 2.2.2. Ïóñòü S � åäèíè÷íàÿ ñôåðà â Rn ïðè n > 1. Ïóñòü íåïðå-

ðûâíûå îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè f : [a, b] × Rn → Rn è ψ : [a, b] × S → Rn

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

lim
r→+∞

max
x∈S, t∈[a,b]

‖f(t, rx)− ψ(t, x)‖Rn = 0,

òî åñòü ψ � ýòî ðàäèàëüíûé ïðåäåë ôóíêöèè f íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïóñòü E ⊂
L2 = L2([a, b],Rn) è äëÿ âñåõ ôóíêöèé u(t) ∈ E âåðíî ñîîòíîøåíèå mes {t :

u(t)=0} = 0. Òîãäà îïåðàòîð F (x(t)) = f
(
t, x(t)

)
àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíåí

ïðè H = B = L2 ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåäåëîì Ψ(u(t)) = ψ
(
t, u(t)

)
.

Ôóíêöèè ñ ðàäèàëüíûìè ïðåäåëàìè � ýòî âåêòîðíûé àíàëîã ôóíêöèé f ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (4) (ïðè n = 1 ñôåðà S âûðîæäàåòñÿ â äâå òî÷êè).

Ìåòîä, èñïîëüçóåìûé â [6] ïðè àíàëèçå îïåðàòîðîâ ñóïåðïîçèöèè, ïîðîæäåí-

íûõ ñêàëÿðíûìè ôóíêöèÿìè f(x), íàïðÿìóþ íå ïðèìåíèì ê âåêòîðíûì ñèòó-

àöèÿì ñ îñöèëëèðóþùèìè íà áåñêîíå÷íîñòè ñëàãàåìûìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè

àíàëîãàì ñîîòíîøåíèÿ (5). Áûëî áû èíòåðåñíî óñòàíîâèòü êëàññû ôóíêöèé

f(x, y), ïîðîæäàþùèõ àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíûå îïåðàòîðû ñóïåðïîçèöèè

â ïðîñòðàíñòâàõ âåêòîð-ôóíêöèé, íî íå èìåþùèõ ðàäèàëüíûõ ïðåäåëîâ.

2.3. Ïðåäïîëîæåíèÿ î ñîãëàñîâàííîñòè. Ïóñòü îïåðàòîð F (x, λ) ñî

çíà÷åíèÿìè â H íåïðåðûâåí ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ x ∈ B, λ ∈ Λ è ðàâ-

íîìåðíî îãðàíè÷åí: supx∈B,λ∈Λ ‖F (x, λ)‖H <∞. Ïóñòü ñàìîñîïðÿæåííûé â H
îïåðàòîð A äåéñòâóåò èç H â B è âïîëíå íåïðåðûâåí. Îïåðàòîðû A è F (x, λ)

íàçîâåì ñîãëàñîâàííûìè, åñëè îïðåäåëåí äåéñòâóþùèé èç B â H ëèíåéíûé

íåïðåðûâíûé îïåðàòîð D, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì ïðåäïîëîæåíèÿì.

(i) Îïåðàòîð D êîñîñèììåòðè÷åí è êîììóòèðóåò ñ A íà ïðîñòðàíñòâå B, òî
åñòü 〈Dx, x〉 = 0 è DAx = ADx ïðè âñåõ x ∈ B.
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(ii) Ïðè âñåõ x ∈ B è âñåõ λ ∈ Λ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 〈Dx,F (x, λ)〉 = 0.

Èç ïðåäïîëîæåíèÿ (i) ñëåäóåò, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðà-

òîðà A, îòâå÷àþùèå åãî íåíóëåâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, èíâàðèàíòíû äëÿ

îïåðàòîðà D. Âñÿêîå òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðÿìîé ñóì-

ìû êîíå÷íîãî ÷èñëà îðòîãîíàëüíûõ ñîáñòâåííûõ äëÿ îïåðàòîðàD ïëîñêîñòåé,

â êàæäîé èç êîòîðûõ D ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ïîâîðîòà íà óãîë π/2 è ðàñòÿ-

æåíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì (äëÿ êàæäîé ïëîñêîñòè � ñâîèì), è

îðòîãîíàëüíîãî ýòèì ïëîñêîñòÿì ïîäïðîñòðàíñòâà (âîçìîæíî, íóëüìåðíîãî),

ãäå D îáðàùàåòñÿ â íóëü. Îòñþäà âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ïðè âñåõ x ∈ H
ðàâåíñòâà 〈DAx, x〉 = 0, òî åñòü êîñîñèììåòðè÷íîñòü îïåðàòîðà DA íà H.

Áîëåå òîãî, àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå 〈DM(A)x, x〉 = 0 âåðíî äëÿ ôóíêöèé

M(·) îò îïåðàòîðà A.
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû. Âñþäó ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñî

ñâîèìè ñóæåíèÿìè íà ïåðèîä.

Ïðèìåð 2.3.1. Ïóñòü H = L2
(
[0, 2π],R

)
, B � ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ óäî-

âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x(0) = x(2π) ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà C1
(
[0, 2π],R

)
.

Ïóñòü A � îïåðàòîð, îáðàòíûé ê äèôôåðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó d 2/dt 2 +α2

ñ íåöåëûì âåùåñòâåííûì α ïðè 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ. Ïóñòü F

� îïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè, ïîðîæäåííûé íåïðåðûâíîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöè-

åé f(x, λ). Òîãäà îïåðàòîðû A è F ñîãëàñîâàíû ïðè D = d/dt.

Ïðèìåð 2.3.2. Ïóñòü H = L2
(
[0, 2π],Rn

)
, B � ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x(0) = x(2π) âåêòîð-ôóíêöèé x(t) ïðîñòðàíñòâà

C1
(
[0, 2π],Rn

)
. Ïóñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé êâàäðàòíîé ìàò-

ðèöû A ïîðÿäêà n íå ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè öåëûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A

ëèíåéíûé îïåðàòîð, îáðàòíûé ê äèôôåðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó x′′ + Ax ñ

2π-ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ïîëîæèì D=d/dt. Åñëè F (x(t)) =

f
(
x(t), x′(t)

)
, íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ f èìååò âèä

f(x, y) = ∇g(x) + f1(x, y), x, y ∈ Rn, (6)

è äëÿ íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèè f1 âåðíî òîæäåñòâî
(
y, f1(x, y)

)
Rn ≡ 0, òî

âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè îïåðàòîðîâ A è F .
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Ïðèìåð 2.3.3. Ïîëîæèì H = B = L2([0, π],R2). Ïóñòü A � îïåðàòîð, îá-

ðàòíûé ê äèôôåðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó d 2/dt 2 ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ Äèðè-

õëå x(0)=x(π)=0 ∈ R2. Ïóñòü îïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè F1 ïîðîæäåí íåïðåðûâ-

íîé îãðàíè÷åííîé âåêòîð-ôóíêöèåé f(x) =
(
f1(x1, x2), f2(x1, x2)

)
, äëÿ êîìïî-

íåíò êîòîðîé ïðè âñåõ x = (x1, x2) ∈ R2 âåðíî òîæäåñòâî

x2f1(x1, x2) ≡ x1f2(x1, x2). (7)

Òîãäà îïåðàòîðû A è F1 ñîãëàñîâàíû; çäåñüD � îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé ôóíê-

öèþ x(t) =
(
x1(t), x2(t)

)
â ôóíêöèþ

(
−x2(t), x1(t)

)
. Îòìåòèì íåãðàäèåíòíîñòü

íåëèíåéíîñòåé â ýòîì è ïðåäûäóùåì ïðèìåðàõ.

2.4. Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà èíâàðèàíòíîé äëÿ D è A

ïëîñêîñòè E = {x : x = λ0Ax} ⊂ H îïåðàòîð D íåíóëåâîé. Çàäàäèìñÿ âåêòî-

ðîì v0 ∈ E, ‖v0‖H = 1, è ïîëîæèì ξ = ‖Dv0‖H. Â ñèëó êîñîñèììåòðè÷íîñòè

îïåðàòîðà D âåêòîðû v0 è Dv0 îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â E; ðàâåíñòâî
vϕ = v0 cosϕ+ ξ−1Dv0 sinϕ ïàðàìåòðèçóåò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü S ⊂ E.

Áóäåì îòîæäåñòâëÿòü çàäàííûå íà S íåïðåðûâíûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

χ(vϕ) ñ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè χ̃(ϕ) = χ(vϕ) âåùå-

ñòâåííîé ïåðåìåííîé ϕ. Èçîëèðîâàííûé íóëü ϕ0 ôóíêöèè χ̃(ϕ) (è èçîëèðî-

âàííûé íóëü vϕ0
ôóíêöèè χ(vϕ)) íàçîâåì ïðàâèëüíûì, åñëè â äîñòàòî÷íî ìà-

ëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ϕ0 ôóíêöèÿ χ̃(ϕ) èìååò ðàçíûå çíàêè ïðè ϕ < ϕ0 è

ïðè ϕ > ϕ0; ïðîñòåéøåå óñëîâèå ïðàâèëüíîñòè íóëÿ � ýòî ñóùåñòâîâàíèå è

îòëè÷èå îò íóëÿ ïðîèçâîäíîé χ̃′(ϕ0).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E⊥ îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ïëîñêîñòè E â ïðîñòðàí-

ñòâå H, ÷åðåç P è Q � îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû íà E è E⊥. Òàê êàê E
� ýòî ñîáñòâåííàÿ ïëîñêîñòü êîñîñèììåòðè÷åñêîãî íà H îïåðàòîðà DA, òî

E⊥ èíâàðèàíòíî äëÿ DA. Ïîýòîìó ïðè êàæäîì b ∈ E⊥ âåðíî âêëþ÷åíèå

DAb ∈ E⊥ è ïî àëüòåðíàòèâå Ôðåäãîëüìà ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

x = λ0Ax + DAb èìååò äâóìåðíîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé; ðîâíî îäíî èç íèõ

ïðèíàäëåæèò E⊥ � ýòî x = DA(I − λ0AQ)−1b.
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Tå î ð åì à 1. Ïóñòü F (x, λ) = F0(λ) + F1(x, λ), îïåðàòîðû A è F1(x, λ)

ñîãëàñîâàíû, îïåðàòîð F1(x, λ0) àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäåí ñ àñèìïòîòè÷å-

ñêèì ïðåäåëîì Ψ1(u) è ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

F0(λ) = F0(λ0)+(λ−λ0)G0(λ), F1(x, λ) = F1(x, λ0)+(λ−λ0)G1(x, λ), (8)

ãäå îïåðàòîðû G0 : Λ → H, G1 : B × Λ → H íåïðåðûâíû è ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åíû. Ïóñòü F0(λ0) ∈ E⊥. Ïóñòü ôóíêöèÿ

χ(vϕ) = 〈DA(I − λ0AQ)−1F0(λ0) + 〈Dvϕ, G0(λ0)〉vϕ,Ψ1(vϕ)〉 (9)

èìååò K > 0 ïðàâèëüíûõ íóëåé vϕ1
, . . . , vϕK

íà îêðóæíîñòè S. Òîãäà ó óðàâ-

íåíèÿ (1) åñòü ïî êðàéíåé ìåðå K íàïðàâëåííûõ íåîãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâ-

íûõ âåòâåé ðåøåíèé ïðè λ→ λ0 ñ ïðåäåëüíûìè âåêòîðàìè vϕj
, j = 1, ..., K.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ÷èñëî íåîãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ âåòâåé ðåøåíèé

ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíî áîëüøèì (ñì. ïðèìåð â ðàçäåëå 3.1).

2.5. Áëèçêèå òåîðåìû è çàìå÷àíèÿ. Òåîðåìû ýòîãî ðàçäåëà ïðèâî-

äÿòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà. Äîêàçàòåëüñòâà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðîñòûìè

ìîäèôèêàöèÿìè ïðèâîäèìîãî â ðàçäåëå 2.6 äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.

2.5.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåïðåðûâíûé ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûé îïå-

ðàòîð F (x, λ) àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäåí ïî x, åñëè îí àñèìïòîòè÷åñêè îä-

íîðîäåí ïðè êàæäîì λ, àñèìïòîòè÷åñêèé ïðåäåë Ψ(u, λ) íåïðåðûâåí ïî ñîâî-

êóïíîñòè ïåðåìåííûõ u ∈ S, λ ∈ Λ è àíàëîãè÷íîå (3) ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

ðàâíîìåðíî ïî λ ïðè ëþáûõ c > 0 è y ∈ B:

lim
r→+∞

sup
λ∈Λ; u∈S; h∈B, ‖h‖B6c

∣∣〈y, F (ru+ h, λ)−Ψ(u, λ)〉
∣∣ = 0.

Tå î ð åì à 2. Ïóñòü F (x, λ) = F0(x, λ) + F1(x, λ). Ïóñòü îïåðàòîðû A

è F1(x, λ) ñîãëàñîâàíû, îïåðàòîð F0(x, λ) àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäåí ïî x ñ

àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåäåëîì Ψ(u, λ). Ïóñòü ôóíêöèÿ η(vϕ)=〈Dvϕ,Ψ(vϕ, λ0)〉
èìååò K > 0 ïðàâèëüíûõ íóëåé vϕ1

, . . . , vϕK
íà îêðóæíîñòè S. Òîãäà ó óðàâ-

íåíèÿ (1) åñòü ïî êðàéíåé ìåðå K íàïðàâëåííûõ íåîãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâ-

íûõ âåòâåé ðåøåíèé ïðè λ→ λ0 ñ ïðåäåëüíûìè âåêòîðàìè vϕj
, j = 1, ..., K.
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Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü F (x, λ) = F0(λ) + F1(x, λ), ãäå îïåðàòîð F1(x, λ) ñîãëà-

ñîâàí ñ A. Òîãäà η(vϕ) = 〈Dvϕ, F0(λ0)〉. Ïðè F0(λ0) 6∈ E⊥ ýòà ôóíêöèÿ èìååò

äâà ïðàâèëüíûõ íóëÿ ±PF0(λ0)/‖PF0(λ0)‖H íà îêðóæíîñòè S è ïî òåîðåìå 2

ó óðàâíåíèÿ (1) åñòü äâå íàïðàâëåííûå íåîãðàíè÷åííûå íåïðåðûâíûå âåòâè

ðåøåíèé ïðè λ → λ0. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ õîðîøî èçâåñòíà, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ

î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ. Åñëè F0(λ0) ∈ E⊥ (êàê â òåîðåìå 1), òî η ≡ 0 è

òåîðåìà 2 îêàçûâàåòñÿ íåïðèìåíèìîé, òî åñòü òåîðåìû 1 è 2 äîïîëíÿþò äðóã

äðóãà. Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 1 äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ àñèìïòîòè÷å-

ñêàÿ îäíîðîäíîñòü îïåðàòîðà F1(x, λ0) è ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäñòàâëåíèé (8).

Åñëè îïåðàòîð F (x, λ) àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäåí è ñëàãàåìîå F1 îòñóòñòâó-

åò, òî àíàëîãè òåîðåìû 2 ñïðàâåäëèâû áåç ïðåäïîëîæåíèé î ñàìîñîïðÿæåí-

íîñòè îïåðàòîðà A è ñóùåñòâîâàíèè îïåðàòîðà D, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëî-

âèþ (i). Ïóñòü e, g � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïëîñêîñòè E. Îáîçíà÷èì
÷åðåç e∗ è g∗ ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñîïðÿæåííîãî äëÿ A îïåðàòîðà A∗, îòâå-

÷àþùèå åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ λ0 è îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

〈e∗, e〉 = 〈g∗, g〉 = 1, 〈e∗, g〉 = 〈g∗, e〉 = 0. Òîãäà êàæäûé ïðàâèëüíûé íóëü

vϕj
∈ S ôóíêöèè η(vϕ) = 〈g∗ cosϕ− e∗ sinϕ,Ψ

(
vϕ, λ0)〉 îïðåäåëÿåò íàïðàâëåí-

íóþ íåîãðàíè÷åííóþ íåïðåðûâíóþ âåòâü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ïðè λ→ λ0 ñ

ïðåäåëüíûì âåêòîðîì vϕj
; çäåñü Ψ

(
u, λ) � àñèìïòîòè÷åñêèé ïðåäåë îïåðàòîðà

F (x, λ). Áëèçêèå ôàêòû âåðíû äëÿ óðàâíåíèé (1) â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

2.5.2. Ïðèâåäåì àíàëîã òåîðåìû 1, íå èñïîëüçóþùèé ïðåäñòàâëåíèé (8).

Tå î ð åì à 3. Ïóñòü F (x, λ) = F0(λ) + F1(x, λ), îïåðàòîðû A è F1(x, λ)

ñîãëàñîâàíû è îïåðàòîð F1(x, λ) àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäåí ïî x ñ àñèìïòî-

òè÷åñêèì ïðåäåëîì Ψ1(u, λ). Ïóñòü F0(λ) ∈ E⊥ ïðè âñåõ λ. Ïóñòü ôóíêöèÿ

χ(vϕ) = 〈DA(I − λ0AQ)−1F0(λ0),Ψ1(vϕ, λ0)〉 (10)

èìååò K > 0 ïðàâèëüíûõ íóëåé vϕ1
, . . . , vϕK

íà îêðóæíîñòè S. Òîãäà ó óðàâ-

íåíèÿ (1) åñòü ïî êðàéíåé ìåðå K íàïðàâëåííûõ íåîãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâ-

íûõ âåòâåé ðåøåíèé ïðè λ→ λ0 ñ ïðåäåëüíûìè âåêòîðàìè vϕj
, j = 1, . . . , K.

Ïðè F (x, λ) ≡ F (x, λ0) òåîðåìû 1 è 3 ñîâïàäàþò.
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2.5.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåîãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ âåòâü N îïðåäå-

ëåíà ïðè λ > λ0, åñëè N \ Zρ ⊂ H × (λ0, λ+) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ρ.

Àíàëîãè÷íî, âåòâü N îïðåäåëåíà ïðè λ < λ0, åñëè N \ Zρ ⊂ H× (λ−, λ0).

Ïóñòü ëèáî ‖F (x, λ)−F (x, λ0)‖H 6 c|λ−λ0| è îïåðàòîð F (x, λ0) àñèìïòîòè-

÷åñêè îäíîðîäåí, ëèáî îïåðàòîð F (x, λ) àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäåí ïî x ïðè

âñåõ λ ∈ Λ. Íàïðèìåð, ýòî âåðíî â óñëîâèÿõ òåîðåì 1 è 3. Ïîëîæèì ω(vϕ) =

λ0〈vϕ,Ψ(vϕ)〉, ãäå Ψ(u) � àñèìïòîòè÷åñêèé ïðåäåë îïåðàòîðà F (x, λ0). Ïóñòü

N � íàïðàâëåííàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ âåòâü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1)

ïðè λ → λ0 ñ ïðåäåëüíûì âåêòîðîì e, äëÿ êîòîðîãî ω(e) 6= 0. Òîãäà âåòâü N

îïðåäåëåíà ïðè λ < λ0, åñëè ω(e) > 0, è ïðè λ > λ0, åñëè ω(e) < 0.

Ôóíêöèÿ ω îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ω(vϕ) = λ0〈vϕ,Ψ1(vϕ)〉 â òåîðåìå 1

è ðàâåíñòâîì ω(vϕ) = λ0〈vϕ,Ψ1(vϕ, λ0)〉 â òåîðåìå 3. Â ïðèëîæåíèÿõ ýòèõ

òåîðåì ê çàäà÷àì î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ω ≡ const è ëèáî âñå íàïðàâëåííûå íåîãðàíè÷åííûå íåïðåðûâíûå âåòâè îïðå-

äåëåíû ïðè λ > λ0, ëèáî âñå îíè îïðåäåëåíû ïðè λ < λ0.

2.5.4. Âìåñòî (1) ðàññìîòðèì â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 âîçìóùåííîå óðàâíåíèå

x = λAx+ F (Ax, λ) + (λ− λ0)Φ(x, λ) (11)

ñ ïðîèçâîëüíûì âïîëíå íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì Φ : H×Λ → H, äëÿ êîòîðî-

ãî âåðíà ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà ‖Φ(x, λ)‖H 6 δ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî (vϕ1
, vϕ2

) ⊂
S � ýòî ε-ïðàâèëüíûé èíòåðâàë äëÿ ôóíêöèè (9), åñëè χ(vϕ1

)χ(vϕ2
) < 0 è

|χ(vϕ1
)|, |χ(vϕ2

)| > ε. Ïî îïðåäåëåíèþ ñóììà ôóíêöèè χ(vϕ) è ëþáîé çà-

äàííîé íà S íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, ïî ìîäóëþ ìåíüøåé ε, èìååò õîòÿ áû

îäèí íóëü íà êàæäîì ε-ïðàâèëüíîì äëÿ χ(vϕ) èíòåðâàëå. Ïîëîæèì κ =

supx∈B,λ∈Λ ‖F (x, λ)‖H‖Dv0‖H. Ïðîñòàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïðèâîäèìîãî íèæå äî-

êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ïîçâîëÿåò ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ε-

ïðàâèëüíûõ äëÿ ôóíêöèè (9) èíòåðâàëîâ íà îêðóæíîñòè S ñëóæèò îöåíêîé

ñíèçó ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåîãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ âåòâåé ðåøå-

íèé âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ (11) ïðè 0 6 δκ < ε; íàïðàâëåííîñòü âåòâåé ïðè

ýòîì íå ãàðàíòèðóåòñÿ.
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Åñëè Φ(x, λ) = G(Ax, λ) è îïåðàòîð G(x, λ) àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäåí ïî

x ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåäåëîì Ψ(u, λ), òî îöåíêè íîðì çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ

G è F ðîëè íå èãðàþò è âåðíî ñëåäóþùåå áëèçêîå ê òåîðåìå 1 óòâåðæäåíèå:

êàæäûé ïðàâèëüíûé íóëü vϕj
ôóíêöèè χ(vϕ) + 〈Dvϕ,Ψ(vϕ, λ0)〉〈vϕ,Ψ1(vϕ)〉

îïðåäåëÿåò íàïðàâëåííóþ íåîãðàíè÷åííóþ íåïðåðûâíóþ âåòâü ðåøåíèé óðàâ-

íåíèÿ (11) ñ ïðåäåëüíûì âåêòîðîì vϕj
; çäåñü χ(vϕ) � ôóíêöèÿ (9). Ýòî óòâåð-

æäåíèå èíòåðåñíî âîçìîæíîñòÿìè ïðèìåíåíèÿ ê óðàâíåíèÿì ñ íåñîãëàñîâàí-

íûìè ñ îïåðàòîðîì A àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíûìè âîçìóùåíèÿìè. Íàïðè-

ìåð, äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è íåëèíåéíîñòü G ìîæåò áûòü ãèñòåðåçèñíîé

(â [7] óêàçàíû êëàññû êëàññè÷åñêèõ ãèñòåðåçèñíûõ íåëèíåéíîñòåé, îáëàäàþ-

ùèõ ñâîéñòâîì àñèìïòîòè÷åñêîé îäíîðîäíîñòè).

2.5.5. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x = A(λ)x+ F
(
A(λ)x, λ

)
. (12)

Ïóñòü âñå ëèíåéíûå îïåðàòîðû A(λ) ñàìîñîïðÿæåíû â H è êîììóòèðóþò ìåæ-

äó ñîáîé. Ïóñòü êàæäûé èç íèõ ñîãëàñîâàí ñ àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíûì ïî x

îïåðàòîðîì F1 (ïðè íåêîòîðûì îáùåì äëÿ âñåõ λ îïåðàòîðå D), ïóñòü Ψ1 �

àñèìïòîòè÷åñêèé ïðåäåë îïåðàòîðà F1 è ïóñòü F (x, λ) = F0(λ) + F1(x, λ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð-ôóíêöèÿ A(λ) ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå

L(H,B) äåéñòâóþùèõ èç H â B ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ íåïðå-

ðûâíà ïî λ. Ïðèâåäåì àíàëîã òåîðåìû 3 â ýòîé ñèòóàöèè.

Ïóñòü ïëîñêîñòü E ⊂ H � ýòî îáùåå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ îïå-

ðàòîðîâ A(λ), îòâå÷àþùåå ïðè êàæäîì λ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ σ(λ) êðàòíî-

ñòè 2, òî åñòü A(λ)e = σ(λ)e ïðè e ∈ E. Ïóñòü σ(λ0) = 1 è ïóñòü íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ σ(λ) ñòðîãî ìîíîòîííà.

Tå î ð åì à 4. Ïóñòü F0(λ) ∈ E⊥ ïðè âñåõ λ. Ïóñòü ôóíêöèÿ

χ(vϕ) = 〈DA(λ0)(I − A(λ0)Q)−1F0(λ0),Ψ1(vϕ, λ0)〉

èìååò K > 0 ïðàâèëüíûõ íóëåé vϕ1
, . . . , vϕK

íà îêðóæíîñòè S. Òîãäà ó óðàâ-

íåíèÿ (12) åñòü ïî êðàéíåé ìåðå K íàïðàâëåííûõ íåîãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâ-

íûõ âåòâåé ðåøåíèé ïðè λ→ λ0 ñ ïðåäåëüíûìè âåêòîðàìè vϕj
, j = 1, . . . , K.
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Ïðèìåð ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû 4 ïðèâåäåí â ðàçäåëå 3.3.

2.5.6. Ïóñòü λ0 ∈ (λ−, λ+) � åäèíñòâåííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå çíà÷åíèå

îïåðàòîðà A íà ïðîìåæóòêå Λ. Åñëè âñå íóëè ôóíêöèè (9) íà îêðóæíîñòè S

ïðàâèëüíûå è èõ K > 0, òî â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 1 ìíîæåñòâî ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ (1) âíå íåêîòîðîãî öèëèíäðà Zρ ⊂ H × Λ � ýòî îáúåäèíåíèå K

íåïåðåñåêàþùèõñÿ íàïðàâëåííûõ íåîãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ âåòâåé. Èí-

òåðåñíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ êàæäàÿ íàïðàâëåííàÿ âåòâü ÿâëÿåòñÿ íåïðå-

ðûâíîé êðèâîé. Åñëè ôóíêöèÿ (9) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà S, òî ìíîæåñòâî

âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) îãðàíè÷åíî.

2.5.7. Îäíî èç âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ ñôîðìóëèðîâàííûõ ðå-

çóëüòàòîâ � ïåðåõîä ê óðàâíåíèÿì ñ íåîãðàíè÷åííûìè ñóáëèíåéíûìè îïåðà-

òîðàìè F . Ïðè òàêîì ïåðåõîäå îñíîâíàÿ ïðîáëåìà â ïðèëîæåíèÿõ ñîñòîèò â

äîêàçàòåëüñòâå àñèìïòîòè÷åñêîé îäíîðîäíîñòè; åñëè F � îïåðàòîð ñóïåðïî-

çèöèè, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû èç [8]. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü àñèìïòî-

òè÷åñêè îäíîðîäíûå â áîëåå ñëàáîì ñìûñëå íåëèíåéíîñòè ñ ðàçðûâíûì àñèìï-

òîòè÷åñêèì ïðåäåëîì, íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ òåõíèêó èç [9].

2.6. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

2.6.1. Ýêâèâàëåíòíàÿ ñèñòåìà. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â

âèäå x = rvϕ + h, ãäå r > 0, h ∈ E⊥. Ñïðîåêòèðóåì (1) íà îðòîãîíàëüíûå

ñîáñòâåííûå âåêòîðû vϕ, Dvϕ ∈ E îïåðàòîðà A è íà îðòîãîíàëüíîå èì ïîä-

ïðîñòðàíñòâî E⊥ ïðîñòðàíñòâà H. Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ F0(λ0) ∈ E⊥ è

F (x, λ) = F0(λ0) + (λ−λ0)G0(λ) +F1(x, λ), òî ðàâåíñòâà ïðîåêöèé èìåþò âèä

(1− λ/λ0)r = 〈vϕ, F (Ax, λ)〉, (13)

0 = 〈Dvϕ, (λ− λ0)G0(λ) + F1(Ax, λ)〉 , (14)

h = λAh+QF (Ax, λ). (15)

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ r è λ → λ0 óðàâíåíèÿ (13) è (15) â åñòåñòâåííîì

ñìûñëå íåâûðîæäåííûå (ãðóáûå), à óðàâíåíèå (14) â ñèëó óñëîâèÿ (ii) ñîãëà-

ñîâàííîñòè îïåðàòîðîâ A è F1 âûðîæäàåòñÿ â òîæäåñòâî 0 = 0. Ïðåîáðàçóåì
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óðàâíåíèå (14) òàêæå ê ãðóáîìó âèäó. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì åãî íà r/λ0 è âû-

÷òåì èç òîæäåñòâà 0 ≡ 〈DAx, F1(Ax, λ)〉, âûòåêàþùåãî èç ñîãëàñîâàííîñòè

îïåðàòîðîâ A è F1. Òàê êàê Ax = rvϕ/λ0 + Ah, òî ïîëó÷èì

0 = 〈DAh, F1(Ax, λ)〉 + (1− λ/λ0)r 〈Dvϕ, G0(λ)〉 (16)

è, âîñïîëüçîâàâøèñü óðàâíåíèåì (13), ïåðåïèøåì (16) â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

0 = 〈DAh, F1(Ax, λ)〉 + 〈vϕ, F (Ax, λ)〉 〈Dvϕ, G0(λ)〉. (17)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ0 � ýòî åäèíñòâåííîå4 õàðàêòåðèñòè÷åñêîå çíà÷åíèå

îïåðàòîðà A íà ïðîìåæóòêå Λ. Ïîýòîìó îïåðàòîð I−λA íåïðåðûâíî îáðàòèì

íà èíâàðèàíòíîì ïîäïðîñòðàíñòâå E⊥ ïðè êàæäîì λ ∈ Λ è óðàâíåíèå (15)

ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

h = (I − λAQ)−1QF (Ax, λ). (18)

Çàìåíèâ h â ðàâåíñòâå (17) ýòèì âûðàæåíèåì, ïîëó÷èì

0 = 〈DA(I − λAQ)−1QF (Ax, λ), F1(Ax, λ)〉 + 〈vϕ, F (Ax, λ)〉〈Dvϕ, G0(λ)〉

è òàê êàê èç êîñîñèììåòðè÷íîñòè îïåðàòîðà D íà ïðîñòðàíñòâå B âûòåêàåò

òîæäåñòâî 〈DA(I − λAQ)−1Qy, y〉 ≡ 0 ïðè âñåõ y ∈ H, òî

0 = 〈DA(I − λAQ)−1QF0(λ), F1(Ax, λ)〉 + 〈vϕ, F (Ax, λ)〉〈Dvϕ, G0(λ)〉.

Èñïîëüçóÿ ýòî óðàâíåíèå âìåñòî óðàâíåíèÿ (14) è óðàâíåíèå (18) âìåñòî óðàâ-

íåíèÿ (15), îêîí÷àòåëüíî ïðèõîäèì ê ýêâèâàëåíòíîé (1) ñèñòåìå

0 = (1− λ/λ0)r − 〈vϕ, F (rvϕ/λ0 + Ah, λ)〉 def

= Θλ(r, λ, ϕ, h),

0 = 〈DA(I − λAQ)−1QF0(λ), F1(rvϕ/λ0 + Ah, λ)〉+
+ 〈vϕ, F0(λ) + F1(rvϕ/λ0 + Ah, λ)〉〈Dvϕ, G0(λ)〉 def

= Θϕ(r, λ, ϕ, h),

0 = h− (I − λAQ)−1QF (rvϕ/λ0 + Ah, λ)
def

= Θh(r, λ, ϕ, h).

(19)

ñî ñêàëÿðíûìè íåèçâåñòíûìè r, ϕ, λ, è íåèçâåñòíûì âåêòîðîì h ∈ E⊥ ⊂ H.

4Ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè, òàê êàê âìåñòî Λ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîé ìåíüøèé

ïðîìåæóòîê, ñîäåðæàùèé â ñâîåé âíóòðåííîñòè òî÷êó λ0.
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2.6.2. Ëîêàëèçàöèÿ ðåøåíèé. Ïóñòü ìíîæåñòâî Γ ⊂ H×R îãðàíè÷åíî,

ïóñòü ∂Γ è Γ̄ � åãî ãðàíèöà è çàìûêàíèå. Îïðåäåëèì íà ïðîèçâåäåíèè H×R
íåïðåðûâíûé îãðàíè÷åííûé íà îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ ôóíêöèîíàë

ΦΓ(x, λ) =

{
− inf

{
‖x− y‖H + |λ− µ| : (y, µ) ∈ ∂Γ

}
ïðè (x, λ) ∈ Γ,

inf
{
‖x− y‖H + |λ− µ| : (y, µ) ∈ ∂Γ

}
ïðè (x, λ) 6∈ Γ,

îáðàùàþùèéñÿ â íóëü íà ∂Γ, è äîïîëíèì ñèñòåìó (19) óðàâíåíèåì

0 = ΦΓ(rvϕ + h, λ)
def

= Θr(r, λ, ϕ, h).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîðíîå ïîëå Θ = (Θr,Θλ,Θϕ,Θh) â ïðîñòðàíñòâå

R× R× R× E⊥ ïåðåìåííûõ (r, λ, ϕ, h) ñ íîðìîé |r|+ |λ|+ |ϕ|+ ‖h‖H, îïðå-

äåëåííîå ïðè âñåõ r > 0, λ ∈ Λ è âñåõ ϕ è h. Ïî ïîñòðîåíèþ êàæäûé íóëü

ýòîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåò ðåøåíèå (x, λ) óðàâíåíèÿ (1) ñ ïåðâîé êîìïîíåíòîé

x = rvϕ + h, ëåæàùåå íà ãðàíèöå ∂Γ ìíîæåñòâà Γ; èç ïîëíîé íåïðåðûâíîñòè

îïåðàòîðà A : H → B è ïðåäïîëîæåíèé î íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðîâ D, F0,

F1 è G0 âûòåêàåò ïîëíàÿ íåïðåðûâíîñòü ïîëÿ Θ = Θ(r, λ, ϕ, h).

Ñóùåñòâîâàíèå íóëåé ïîëÿ Θ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî äîêàçûâàåòñÿ òîïîëî-

ãè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Äîñòàòî÷íî óêàçàòü îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî

Ω ⊂ R×R×R×E⊥, íà ãðàíèöå êîòîðîãî âðàùåíèå γ = γ(Θ,Ω) ïîëÿ Θ îòëè÷íî

îò íóëÿ [4]. Ïóñòü vϕ0
� ýòî ïðàâèëüíûé íóëü ôóíêöèè (9) èëè, ÷òî òî æå, ϕ0

� ïðàâèëüíûé íóëü ôóíêöèè χ̃(ϕ) = χ(vϕ). Ôèêñèðóåì εϕ > 0, ïðè êîòîðîì

ϕ0 � åäèíñòâåííûé íóëü ôóíêöèè χ̃(ϕ) íà ïðîìåæóòêå |ϕ−ϕ0| 6 εϕ è ïîýòîìó

χ̃(ϕ0 − εϕ)χ̃(ϕ0 + εϕ) < 0. Ïîëîæèì δ = min{|χ̃(ϕ0 − εϕ)|, |χ̃(ϕ0 + εϕ)|} > 0.

Èç ðàâåíñòâà F1(x, λ) = F1(x, λ0) + (λ − λ0)G1(x, λ) â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè

ìíîæåñòâà çíà÷åíèé îïåðàòîðà G1 â ïðîñòðàíñòâå H ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

sup
r>0, ϕ∈R, h∈E⊥

∣∣Θϕ(r, λ, ϕ, h)−Θϕ(r, λ0, ϕ, h)
∣∣ → 0 ïðè λ→ λ0. (20)

Çàäàäèìñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûì ελ > 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøèì Ch > 0, ïðè

êîòîðûõ ïðîìåæóòîê |λ−λ0| 6 ελ ñîäåðæèòñÿ âî âíóòðåííîñòè ïðîìåæóòêà Λ

è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

sup
r>0, |λ−λ0|6ελ, ϕ∈R, h∈E⊥

∣∣Θϕ(r, λ, ϕ, h)−Θϕ(r, λ0, ϕ, h)
∣∣ < δ/2, (21)
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sup
x∈B, λ∈Λ

‖(I − λAQ)−1QF (x, λ)‖H < Ch; (22)

ñóùåñòâîâàíèå Ch âûòåêàåò èç îöåíêè supx∈B,λ∈Λ ‖F (x, λ)‖H <∞. Ïîëîæèì

yϕ
def

= DA(I − λ0AQ)−1F0(λ0) + 〈Dvϕ, G0(λ0)〉vϕ;

òåïåðü ôîðìóëó (9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå χ(vϕ) = 〈yϕ,Ψ1(vϕ)〉; â ñèëó ñî-
îòíîøåíèé F0(λ0) = QF0(λ0), 〈vϕ, F0(λ0)〉= 0 âåðíî ðàâåíñòâîΘϕ(r, λ0, ϕ, h) =

〈yϕ, F1(rvϕ/λ0 + Ah, λ0)〉. Òàê êàê îïåðàòîð A ïðåîáðàçóåò øàð ‖h‖H 6 Ch

ïðîñòðàíñòâà H â îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà B, òî èç àñèìïòî-

òè÷åñêîé îäíîðîäíîñòè îïåðàòîðà F1(x, λ0) âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî

r0 > 0, ïðè êîòîðîì äëÿ âñåõ r > r0 âåðíà îöåíêà

sup
ϕ∈R, ‖h‖H6Ch

∣∣〈yϕ, F1(rvϕ/λ0 + Ah, λ0)−Ψ1(vϕ)〉
∣∣ < δ/2

èëè, ÷òî òî æå,

sup
ϕ∈R, ‖h‖H6Ch

∣∣Θϕ(r, λ0, ϕ, h)− χ(vϕ)
∣∣ < δ/2 ïðè r > r0. (23)

Ôèêñèðóåì r1 > r0, ïðè êîòîðîì

r1ελ > λ0 sup
x∈B,λ∈Λ

‖F (x, λ)‖H. (24)

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà εϕ, ελ, Ch, r1 îïðåäåëÿþòñÿ ïî óðàâíåíèþ (1) áåç èñïîëüçî-

âàíèÿ ìíîæåñòâà Γ. Ïóñòü îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî Γ òåëåñíî è åãî âíóòðåí-

íîñòü int Γ ñîäåðæèò öèëèíäð {(x, λ) : ‖x‖H 6 ρ, |λ−λ0| 6 ελ} ïðè ρ > r1+Ch.

Ïîñòðîèì ñîäåðæàùèé çàìûêàíèå Γ̄ ìíîæåñòâà Γ öèëèíäð {(x, λ) : ‖x‖H <

r2, λ ∈ (λ̃−, λ̃+)} è ïîëîæèì

Ω =
{
(r, λ, ϕ, h) : r1 < r < r2, |λ− λ0| < ελ, |ϕ− ϕ0| < εϕ, ‖h‖H < Ch

}
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω̄ çàìûêàíèå îáëàñòè Ω â ïðîñòðàíñòâå R× R× R× E⊥.

2.6.3. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìàìè î ïðîèç-

âåäåíèè âðàùåíèé [4] äëÿ âû÷èñëåíèÿ âðàùåíèÿ γ(Θ,Ω). Äîêàæåì äëÿ òî÷åê
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ãðàíèöû îáëàñòè Ω îöåíêè

Θλ(r, λ0 − ελ, ϕ, h)Θλ(r, λ0 + ελ, ϕ, h) < 0,

Θϕ(r, λ, ϕ0 − εϕ, h)Θϕ(r, λ, ϕ0 + εϕ, h) < 0,

Θr(r1, λ, ϕ, h)Θr(r2, λ, ϕ, h) < 0,

‖h−Θh(r, λ, ϕ, h)‖H < Ch ïðè ‖h‖H = Ch.

(25)

Ïåðâàÿ èç íèõ âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé (24) è ‖vϕ‖H = 1. Âòîðàÿ ñëåäóåò

èç îöåíêè χ̃(ϕ0 − εϕ)χ̃(ϕ0 + εϕ) < 0, îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà δ è âûòåêàþùåé èç

ñîîòíîøåíèé (21) è (23) îöåíêè |Θϕ(r, λ, ϕ, h) − χ̃(ϕ)| < δ íà ìíîæåñòâå Ω̄.

Òðåòüÿ èç îöåíîê (25) âåðíà â ñèëó âêëþ÷åíèé

{(x, λ) : ‖x‖H 6 ρ, |λ−λ0|6ελ} ⊂ int Γ ⊂ Γ̄ ⊂ {(x, λ) : ‖x‖H<r2, λ∈(λ̃−, λ̃+)},

ñîîòíîøåíèé ‖r1vϕ + h‖H 6 ρ, ‖r2vϕ + h‖H > r2 ïðè ‖h‖H 6 Ch è îöåíîê

ΦΓ(x, λ) < 0 ïðè (x, λ) ∈ int Γ è ΦΓ(x, λ) > 0 ïðè (x, λ) 6∈ Γ̄. Íàêîíåö, ïîñëåä-

íÿÿ èç îöåíîê (25) ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (22).

Ïî òåîðåìå î ïðîèçâåäåíèè âðàùåíèé èç îöåíîê (25) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

|γ(Θ,Ω)| = 1. Îòëè÷èå îò íóëÿ âðàùåíèÿ γ(Θ,Ω) îçíà÷àåò, ÷òî ó ïîëÿ Θ

åñòü õîòÿ áû îäèí íóëü â îáëàñòè Ω è ïîýòîìó óðàâíåíèå (1) èìååò ðåøåíèå

(x, λ) ∈ ∂Γ ∩ Π, ãäå

Π = {(x, λ) : x = rvϕ+h, r > r1, |ϕ−ϕ0|<εϕ, h ∈ E⊥, ‖h‖H < Ch, |λ−λ0| < ελ}.

Òàê êàê çäåñü Γ � ëþáîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå â ñâîåé âíóò-

ðåííîñòè öèëèíäð {(x, λ) : ‖x‖H 6 ρ, |λ − λ0| 6 ελ} ïðè ρ > r1 + Ch, òî ýòèì

äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ëåæàùèõ â Π ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ

íåîãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé âåòâüþ. Îáîçíà÷èì ýòó âåòâü ÷åðåç N.

Ïóñòü (x, λ) ∈ N, x = rvϕ + h è, ñëåäîâàòåëüíî, âåðíû ðàâåíñòâà (19). Òàê

êàê ‖h‖H < Ch äëÿ âñåõ òî÷åê ìíîæåñòâà Π, òî ïðè (x, λ) ∈ N ñîîòíîøåíèÿ

r →∞ è ‖x‖H →∞ ýêâèâàëåíòíû è â ñèëó îöåíêè supx∈B, λ∈Λ ‖F (x, λ)‖H <∞
èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñèñòåìû (19) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå (2). Èç ñîîòíîøåíèé

(2), (20) è Θϕ(r, λ, ϕ, h) = 0 ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

lim
‖x‖H→∞, (x,λ)∈N, x=rvϕ+h

|Θϕ(r, λ0, ϕ, h)| = 0
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èëè, ÷òî òî æå,

lim
‖x‖H→∞, (x,λ)∈N, x=rvϕ+h

∣∣〈yϕ, F1(rvϕ/λ0 + Ah, λ0)〉
∣∣ = 0.

Äàëåå, â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêîé îäíîðîäíîñòè îïåðàòîðà F1(x, λ0)

lim
‖x‖H→∞, (x,λ)∈N, x=rvϕ+h

∣∣〈yϕ, F1(rvϕ/λ0 + Ah, λ0)−Ψ1(vϕ)〉
∣∣ = 0

(çäåñü èñïîëüçóåòñÿ îöåíêà ‖Ah‖B 6 Ch‖A‖H→B ïðè (x, λ) ∈ N), ñëåäîâàòåëü-

íî 〈yϕ,Ψ1(vϕ)〉 → 0 ïðè ‖x‖H →∞, (x, λ) ∈ N. Íî ϕ ñîäåðæèòñÿ â èíòåðâàëå

(ϕ0 − εϕ, ϕ0 + εϕ) ïðè (x, λ) ∈ N è ϕ0 � ýòî åäèíñòâåííûé íóëü ôóíêöèè

χ̃(ϕ) = 〈yϕ,Ψ1(vϕ)〉 â ýòîì èíòåðâàëå. Ïîýòîìó ϕ→ ϕ0 è vϕ → vϕ0
èëè, ÷òî òî

æå, (x− h)/‖x− h‖H → vϕ0
ïðè ‖x‖H →∞, (x, λ) ∈ N è òàê êàê ‖h‖H < Ch,

òî x/‖x‖H → vϕ0
ïðè ‖x‖H → ∞, (x, λ) ∈ N. Çíà÷èò, N � ýòî íàïðàâëåí-

íàÿ âåòâü ñ ïðåäåëüíûì âåêòîðîì vϕ0
. Òàê êàê êàæäûé ïðàâèëüíûé íóëü vϕ0

ôóíêöèè (9) îïðåäåëÿåò ïîäîáíóþ âåòâü, òî òåîðåìà 1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

3. Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Äóôôèíãà

3.1. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x′′ + λ2x = b(t) + φ(x) (26)

ñ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé b(t) è íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé

φ(x). Íàñ èíòåðåñóåò ÷èñëî íåîãðàíè÷åííûõ âåòâåé 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøå-

íèé ïðè λ→ m, ãäå m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Óðàâíåíèå (26) è ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ èçó÷àëèñü

ìíîãèìè àâòîðàìè. Òðàäèöèîííî íàèáîëüøèé èíòåðåñ âûçûâàåò ðåçîíàíñíûé

ñëó÷àé, òî åñòü óðàâíåíèå (26) ñ ôèêñèðîâàííûì λ = m:

x′′ +m2x = b(t) + φ(x). (27)

Ïîñëå ðàáîòû [5], â êîòîðîé ðàññìàòðèâàëèñü óðàâíåíèÿ (27) ñ íåëèíåéíî-

ñòÿìè φ(x) = f(x), óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì (4), íà ýòó òåìó ïîÿâèëèñü

ñîòíè ðàáîò. Äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé ñóùåñòâîâàíèå 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
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îïðåäåëÿþò ÷èñëà f = 2|f+ − f−| è

b =
∣∣∣ 2π∫

0

eimtb(t) dt
∣∣∣. (28)

Ïðè b 6= f âñå 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (27) äîïóñêàþò îáùóþ

àïðèîðíóþ îöåíêó íîðìû ‖x‖C . Åñëè b > f è f+ < f(x) < f− ïðè âñåõ x,

òî ðåøåíèé ïåðèîäà 2π íåò. Ïðè b < f ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî

2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Ñëó÷àé b = f (äâîéíîé ðåçîíàíñ) èçó÷åí â [10].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðíû ñîîòíîøåíèÿ (4), (5) è φ(x) = f(x)+f1(x). Òîãäà

÷èñëî íåîãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ âåòâåé 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâ-

íåíèÿ (26) ïðè λ→ m îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé (28). Åñëè b > 0, òî λ0 = m �

àñèìïòîòè÷åñêàÿ òî÷êà áèôóðêàöèè è ó óðàâíåíèÿ (26) åñòü äâå íàïðàâëåí-

íûå íåîãðàíè÷åííûå íåïðåðûâíûå âåòâè ðåøåíèé ïðè λ → λ0 (íàïðèìåð, â

ñèëó òåîðåìû 2). Åñëè f > b, òî ëèáî îáå âåòâè îïðåäåëåíû ïðè λ > λ0, ëèáî

îáå îíè îïðåäåëåíû ïðè λ < λ0; åñëè f < b, òî îäíà âåòâü îïðåäåëåíà ïðè

λ > λ0, à äðóãàÿ � ïðè λ < λ0.

Ñëó÷àé b = 0 áîëåå áîãàòûé. Çäåñü îöåíêè ÷èñëà íàïðàâëåííûõ íåîãðà-

íè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ âåòâåé ðåøåíèé ïðè λ → m ñëåäóþò èç òåîðåìû 1.

Âñþäó äàëåå íåïðåðûâíûå âåòâè ðåøåíèé ðàññìàòðèâàþòñÿ äëÿ îïðåäåëåí-

íîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ H = L2 ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ôóíêöèé (ýòè

ôóíêöèè çàäàíû íà åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåìûõ êîíå÷íûõ ïðîìåæóòêàõ: íà-

ïðèìåð, H = L2([0, 2π],R) â ýòîì ðàçäåëå è â ðàçäåëå 3.3, â ñëåäóþùåì ðàçäå-

ëå H = L2([0, 2πn],R)); ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äðóãèå ïðîñòðàíñòâà. Âî âñåõ

ïðèëîæåíèÿõ ðå÷ü èäåò î êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ.

Óñëîâèå b = 0 ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó Bm = 0 êîýôôèöèåíòà ïðè ãàðìî-

íèêå ïîðÿäêà m ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè b(t):

b(t) =
B0

2
+

∞∑
k=1

Bk sin(kt+ βk), Bk > 0. (29)

Îïðåäåëèì 2π-ïåðèîäè÷åñêóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ

χm(ϕ) =
∑

k=3,5,7,...

Bkm

1− k2 sin(kϕ− βkm). (30)
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Tå î ð åì à 5. Ïóñòü b = 0. Ïóñòü φ(x) = f(x) + f1(x), ôóíêöèè f(x) è

f1(x) íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû è âåðíû ñîîòíîøåíèÿ (4), (5). Òîãäà êàæäîìó

ïðàâèëüíîìó íóëþ ϕ∗ ôóíêöèè (30) îòâå÷àåò íàïðàâëåííàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ

íåïðåðûâíàÿ âåòâü 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (26) ïðè λ → m ñ

ïðåäåëüíûì âåêòîðîì vϕ∗(t) = π−1/2 sin(mt+ ϕ∗).

Â ñèëó òåîðåìû Øòóðìà �Ãóðâèöà (ñì., íàïðèìåð, çàäà÷ó 1996-5 â [11])

íåïðåðûâíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò íà ïåðèîäå íå ìåíü-

øå íóëåé (ïåðåìåí çíàêà), ÷åì íåíóëåâàÿ ãàðìîíèêà íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà åå

ðÿäà Ôóðüå. Ïîýòîìó ó ôóíêöèè (30) åñòü õîòÿ áû 6 ïåðåìåí çíàêà íà ïðîìå-

æóòêå [0, 2π). Â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ (íàïðèìåð, åñëè âñå íóëè ôóíê-

öèè (30) èçîëèðîâàííûå) ó íåå åñòü õîòÿ áû 6 ïðàâèëüíûõ íóëåé íà [0, 2π) è

â ñèëó òåîðåìû 3 óðàâíåíèå (26) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå 6 ðàçëè÷íûõ âåòâåé

2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ïðè λ → m. Òàê êàê χm(ϕ + π) ≡ −χm(ϕ), òî

÷èñëî ïðàâèëüíûõ íóëåé ôóíêöèè χm(ϕ) íà ïðîìåæóòêå [0, 2π) âñåãäà ÷åòíî.

Ïóñòü m = 1, b = 0. Åñëè 2π � íàèìåíüøèé ïåðèîä ôóíêöèè b(t), òî ó

íåå åñòü íåíóëåâûå íå÷åòíûå ãàðìîíèêè è ïîýòîìó χ1(ϕ) 6≡ 0. Ïðîñòîå äî-

ñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïî êðàéíåé ìåðå 2k ïðàâèëüíûõ íóëåé ó

ôóíêöèè χ1(ϕ) íà ïðîìåæóòêå [0, 2π) ïðè ëþáîì íå÷åòíîì k > 1 ñîñòîèò â

òîì, ÷òîáû àìïëèòóäà Bk ãàðìîíèêè ïîðÿäêà k ôóíêöèè b(t) áûëà äîñòàòî÷íî

âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ àìïëèòóäàìè Bj âñåõ åå îñòàëüíûõ íå÷åòíûõ ãàðìî-

íèê. Íàïðèìåð, ïðè íå÷åòíîì k > 1 è b(t) = cos(2t) + sin(kt) ó ôóíêöèè

χ1(ϕ) = (1− k2)−1 sin(kϕ) åñòü ðîâíî 2k ïðàâèëüíûõ íóëåé íà [0, 2π).

Òåîðåìà 5 âûòåêàåò èç òåîðåìû 1. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî B è îïåðà-

òîðû A, D êàê â ïðèìåðå 2.3.1 ñ ïðîèçâîëüíûì íåöåëûì α ∈ R è ïîëî-

æèì F = F0 + F1, ãäå F0 = b(t), F1
(
x(t)

)
= φ

(
x(t)

)
. Çàìåíà ïàðàìåòðà

α2 − λ2 7→ λ ïðèâîäèò 2π-ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ (26) ê ýê-

âèâàëåíòíîìó óðàâíåíèþ (1), óäîâëåòâîðÿþùåìó âñåì ïðåäïîëîæåíèÿì òåî-

ðåìû 1 ïðè Ψ1(u(t)) = (f+ − f−) sgnu(t)/2, E = {x(t) = r sin(mt + ϕ) : r >

0, 0 6 ϕ < 2π} è ïðè G0 = G1 = 0. Ôóíêöèè (9) è (30) ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

χ(vϕ) = 2(f+ − f−)m−1χm(ϕ).
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Òåîðåìû 1 è 3 ïðèìåíèìû ê óðàâíåíèÿì ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè áîëåå îáùåãî

âèäà: çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðà λ, ñîäåðæàùèìè çàïàçäàâàíèÿ è ïðîèçâîäíûå.

3.2. Ñóáãàðìîíèêè. Ñóáãàðìîíèêàìè óðàâíåíèÿ (26) ñ íåïðåðûâíîé 2π-

ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé b(t) íàçûâàþò åãî ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïåðèîäîâ

2πn ïðè íàòóðàëüíûõ n > 1. Îòìåòèì, ÷òî âìåñòå ñ êàæäîé ñóáãàðìîíèêîé

x(t) ïåðèîäà 2πn ñóáãàðìîíèêàìè òîãî æå ïåðèîäà ÿâëÿþòñÿ åå ñäâèãè x(t +

2π`) ïðè ` = 1, . . . , n− 1 (âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íûå îò x(t)).

Ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n âçàèìíî ïðîñòû. Áóäåì èçó÷àòü ñóùåñòâî-

âàíèå íåîãðàíè÷åííûõ âåòâåé ñóáãàðìîíèê óðàâíåíèÿ (26) ñ ôèêñèðîâàííûì

ïåðèîäîì 2πn ïðè λ → m/n. Ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ çàìåíîé âðåìåíè t 7→ nt ê

çàäà÷å î 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ áëèçêîãî óðàâíåíèÿ

x′′ + n2λ2x = n2b(nt) + n2φ(x). (31)

Òàê êàê êàæäîé íàïðàâëåííîé íåîãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé âåòâè 2π-ïåðè-

îäè÷åñêèõ ðåøåíèé x(t) óðàâíåíèÿ (31) ïðè λ → m/n îòâå÷àåò íàïðàâëåí-

íàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ âåòâü ñóáãàðìîíèê x(t/n) óðàâíåíèÿ (26),

òî îöåíêà ÷èñëà âåòâåé âûòåêàåò èç òåîðåìû 5, ïðèìåíåííîé ê óðàâíåíèþ (31).

Ïðè ýòîì â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåë m è n àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ

àíàëîãè÷íîå óñëîâèþ b = 0 òðåáîâàíèå

2π∫
0

eimtb(nt) dt = 0.

Ïî ðàçëîæåíèþ (29) ôóíêöèè b(t) â ðÿä Ôóðüå îïðåäåëèì ôóíêöèþ

χm,n(ϕ) =
∑

k=1,3,5,...

Bkm

1− n2k2 sin(kϕ− βkm). (32)

Tå î ð åì à 6. Ïóñòü φ(x) = f(x) + f1(x), íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f(x) è

f1(x) îãðàíè÷åíû è ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (4), (5). Ïóñòü n > 1 íå÷åòíî.

Ïóñòü ó ôóíêöèè (32) åñòü K > 0 ïðàâèëüíûõ íóëåé íà ïðîìåæóòêå [0, 2π).

Òîãäà ÷èñëî íàïðàâëåííûõ íåîãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ âåòâåé ñóáãàðìîíèê

óðàâíåíèÿ (26) ñ ïåðèîäîì 2nπ ïðè λ→ m/n íå ìåíüøå, ÷åì nK.
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3.3. Óðàâíåíèå òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ (26) ìîæ-

íî ðàññìîòðåòü óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ è óðàâíåíèÿ

L
(
d
dt , λ

)
x = M

(
d
dt , λ

)(
b(t) + φ(x)

)
(33)

äèíàìèêè îäíîêîíòóðíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ, ñîñòîÿùèõ èç ëèíåéíîãî çâåíà

ñ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé è ôóíêöèîíàëüíîé íåëèíåé-

íîñòè. Çäåñü L(p, λ) è M(p, λ) � âçàèìíî ïðîñòûå ïðè êàæäîì λ ìíîãî÷ëåíû

îò ïåðåìåííîé p ñ íåïðåðûâíî çàâèñÿùèìè îò λ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåí-

òàìè; ñòåïåíè ` è m ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ íå çàâèñÿò îò λ è ` > m. Îïðåäåëåíèå

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (33) åñòü â ëþáîì ó÷åáíèêå ïî òåîðèè óïðàâëåíèÿ; ïðè

M ≡ 1 � ýòî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà `.

Ïóñòü ìíîãî÷ëåíû L è M ÷åòíûå, òî åñòü L(p, λ) ≡ L(−p, λ), M(p, λ) ≡
M(−p, λ). Ïóñòü ìíîãî÷ëåí L(p, λ) ïðè âñåõ λ ∈ Λ èìååò ïàðó ïðîñòûõ êîðíåé

±µ(λ)i, íåïðåðûâíàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ µ(λ) ñòðîãî ìîíîòîííà è µ(λ0) =

m ïðè íåêîòîðûõ λ = λ0 ∈ (λ−, λ+) è íàòóðàëüíîì m. Ïóñòü L(ki, λ) 6= 0 ïðè

öåëûõ k 6= ±m è âñåõ λ ∈ Λ è L(mi, λ) 6= 0 ïðè λ 6= λ0, λ ∈ Λ. Ïî ðÿäó

Ôóðüå (29) íåïðåðûâíîé ôóíêöèè b(t) ≡ b(t+ 2π) ïîñòðîèì ôóíêöèþ

χm(ϕ) = m2
∑

k=3,5,7,...

Bkm
M(kmi, λ0)

L(kmi, λ0)
sin(kϕ− βkm). (34)

Ïðè L(p, λ) = p2 + λ2, M ≡ 1 ôóíêöèÿ (34) ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé (30).

Tå î ð åì à 7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 5. Òîãäà êàæäîìó ïðà-

âèëüíîìó íóëþ ôóíêöèè (34) îòâå÷àåò íàïðàâëåííàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ íåïðå-

ðûâíàÿ âåòâü 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (33) ïðè λ→λ0.

Òåîðåìà 7 âûòåêàåò èç òåîðåìû 4.

4. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ â âåêòîðíûõ ñèñòåìàõ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

x′′ + λx+ Ax = b(t) + f(x, x′), x ∈ Rn, (35)

ïðè n > 1. Çäåñü A � ñèììåòðè÷åñêàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n; ïå-

ðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 2π ôóíêöèÿ b : R → Rn íåïðåðûâíà; ôóíêöèÿ

f : Rn × Rn → Rn íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà.
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Ïóñòü 1 � ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A; Ag = g, ‖g‖Rn = 1.

Ïóñòü âñå îòëè÷íûå îò 1 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A íå ÿâëÿþòñÿ êâàä-

ðàòàìè öåëûõ ÷èñåë. Ïîëîæèì H=L2([0, 2π],Rn), E= {rg sin(t + ϕ) : r > 0,

0 6 ϕ < 2π} è îáîçíà÷èì ÷åðåç E⊥ îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ïëîñêîñòè E
â ïðîñòðàíñòâå H. Ïóñòü b(t) ∈ E⊥ èëè, ÷òî òî æå,

2π∫
0

(
g, b(t)

)
Rn sin t dt =

2π∫
0

(
g, b(t)

)
Rn cos t dt = 0. (36)

Òîãäà ó óðàâíåíèÿ u′′+Au = b(t) åñòü åäèíñòâåííîå 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå

u∗(t) â ïîäïðîñòðàíñòâå E⊥.

Tå î ð åì à 8. Ïóñòü f(x, y) èìååò âèä (6) è äëÿ íåïðåðûâíîé îãðàíè÷åí-

íîé ôóíêöèè f1(x, y) âåðíî òîæäåñòâî
(
f1(x, y), y

)
Rn ≡ 0. Ïóñòü ïðè íåêî-

òîðîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ψ(u, v) âåðíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

lim
r→∞

max
‖u‖2

Rn+‖v‖2
Rn=1

∥∥f(ru, rv)− ψ(u, v)
∥∥

Rn = 0.

Ïóñòü ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (36). Òîãäà ÷èñëî íàïðàâëåííûõ íåîãðàíè-

÷åííûõ íåïðåðûâíûõ âåòâåé 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (35) ïðè

λ→ 0 íå ìåíüøå ÷èñëà ïðàâèëüíûõ íóëåé ϕj ∈ [0, 2π) ôóíêöèè

χ(ϕ) =

2π∫
0

(
u′∗(t− ϕ) , ψ(g sin t, g cos t)

)
Rn dt.

Ýòà òåîðåìà âûòåêàåò èç òåîðåìû 1. Çàäàäèìñÿ ÷èñëîì α > µ, ãäå µ �

íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A, è îáîçíà÷èì ÷åðåç A îáðàò-

íûé îïåðàòîð äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà d2/dt2 + A − α ïðè 2π-

ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî B êàê â ïðèìå-

ðå 2.3.2 è ïîëîæèì F1
(
x(t)

)
= f

(
x(t), x′(t)

)
, F

(
x(t)

)
= b(t) + F1

(
x(t)

)
ïðè

x(t) ∈ B. Òîãäà ïîñëå çàìåíû λ+ α 7→ −λ ïàðàìåòðà 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà-

÷à äëÿ ñèñòåìû (35) ñâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîìó óðàâíåíèþ (1). Èç ñîîòíîøå-

íèé (6) è
(
f1(x, y), y

)
Rn ≡ 0 âûòåêàåò ñîãëàñîâàííîñòü îïåðàòîðîâ A è F1 ïðè

D = d/dt. Ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîìåðíîãî íåïðåðûâíîãî ðàäèàëüíîãî ïðåäå-

ëà ψ(u, v) ó ôóíêöèè f(x, y) íà áåñêîíå÷íîñòè ãàðàíòèðóåò àñèìïòîòè÷åñêóþ

îäíîðîäíîñòü îïåðàòîðà F1.
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5. Äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ äâóõòî÷å÷íóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

x′′1 + λ2x1 = b1(t) + f1(x1, x2), x′′2 + λ2x2 = b2(t) + f2(x1, x2),

x1(0) = x1(π) = x2(0) = x2(π) = 0
(37)

ïðè λ áëèçêèõ ê 1, ãäå âñå ôóíêöèè ñêàëÿðíû è íåïðåðûâíû.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà H, B è îïåðàòîðû A, D, F1 êàê â ïðèìåðå 2.3.3 è

ïîëîæèì F
(
x(t)

)
= F1

(
x(t)

)
+F0, ãäå x(t) =

(
x1(t), x2(t)

)
, F0 =

(
b1(t), b2(t)

)
∈

H. Çäåñü ïëîñêîñòü E ñîñòîèò èç ôóíêöèé x0 sin t, x0 ∈ R2.

Ïóñòü ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâî (7) è ñîîòíîøåíèå

lim
r→∞

max
ϕ∈[0,2π]

∣∣fj(r cosϕ, r sinϕ)− ψj(cosϕ, sinϕ)
∣∣ = 0, j = 1, 2, (38)

ãäå ôóíêöèè ψj(u, v) íåïðåðûâíû ïðè u2 + v2 = 1. Ïîëîæèì

ψ(ϕ) = ψ1(cosϕ, sinϕ) cosϕ+ ψ2(cosϕ, sinϕ) sinϕ.

Èç (7) âûòåêàåò ñîãëàñîâàííîñòü îïåðàòîðîâ A è F1 è òîæäåñòâî v ψ1(u, v) ≡
uψ2(u, v), â ñèëó êîòîðîãî ψ1(cosϕ, sinϕ) = ψ(ϕ) cosϕ, ψ2(cosϕ, sinϕ) =

ψ(ϕ) sinϕ. Èç (38) ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ îäíîðîäíîñòü îïåðàòîðà F1 ñ

àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåäåëîì Ψ(vϕ) = ψ(ϕ)(cosϕ, sinϕ). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

B
(j)
k =

π∫
0

bj(t) sin(kt) dt, βj =
∑

k=3,5,...

B
(j)
k

k(1− k2)
, j = 1, 2.

Tå î ð åì à 9. Ïóñòü B
(1)
1 = B

(2)
1 = 0. Ïóñòü âåðíû ñîîòíîøåíèÿ (7)

è (38). Òîãäà ÷èñëî íàïðàâëåííûõ íåîãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ âåòâåé ðå-

øåíèé çàäà÷è (37) ïðè λ → 1 íå ìåíüøå ÷èñëà ïðàâèëüíûõ íóëåé ôóíêöèè

χ(ϕ) = ψ(ϕ)(β1 sinϕ− β2 cosϕ) íà ïðîìåæóòêå [0, 2π).

Íàïðèìåð, ïóñòü f1(x1, x2) = x1 p(x1, x2) è f2(x1, x2) = x2 p(x1, x2) ïðè

p(x1, x2) = (x2 + 1)/(x2
1 + x2

2 + 1). Çäåñü ψ(ϕ) = sinϕ. Åñëè β2 6= 0, òî ó

ôóíêöèè χ(ϕ) åñòü 4 ïðàâèëüíûõ íóëÿ ϕj ∈ [0, 2π) è çàäà÷à (37) èìååò 4

íàïðàâëåííûå íåîãðàíè÷åííûå íåïðåðûâíûå âåòâè ðåøåíèé ïðè λ→ 1.
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