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1. Ââåäåíèå

Ïðåäëàãàþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíûõ âåòâåé öèêëîâ äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îäíèì ñêàëÿðíûì ïàðàìåòðîì, ïðèíèìàþ-
ùèì çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîãî îãðàíè÷åííîãî ïðîìåæóòêà. Âñå óðàâíåíèÿ ñî-
ñòîÿò èç íåïðåðûâíîé íåëèíåéíîñòè è ãëàâíîé ëèíåéíîé ÷àñòè, èìåííî åþ è
îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ.

Ïðåäëàãàþòñÿ òðè òèïà òåîðåì î íåïðåðûâíûõ âåòâÿõ.
Îñíîâíàÿ òåîðåìà ñîäåðæèò óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ îáûêíî-

âåííîå àâòîíîìíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðîì èìååò íåïðå-
ðûâíóþ âåòâü öèêëîâ, íà÷èíàþùóþñÿ â íóëå è óõîäÿùóþ íà áåñêîíå÷íîñòü. Â
îñíîâíîé òåîðåìå ó÷àñòâóåò óñëîâèå î òîì, ÷òî íåêîòîðîå ÷èñëî q äîñòàòî÷íî
ìàëî. Äëÿ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ1 ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä îöåíêè q. Ïðèâåäåíû ïðè-
ìåðû (äëÿ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà), â êîòîðûõ âñå äîñ÷èòàíî �äî ÷èñëà�,
ïðè âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçîâàëñÿ ïàêåò Maple 7.

Òåîðåìû âòîðîé ãðóïïû áëèçêè ê óòâåðæäåíèÿì î áèôóðêàöèÿõ Àíäðî-
íîâà�Õîïôà (ñì., íàïðèìåð, [1] è èìåþùóþñÿ òàì áèáëèîãðàôèþ). Îäíàêî â
èçâåñòíûõ òåîðåìàõ î ðîæäåíèè öèêëà èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå ëèíåàðèçóåìîñòü íåëèíåéíîñòè â ñàìîì ïîëîæåíèè
ðàâíîâåñèÿ. Åñëè òàêàÿ ëèíåàðèçóåìîñòü èìååòñÿ, òî ïî ïîâåäåíèþ ëèíåé-
íîé ÷àñòè (ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà) ìîæíî ñäåëàòü âûâîäû î ðîæäåíèè
öèêëîâ â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à ïî äîïîëíèòåëüíîé èíôîð-
ìàöèè î ìàëûõ íåëèíåéíûõ ÷ëåíàõ � âûâîäû î óñòîé÷èâîñòè ðîæäàþùèõñÿ
öèêëîâ è î òèïå áèôóðêàöèè. Â ðàáîòå [2] âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíû òåîðå-
ìû î ðîæäåíèè öèêëîâ â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ìèíèìàëü-
íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ: íåïðåðûâíîñòü è äèôôåðåíöèðóåìîñòü â îäíîé òî÷êå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ èõ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåí ñïåöèàëüíûé ìå-
òîä ôóíêöèîíàëèçàöèè ïàðàìåòðà. Àíàëîãè÷íûå òåîðåìû ñïðàâåäëèâû äëÿ
áèôóðêàöèé íà áåñêîíå÷íîñòè ([3]). Â ïðåäëàãàåìûõ çäåñü òåîðåìàõ òàêàÿ

1Ðàññìîòðåííûå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ âêëþ÷àþò êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé îáûêíîâåííûå äèôôå-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ.
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äèôôåðåíöèðóåìîñòü íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîò [2, 3]
ÿâëÿþòñÿ î÷åâèäíûìè ñëåäñòâèÿìè èç ïðåäëàãàåìûõ òåîðåì. Åñòåñòâåííî,
áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé íèêàêèõ âûâîäîâ î óñòîé÷èâîñòè ðîæ-
äàþùèõñÿ öèêëîâ èëè î òèïå áèôóðêàöèè ñäåëàòü íåëüçÿ.

Òðåòüÿ ãðóïïà ðåçóëüòàòîâ ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà, êàê óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ âåòâåé öèêëîâ â ñèòóàöèÿõ, êîãäà íåëèíåéíîñòü âîîáùå íåèç-
âåñòíà â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (òàêæå íåèçâåñòíîãî) è ëèøü
ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ êàêîé-òî òî÷íîñòüþ. Çäåñü ïðè âûïîëíåíèè íåêî-
òîðûõ åñòåñòâåííûõ óñëîâèé âåòâü öèêëîâ ñóùåñòâóåò â íåêîòîðîì �íåáîëü-
øîì� êîëüöå âîêðóã òî÷íî íåèçâåñòíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïðîñëåäèòü
ñóùåñòâîâàíèå ñêîëü óãîäíî áëèçêèõ ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ öèêëîâ íåâîç-
ìîæíî � ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìû íè÷åãî òî÷íî íå çíàåì î íåëèíåéíîñòè â
ñîâñåì ìàëîé îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíûõ âåòâåé ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé (â
îñíîâíîì äëÿ ñëó÷àÿ íå÷åòíîêðàòíîãî âûðîæäåíèÿ ãëàâíîé ëèíåéíîé ÷àñòè)
áûëî âïåðâûå èññëåäîâàíî òîïîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè â 50õ � 60õ ãîäàõ Ì.À.
Êðàñíîñåëüñêèì (ñì. [4], ãëàâà 4, äëÿ âåòâåé ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé ñì. [5],
ãëàâà 5). Äàëåå, ðåçóëüòàòû î íåïðåðûâíûõ âåòâÿõ (îáû÷íî ëîêàëüíûõ) äîêà-
çûâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè àíàëèòè÷åñêèìè è ãåîìåòðè÷åñêèìè ìåòîäàìè.
Çàäà÷à î íåïðåðûâíûõ âåòâÿõ öèêëîâ íåïîñðåäñòâåííî ê îïåðàòîðíûì óðàâ-
íåíèÿì, èññëåäóåìûì êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè, âèäèìî, íå ñâîäèòñÿ.

Îñíîâíûå òåîðåìû ôîðìóëèðóþòñÿ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, â êîíöå ðàáîòû îäèí ðåçóëüòàò ïðåäëîæåí äëÿ óðàâíåíèÿ â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç ìèíèìàëüíîñòü ïðåäïîëîæåíèé
î íåëèíåéíîñòè (íåïðåðûâíîñòü è ñåêòîðíàÿ îöåíêà) è íåçàâèñèìîñòü âåëè-
÷èíû q0 îò âûáîðà è ñâîéñòâ êîíêðåòíîé íåëèíåéíîñòè.

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíûõ âåòâåé öèê-
ëîâ. Îñíîâíîå è ïðîñòåéøåå èç íèõ � â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå � ïðèâåäåíî
â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû 1. Îíî èìååò åñòåñòâåí-
íûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë, îäíàêî ïðèìåíèìî ëèøü äëÿ îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áåç çàïàçäûâàíèÿ. Äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ è äëÿ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì íàäî ëèáî ðàññìàòðèâàòü áåñêî-
íå÷íîìåðíûå ôàçîâûå ïðîñòðàíñòâà, ëèáî ðàññìàòðèâàòü íåïðåðûâíûå âåòâè
öèêëîâ â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïðè ðàññóæäåíèÿõ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâà-
íèåì, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà, ñðàçó âîçíèêàåò ñóùåñòâåííàÿ ñëîæíîñòü �
ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ó òàêîãî óðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûå ôàçîâûå
ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ïîñòðîåíèè íåïðåðûâíûõ âåòâåé â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-
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ñòðàíñòâàõ âîçíèêàþò äðóãèå (îáû÷íûå äëÿ çàäà÷ î öèêëàõ) òðóäíîñòè: ðå-
øåíèÿ äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà èìåþò ðàçíûå ïåðèîäû, è íàäî ïî-
çàáîòèòüñÿ îá âûáîðå îáùåãî ïðîñòðàíñòâà, êðîìå òîãî, íååäèíñòâåííîñòü
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé (îíè îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà) â ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ âûçûâàåò óñëîæíåíèå îïðåäåëåíèé. Ïðèõîäèòñÿ
âûáèðàòü èç âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ïîäïðîñòðàíñòâî
êîðàçìåðíîñòè 1 è â íåì èñêàòü íåïðåðûâíûå âåòâè ðåøåíèé.

Êîíå÷íî, âñå ïðèâåäåííûå îïðåäåëåíèÿ èìåþò îáùèé ñìûñë; äëÿ îäíèõ è
òåõ æå çàäà÷ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïîä÷åðêíåì â çàâåðøåíèå, ÷òî ïðèâåäåííûå êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ íå-
ïðåðûâíûõ âåòâåé öèêëîâ íå èñïîëüçóþò ÷àñòíîé èíôîðìàöèè î íåëèíåéíî-
ñòè: íóæíà òîëüêî íåïðåðûâíîñòü è ñåêòîðíàÿ îöåíêà, ïðè÷åì øèðèíà îöåíêè
îò ñàìîé íåëèíåéíîñòè íèêàê íå çàâèñèò.

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î ãëîáàëüíûõ âåòâÿõ öèêëîâ

2.1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(1) z′ + A(λ)z = f(z, λ), x ∈ R`,

ïàðàìåòð λ èçìåíÿåòñÿ íà ïðîìåæóòêå Λ = [a, b]. È íåëèíåéíîñòü, è ìàòðèöà
A(λ) ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíûìè ïî âñåì ïåðåìåííûì, âîîáùå, íåïðåðûâ-
íîñòü âñåõ ôóíêöèé ïîäðàçóìåâàåòñÿ; ãëàäêîñòü íå ïðåäïîëàãàåòñÿ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî öèêëîâ íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ ïðè λ ∈ Λ
îáðàçóþò ïîëíóþ íåïðåðûâíóþ âåòâü, åñëè íà ãðàíèöå ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî
îòêðûòîãî ìíîæåñòâà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå R`, ñîäåðæàùåãî íà÷àëî êîîð-
äèíàò, íàõîäèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà, ëåæàùàÿ íà öèêëå óðàâíåíèÿ
ïðè êàêîì-òî λ ∈ Λ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ïðîìåæóòêå λ ∈ Λ = [a, b] ìàòðèöà A(λ) èìååò
ïàðó ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé σ(λ)±w(λ)i, ïðè÷åì σ(a)σ(b) < 0. Ïðè
íåêîòîðîì λ0 ∈ (a, b) (âîçìîæíî íå åäèíñòâåííîì) âåðíî ðàâåíñòâî σ(λ0) = 0.
Ïóñòü 0 < w1 = inf w(λ) < w0 = w(λ0) < w2 = sup w(λ).

Â òåîðåìå 1 íåëèíåéíîñòü f(z, λ) óäîâëåòâîðÿåò ñåêòîðíîé îöåíêå 2

(2) |f(z, λ)| 6 q|z|, z ∈ R`, λ ∈ Λ.

Tå î ð åì à 1. Ïóñòü ïðè λ ∈ Λ ìàòðèöà A(λ) íå èìååò ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé âèäà nwi íà ìíèìîé îñè ïðè w ∈ [w1, w2] è n = 0, 2, 3 . . . Òîãäà

2×åðåç | · | îáîçíà÷àþòñÿ è ìîäóëè âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, è íîðìû â R`; ÷åðåç

〈·, ·〉 îáîçíà÷àåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R`, ÷åðåç (·, ·) � èíäóöèðîâàííîå ïðîèçâåäåíèå â L2.
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ñóùåñòâóåò òàêîå q0 > 0, ÷òî ïðè q < q0 äëÿ ëþáîé íåëèíåéíîñòè, óäîâëå-

òâîðÿþùåé îöåíêå (2), ïðè λ ∈ Λ ñóùåñòâîâóåò ïîëíàÿ íåïðåðûâíàÿ âåòâü

èç öèêëîâ óðàâíåíèÿ (1), èìåþùèõ ïåðèîäû T ∈ [2π/w2, 2π/w1].

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 íà ãðàíèöå ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî ìíî-
æåñòâà G â R`, ñîäåðæàùåãî íà÷àëî êîîðäèíàò, íàõîäèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå
îäíà òî÷êà, ëåæàùàÿ íà öèêëå óðàâíåíèÿ (1), êîòîðûé öåëèêîì ëåæèò â çà-
ìûêàíèè ìíîæåñòâà G. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî ρ > 0 ó óðàâíåíèÿ íàéäåòñÿ
öèêë íîðìû ρ â ïðîñòðàíñòâå C.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 öèêëû óðàâíåíèÿ (1) îáðàçóþò íåïðåðûâíûå âåòâè
â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé.

ÏóñòüA∗(λ)� ñîïðÿæåííàÿA(λ) ìàòðèöà, ñïåêòðA∗(λ) ñîâïàäàåò ñî ñïåê-
òðîì ìàòðèöû A(λ). Ðàññìîòðèì âåêòîðû e∗(λ), g∗(λ), äëÿ êîòîðûõ

A∗(λ)e∗(λ) = σ(λ)e∗(λ) + w(λ)g∗(λ), A∗(λ)g∗(λ) = −w(λ)e∗(λ) + σ(λ)g∗(λ).

Îïðåäåëèì ôóíêöèè vλ(t) = e∗(λ) cos t− g∗(λ) sin t è ðàññìîòðèì â ïðîñòðàí-
ñòâå C0 = C0([0, 2π], R`) íåïðåðûâíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ðàâíî-
ìåðíîé íîðìîé ïîäïðîñòðàíñòâî Vλ êîðàçìåðíîñòè 1 ôóíêöèé x, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèþ (vλ, x) = 0.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 íà ãðàíèöå ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî ìíî-
æåñòâà â C0, ñîäåðæàùåãî íà÷àëî êîîðäèíàò, íàõîäèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà
òî÷êà x(t) ∈ Vλ (λ ∈ Λ) òàêàÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðîì w ∈ [w1, w2] ôóíêöèÿ x(wt)
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1).

Âìåñòî ãèïåðïëîñêîñòåé Vλ ìîæíî âûáèðàòü äðóãèå: óñëîâèå (vλ, x) = 0
ìîæíî çàìåíèòü óñëîâèåì

(
vλ(t+ϕ), x(t)

)
= 0 ïðè ïðîèçâîëüíîì ôèêñèðîâàí-

íîì ϕ. Òàêîå �îáèëèå� öèêëîâ íà ãðàíèöå êàæäîãî îãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà â C0, ñîäåðæàùåãî íà÷àëî êîîðäèíàò, ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êàæäîå
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(wt) âêëþ÷åíî â êîíòèíóóì x(wt + ϕ).

Àíàëîãè÷íûé ôàêò ñïðàâåäëèâ äëÿ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì

(3) z′ + A(λ)z = f
(
z(t), z(t− θ(λ)), λ

)
, x ∈ R`.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ñóùåñòâóåò òàêîå q0 > 0, ÷òî ïðè q < q0 èç îöåíêè
|f(z1, z2, λ)| 6 q(|z1| + |z2|) âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïî êðàéíåé ìåðå îäíîé
òî÷êè, ëåæàùåé íà öèêëå óðàâíåíèÿ (3) ïðè êàêîì-òî λ ∈ Λ íà ãðàíèöå
ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå R`, ñîäåðæàùåãî
íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî R` íå ÿâëÿåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ
óðàâíåíèÿ (3). Ïðè êàæäîì λ åñòåñòâåííûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåò-
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ñÿ ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â R`, îïðåäåëåííûõ
íà ïðîìåæóòêå [0, θ(λ)].

Åñëè çàïàçäûâàíèå θ íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà, òî ìîæíî äîêàçàòü ñóùå-
ñòâîâàíèå íåïðåðûâíûõ âåòâåé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå C([0, θ], R`).

2.2. Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ. Äàæå îöåíèòü (íå òîëüêî íàéòè îïòèìàëü-
íóþ!) âåëè÷èíó q0 â îáùåì ñëó÷àå òðóäíî. Îäíàêî áûâàþò óðàâíåíèÿ, äëÿ êî-
òîðûõ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü âïîëíå óáåäèòåëüíóþ îöåíêó âåëè÷èíû q0. Ïðèâåäåì
îäíî óòâåðæäåíèå äëÿ êëàññà ñèñòåì, âñòðå÷àþùèõñÿ â òåîðèè óïðàâëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(4) L
(

d
dt , λ

)
x = M

(
d
dt , λ

)
f(x, x′, . . . , x(k); λ)

äèíàìèêè ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ëèíåéíîãî èíòåãðèðóþùåãî çâåíà ñ ðàöè-
îíàëüíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé W (p, λ) = M(p, λ)/L(p, λ) è íåëèíåéíîé
îáðàòíîé ñâÿçè f(x, x′, . . . , x(k), λ), âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ ïðîèçâîäíûå. Ñòåïå-
íè âçàèìíî ïðîñòûõ âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ

L(p, λ) = p` + a1(λ)p`−1 + . . . + a`(λ), M(p, λ) = b0(λ)pm + . . . + bm(λ)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ` > m + k. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4) ïîíèìàþòñÿ â
îáû÷íîì â òåîðèè óïðàâëåíèè ñìûñëå: êàê ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîé ñèñòå-
ìû ïåðâîãî ïîðÿäêà ([6]) â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Ìîæíî
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî M ≡ 1 è ðàññìàòðèâàòü îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà `.

Ïóñòü ïðè λ=λ0 ìíîãî÷ëåí L(w, λ0) èìååò ïàðó ïðîñòûõ êîðíåé w = ±w0i.
Çàäàäèìñÿ íåêîòîðûìè ÷èñëàìè µj > 0, j = 1, k. Ðàññìîòðèì íà ïëîñêî-

ñòè Π = (w, λ) ëèíèè óðîâíÿ q ôóíêöèè

Ψ(w, λ) =
∣∣N(wi, λ)

∣∣(1 +
∑

µj w2j
)−1/2

, N(p, λ) = L(p, λ)/M(p, λ).

Òàê êàê Ψ(w0, λ0) = 0, òî ïðè ìàëûõ q > 0 ýòè ëèíèè óðîâíÿ ÿâëÿþòñÿ (âî-
îáùå ãîâîðÿ!) çàìêíóòûìè êîíòóðàìè Γ(q) âîêðóã òî÷êè (w0, λ0), âîçìîæíî,
ñóùåñòâóþò åùå äðóãèå âåòâè ëèíèé óðîâíÿ. Ïðè óâåëè÷åíèè q ýòè âåòâè
ìîãóò ñëèâàòüñÿ ñ Γ(q), ïðè ýòîì êîíòóðû Γ(q) ìîãóò ñòàòü íåçàìêíóòûìè.

Ïóñòü çàìêíóòûé êîíòóð Γ(q0) îãðàíè÷èâàåò êîíå÷íóþ îáëàñòü D(q0) ⊂ Π.
Ïóñòü ïðè n = 0, 2, 3, . . . âåðíû óñëîâèÿ

(5) L(nwi, λ) 6= 0, (w, λ) ∈ D(q0), Ψ(nw, λ) > q0, (w, λ) ∈ Γ(q0).
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Tå î ð åì à 2. Ïóñòü âðàùåíèå γ(Φ, Γ(q0)) ïëîñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ([7])
Φ =

(
<eN(wi, λ),=mN(wi, λ)

)
íà ãðàíèöå Γ(q0) îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïóñòü

(6)
[
f(x, y1, . . . , yk; λ)

]2
6 q2(x2 +

∑
µj y2

j

)
, µj > 0,

ïðè÷åì q < q0. Òîãäà ìíîæåñòâî öèêëîâ óðàâíåíèÿ (4) îáðàçóåò ïîëíóþ

íåïðåðûâíóþ âåòâü â ïðîñòðàíñòâå R`.

Òåîðåìà 2 äàåò âïîëíå êîíñòðóêòèâíûé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ âåëè÷èíû q0.
Ïðèìåðû èç ñëåäóþùåãî ðàçäåëà äëÿ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ÷èòàëèñü
èìåííî ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû.

Îñíîâíîå óñëîâèå òåîðåìû γ(Φ, Γ(q0)) 6= 0 âûïîëíåíî, íàïðèìåð åñëè íîëü
(w0, λ0) êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè L(wi, λ) åäèíñòâåííûé è åãî èíäåêñ Ïó-
àíêàðå ([7]) îòëè÷åí îò íóëÿ. Èíäåêñ Ïóàíêàðå îòëè÷åí îò íóëÿ, íàïðèìåð,
åñëè êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà L íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî λ â òî÷-
êå λ0 è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÿêîáèåâà ìàòðèöà íå âûðîæäåíà.

Åñëè èíäåêñ Ïóàíêàðå íóëÿ (w0, λ0) îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ïðè ìàëûõ q0

êîíòóð óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû. Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà q0 êîíòóð
ðàñøèðÿåòñÿ è ìîæåò ïåðåñòàòü èì óäîâëåòâîðÿòü ïî ðàçëè÷íûì ïðè÷èíàì:
îí ìîæåò ñëèòüñÿ ñ äðóãèì, �ïëîõîé� (íàïðèìåð, íå çàìêíóòîé) âåòâüþ ëè-
íèè óðîâíÿ; ñëèòüñÿ ñ àíàëîãè÷íûì êîíòóðîì âîêðóã äðóãîãî íóëÿ ôóíêöèè
L(wi, λ), â ðåçóëüòàòå ÷åãî âðàùåíèå ìîæåò ñòàòü ðàâíûì íóëþ; íàòîëêíóòü-
ñÿ íà ëèíèþ óðîâíÿ Ψ(nw, λ) = q0 ïðè êàêîì-òî n = 0, 2, 3 . . . Ýòî ïðîèñõîäèò,
êàê ïðàâèëî, ëèáî ïðè n = 0, ëèáî ïðè n = 2.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 íà ïåðåñå÷åíèè ãðàíèöû ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî îò-
êðûòîãî ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, ñîäåðæàùåãî íà÷àëî êîîðäèíàò, íàõîäèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà
x(t), ðÿä Ôóðüå êîòîðîé íå ñîäåðæèò ñëàãàåìîãî ñ cos t, òàêàÿ, ÷òî ïðè íåêî-
òîðîì w > 0 ôóíêöèÿ x(wt) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1)
ïðè êàêîì-òî λ ∈ Λ (ïðè ýòîì (w, λ) ∈ D(q0) ).

Åñëè íåëèíåéíîñòü â óðàâíåíèè (4) çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííîé x è íå
çàâèñèò îò ïðîèçâîäíûõ, òî îöåíêà q0 ìîæåò áûòü óëó÷øåíà. Â òåîðèè àá-
ñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ïîõîæèå èäåè èñïîëüçîâàëèñü Â.Ì.Ï�îïîâûì, íåïî-
ñðåäñòâåííî â ÷àñòîòíûõ êðèòåðèÿõ îòñóòñòâèÿ öèêëîâ Å. Ãàðáåðîì ([6]).

Ïîëîæèì Ψ(w, λ) =
∣∣L(wi, λ)/M(wi, λ)

∣∣. Ïóñòü çàìêíóòûé êîíòóð Γ(q0)
îãðàíè÷èâàåò êîíå÷íóþ îáëàñòü D(q0) ⊂ Π. Ïóñòü ïðè n = 0, 2, 3, . . . âåð-
íû óñëîâèÿ (5). Ïóñòü êàæäàÿ òî÷êà (w, λ) ãðàíèöû Γ(q0) ëèáî ïðèíàäëåæèò
ëèíèè óðîâíÿ Ψ(w, λ) = q0, ëèáî ÷èñëà =mL(nwi, λ)/M(nwi, λ) ïðè âñåõ íà-
òóðàëüíûõ n èìåþò îäèíàêîâûé çíàê.
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Tå î ð åì à 3. Ïóñòü âðàùåíèå γ(Φ, Γ(q0)) ïîëÿ Φ íà ãðàíèöå Γ(q0) îò-
ëè÷íî îò íóëÿ. Ïóñòü

∣∣f(x, λ)
∣∣ 6 q|x|, ïðè÷åì q < q0. Òîãäà ìíîæåñòâî

öèêëîâ óðàâíåíèÿ

L
(

d
dt , λ

)
x = M

(
d
dt , λ

)
f(x, λ)

îáðàçóåò ïîëíóþ íåïðåðûâíóþ âåòâü â ïðîñòðàíñòâå R`.

3. Ïðèìåðû äëÿ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà

Âî âñåõ ïðèìåðàõ ýòîãî ðàçäåëà ìû ïîëàãàåì, ÷òî λ0 = 0, w0 = 1.
Ñàìîå ïðîñòîå óðàâíåíèå x′′ + λx′ + x = f(x) èìååò ïðè |f(x)| 6 q|x|

(0 < q < 1) ïîëíóþ íåïðåðûâíóþ âåòâü öèêëîâ ïðè λ = 0, ïðè λ 6= 0 öèêëîâ
íåò. Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò ëèøü q0 = 0, 6 (âìåñòî îïòèìàëüíîãî q0 = 1).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(7) x′′′ + (2− λ)x′′ + (1− 2λ + 2λ2)x′ + (2 + λ/2)x = f(x, x′, λ).

Óòâ å ðæä å í è å 1. Ïóñòü âåðíà îöåíêà |f(x, y1, λ)|61, 475|x|. Òîãäà ïðè
−0, 426 < λ < 1, 304 öèêëû óðàâíåíèÿ (7) ñ ïåðèîäàìè T ∈ [1, 355π; 3, 271π]
îáðàçóþò ïîëíóþ íåïðåðûâíóþ âåòâü â ïðîñòðàíñòâå (x, x′, x′′).

Äëÿ ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ïðè q0 ≈ 1, 475 êîíòóð Γ(q0)
íàòàëêèâàåòñÿ íà ëèíèþ óðîâíÿ Ψ(2w, λ) = q0. Òåîðåìà 3 (åñëè íåëèíåéíîñòü
çàâèñèò òîëüêî îò x) äàåò ëèøü óòî÷íåíèå äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà
(−0, 426 < λ < 0, 347) è íå äàåò óëó÷øåíèÿ îöåíêè âåëè÷èíû q0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå

(8) x′′′ + (2 + λ)x′′ + (1− 2λ + 2λ2)x′ + (2 + λ/2)x = f(x, x′, λ).

Óòâ å ðæä å í è å 2. Ïóñòü âåðíà îöåíêà |f(x, y1, λ)|60, 348|x|. Òîãäà ïðè
−0, 181 < λ < 0, 438 öèêëû óðàâíåíèÿ (7) ñ ïåðèîäàìè T ∈ [1, 814π; 2, 230π]
îáðàçóþò ïîëíóþ íåïðåðûâíóþ âåòâü â ïðîñòðàíñòâå (x, x′, x′′).

Â ýòîì ñëó÷àå ïðè q0 ≈ 0, 348 êîíòóð Γ(q0) íàòàëêèâàåòñÿ íà òàêîé æå
çàìêíóòûé êîíòóð âîêðóã íóëÿ ξ1 ≈ (0, 918; 0, 914) ôóíêöèè L(wi, λ). Îáà
êîíòóðà ñíà÷àëà ñëèâàþòñÿ â �âîñüìåðêó�, à ïîòîì âðàùåíèå γ(Φ, Γ(q0)) ñòà-
íîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ (èíäåêñû Ïóàíêàðå äâóõ íóëåé ðàâíû 1 è −1).

Åñëè â ïðàâîé ÷àñòè (7) íåëèíåéíîñòü çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííîé x, òî
ê íåìó ïðèìåíèìà òåîðåìà 3.
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Óòâ å ðæä å í è å 3. Ïóñòü âåðíà îöåíêà |f(x, λ)| 6 0, 999|x|. Òîãäà ïðè

−0, 413 < λ < 0, 500 öèêëû óðàâíåíèÿ (8) ñ ïåðèîäàìè T ∈ [1, 544π; 2, 829π]
îáðàçóþò ïîëíóþ íåïðåðûâíóþ âåòâü â ïðîñòðàíñòâå (x, x′, x′′).

Êîíòóð, ïî êîòîðîìó íàäî ñ÷èòàòü âðàùåíèå ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: ÷àñòü
ëèíèè óðîâíÿ Ψ(w, λ) = 0, 999, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ è êîí÷àåòñÿ â îáëàñòè
=mL(wi, λ) < 0, è îòðåçîê ïðÿìîé, êîòîðûé ñîåäèíÿåò òî÷êè (1, 073; 1, 071)
è (0, 707; 0, 500). Ïðè ýòîì íóëü ξ1 â ýòó îáëàñòü íå ïîïàäàåò, âðàùåíèå âåê-
òîðíîãî ïîëÿ ñîâïàäàåò ñ íåíóëåâûì èíäåêñîì Ïóàíêàðå íóëÿ (1; 0).

Óðàâíåíèå (8) â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 3 èìååò ïî êðàéíåé ìåðå 2 ãëî-
áàëüíûõ âåòâè. Äëÿ ïîèñêà âòîðîé âåòâè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îñòàâøóþñÿ
÷àñòü îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé Ψ(w, λ) = 0, 999.

4. Ëîêàëüíûå âåòâè

Âåðíåìñÿ ê èçó÷åíèþ ñèñòåìû (1). Ïóñòü ñíîâà íà ïðîìåæóòêå λ ∈ Λ =
[a, b] ó ìàòðèöû A(λ) åñòü ïàðà ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé σ(λ)±w(λ)i,
ïðè÷åì σ(λ0) = 0, λ0 ∈ (a, b), σ(a)σ(b) < 0, w(λ) > 0 è w(λ) ∈ [w1, w2],
w1 < w0 = w(λ0) < w2.

Åñëè âìåñòî ãëîáàëüíîé îöåíêè (2) ïðè íåêîòîðîì ζ0 > 0 ñïðàâåäëèâà
àíàëîãè÷íàÿ ëîêàëüíàÿ îöåíêà

(9) |f(z, λ)| 6 q|z|, z ∈ R`, |z| 6 ζ0, λ ∈ Λ,

òî âìåñòî ïîëíîé íåïðåðûâíîé âåòâè ñóùåñòâóåò ëîêàëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ
âåòâü èç öèêëîâ â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0, òî åñòü íà ãðàíè-
öå ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà äîñòàòî÷íî ìàëîãî
äèàìåòðà, ñîäåðæàùåãî íà÷àëî êîîðäèíàò, íàõîäèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà
òî÷êà, ëåæàùàÿ íà öèêëå óðàâíåíèÿ ïðè êàêîì-òî λ ∈ Λ. �Äîñòàòî÷íî ìàëûé
äèàìåòð� çàâèñèò îò ÷èñåë ζ0 è q è ìàòðèöû A(λ).

Tå î ð åì à 4. Ñóùåñòâóåò òàêîå q0 > 0, ÷òî ïðè q < q0 èç îöåíêè (9)
âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíîé íåïðåðûâíîé âåòâè èç öèêëîâ óðàâíå-

íèÿ (1) ïðè λ ∈ Λ.

Åñëè âìåñòî (2) ïðè íåêîòîðîì c >> 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(10) |f(z, λ)| 6 q|z|+ c, z ∈ R`, λ ∈ Λ,

òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ âåòâü èç öèêëîâ íà áåñêîíå÷íîñòè, òî åñòü íà ãðà-
íèöå ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà â R`, ñîäåðæàùåãî
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øàð {‖x‖ 6 ρ} äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà ρ, íàõîäèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå
îäíà òî÷êà, ëåæàùàÿ íà öèêëå óðàâíåíèÿ ïðè êàêîì-òî λ ∈ Λ.

Tå î ð åì à 5. Ñóùåñòâóåò òàêîå q0 > 0, ÷òî ïðè q < q0 èç îöåíêè (10)
âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîé âåòâè íà áåñêîíå÷íîñòè èç öèêëîâ

óðàâíåíèÿ (1) ïðè λ ∈ Λ.

Òåîðåìû ýòîãî ðàçäåëà ïî äóõó áëèçêè ê òåîðåìàì î áèôóðêàöèÿõ Àíäðî-
íîâà�Õîïôà â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè. Îñíîâíîå èõ îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â
âîçìîæíîé íåëèíåàðèçóåìîñòè óðàâíåíèÿ â íóëå èëè íà áåñêîíå÷íîñòè. Îáå
òåîðåìû òàêæå ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû äëÿ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì.

5. Ñèñòåìû ñ íåëèíåéíîñòÿìè, èçâåñòíûìè ïðèáëèæåííî

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè âåòâåé èç öèê-
ëîâ äëÿ óðàâíåíèÿ âûñøåãî ïîðÿäêà â êîëüöåâîé îêðåñòíîñòè íóëÿ3. Àíàëî-
ãè÷íîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è äëÿ ñèñòåìû (1), âî-ïåðâûõ,
ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ íå ñòîëü êîíñòðóêòèâíûé, âî-âòîðûõ,
ïîòðåáóþòñÿ åùå áîëåå ãðîìîçäêèå âñïîìîãàòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ è îáîçíà÷å-
íèÿ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(11) L
(

d
dt , λ

)
x = f(x, λ).

Ïóñòü íåëèíåéíîñòü óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

(12)
[
f(x, λ)

]2
6 q2x2 + ε2, x ∈ R, |x| 6 ζ0, λ ∈ Λ.

Çäåñü ε > 0 � î÷åíü ìàëîå ÷èñëî, íàïðèìåð ïîðÿäêà ìàøèííîé òî÷íîñòè,
ζ0 � ÷èñëî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîðÿäêà 1. Â îòëè÷èå îò ïîõîæåé îöåíêè (10),
êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü �íà áåñêîíå÷íîñòè�, îöåíêà (12) îïðåäåëÿåò ñóùå-
ñòâîâàíèå âåòâåé öèêëîâ â êîëüöåâîé îêðåñòíîñòè íóëÿ äèàìåòðà ïîðÿäêà ζ0.
Íåñêîëüêî âû÷óðíàÿ ôîðìà îöåíêè (12) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óïðîùåíèÿ è áåç
òîãî ãðîìîçäêèõ êîíå÷íûõ ôîðìóëèðîâîê. Åñòåñòâåííî, îöåíêè f 2 6 q2x2+ε2

è |f | 6 q1|x|+ ε1 âûòåêàþò îäíà èç äðóãîé.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåòâü öèêëîâ ñîåäèíÿåò øàðû 4 Br∗ è Br∗ (r∗ < r∗),

åñëè íà ãðàíèöå ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà Br∗ ⊂
3Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå èìååò ïîðÿäîê áîëüøèé 2, òî÷íåå ãîâîðèòü î øàðîâîì ñëîå
4Èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå Br = {x ∈ R` : ‖x‖ 6 r}, ãäå ‖ · ‖ (áåç óêàçàíèÿ ïðîñòðàíñòâà) �

îáû÷íàÿ åâêëèäîâà íîðìà
√∑

(·)2 â R`.
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G ⊂ Br∗ íàõîäèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà, ëåæàùàÿ íà öèêëå óðàâíå-
íèÿ (11) ïðè êàêîì-òî λ ∈ Λ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà q0 ìîæíî ïîñòðîèòü êîíòóð Γ(q0),
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì òåîðåìû 2. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

β(r, ε) =
π

q2
0 − q2

(
r2q2

0 + 2ε2), r2
1 =

2ε2

q2
0 − q2 ,

r∗ = r1
√

` + q0
√

β(r1, ε) sup
(w,λ)∈D(q0)

√√√√ ∑
n=0,2,3...

n2` − 1

(n2 − 1)|L(wni, λ)|2

è
ν2(w, λ) =

∑
n=0,2,3...

|L(wni, λ)|−2, (w, λ) ∈ D(q0).

Tå î ð åì à 6. Ïóñòü âðàùåíèå γ(Φ, Γ(q0)) ïëîñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Φ =(
<eL(wi, λ),=mL(wi, λ)

)
íà ãðàíèöå Γ(q0) îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïóñòü r2 > 0

óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

ζ0 = r2 + q0
√

β(r2, ε) sup
(w,λ)∈D(q0)

ν(w, λ).

Ïóñòü âûïîëíåíà îöåíêà (12), â êîòîðîé q < q0. Ïóñòü r∗ < r∗ =
√

`/4π r2.

Òîãäà ñóùåñòâóåò âåòâü öèêëîâ (11), ñîåäèíÿþùàÿ øàðû Br∗ è Br∗.

6. Óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

Lu = utt + λut + uxx + 2u = f(x, u, ux, ut; λ),

u(t, x) = u(t + T, x), u(t, 0) = u(t, π) = 0.
(13)

Çäåñü T > 0 � àïðèîðè íåèçâåñòíûé ïåðèîä ïî ïåðåìåííîé t.
Çàäàäèìñÿ íåêîòîðûì âåùåñòâåííûì φ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(φ) ìíîæåñòâî

ôóíêöèé u(t, x) : {t ∈ [0, 2π]}×{x ∈ [0, π]} → R, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

u′(0, x)=u′(2π, x), u(0, x)=u(2π, x), u(t, 0)=u(t, π)=0, t ∈ [0, 2π], x ∈ [0, π]

è ∫ 2π

0
dt

∫ π

0
u(t, x) sin x cos(t + φ) dx = 0.
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Tå î ð åì à 7. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì q < .36777 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|f(x, u, y, z; λ)| 6 q
√

x2 + y2 + z2.

Òîãäà ïðè ëþáîì φ ìíîæåñòâî òàêèõ u(t, x) ∈ M(φ), ÷òî ôóíêöèÿ u(wt, x)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (13) ïðè |λ| 6 γ = .6534913795 è w ∈ [γ/2, γ]
èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ãðàíèöåé ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî

ìíîæåñòâà G ⊂ C
(
[0, 2π]× [0, π], R

)
, 0 ∈ G.

Îïåðàòîð L ìîæåò èìåòü è äðóãèå êîýôôèöèåíòû (íå òîëüêî ïðè ut), çà-
âèñÿùèå îò λ; âàæíî òîëüêî, ÷òîáû ïðè êàêîì-òî λ (â (13) ýòî λ = 0) îïå-
ðàòîð L èìåë âûðîæäåííûé âèä utt + uxx + (1 + α)u, α > 0 (÷òîáû ó íåãî
áûëî íåòðèâèàëüíîå ÿäðî èç ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì
u(t, x) = u(t + T, x), u(t, 0) = u(t, π) = 0). Åñòåñòâåííî, âñå êîíñòàíòû â
òåîðåìå 7 ïîìåíÿþòñÿ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
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