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Ïðåäëàãàþòñÿ íåëîêàëüíûå ïðèçíàêè ñóùåñòâîâàíèÿ öèêëîâ äëÿ àâòîíîìíûõ

óðàâíåíèé âûñøåãî ïîðÿäêà ñ ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè. Îñíîâíûå òåîðåìû

ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîãî öèêëà è ñîäåðæàò ïðîñòûå äîïîëíèòåëü-

íûå óñëîâèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ó óðàâíåíèÿ åñòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêèé

êîíòèíóóì ðàçëè÷íûõ öèêëîâ.

1. Ââåäåíèå

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû, äèíàìèêà êîòîðûõ

îïèñûâàåòñÿ àâòîíîìíûìè îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿ-

ìè âûñøåãî ïîðÿäêà ñ ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè:

(1) L
(

d
dt

)
x = f

(
x, ξ(t)

)
.

Çäåñü è âñþäó íèæå L(p) = p` + a1p
`−1 + . . . + a` � âåùåñòâåííûé ìíîãî-

÷ëåí ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, f(. . .) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ξ �

âûõîä òàê íàçûâàåìîé ãèñòåðåçèñíîé íåëèíåéíîñòè Ïðåéñàõà (îïðåäåëåíèå

è ñâîéñòâà ñì. â ðàçäåëå 2). Íåëèíåéíîñòü Ïðåéñàõà (èëè ìîäåëü Ïðåéñàõà)

îïèñûâàåòñÿ êîíòèíóàëüíûì íàáîðîì íåèäåàëüíûõ ðåëå; îíà èãðàåò âàæíóþ

ðîëü â òåîðèè ìàãíåòèçìà [1, 2], ïðè îïèñàíèè ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ çàâèñè-

ìîñòåé [3, 4] è äð. Îáùàÿ òåîðèÿ ãèñòåðåçèñà áûëà ñîçäàíà â 70õ ãîäàõ è

ïîäûòîæåíà â [5], ññûëêè íà ýòó îñíîâîïîëàãàþùóþ â ìàòåìàòè÷åñêîé òåî-

ðèè ãèñòåðåçèñà êíèãó ìîãóò ñîïðîâîäèòü çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü ñòàòüè, íèæå

ìû ññûëàåìñÿ íà íåå ëèøü ïðè óêàçàíèè êîíêðåòíûõ ôàêòîâ è ðåçóëüòàòîâ.
1Ðàáîòà ÷àñòè÷íî íàïèñàíà âî âðåìÿ âèçèòà À.Ì.Êðàñíîñåëüñêîãî â University College, Êîðê,

Èðëàíäèÿ. Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ãðàíòû 02-

01-06577, 01-01-00146, 00-01-00571, 00-15-96116.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) �

ïàðû ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé
{
x(t), ξ(t)

}
(t > t0), óäîâëåòâîðÿþùèå (1) òà-

êèå, ÷òî ïðè íåêîòîðîì íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ãèñòåðåçèñíîé íåëèíåéíîñòè

ξ(t), t > t0 ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì íåëèíåéíîñòè Ïðåéñàõà ïðè âõîäå x(t).

Îáùåïðèíÿòûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ãèñòåðåçèñîì ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå R`×Ω ïðîñòðàíñòâà R` òî÷åê (x, x′, . . . , x(`−1)) è ãèñòåðå-

çèñíîé íåëèíåéíîñòè (ñì., íàïðèìåð, [9]). Äëÿ çàäà÷ î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíè-

ÿõ óðàâíåíèé ñ íåëèíåéíîñòüþ Ïðåéñàõà óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðîèçâåäåíèå

R`+1 ïðîñòðàíñòâà R` íà ïðÿìóþ R çíà÷åíèé âûõîäà ξ íåëèíåéíîñòè. Öèêëà-

ìè ñèñòåìû (1) íàçûâàþòñÿ è åå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, è ãåîìåòðè÷åñêèå

îáúåêòû â ïðîñòðàíñòâàõ R` è R`+1. Ãèñòåðåçèñíàÿ íåëèíåéíîñòü Ïðåéñàõà

ñòàòè÷íà, êàæäîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
{
x(t), ξ(t)

}
ïîðîæäàåò êîíòèíóóì

ñäâèãîâ
{
x(t + s), ξ(t + s)

}
; âñå ýòè ñäâèãè îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå öèêë.

Ïðåäëàãàþòñÿ íåëîêàëüíûå ïðèçíàêè ñóùåñòâîâàíèÿ öèêëîâ àâòîíîìíûõ

óðàâíåíèé ñ ãèñòåðåçèñîì. Îñíîâíûå òåîðåìû ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå

õîòÿ áû îäíîãî öèêëà è ñîäåðæàò ïðîñòûå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ îáùåãî

ïîëîæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ó óðàâíåíèÿ åñòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêèé êîíòèíóóì

ðàçëè÷íûõ öèêëîâ. Èñïîëüçîâàíû ìåòîäû îáùåãî íåëèíåéíîãî àíàëèçà, ìàòå-

ìàòè÷åñêîé òåîðèè ãèñòåðåçèñà è ïðåäëîæåííûé àâòîðàìè ïîäõîä ê èññëåäî-

âàíèþ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé.

Ðàáîòà óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2 îïðåäåëÿåòñÿ íåëèíåé-

íîñòü Ïðåéñàõà è ïðèâîäÿòñÿ åå îñíîâíûå ñâîéñòâà. Â ðàçäåëå 3 ôîðìóëè-

ðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè öèêëîâ è èõ êîíòèíóóìîâ. Â

ðàçäåëå 4 ïðèâåäåí ïðèìåð � äëÿ êîíêðåòíîãî ìíîãî÷ëåíà L ÿâíî âû÷èñëåíû

âñå âõîäÿùèå â òåîðåìû 1 è 2 ïîñòîÿííûå. Â ðàçäåëå 5 ïðåäëàãàåòñÿ îïèñàíèå

êëàññîâ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé íåëèíåéíîñòè Ïðåéñàõà, êîòîðûå îïðåäåëÿþò

ïåðèîäè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ ïðè ïåðèîäè÷åñêîì âõîäå. Â ðàçäåëå 6 ñôîðìóëè-

ðîâàí ðÿä ïîëåçíûõ çàìå÷àíèé. Âñå äîêàçàòåëüñòâà âûíåñåíû â ïðèëîæåíèå.
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1.2. Íååäèíñòâåííîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ â ñèñòåìàõ ñ ãè-

ñòåðåçèñîì. Ïðè èçó÷åíèè ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ñèñòåìàõ ñ ãèñòå-

ðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè åñòåñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ íå ïðîñòî ñèòóàöèè ñ

íååäèíñòâåííîñòüþ, íî ñèòóàöèè, êîãäà ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ

êîíòèíóàëüíî. Âîçíèêàþùèå êîíòèíóóìû ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèé

ñ ãèñòåðåçèñîì èìåþò åñòåñòâåííóþ êîíå÷íîìåðíóþ ñòðóêòóðó.

Îáû÷íî êîíòèíóóìû ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé âîçíèêàþò â äâóõ

ñèòóàöèÿõ. Âî-ïåðâûõ, âîçìîæíû íåðîáàñòíûå êîíòèíóóìû � ïðè ìàëåéøåì

�øåâåëåíèè� óðàâíåíèÿ îíè ëèáî ñîâñåì ïðîïàäàþò, ëèáî ñêëåèâàþòñÿ â åäèí-

ñòâåííóþ òî÷êó. Âòîðàÿ ñèòóàöèÿ � ýòî êîãäà óðàâíåíèÿ ïåðåîïðåäåëåíû:

íåèçâåñòíûõ áîëüøå ÷åì óðàâíåíèé. Â íåêîòîðîì ñìûñëå, ýòî çíà÷èò, ÷òî

ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ èíàÿ ñèòóàöèÿ: óðàâíåíèÿ íå ïåðåîïðåäåëåíû

è âîçíèêàþùèå êîíòèíóóìû öèêëîâ íå ðàçðóøàþòñÿ ìàëûì âîçìóùåíèåì.

Ïðè÷èíà ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ êîíòèíóóìîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïðèðîäîé ãèñòåðå-

çèñà è çàêëþ÷àåòñÿ, ãðóáî ãîâîðÿ, â ñëåäóþùåì. Ïðè èçó÷åíèè çàìêíóòûõ

ñèñòåì ñ ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî

óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó ñàìîé ñèñòåìû. Óðàâíåíèÿ (÷àñòî äîâîëü-

íî ñëîæíûå!), îïèñûâàþùèå âíóòðåííåå óñòðîéñòâî ãèñòåðåçèñíîé íåëèíåé-

íîñòè è çàâèñèìîñòü å¼ ñîñòîÿíèÿ îò ìåíÿþùåãîñÿ âõîäà ïî âîçìîæíîñòè íå

îòñëåæèâàåòñÿ. Åñòåñòâåííûì òðåáîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ ëèøü ïåðèîäè÷íîñòü ñî-

ñòîÿíèÿ ãèñòåðåçèñíîé íåëèíåéíîñòè è å¼ âûõîäà ñ òåì æå ïåðèîäîì, ÷òî è

ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äèíàìèêè çàìêíóòîé ñèñòåìû.

Åñëè êàæäîìó ïåðèîäè÷åñêîìó âõîäó íà ãèñòåðåçèñíóþ íåëèíåéíîñòü ñî-

îòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, ïðè êîòîðîì ñîñòîÿíèå ãè-

ñòåðåçèñíîé íåëèíåéíîñòè ïåðèîäè÷íî (åñòåñòâåííî, ñ òåì æå ïåðèîäîì), òî

ïðîáëåì íåò. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïðàâèëî, åñëè íååäèíñòâåííîñòü ïåðèîäè-

÷åñêèõ ðåøåíèé è âîçíèêàåò, òî ýòî �îáû÷íàÿ� äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

íååäèíñòâåííîñòü: ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî èçîëèðîâàííûõ ðåøåíèé. Îä-
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íàêî, ìîäåëü Ïðåéñàõà (è ìíîãèå äðóãèå âèäû ãèñòåðåçèñíûõ íåëèíåéíîñòåé)

óñòðîåíû òàê, ÷òî ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ âõîäàõ (ëþáûõ èëè äîñòàòî÷íî �óçêèõ�)

îíè èìåþò êîíòèíóóìû íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé, ïîðîæäàþùèõ ïåðèîäè÷åñêèå

âûõîäû. Ðàçìåðíîñòü ýòèõ êîíòèíóóìîâ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé ÷àñòî áûâà-

åò áåñêîíå÷íîé, îíà íè÷åãî íå îïðåäåëÿåò. Ðàçëè÷íûå ïåðèîäè÷åñêèå âûõî-

äû ìîäåëè Ïðåéñàõà ïðè îäíîì è òîì æå ïåðèîäè÷åñêîì âõîäå îòëè÷àþòñÿ

êîíñòàíòîé. Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè çàìêíóòûõ ñèñòåì

òèïà (1) òàêæå ìîãóò îáðàçîâûâàòü êîíòèíóóìû. Ðàçìåðíîñòü êîíòèíóóìîâ

ðåøåíèé ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ âûõîäà ãèñòåðåçèñíîé íåëèíåéíîñòè, âõî-

äÿùåé â ñèñòåìó. Â ñëó÷àå íåëèíåéíîñòè Ïðåéñàõà ýòà ðàçìåðíîñòü ðàíà 1.

Äëÿ áîëüøèíñòâà èçâåñòíûõ ãèñòåðåçèñíûõ íåëèíåéíîñòåé (è äëÿ íåëè-

íåéíîñòè Ïðåéñàõà) ïðè êàæäîì äîñòàòî÷íî �óçêîì� ïåðèîäè÷åñêîì âõîäå

ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì Ω íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé ãèñòåðåçèñíîé íåëèíåéíîñòè,

ïðè êîòîðûõ åå âûõîä ïåðèîäè÷åí (�óçîñòü� âõîäà ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ

êîíêðåòíûõ êëàññîâ íåëèíåéíîñòåé). Âîîáùå ãîâîðÿ, ÷åì ìåíüøå àìïëèòóäà

âõîäà òåì �áîëüøå� ìíîæåñòâî Ω. Äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ãèñòåðåçèñíûõ íåëè-

íåéíîñòåé òèïà ïðåîáðàçîâàòåëåé ñ êîðîòêîé ïàìÿòüþ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå

ñëóæèò ïàðàìåòðîì ñåìåéñòâà âîçìîæíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ âûõîäîâ è ðàçìåð-

íîñòü ýòîãî ñåìåéñòâà ðàâíà ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà Ω.

2. Íåëèíåéíîñòü Ïðåéñàõà

2.1. Íåèäåàëüíûå ðåëå. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

(2) η(t) = Rαβ[t0, η0]x(t), t > t0,

ïåðåìåííîå ñîñòîÿíèå íåèäåàëüíîãî ðåëå ñ ïîðîãîâûìè ÷èñëàìè α, β (α > β)

ïðè âõîäå x(t) (t > t0) è íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè η0. Çäåñü âõîä � ïðîèçâîëüíàÿ

íåïðåðûâíàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ; η0 � îäíî èç ÷èñåë 1 è −1. Çíà÷åíèÿ η(t)

(t > t0) îïåðàòîðà (2) îïðåäåëåíû ïðè η0 = 1, åñëè x(t0) > β, è ïðè η0 = −1,

åñëè x(t0) < α. Çíà÷åíèå ôóíêöèè η(t) ïðè êàæäîì t = τ � ýòî ñîñòîÿíèå
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íåèäåàëüíîãî ðåëå â ìîìåíò τ ; êàê îáû÷íî, îíî îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(3) Rαβ[t0, η0]x(τ) =



η0, åñëè β < x(t) < α ïðè âñåõ t ∈ [t0, τ ];

1, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå t1 ∈ [t0, τ ], ÷òî

x(t1) > α è x(t) > β ïðè âñåõ t ∈ [t1, τ ];

−1, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå t1 ∈ [t0, τ ], ÷òî

x(t1) 6 β è x(t) < α ïðè âñåõ t ∈ [t1, τ ].

Â ñèëó ýòîé ôîðìóëû ïðè ïðîèçâîëüíîì τ > t0 èç îöåíêè x(τ) > α âûòåêàåò

ðàâåíñòâî η(τ) = 1, à èç îöåíêè x(τ) 6 β � ðàâåíñòâî η(τ) = −1. Ñêàëÿðíàÿ

ôóíêöèÿ η(t) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì η(t0) = η0 è |η(t)| = 1 ïðè âñåõ t

è èìååò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàçðûâîâ íà êàæäîì îòðåçêå t0 6 t 6 t1.

2.2. Ñèñòåìû ðåëå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íàáîð B íåèäåàëüíûõ ðåëå, ïàðà-

ìåòðèçîâàííûõ ïàðàìè (α, β) èç ïîëóïëîñêîñòè Π = {(α, β) : α > β}. Ñî-
ñòîÿíèÿìè íàáîðà B íàçûâàþò èçìåðèìûå ôóíêöèè η(·, ·) : Π → R, ïðè

íåêîòîðîì x0 ∈ R óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâàì

(4)
η(α, β) = −1, β > x0; η(α, β) = 1, α 6 x0;

|η(α, β)| = 1, β < x0 < α;

åñëè âåðíû ýòè ðàâåíñòâà, òî áóäåì ïèñàòü η(α, β) ∈ Ω(x0). Âõîäàìè íàáîðà

B ñëóæàò ïðîèçâîëüíûå íåïðåðûâíûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè x(t) (t > t0).

Åñëè η0(α, β) ∈ Ω
(
x(t0)

)
, òî ãîâîðÿò, ÷òî âõîä x(t) (t > t0) äîïóñòèì ïðè

íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè η0(α, β) èëè ÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå äîïóñòèìî ïðè

âõîäå x(t). Ïðè êàæäîì íåïðåðûâíîì âõîäå x(t) (t > t0) è êàæäîì äîïóñòè-

ìîì ïðè âõîäå x(t) íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè η0(α, β) îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

(5) η(t, α, β) = Rαβ[t0, η0(α, β)]x(t), t > t0, α > β,

íàçûâàåìàÿ ïåðåìåííûì ñîñòîÿíèåì íàáîðà ðåëå B. Ðàâåíñòâî (5) � ýòî ïðà-

âèëî îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèé èíäèâèäóàëüíûõ ðåëå èç B ïðè îá-

ùåì âõîäå x(t). Ôóíêöèÿ (5) èçìåðèìà ïðè êàæäîì t â ïîëóïëîñêîñòè Π, ïðè

âñåõ t ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå η(t, α, β) ∈ Ω
(
x(t)

)
.
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Ïóñòü µ(α, β) � çàäàííàÿ íà Π èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ:

(6) µ∗
def
=

∫∫
α>β

|µ(α, β)| dα dβ < ∞.

Âûõîä íàáîðà B ïðè âõîäå x(t) è äîïóñòèìîì íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè η0(α, β)

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(7) ξ(t) =

∫∫
α>β

µ(α, β)Rαβ[t0, η0(α, β)]x(t) dα dβ, t > t0.

Âûõîä âñåãäà íåïðåðûâåí (õîòÿ ôóíêöèÿ (5) ðàçðûâíà); åãî çíà÷åíèÿ îãðà-

íè÷åíû ïî ìîäóëþ êîíñòàíòîé (6); ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(8) ξ(t) =

∫∫
α>β

µ(α, β)η(t, α, β) dα dβ, t > t0.

Ãèñòåðåçèñíóþ íåëèíåéíîñòü, ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ è âûõîäû êîòîðîé

îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (5) è (7), íàçûâàþò ìîäåëüþ Ïðåéñàõà.

2.3. Ñâîéñòâà íåëèíåéíîñòè Ïðåéñàõà.

Ïîëóãðóïïîâîå òîæäåñòâî. Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

ητ(t, α, β) = Rαβ[τ, η(τ, α, β)]xτ(t), t > τ, α > β,

ïðè êàæäîì τ > t0, ãäå xτ(t) è ητ(t, α, β) � ýòî ñóæåíèÿ âõîäà x(t) (t > t0) è

ïåðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ (5) íà èíòåðâàë t > τ .

Ñòàòè÷íîñòü. Ïðè ëþáîé ñòðîãî âîçðàñòàþùåé íåïðåðûâíîé íåîãðàíè-

÷åííîé ôóíêöèè θ(t) (t > t0) ïåðåìåííîå ñîñòîÿíèå (5) ñâÿçàíî ñ ïåðåìåííûì

ñîñòîÿíèåì η∗(t, α, β) = Rαβ[θ
−1(t0), η0(α, β)]x∗(t) ïðè âõîäå x∗(t) = x

(
θ(t)

)
ðàâåíñòâîì η∗(t, α, β) = η

(
θ(t), α, β

)
ïðè âñåõ t > θ−1(t0), α > β.

Ôèçè÷åñêàÿ ðåàëèçóåìîñòü. Èç ðàâåíñòâà x1(t) = x2(t) âõîäîâ xj(t) íà

îòðåçêå t0 6 t 6 t1 âûòåêàåò ðàâåíñòâî η1(t, α, β) = η2(t, α, β) ïåðåìåííûõ

ñîñòîÿíèé ηj(t, α, β) = Rαβ[t0, η0(α, β)]xj(t) íà òîì æå îòðåçêå ïðè ëþáîì

äîïóñòèìîì íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè η0(α, β). Èíûìè ñëîâàìè, ñóæåíèÿ ôóíê-

öèé (5) è (7) íà ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê t0 6 t 6 t1 îïðåäåëÿþòñÿ ïðè çàäàííîì

íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè çíà÷åíèÿìè âõîäà x(t) íà òîì æå îòðåçêå.
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Íåïðåðûâíîñòü. Íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðîâ (5) è (7) íà ìíîæåñòâå èõ

îïðåäåëåíèÿ äîêàçàíà ïðè ðàçëè÷íûõ ìåòðèêàõ â ïðîñòðàíñòâàõ ñîñòîÿíèé

Ω = ∪x0∈RΩ(x0) íåëèíåéíîñòè Ïðåéñàõà (ñì. [5�8]); â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâ-

íûõ âõîäîâ x(t) è âûõîäîâ ξ(t) èñïîëüçóåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ íîðìà.

3. Îñíîâíûå òåîðåìû

3.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå óñëîâèÿ. Âñþäó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(x, y) �

ýòî îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé âåð-

íî ãëîáàëüíîå óñëîâèå Ëèïøèöà

(9) |f(x1, y1)− f(x2, y2)| 6 q|x1 − x2|+ q1|y1 − y2|, xj, yj ∈ R.

Áóäåì ñ÷èòàòü ñïðàâåäëèâîé îöåíêó

(10) |µ(α, β)| 6 ν(α− β), α > β,

ãäå ôóíêöèÿ ν(y) èíòåãðèðóåìà íà ëó÷å y > 0:

(11) ν∞
def
=

∞∫
0

ν(y) dy < ∞.

Â ñèëó (10) è (11) âûõîäû ξ(t) ïðè ãëàäêèõ âõîäàõ x(t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíû

(ñì., íàïðèìåð, [6]) è äëÿ ïðîèçâîäíîé âûõîäà ïî÷òè âñþäó âåðíà îöåíêà

(12) |ξ′(t)| 6 2ν∞|x′(t)|.

3.2. Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïåðèîäè÷íîñòü ðåøåíèÿ
{
x(t), ξ(t)

}
, (ãäå

ξ(t) � âûõîä (7) íåëèíåéíîñòè Ïðåéñàõà ïðè âõîäå x(t)) îçíà÷àåò ïåðèîäè÷-

íîñòü îáåèõ åãî êîìïîíåíò ñ îáùèì àïðèîðè íåèçâåñòíûì ïåðèîäîì T > 0 è

ïåðèîäè÷íîñòü ïåðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ (5) ãèñòåðåçèñíîé íåëèíåéíîñòè:

x(t) = x(t+T ), ξ(t) = ξ(t+T ), η(t, α, β) = η(t+T, α, β), t > t0, α > β.

Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå η0(α, β) â (5) è (7) òàêæå àïðèîðè íåèçâåñòíî.
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Ñîñòîÿíèå è âûõîä ìîäåëè Ïðåéñàõà ïðè ïîñòîÿííîì âõîäå ïîñòîÿííû:

åñëè x(t) ≡ x0, òî η(t, α, β) ≡ η0(α, β) è ξ(t) ≡ ξ0. Ðåøåíèÿ
{
x(t), ξ(t)

}
≡{

x(t0), ξ(t0)
}
áóäåì íàçûâàòü ñòàöèîíàðíûìè, à èõ çíà÷åíèÿ

{
x(t0), ξ(t0)

}
�

ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ.

Ïðè −1 6 a 6 1, ρ ∈ R ïîëîæèì

(13) φa(ρ) =

∫∫
α6ρ

µ(α, β) dαdβ −
∫∫
β>ρ

µ(α, β) dαdβ + a

∫∫
β<ρ<α

|µ(α, β)| dαdβ.

Ôóíêöèÿ φa(ρ) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ a è ρ. Â ñèëó (4)

ïðè ïîñòîÿííîì âõîäå x(t) ≡ x0 è ëþáûõ äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ

η0(α, β) ∈ Ω(x0) çíà÷åíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ âûõîäîâ ξ(t) ≡ ξ0 íåëèíåéíîñòè

Ïðåéñàõà ñîñòàâëÿþò îòðåçîê φ−1(x0) 6 ξ0 6 φ1(x0). Ïàðà
{
x(0), ξ(0)

}
ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ (1), åñëè è òîëüêî åñëè ξ0 = φa(x0)

ïðè íåêîòîðîì a ∈ [−1, 1] è ρ = x0 óäîâëåòâîðÿåò ïðè ýòîì a óðàâíåíèþ

(14) L(0)ρ = f(ρ, φa(ρ)).

Åñëè L(0) 6= 0, òî èç-çà îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè f(x, y) óðàâíåíèå (14) èìååò

õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå ρ = ρ∗ ïðè êàæäîì a ∈ [−1, 1], ïðè÷åì

|ρ∗| 6 ρ1
def
= sup |f(x, y)||L(0)|−1.

Ïîýòîìó ó óðàâíåíèÿ (1) âñåãäà åñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Â ÷àñòíîñòè,

åñëè ðåøåíèå ρ = ρ∗(a) óðàâíåíèÿ (14) ïðè êàæäîì a åäèíñòâåííî è

(15)
∫∫

β<ρ<α

|µ(α, β)| > 0

ïðè âñåõ ρ ∈ [−ρ1, ρ1], òî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îáðàçóþò íåïðåðûâíóþ êðè-

âóþ
{
ρ∗(a), ξ∗(a)

}
(a ∈ [−1, 1]) áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé.

3.3. Ñóùåñòâîâàíèå öèêëîâ. Ïóñòü ó ìíîãî÷ëåíà L(p) åñòü ïàðà ìíè-

ìûõ ñîïðÿæåííûõ êîðíåé ±w0i è ïóñòü âåðíî óñëîâèå íåðåçîíàíñíîñòè

(16) L(nw0i) 6= 0, n = 0,±2,±3, . . . .
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Ïîëîæèì

(17) µ0 =

∫∫
α>β

µ(α, β) dα dβ, k1(w)= | =mL(wi)|, k2(w)= min
n=2,3,...

|L(nwi)|

è îïðåäåëèì ïðè êàæäîì r > 0 ÷èñëî

(18) d(r) =

π∫
0

sin t f(r sin t, µ0) dt−
π∫

0

sin t f(−r sin t,−µ0) dt.

Tå î ð åì à 1. Ïóñòü ìíîãî÷ëåíû L(wi) è =mL(wi) èìåþò ïàðó îáùèõ

âåùåñòâåííûõ êîðíåé ±w0 (w0 >0) îäèíàêîâîé íå÷åòíîé êðàòíîñòè. Ïóñòü

w0 � åäèíñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà =mL(wi) íà îòðåçêå [w1, w2] è ïóñòü

(19) L(0) 6= 0, L(nwi) 6= 0 ïðè w1 6 w 6 w2, n = 2, 3, . . . ,

ãäå w0/2 < w1 < w0 < w2. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì a ∈ [−1, 1] óðàâíåíèå (14)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ρ = ρ∗a. Ïóñòü âåðíû îöåíêè (9) � (11), ïðè÷åì

äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ëèïøèöà q è q1 ôóíêöèè f(x, y) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(20) q0
def
= q + 2ν∞q1 < min

w16w6w2

min
n=2,3,...

|L(nwi)|.

Ïóñòü ïðè w = w1, w2 ñïðàâåäëèâî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî íåðàâåíñòâî

(21) q0 < | =mL(wi)|,

èëè

(22) q >
2q0

√
k2

2(w)− k2
1(w)− 2k1(w)

√
k2

2(w)− q2
0

2
√

k2
2(w)− k2

1(w)−
√

q2
0 − k2

1(w)
.

Ïóñòü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r äëÿ ôóíêöèè (18) âåðíû îöåíêè

(23) d(r)
∂f

∂x

(
ρ∗a, φa(ρ

∗
a)

)
< 0, |d(r)| > c, c > 0.

Òîãäà ó óðàâíåíèÿ (1) ñ íåëèíåéíîñòüþ Ïðåéñàõà (7) ñóùåñòâóåò íåñòàöè-

îíàðíîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ïåðèîäà T ∈ [2π/w2, 2π/w1].

Åñëè ó ìíîãî÷ëåíà L(p) íåò ìíèìûõ êîðíåé è ÷èñëà q è q1 â óñëîâèè

Ëèïøèöà (9) ìàëû, òî ó (1) íåò íåñòàöèîíàðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.
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Óñëîâèå (20) òåîðåìû 1 îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âñåõ w ∈ [w1, w2] âåðíà îöåíêà

q0 < k2(w). Óñëîâèÿ (21), (22) ïðîâåðÿþòñÿ ëèøü ïðè w = wj. Ôóíêöèÿ â

ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè (22) îïðåäåëåíà â òî÷íîñòè ïðè òåõ w, äëÿ êîòîðûõ

âåðíà ïðîòèâîïîëîæíàÿ (21) îöåíêà q0 > k1(w). Äîïóñêàåòñÿ, ÷òîáû â îäíîé

èç òî÷åê w1 è w2 áûëà âåðíà îöåíêà (21), à â äðóãîé � îöåíêà (22).

Èç (22) âûòåêàåò îãðàíè÷åíèå âåëè÷èíû q0. Òàê êàê q 6 q0, òî

(24) q0 <

√
1

2

(√
9k4

1(w) + 16k2
1(w)k2

2(w)− 3k2
1(w)

)
, w = w1, w2.

3.4. Ñóùåñòâîâàíèå êîíòèíóóìà öèêëîâ.

Tå î ð åì à 2. Ïóñòü ìíîãî÷ëåíû L(wi) è =mL(wi) èìåþò ïàðó îáùèõ

âåùåñòâåííûõ êîðíåé ±w0 (w0 > 0) îäíîé è òîé æå íå÷åòíîé êðàòíîñòè

è âûïîëíåíû óñëîâèÿ íåðåçîíàíñíîñòè (16). Ïóñòü âåðíû îöåíêè (10) è (11),

îãðàíè÷åííàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà (9)

è äëÿ ôóíêöèè (18) ñïðàâåäëèâà îöåíêà |d(r)| > c > 0 ïðè âñåõ r > r∗.

Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå q̄ > 0, w1 ∈ (w0/2, w0) è w2 > w0, îïðåäåëÿåìûå ïî

ìíîãî÷ëåíó L, ÷òî ïðè q + 2ν∞q1 < q̄ âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(i) Ëèáî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ (1) åäèíñòâåííî, ëèáî ïîëîæå-

íèÿ ðàâíîâåñèÿ îáðàçóþò íåïðåðûâíóþ êðèâóþ.

(ii) Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (x∗, ξ∗) âåðíà îöåíêà

(25) d(r∗)
∂f

∂x
(x∗, ξ∗) < 0,

òî ó óðàâíåíèÿ (1) åñòü õîòÿ áû îäèí öèêë ñ ïåðèîäîì 2π/w2 6T 62π/w1.

(iii) Åñëè îöåíêà (25) ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ óðàâíå-

íèÿ (1), òî äëÿ âñåõ öèêëîâ ñ ïåðèîäàìè 2π/w2 6 T 6 2π/w1 âåðíû îöåíêè

(26) ‖x(t)− x̄‖L2
> r1, ‖x(t)‖C 6 r0,

ãäå x̄ � ýòî ñðåäíåå çà ïåðèîä çíà÷åíèå ôóíêöèè x(t) è r1, r0 > 0. Åñëè ïðè

ýòîì Rµ > r0, òî ó óðàâíåíèÿ (1) åñòü êîíòèíóóì ðàçëè÷íûõ öèêëîâ.
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Îöåíêè (26) îçíà÷àþò, ÷òî âñå ñóùåñòâóþùèå â ñèëó òåîðåìû 2 íåñòà-

öèîíàðíûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) îòäåëåíû â ôóíêöèîíàëü-

íûõ ïðîñòðàíñòâàõ L2, C è äð. îò îäíîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé-

êîíñòàíò (ñîäåðæàùåãî âñå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ) è îò áåñêîíå÷íîñòè.

4. Ïðèìåð

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(27) x′′′ + x′′ + x′ + x = f
(
x, ξ(t)

)
.

Ìíîãî÷ëåí L(p) = p3 + p2 + p + 1 èìååò ïàðó ïðîñòûõ êîðíåé ±i, w0 = 1,

1/2 < w1 < 1 < w2. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà L(wi) = (iw + 1)(1 − w2),

=mL(wi) = w(1− w2), k1(w) = w|1− w2|, k2(w) = (4w2 − 1)
√

w2 + 1.

Â òàáëèöå 1 óêàçàíû ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ q0, q, w1 è w2, äëÿ êîòîðûõ âåð-

íû ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 1; çíà÷åíèå 2ν∞q1 â ÷åòâåðòîì ñòîëáöå òàáëèöû

ðàâíî ðàçíîñòè çíà÷åíèé âî âòîðîì è òðåòüåì ñòîëáöàõ. Â ïîñëåäíèõ òðåõ

ñòîëáöàõ óêàçàíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè k1(w) ïðè w = w1 è w = w2 è ìèíèìóì

ôóíêöèè k2(w); òàê êàê ôóíêöèÿ k2(w) âîçðàñòàåò, åå ìèíèìóì ðàâåí k2(w1).

Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè k1(w) íà îòðåçêå 1/2 6 w 6 1 äîñòèãàåòñÿ

â òî÷êå w = 1/
√

3 è ðàâíî 2
√

3/9 = 0, 384900, .. Ïðè q0 < 2
√

3/9 êîíöû

îòðåçêà [w1, w2] îïðåäåëÿþòñÿ èç îöåíêè (21), â ñèëó êîòîðîé w1 � ýòî êîðåíü

óðàâíåíèÿ q0 = k1(w) èç îòðåçêà [1/
√

3, 1], à w2 � êîðåíü óðàâíåíèÿ q0 =

k1(w), ëåæàùèé íà ëó÷å w > 1. Â òàáëèöå èñïîëüçóþòñÿ ïðèáëèæåíèÿ w1 è

w2 ê ýòèì êîðíÿì ñ òî÷íîñòüþ 0, 001 ïðè q0 = 0, 3848, 0, 3, 0, 2, 0, 1 (÷åòûðå

íèæíèå ñòðîêè òàáëèöû). Âåëè÷èíà q ∈ [0, q0] ïðè q0 < 2
√

3/9 ïðîèçâîëüíà.

Ïðè q0 > 2
√

3/9 âåëè÷èíû q, w1 è w2 îïðåäåëÿþòñÿ èç îöåíêè (22). Ñî-

îòíîøåíèå (24) îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíîå q0: ïðàâàÿ ÷àñòü (24) ðàâíà íóëþ

ïðè w = 1/2 è w = 1 è äîñòèãàåò íà îòðåçêå [1/2, 1] ìàêñèìóìà 1, 295015,

îãðàíè÷èâàþùåãî q0 ñâåðõó. Â ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû èñïîëüçóåòñÿ áëèçêîå

ê ìàêñèìóìó çíà÷åíèå q0 = 1, 295. Â ñòðîêàõ ñî âòîðîé ïî îäèííàäöàòóþ

q0 = 1, 2; 1, 1; . . . ; 0, 4; 0, 385 (ïîñëåäíåå çíà÷åíèå áëèçêî ê 2
√

3/9).
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Âåëè÷èíà q ïðè çàäàííîì q0 îãðàíè÷åíà ñíèçó ìèíèìóìîì qmin ïðàâîé

÷àñòè îöåíêè (22) íà îòðåçêå w ∈ [1/2, 1]. Â òàáëèöå èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ

q, áëèçêèå ê ýòîìó ìèíèìóìó; ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ 2ν∞q1 áëèçêè ê ìàêñèìóìó

q0 − qmin. Ïî âûáðàííûì q0 è q èç óðàâíåíèÿ

q =
2q0

√
k2

2(w)− k2
1(w)− 2k1(w)

√
k2

2(w)− q2
0

2
√

k2
2(w)− k2

1(w)−
√

q2
0 − k2

1(w)
,

îïðåäåëÿþòñÿ îöåíêè ñâåðõó äëÿ w1 è ñíèçó äëÿ w2, â òàáëèöå èñïîëüçóþòñÿ

ïðèáëèæåíèÿ ýòèõ îöåíîê. Îöåíêà (20) âåðíà ïðè âñåõ q0.

Øèðèíà èíòåðâàëîâ (qmin, q0] è [0, q0− qmin) âîçìîæíûõ çíà÷åíèé âåëè÷èí

q è 2ν∞q1 ïðè q0 > 2
√

3/9 ðàâíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëåäíåãî çíàêà çíà÷åíèþ

â ÷åòâåðòîì ñòîëáöå òàáëèöû. Îíà óâåëè÷èâàåòñÿ îò ïî÷òè íóëåâîé ïðè q0 =

1, 295 äî ïî÷òè ðàâíîé q0 ïðè q0 = 0, 385. Ïðè q0 < 2
√

3/9 = 0, 3849... îáà

èíòåðâàëà ðàâíû [0, q0]. Óêàçàííûé â òàáëèöå èíòåðâàë [w1, w2] ðàñøèðÿåòñÿ

ïðè óìåíüøåíèè q0 îò çíà÷åíèÿ q0 = 1, 295 äî q0 = 0, 385. Ïðè q0 < 2
√

3/9

èíòåðâàë [w1, w2] ñóæàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì q0 è îöåíêè ïåðèîäà óòî÷íÿþòñÿ.

Ïóñòü q = 0, 305, 2ν∞q1 = 0, 295 è âåðíà îöåíêà (9). Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì

a ∈ [−1, 1] óðàâíåíèå ρ = f(ρ, φa(ρ)) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ρ = ρ∗a è

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r âåðíû îöåíêè (23). Òîãäà ó óðàâíåíèÿ (27)

åñòü íåñòàöèîíàðíîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñ ïåðèîäîì 5, 575 6 T 6 8, 913.

5. Ïåðèîäè÷åñêèå âûõîäû è ðåøåíèÿ

5.1. Òåîðåìà î ãèñòåðåçèñíûõ íåëèíåéíîñòÿõ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåì 1 è 2 èñïîëüçóåòñÿ ïðåäëîæåííûé â [11, 12] ìåòîä àíàëèçà çàäà÷ î

ñóùåñòâîâàíèè öèêëîâ. Åãî ïðèìåíåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ íåëèíåéíîñòüþ

Ïðåéñàõà îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé òåîðåìå î ïåðèîäè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ñî-

ñòîÿíèÿõ è âûõîäàõ ãèñòåðåçèñíîé íåëèíåéíîñòè (7), äîêàçàííîé â [13].

Ïóñòü x(t) ≡ x(t + T ) (t > t0). Ïî ïåðèîäè÷åñêîìó âõîäó x(t) îïðåäåëèì

÷èñëà xm = min x(t) è xM = max x(t) è ìíîæåñòâà

G(xm, xM) = {(α, β) : β < xm 6 xM < α}, Gc(xm, xM) = Π\G(xm, xM).
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Èç îïðåäåëåíèÿ íåèäåàëüíîãî ðåëå âûòåêàåò, ÷òî ïðè (α, β) ∈ Gc(xm, xM)

ôóíêöèÿ (3), òî åñòü ïåðåìåííîå ñîñòîÿíèå ðåëå ñ ïîðîãîâûìè ÷èñëàìè α, β

ïðè âõîäå x(t), ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé íà âñåì ëó÷å t > t0 ïðè åäèíñòâåííîì

íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè η0 (ïðè íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè −η0 ïåðåìåííîå ñîñòîÿ-

íèå ëèáî íå îïðåäåëåíî, ëèáî íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì). Ýòî åäèíñòâåííîå

ñîñòîÿíèå îáîçíà÷èì ÷åðåç ηper(t, α, β) è ïîëîæèì

(28) Jax(t) =

∫∫
Gc(xm,xM )

µ(α, β)ηper(t, α, β) dα dβ + a

∫∫
G(xm,xM )

|µ(α, β)| dα dβ,

ãäå t > t0, a ∈ [−1, 1]. Ïîñòðîåííûé îïåðàòîð (28) çàäàí íà êëàññå âñåõ íåïðå-

ðûâíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ âõîäîâ, ïåðèîäû ôóíêöèé x(t) è Jax(t) ñîâïàäàþò.

Tå î ð åì à 3. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) Êëàññ âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ âûõîäîâ íåëèíåéíîñòè Ïðåéñàõà ïðè ïåðèî-

äè÷åñêîì âõîäå x(t) (t > t0) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ξ(t) = Jax(t), ãäå a �

ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç îòðåçêà [−1, 1].

(ii) Êëàññ âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèé íåëèíåéíîñòè Ïðåé-

ñàõà ïðè ïåðèîäè÷åñêîì âõîäå x(t) (t > t0) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(29) η(t, α, β) =

ηper(t, α, β) ïðè α > β > xm è ïðè xM > α > β,

η∗(α, β) ïðè β < xm 6 xM < α,

ãäå η∗(α, β) � ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè ±1. Ïåðèî-

äû ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèé (29) è âõîäà ñîâïàäàþò. Âûõîä ïðè ïåðåìåííîì

ñîñòîÿíèè (29) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ξ(t) = Jax(t) ïðè

(30) a

∫∫
G(xm,xM )

|µ(α, β)| dα dβ =

∫∫
G(xm,xM )

µ(α, β)η∗(α, β) dα dβ.

(iii) Êàæäîå ïåðåìåííîå ñîñòîÿíèå íåëèíåéíîñòè Ïðåéñàõà ïðè ïåðèîäè-

÷åñêîì ñ ïåðèîäîì T âõîäå x(t) (t > t0) ñîâïàäàåò ïðè âñåõ t > t0 + T ñ

îäíèì èç ïåðèîäè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèé (29).
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(iv) Åñëè âåðíû ñîîòíîøåíèÿ (6), (10) è (11), òî ïðè ëþáûõ T -ïåðèîäè-

÷åñêèõ âõîäàõ x1(t), x2(t) (t > t0) è ëþáûõ a1, a2 ∈ [−1, 1] âåðíà îöåíêà

(31) ‖Ja1
x1(t)− Ja2

x2(t)‖C[t0,t0+T ] 6 4ν∞‖x1(t)− x2(t)‖C[t0,t0+T ] + µ∗|a1 − a2|.

5.2. Ñëåäñòâèÿ. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ (i) äëÿ ëþáîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) âåðíû ñîîòíîøåíèÿ ξ(t) ≡ Jax(t), ãäå −1 6 a 6 1.

Èç óòâåðæäåíèé (i) è (ii) âûòåêàåò, ÷òî ïî êàæäîìó T -ïåðèîäè÷åñêîìó ðå-

øåíèþ
{
x(t), ξ(t)

}
(t > t0) îïðåäåëåí íåïóñòîé êëàññ K

(
x(t), ξ(t)

)
òàêèõ

ïåðèîäè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèé η(t, α, β) ≡ η(t + T, α, β) íåëèíåéíî-

ñòè Ïðåéñàõà ïðè âõîäå x(t), âûõîä ïðè êîòîðûõ ðàâåí ξ(t). Äðóãèìè ñëî-

âàìè, îïðåäåëåí íåïóñòîé êëàññ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé η0(α, β) ∈ Ω
(
x(t0)

)
,

ïðè êîòîðûõ êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì (7) è ïåðåìåííîå ñî-

ñòîÿíèå (5) T -ïåðèîäè÷íî. Âñå ñîñòîÿíèÿ η(t, α, β) ∈ K
(
x(t), ξ(t)

)
ñîâïàäà-

þò ñ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìîé ïî âõîäó x(t) ôóíêöèåé ηper(t, α, β) â îáëàñòè

(α, β) ∈ Gc(xm, xM) ïðè âñåõ t. Ïðè (α, β) ∈ G(xm, xM) äëÿ êàæäîãî èç ïåðèî-

äè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèé η(t, α, β) ∈ K
(
x(t), ξ(t)

)
âåðíî ñîîòíîøåíèå

η(t, α, β) ≡ η∗(α, β), ãäå ê èçìåðèìîé ôóíêöèè η∗(α, β) ñî çíà÷åíèÿìè ±1

ïðåäúÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîå òðåáîâàíèå � îíà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ðàâåí-

ñòâó (30); ïàðàìåòð a ∈ [−1, 1] â ýòîì ðàâåíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ ïî êîìïîíåíòå

ξ(t) ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ èç ðàâåíñòâà (28):

ξ(t) =

∫∫
Gc(xm,xM )

µ(α, β)ηper(t, α, β) dα dβ + a

∫∫
G(xm,xM )

|µ(α, β)| dα dβ

(åñëè ìíîæèòåëü ïðè a íóëåâîé, òî â (30) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîå a). Òàê

êàê òàêèõ ôóíêöèé η∗(α, β) áåñêîíå÷íî ìíîãî, òî äëÿ êàæäîãî ïåðèîäè÷å-

ñêîãî ðåøåíèÿ
{
x(t), ξ(t)

}
êëàññ K

(
x(t), ξ(t)

)
ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà

ðàçëè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèé.

5.3. Î òåîðåìå 2. Â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ (iii) òåîðåìû 2 ó óðàâíå-

íèÿ (1) åñòü êîíòèíóóì ðàçëè÷íûõ öèêëîâ. Êàæäîìó öèêëó îòâå÷àåò îäíîïà-

ðàìåòðè÷åñêèé êîíòèíóóì ðàçëè÷íûõ íåñòàöèîíàðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøå-
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íèé
{
x(t+ θ), ξ(t+ θ)

}
è êàæäîìó èç íèõ îòâå÷àåò êîíòèíóàëüíîå ìíîæåñòâî

K
(
x(t), ξ(t)

)
ïåðèîäè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèé íåëèíåéíîñòè Ïðåéñàõà.

Ïðè÷èíà ñóùåñòâîâàíèÿ êîíòèíóóìà öèêëîâ íå ñâÿçàíà ñ îñîáåííîñòÿìè

ïîâåäåíèÿ íåëèíåéíîñòè f(x, y). Îíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ó óðàâíåíèÿ (1) åñòü

íåñòàöèîíàðíîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
{
x(t), ξ(t)

}
=

{
x(t), Jax(t)

}
ïðè êàæ-

äîì a ∈ [−1, 1] è ýòè ðåøåíèÿ ðàçëè÷íû ïðè ðàçëè÷íûõ a (òî åñòü ðå÷ü

èäåò î ñóùåñòâîâàíèè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî êîíòèíóóìà öèêëîâ). Ìîæíî

óêàçàòü äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î ôóíêöèÿõ f(x, y) è µ(α, β), ãàðàí-

òèðóþùèå âçàèìíóþ îäíîçíà÷íîñòü è íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ îòðåçêà

−1 6 a 6 1 íà ìíîæåñòâî âñåõ öèêëîâ óðàâíåíèÿ (1).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 1 è 2 â ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé êîíñòðóèðó-

þòñÿ îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå îïåðàòîð (28) è ïîýòîìó ÿâíî çà-

âèñÿùèå îò ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà a. Ïî ðåøåíèÿì ýòèõ óðàâíåíèé îïðåäå-

ëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ
{
x(t), ξ(t)

}
=

{
x(t), Jax(t)

}
óðàâíåíèÿ (1).

Çàâèñèìîñòü îò ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà a ïîçâîëÿþò äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå

êîíòèíóóìà öèêëîâ è ïðîñòóþ îäíîìåðíóþ ñòðóêòóðó òàêîãî êîíòèíóóìà.

6. Çàìå÷àíèÿ

6.1. Î ïðåäïîëîæåíèè (23). Ðàññìîòðèì îñíîâíîå â òåîðåìàõ 1 è 2

ïðåäïîëîæåíèå (23) î íåëèíåéíîñòè. Åñëè d(r) → d0 ïðè r → ∞, òî ýòî

ïðåäïîëîæåíèå ïðèíèìàåò âèä d0
∂f
∂x

(
ρ∗a, φa(ρ

∗
a)

)
< 0, Ïóñòü, íàïðèìåð, ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî f = f1 + f2, ãäå f1(x, µ0) → f± ïðè x → ±∞ è

(32) lim
x→±∞

1

x

x∫
0

f2(θ,±µ0) dθ = 0,

Òîãäà d0 = 2(f+−f−). Ñîîòíîøåíèå (32) âåðíî äëÿ âñåõ ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ

íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèé f2, ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ íóëåâûì ñðåäíèì

çíà÷åíèåì, ôóíêöèé sin |x|s (s>0) è äð. Äëÿ óðàâíåíèÿ

(33) L
(

d
dt

)
x = f(x) + q1ξ(t)
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ôóíêöèÿ (18) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì d(r)= 4
(
q1µ0+

π/2∫
0

sin t fodd(r sin t) dt
)
,

ãäå fodd(x) =
(
f(x) − f(−x)

)
/2 � ýòî íå÷åòíàÿ ÷àñòü ôóíêöèè f(x). Åñëè

fodd(x) → f0 ïðè x → +∞, òî d(r) → d0 = 4(q1µ0 + f0) ïðè r → +∞.

6.2. Îá óðàâíåíèè ñ ÷åòíîé ëèíåéíîé ÷àñòüþ. Ýòî ñîîòíîøåíèå

îçíà÷àåò, ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé. Ó óðàâíåíèÿ (1) ñ ÷åòíûì ìíî-

ãî÷ëåíîì L(p) ìîæåò íå áûòü öèêëîâ ïðè âûïîëíåíèè äðóãèõ óñëîâèé òåîðå-

ìû 1. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (33). Äîìíîæèì åãî íà x′(t) è ïðî-

èíòåãðèðóåì ïî ïåðèîäó T . Åñëè ìíîãî÷ëåí L(p) ÷åòíûé, òî ïîëó÷èì ðàâåí-

ñòâî 0 =
T∫
0

ξ(t)x′(t) dt. Åñëè µ(α, β) > 0 ïðè âñåõ α, β, òî äëÿ ëþáîãî ïåðè-

îäè÷åñêîãî âûõîäà íåëèíåéíîñòè Ïðåéñàõà ïðè ëþáîì ïåðèîäè÷åñêîì âõîäå

x(t) 6≡ const âåðíî ñîîòíîøåíèå (ñì. [5]) sgn
T∫
0

ξ(t)x′(t) dt = sgn µ(α, β) > 0,

ñëåäîâàòåëüíî, x′ = 0 è âñå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíû.

6.3. Î äîïóñòèìîé àñèìïòîòèêå íåëèíåéíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè.

Îöåíêó |d(r)| > c > 0 ïðè áîëüøèõ r ìîæíî çàìåíèòü íà ìåíåå îãðàíè÷è-

òåëüíóþ îöåíêó d(r) > χ(r) > 0, ãäå χ(r) → 0. Îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè

f(x, y) ìîæíî çàìåíèòü óñëîâèåì x−1f(x, y) → 0; ïðè ýòîì âàæíà áûñòðîòà

ðîñòà íåëèíåéíîñòè f(x, y) ïî x íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïåðåõîä ê íåîãðàíè÷åí-

íûì íåëèíåéíîñòÿì ñâÿçàí ñ ãðîìîçäêèìè äîïîëíèòåëüíûìè ïîñòðîåíèÿìè

ïðè äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãà ëåììû 2 Ïðèëîæåíèÿ.

Àíàëîãè òåîðåìû 1 âåðíû äëÿ óðàâíåíèé ñ íåëèíåéíîñòÿìè f(x, y), äëÿ

êîòîðûõ îïðåäåëåíû ïðåäåëû d± = limx→±∞ x−1f(x, y). Â ñèëó óñëîâèÿ (9) è

îãðàíè÷åííîñòè âûõîäà íåëèíåéíîñòè Ïðåéñàõà çíà÷åíèå ïðåäåëîâ d± íå çà-

âèñèò îò y. Äëÿ óðàâíåíèé ñ òàêèìè íåëèíåéíîñòÿìè óñëîâèå (23) çàìåíÿåòñÿ

óñëîâèåì (d+ + d−)
∂f
∂x

(
ρ∗a, φa(ρ

∗
a)

)
< 0,
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Ï Ð È Ë Î Æ Å Í È Å

1. Âûá î ð í å è ç â å ñ ò íûõ. Ïóñòü w ∈ Ω = [w1, w2]. Â ñèëó ñòàòè÷íîñòè

ìîäåëè Ïðåéñàõà êàæäîå 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
{
x(t), ξ(t)

}
óðàâíåíèÿ

(Ï.1) L
(
w

d
dt

)
x = f

(
x, ξ(t)

)
îïðåäåëÿåò 2π/w-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå

{
x(wt), ξ(wt)

}
óðàâíåíèÿ (1). Áó-

äåì èñêàòü êîìïîíåíòó x(t) ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (Ï.1) â âèäå

(Ï.2) x(t) = ρ + r sin t + h(t), ρ ∈ R, r > 0,

ãäå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè h(t) íå ñîäåðæèò

íóëåâîé è ïåðâûõ ãàðìîíèê èëè, ÷òî òî æå, P0h = P1h = 0, ãäå

(Ï.3) P0x(t)
def
=

1

2π

2π∫
0

x(s) ds, P1x(t)
def
=

1

π

2π∫
0

cos(t− s) x(s) ds.

Áóäåò äîêàçàíî, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 íàéäóòñÿ òàêèå ρ ∈ R, r > 0,

w ∈ Ω è 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ h(t), ïðè êîòîðûõ (Ï.2) îïðåäåëÿåò 2π-

ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
{
x(t), ξ(t)

}
óðàâíåíèÿ (Ï.1), ïðè÷åì ξ(t) = Jax(t).

Ïåðèîäû (2π/w)-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) àïðèîðè íåèçâåñò-

íû è êàæäîå èç íèõ âëîæåíî â êîíòèíóóì
{
x(wt + θ), ξ(wt + θ)

}
(θ ∈ R).

Ïðè ïåðåõîäå ê óðàâíåíèþ (Ï.1) è ïðåäñòàâëåíèþ (Ï.2) èç êîíòèíóóìà ñäâè-

ãîâ âûäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå è òåì ñàìûì óñòðàíÿåòñÿ çàâåäîìàÿ

íååäèíñòâåííîñòü. Îñíîâíûå íåèçâåñòíûå � ýòî ÷àñòîòà w, íóëåâàÿ ãàðìîíè-

êà ρ, àìïëèòóäà ïåðâîé ãàðìîíèêè r êîìïîíåíòû x(t) ðåøåíèÿ, è ïðîåêöèÿ

h(t) ôóíêöèè x(t) íà áåñêîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî êîðàçìåðíîñòè 3.

2. Ëèí å é íû å ï î ä ï ð î ñ ò ð à í ñ ò â à è î ï å ð à ò î ðû. Íèæå âñå ïðî-

ñòðàíñòâà ñîñòîÿò èç ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [0, 2π].

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå L2 îáîçíà÷àåòñÿ 〈·, ·〉.
Ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû (Ï.3) â ïðîñòðàíñòâå L2 è ïîëî-

æèì Q = I − P0 − P1 è Π∗ = QL2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(w) (w ∈ Ω) ëèíåéíûé

îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîé ôóíêöèè u(t) èç ïîäïðîñòðàíñòâà Π∗ ïðî-
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ñòðàíñòâà L2 åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(t) ∈ Π∗ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

(Ï.4) L
(
w

d

dt

)
x = u(t).

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ x(t) ñëåäóåò èç âêëþ÷åíèÿ u(t) ∈ Π∗ è ñîîòíîøå-

íèé (19), åäèíñòâåííîñòü � èç âêëþ÷åíèÿ x(t) ∈ Π∗. Ïðè w 6= w0 îïåðàòîðû

A(w) íåïðåðûâíî ïðîäîëæèìû íà âñå ïðîñòðàíñòâî L2, îäíàêî èõ íîðìû íå

îãðàíè÷åíû. Â ïîäïðîñòðàíñòâå Π∗ ñïðàâåäëèâà ðàâíîìåðíàÿ íà Ω îöåíêà:∥∥A(w)
∥∥

L2→L2
6 c∗ < ∞, c∗ = sup

w∈Ω
q∗(w), q∗(w)

def
= sup

n=2,3,...
|L(wni)|−1.

Ïóñòü C0 � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ðàâ-

íîìåðíîé íîðìîé. Êàæäûé îïåðàòîðA(w) äåéñòâóåò èçΠ∗ ⊂ L2 â C0 è âïîëíå

íåïðåðûâåí; îí íåïðåðûâåí êàê îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç ïîäïðîñòðàíñòâà

C0∩Π∗ â C1. Áîëåå òîãî, îïåðàòîð (w, h) 7→ A(w)h ñî çíà÷åíèÿìè â C0 âïîëíå

íåïðåðûâåí ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ w ∈ Ω, h = h(t) ∈ Π∗.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå L2 íà è

äâóìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà Πn, íàòÿíóòûå íà ôóíêöèè sin nt è cos nt. Ýòè

ïðîåêòîðû êîììóòèðóþò ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ; ñïðàâåäëèâû ñî-

îòíîøåíèÿ PnQ = QPn = 0 ïðè n = 0, 1 è PnQ = QPn = Pn ïðè n > 2. Ïóñòü

Un,w(a cos nt + b sin nt) = |L(wni)|−1[(a<eL(wni)− b=mL(wni)
)
cos nt+

+
(
a=mL(wni) + b<eL(wni)

)
sin nt

]
.

Îïåðàòîðû A(w)Q îïðåäåëåíû íà âñåì L2 è äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå

(Ï.5) A(w)Qu(t) =
∑

n=2,3,...

|L(wni)|−1 Un,wPnu(t);

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà ‖A(w)Q‖L2→L2 =q∗(w). Îïåðàòîðû A(w)Q äåéñòâóþò

èç C0 â C1 è âåðíà ðàâíîìåðíàÿ ïðè âñåõ w ∈ Ω îöåíêà ‖A(w)Q‖C0→C1 6 κ0.

Ëåììà 1. Ïóñòü w ∈ Ω, h(t) ∈ Π∗. Ðàâåíñòâî (Ï.4) äëÿ ôóíêöèé u(t) ∈
L2 è x(t) = ρ + r sin t + h(t) ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèÿì

πr<eL(wi) = 〈sin t, u(t)〉, πr=mL(wi) = 〈cos t, u(t)〉,(Ï.6)

h(t) = A(w)Qu(t), 2πρ L(0) = 〈1, u(t)〉.(Ï.7)
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Ëåììà äîêàçûâàþòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì. Ðàâåíñòâà (Ï.6), (Ï.7) � ýòî

îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè â L2 ðàâåíñòâà (Ï.4) íà ïëîñêîñòü Π1, áåñêîíå÷íî-

ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Π∗ è ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé-êîíñòàíò. Íàïðèìåð,

ôîðìóëû (Ï.6) âûòåêàþò èç ðàâåíñòâà L
(
w d/dt

)
r sin t=P1u(t).

3. Î ñ í î â í à ÿ ä åôîðìàö è ÿ. Â ñèëó ëåììû 1 êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû

(Ï.8)
π<eL(wi) =

1

r
〈sin t, f

(
x(t), ξ(t)

)
〉, h = A(w)Qf

(
x(t), ξ(t)

)
,

π=mL(wi) =
1

r
〈cos t, f

(
x(t), ξ(t)

)
〉, L(0)ρ =

1

2π
〈1, f

(
x(t), ξ(t)

)
〉

ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (Ï.1). Çäåñü x(t) îïðåäåëÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâîì (Ï.2) è ξ(t) = Jax(t) ïðè íåêîòîðîì a ∈ [−1, 1]. Âåçäå äàëåå

çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a ñ÷èòàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì.

Ïóñòü ρ∗a � ýòî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14). Ïîëîæèì

xλ(t) = (1− λ)ρ∗a + λρ + r sin t + λh(t), ξλ(t) = Jaxλ(t),

xλ(t) = ρ + λr sin t + λh(t), ξλ(t) = Jax
λ(t)

è ðàññìîòðèì ïðè 0 6 λ 6 1 äåôîðìàöèþ

(Ï.9) Φλ(r, w, h, ρ) =



1

r
〈sin t, f

(
xλ(t), ξλ(t)

)
〉 − λπ<eL(wi),

π=mL(wi)− λ

r
〈cos t, f

(
x(t), ξ(t)

)
〉,

h− λ A(w)Qf
(
x(t), ξ(t)

)
,

L(0)ρ− 1

2π
〈1, f

(
xλ(t), ξλ(t)

)
〉,

â ïðîñòðàíñòâå E = R×R× (C0∩Π∗)×R ñ íîðìîé |r|+ |w|+‖h‖C + |ρ|. Ïðè
λ = 1 îñîáûå òî÷êè âåêòîðíîãî ïîëÿ Φ1(r, w, h, ρ) ñîâïàäàþò ñ ðåøåíèÿìè

ñèñòåìû (Ï.8). Ïðè λ = 0 êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðíîãî ïîëÿ

(Ï.10) Φ0(r, w, h, ρ) =



1

r
〈sin t, f

(
ρ∗a + r sin t, Ja(ρ

∗
a + r sin t)

)
〉,

π=mL(wi),

h,

L(0)ρ− f(ρ, φa(ρ));



� 20 �

çàâèñèò òîëüêî îò ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé, ýòî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü

âðàùåíèå ýòîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå íåêîòîðîé îáëàñòè G. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî

äîêàçàòü íåâûðîæäåííîñòü äåôîðìàöèè Φλ(. . .) íà ãðàíèöå îáëàñòè G.

4. Ë î ê à ë è ç à ö è ÿ ð åø å í èé. Îïðåäåëèì îáëàñòü G ⊂ E, â êîòîðîé

áóäåì èñêàòü îñîáûå òî÷êè ïîëÿ Φ1(r, w, h, ρ), ðàâåíñòâîì

G=G(r1, r2, w1, w2, k0, ρ0)=[r1, r2]× [w1, w2]× {h : ‖h‖C 6k0} × [−ρ0, ρ0].

Îáëàñòü G êîíñòðóèðóåòñÿ òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü íåâûðîæäåííîñòü íà åå

ãðàíèöå ∂G äåôîðìàöèè (Ï.9) è îäíîâðåìåííî ãàðàíòèðîâàòü îòëè÷èå îò íóëÿ

âðàùåíèÿ γ(Φ0, G) âåêòîðíîãî ïîëÿ Φ0 (ñì., íàïðèìåð, [10]). Â ñèëó ïðèíöèïà

íåíóëåâîãî âðàùåíèÿ èç ñîîòíîøåíèÿ γ(Φ0, G) 6= 0 è ãîìîòîïíîñòè âåêòîðíûõ

ïîëåé Φλ íà ∂G âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå îñîáîé òî÷êè (r, w, h, ρ) âåêòîðíîãî

ïîëÿ Φ1 â îáëàñòè G è, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâîñòü âûâîäà òåîðåìû 1.

5. Âû÷è ñ ë å í è å â ð àù åí è ÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î ïðîèçâåäåíèè

âðàùåíèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ âðàùåíèÿ γ(Φ0, ∂G). Ïóñòü îïðåäåëåíû âðàùåíèÿ

γr, γw è γρ ïåðâîé, âòîðîé è ÷åòâåðòîé êîìïîíåíò ïîëÿ (Ï.10) íà ãðàíèöàõ

îòðåçêîâ r ∈ [r1, r2], w ∈ [w1, w2] è ρ ∈ [−ρ0, ρ0]. Îáëàñòü G ÿâëÿåòñÿ ïðîèç-

âåäåíèåì ýòèõ îòðåçêîâ è øàðà {h ∈ C0 ∩Π∗ : ‖h‖C 6 k0}. Òàê êàê âðàùåíèå
êîìïîíåíòû h ïîëÿ (Ï.10) íà ñôåðå {h ∈ C0 ∩ Π∗ : ‖h‖C = k0} ðàâíî 1 è

ïîëå (Ï.10) åñòü ïðÿìàÿ ñóììà ñâîèõ êîìïîíåíò, òî γ(Φ0, ∂G) = γr γw γρ.

Â ñèëó îöåíêè =mL(w1i)=mL(w2i) < 0 îïðåäåëåíî âðàùåíèå γw è |γw| = 1.

×åòâåðòàÿ êîìïîíåíòà ïî óñëîâèþ òåîðåìû îáðàùàåòñÿ â íóëü â åäèíñòâåííîé

òî÷êå ρ = ρ∗a è èìååò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè ïðè ρ > ρ∗a è ïðè ρ < ρ∗a. Çíà÷èò,

ïðè ρ0 > |ρ∗a| âåðíî ðàâåíñòâî |γρ| = 1 è ñëåäîâàòåëüíî |γ(Φ0, ∂G)| = |γr|.
Åñëè ëèáî β < xm = min x(t), ëèáî α > xM = max x(t), òî ïåðèîäè÷åñêèé

âûõîä íåèäåàëüíîãî ðåëå ñ ïîðîãîâûìè ÷èñëàìè α, β ïðè ïåðèîäè÷åñêîì âõî-

äå x(t) ïîñòîÿíåí: η(t) ≡ η0. Ïîýòîìó äëÿ âñÿêîãî ïåðèîäè÷åñêîãî âûõîäà

íåëèíåéíîñòè Ïðåéñàõà ïðè ïåðèîäè÷åñêîì âõîäå x(t) âåðíà îöåíêà

(Ï.11) ‖ξ(t)− P0ξ(t)‖C 6 2 mesµ {(α, β) : xm 6β<α6xM} 6 b (xM − xm)2,
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ãäå b = max{|µ(α, β)| : xm 6 β 6 α 6 xM}. Ïîëîæèì ξ∗(t) = Ja(ρ
∗
a + r sin t),

ξ̄∗ = P0ξ∗(t). Èç îöåíêè (31) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå ξ̄∗ = φa(ρ
∗
a) + o(1) ïðè

r → 0 è òàê êàê ‖ξ∗(t)− ξ̄∗‖C = O(r2), òî äëÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû ïîëÿ (Ï.10)

ïðè ìàëûõ r âåðíû ðàâåíñòâà

1

r
〈sin t, f

(
ρ∗a + r sin t, Ja(ρ

∗
a + r sin t)

)
〉 =

1

r
〈sin t, f(ρ∗a + r sin t, ξ̄∗)〉+ O(r) =

= 〈sin2 t,
∂f

∂x
(ρ∗a, ξ̄∗)〉+ o(1) = π

∂f

∂x
(ρ∗a, ξ̄∗) + o(1) = π

∂f

∂x

(
ρ∗a, φa(ρ

∗
a)

)
+ o(1).

Ïîýòîìó çíàê ïåðâîé êîìïîíåíòû ïîëÿ (Ï.10) ïðè ìàëûõ r ñîâïàäàåò ñî çíà-

êîì ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé fx

(
ρ∗a, φa(ρ

∗
a)

)
.

Èç ðàâåíñòâ η(t, α, β) = 1 ïðè α < x(t) è η(t, α, β) = −1 ïðè β > x(t) ïðè

âñåõ t ñëåäóåò, ÷òî

Ja(ρ
∗
a + r sin t) → µ0 ïðè r →∞ äëÿ êàæäîãî 0 < t < π,

Ja(ρ
∗
a + r sin t) → −µ0 ïðè r →∞ äëÿ êàæäîãî π < t < 2π,

ãäå µ0 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (17), Ïðè áîëüøèõ r èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé è

îöåíêè |f(x, y1)− f(x, y2)| 6 q1|y1 − y2| âûòåêàþò ðàâåíñòâà

f
(
ρ∗a + r sin t, Ja(ρ

∗
a + r sin t)

)
= f(ρ∗a + r sin t, µ0) + o(1) ïðè 0 < t < π,

f
(
ρ∗a + r sin t, Ja(ρ

∗
a + r sin t)

)
= f(ρ∗a + r sin t,−µ0) + o(1) ïðè π < t < 2π.

Ïîýòîìó ïðè r →∞
2π∫

0

sin t f
(
ρ∗a + r sin t, Ja(ρ

∗
a + r sin t)

)
dt =

π∫
0

sin t f(ρ∗a + r sin t, µ0) dt −

−
π∫

0

sin t f(ρ∗a − r sin t,−µ0) dt + o(1).

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè ϕ(·) ïðè êàæ-

äûõ θ ∈ R è R > 0 íà êàæäîì îòðåçêå [c, b] âåðíî ñîîòíîøåíèå

lim
r→∞

sup
y∈C1, ‖y‖C16R

∣∣∣∣
b∫

c

sin(t + θ)ϕ
(
r sin t + y(t)

)
dt−

b∫
c

sin(t + θ)ϕ(r sin t) dt

∣∣∣∣ = 0,
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Ëåììà 2 äîêàçûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì ïóíêòå. Èç íåå âûòåêàþò ðàâåíñòâà

π∫
0

sin t f(ρ∗a ± r sin t,±µ0) dt =

π∫
0

sin t f(±r sin t,±µ0) dt + o(1)

è, äàëåå,

π∫
0

sin t f(ρ∗a + r sin t, µ0) dt−
π∫

0

sin t f(ρ∗a − r sin t,−µ0) dt = d(r) + o(1)

ïðè áîëüøèõ r, ãäå d(r) � ôóíêöèÿ (18). Çíà÷èò, äëÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû

ïîëÿ (Ï.10) âåðíî ðàâåíñòâî

1

r
〈sin t, f

(
ρ∗a + r sin t, Ja(ρ

∗
a + r sin t)

)
〉 =

d(r) + o(1)

r
ïðè r →∞.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ïðè r > r∗ çíàê ôóíêöèè d(r) ïîñòîÿíåí è, áîëåå òîãî,

|d(r)| > c > 0. Ïîýòîìó ïðè áîëüøèõ r ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ (Ï.10) èìååò

òîò æå ïîñòîÿííûé çíàê sgn d(r∗). Â ñèëó îöåíêè (23) ýòîò çíàê ïðîòèâîïîëî-

æåí çíàêó sgn fx

(
ρ∗a, φa(ρ

∗
a)

)
ïåðâîé êîìïîíåíòû ïðè ìàëûõ r è, ñëåäîâàòåëü-

íî, âðàùåíèå γr ïåðâîé êîìïîíåíòû íà ãðàíèöå îòðåçêà r1 6 r 6 r2 ðàâíî

ëèáî 1, ëèáî −1, åñëè r1 äîñòàòî÷íî ìàëî è r2 äîñòàòî÷íî âåëèêî. Çíà÷èò, ïðè

òàêèõ r1 è r2 âåðíî ðàâåíñòâî |γ(Φ0, ∂G)| = 1, òî åñòü âðàùåíèå ïîëÿ (Ï.10)

íà ãðàíèöå îáëàñòè G îòëè÷íî îò íóëÿ.

6. Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 2. Ôèêñèðóåì R > 0 è ε > 0. Íàì íóæíî

äîêàçàòü ïðè êàæäîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì r îöåíêó

(Ï.12)

∣∣∣∣
b∫

c

sin(t + θ)
[
ϕ
(
r sin t + y(t)

)
− ϕ(r sin t)

]
dt

∣∣∣∣ < ε

ãäå ‖y‖C1[c,b] 6 R. Ïóñòü t1 < t2 < . . . < tN � ýòî âñå íóëè ôóíêöèè cos t íà

èíòåðâàëå (c, b). Ïîëîæèì t0 = c, tN = b. Âûáåðåì äîñòàòî÷íî ìàëîå δ > 0,

ïðè êîòîðîì tn − tn−1 > 2δ äëÿ âñåõ n = 1, . . . , N è âåðíà îöåíêà

(Ï.13) 8δN sup |ϕ(x)| < ε.
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Ðàññìîòðèì îòðåçêè In = [tn−1 + δ, tn − δ]. Òàê êàê ðàññòîÿíèå îò íèõ äî

íóëåé ôóíêöèè cos t íå ìåíüøå δ, òî íà êàæäîì èç îòðåçêîâ In âåðíà îöåíêà

| cos t| > sin δ > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

min
t∈I1∪...∪IN

|r cos t + y′(t)| > r

2
sin δ

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r è âñåõ y(t) èç øàðà ‖y‖C1[c,b] 6 R. Ïîýòîìó

ôóíêöèÿ x(t) = r sin t + y(t) ñòðîãî ìîíîòîííà íà êàæäîì In. Òàê êàê r sin τ

ìîíîòîííà íà èíòåðâàëå (tn−1, tn) ⊃ In, òî ôîðìóëà r sin τ = r sin t+y(t) (τ ∈
(tn−1, tn)) îïðåäåëÿåò ñòðîãî ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ τ(t; r) àðãóìåíòà t ∈ In

ïðè êàæäîì áîëüøîì r. Ïóñòü ôóíêöèÿ t(τ ; r) îáðàòíà ê τ(t; r). Ïîëîæèì

Jn =

∫
In

sin(t + θ)ϕ
(
r sin t + y(t)

)
dt.

Çàìåíà ïåðåìåííîé t 7→ τ ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

Jn =

τn(r)∫
τn−1(r)

sin
(
t(τ ; r) + θ

)
ϕ
(
r sin τ

)
t′(τ ; r) dτ ;

çäåñü τn−1(r) = τ(tn−1 + δ; r), τn(r) = τ(tn − δ; r). Èç ðàâåíñòâ sin τ = sin t +

y(t)r−1, cos τ =
dt
dτ cos t + y′(t)r−1, ãäå t = t(τ ; r) ∈ In, τ ∈ [τn−1(r), τn(r)] ⊂

(tn−1, tn), è îöåíîê ‖y‖C1[c,b] 6 R, | cos t| > sin δ âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ

t(τ ; r) → τ, t′(τ ; r) → 1, τn−1(r) → tn−1 + δ, τn(r) → tn − δ

ïðè r →∞, ãäå ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíà ïî τ . Ïîýòîìó

Jn =

∫
In

sin(τ + θ)ϕ(r sin τ) dτ + o(1), r →∞, n = 1, . . . , N.

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé è îöåíîê (Ï.13) è∣∣∣∣∫
[c,b]\(I1∪...∪IN )

sin(t + θ)
[
ϕ
(
r sin t + y(t)

)
− ϕ(r sin t)

]
dt

∣∣∣∣ 6 4δN sup |ϕ(x)|

âûòåêàåò îöåíêà (Ï.12) ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r. Ëåììà äîêàçàíà.

7. Â ñ ï îì î ã à ò å ë ü íû å î ö å í ê è. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü íåâûðîæäåííîñòü

äåôîðìàöèè (Ï.9) íà ãðàíèöå îáëàñòè G. Â ýòîì ïóíêòå ïðèâîäÿòñÿ âñïîìî-

ãàòåëüíûå îöåíêè. Âñþäó èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå ‖ · ‖ = ‖ · ‖L2
.
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Ëåììà 3. Ïóñòü w1 6 w 6 w2. Èç ðàâåíñòâà âòîðîé è òðåòüåé êîì-

ïîíåíò äåôîðìàöèè (Ï.9) íóëþ âûòåêàþò îöåíêè

(Ï.14) k1(w) 6 q0, q 6 2
q0

√
k2

2(w)− k2
1(w)− k1(w)

√
k2

2(w)− q2
0

2
√

k2
2(w)− k2

1(w)−
√

q2
0 − k2

1(w)
,

(Ï.15) ‖h′‖L2
6 r

√
π

q2
0 − k2

1(w)

k2
2(w)− q2

0
,

ãäå k1(w) è k2(w) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (17).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê îïåðàòîð A(w)Q äåéñòâóåò èç C0 â C1 è

h(t) = λA(w) Qf
(
x(t), ξ(t)

)
,

òî h(t), x(t) ∈ C1. Ïîýòîìó ôóíêöèè ξ(t) = Jax(t) è

u(t)
def
=

d

dt
f
(
x(t), ξ(t)

)
= x′(t)

∂f

∂x

(
x(t), ξ(t)

)
+ ξ′(t)

∂f

∂ξ

(
x(t), ξ(t)

)
àáñîëþòíî íåïðåðûâíû. Èç (12) âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ ‖ξ′‖ 6 2ν∞‖x′‖ è

‖u‖2 6 ‖q|x′|+ q1|ξ′|‖2 6
(
q‖x′‖+ q1‖ξ′‖

)2
6(q + 2ν∞q1)

2‖x′‖2 =q2
0‖x′‖2.

Èç ôîðìóëû (Ï.5) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

(Ï.16) |L(wni)|‖Pnh
′‖ = λ‖Pnu‖, n = 2, 3, . . .

Â ñèëó ðàâåíñòâà íóëþ âòîðîé êîìïîíåíòû äåôîðìàöèè (Ï.9) âåðíà îöåíêà

(Ï.17) r
√

π| =mL(wi)| 6 λ‖P1u‖.

Âîçâåäåì ñîîòíîøåíèÿ (Ï.16) è (Ï.17) â êâàäðàò è ñëîæèì. Ïîëó÷èì

πr2| =mL(wi)|2 +
∑

n=2,3,...

|L(wni)|2‖Pnh
′‖2 6 λ2‖u‖2.

Òàê êàê λ 6 1 è ‖u‖ 6 q0‖x′‖, òî

(Ï.18) πr2| =mL(wi)|2 +
∑

n=2,3,...

|L(wni)|2‖Pnh
′‖2 6 q2

0

(
πr2 +

∑
n=2,3,...

‖Pnh
′‖2

)
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è, äàëåå,

πr2k2
1(w) + k2

2(w)‖h′‖2 6 q2
0

(
πr2 + ‖h′‖2

)
.

Â ñèëó îöåíêè k2(w) > q0 îòñþäà âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ k1(w) 6 q0 è (Ï.15).

Èç ðàâåíñòâà äåôîðìàöèè íóëþ è 〈cos t, f
(
ρ + r sin t, ξ̄

)
〉 = 0 âûòåêàåò

ðàâåíñòâî rπ=mL(wi) = λ〈cos t,
[
f(x(t), ξ(t))− f(ρ + r sin t, ξ̄)

]
〉, ïîýòîìó,

r
√

π | =mL(wi)| 6
∥∥f

(
x(t), ξ(t)

)
− f(ρ + r sin t, ξ̄)

∥∥.

Çäåñü ξ̄ = P0ξ(t). Â ñèëó óñëîâèÿ Ëèïøèöà (9),∥∥f
(
x(t), ξ(t)

)
− f(ρ + r sin t, ξ̄)

∥∥ 6 q‖h‖L2
+ q1‖ξ(t)− ξ̄‖

è, òàê êàê,

‖h‖ 6
‖h′‖
2

, ‖ξ(t)− ξ̄‖ 6 ‖ξ′(t)‖ 6 2ν∞‖x′‖ = 2ν∞
√

πr2 + ‖h′‖2 ,

òî

r
√

π| =mL(wi)| 6 q

2
‖h′‖+ 2ν∞q1

√
πr2 + ‖h′‖2.

Â ñèëó ñîîòíîøåíèé k1(w) = | =mL(wi)| è (Ï.15) îòñþäà âûòåêàåò îöåíêà

k1(w) 6
q

2

√
q2
0 − k2

1(w)

k2
2(w)− q2

0
+ 2ν∞q1

√
1 +

q2
0 − k2

1(w)

k2
2(w)− q2

0
.

Íî 2ν∞q1 = q0 − q, ïîýòîìó

2k1(w)
√

k2
2(w)− q2

0 6 q
√

q2
0 − k2

1(w) + 2(q0 − q)
√

k2
2 − k2

1(w).

Ýòà îöåíêà ýêâèâàëåíòíà âòîðîé èç îöåíîê (Ï.14). Ëåììà äîêàçàíà.

8. Í å âûð îæä å í í î ñ ò ü ä åôîðìàö è è. Ïóñòü (r, w, h, ρ) ∈ G � îñîáàÿ

òî÷êà äåôîðìàöèè (Ï.9) ïðè λ ∈ [0, 1]. Èç ëåììû 3 âûòåêàåò îöåíêà

(Ï.19) ‖h′‖L2
6 κ∗r, ãäå κ∗

def
= sup

ω∈Ω, k1(w)6q0

√
π

q2
0 − k2

1(w)

k2
2(w)− q2

0
.

Ïîêàæåì, ÷òî îñîáàÿ òî÷êà (r, w, h, ρ) íå ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ íà ãðàíèöå ∂G

ìíîæåñòâà G ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì r1 è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r2, k0, ρ0.
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Ïî ïðåäïîëîæåíèþ w0 � ýòî êîðåíü îäíîé è òîé æå íå÷åòíîé êðàòíîñòè

K äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ L(wi) è =mL(wi). Ïîýòîìó =mL(wi) = (w − w0)
KM(w),

<eL(wi) = (w−w0)
KM1(w), ãäå M(w) è M1(w) � âåùåñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû,

è òàê êàê w0 � ýòî åäèíñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà =mL(wi) íà îòðåçêå

[w1, w2], òî çíàìåíàòåëü ôóíêöèè R(w) = M1(w)/M(w) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü

íà [w1, w2]. Èç ðàâåíñòâà äåôîðìàöèè (Ï.9) íóëþ ñëåäóåò, ÷òî

(Ï.20) λ2R(w)〈cos t, f
(
x(t), ξ(t)

)
〉 = 〈sin t, f

(
xλ(t), ξλ(t)

)
〉.

Ïîëîæèì

ρλ = (1− λ)ρ∗a + λρ, ξ̄ = P0ξ(t), ξ̄λ = P0ξλ(t), c0 =
( ∞∑

n=1

n−2
)1/2

.

Èç ‖h‖C 6 c0‖h′‖L2
è (Ï.19) âûòåêàåò îöåíêà ‖h‖C 6 c0κ∗r, ïîýòîìó

‖x(t)− ρ‖C = ‖r sin t + h(t)‖C 6 (1 + c0κ∗) r,

‖xλ(t)− ρλ‖C = ‖r sin t + λh(t)‖C 6 (1 + c0κ∗) r

è â ñèëó (Ï.11) ïðè ìàëûõ r âåðíû ðàâåíñòâà ‖ξ(t)− ξ̄‖C = O(r2), ‖ξλ(t)−
ξ̄λ‖C = O(r2). Â ñèëó ëèïøèöåâîñòè ôóíêöèè f(·, ·) èç (Ï.20) ñëåäóåò, ÷òî

(Ï.21) λ2R(w)〈cos t, f
(
x(t), ξ̄

)
〉 = 〈sin t, f

(
xλ(t), ξ̄λ

)
〉+ O(r2).

Èç ðàâåíñòâà ‖h‖C = O(r) âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ

f
(
x(t), ξ̄

)
=f

(
ρ + r sin t + h(t), ξ̄

)
=f(ρ, ξ̄)+

(
r sin t + h(t)

)∂f

∂x
(ρ, ξ̄) + o(r)

ïðè r → 0. Òî÷íî òàê æå

f
(
xλ(t), ξ̄λ

)
= f

(
ρλ, ξ̄λ

)
+

(
r sin t + λh(t)

)∂f

∂x
(ρλ, ξ̄λ) + o(r)

è òàê êàê ôóíêöèÿ h(t) îðòîãîíàëüíû â L2 ôóíêöèÿì sin t è cos t, òî

〈cos t, f
(
x(t), ξ̄

)
〉 = o(r), 〈sin t, f

(
xλ(t), ξ̄λ

)
〉 = πr

∂f

∂x
(ρλ, ξ̄λ) + o(r).

Ïîäñòàâèì ýòè ñîîòíîøåíèÿ â (Ï.21) è ïîëó÷èì πr fx(ρλ, ξ̄λ) = o(r). Íî

‖xλ(t) − ρλ‖C = O(r), ïîýòîìó ξ̄λ = φa(ρλ) + o(1) ïðè r → 0 è â ñèëó íåïðå-

ðûâíîñòè ïðîèçâîäíîé fx(·, ·),

(Ï.22)
∂f

∂x

(
ρλ, φa(ρλ)

)
= o(1) ïðè r → 0,
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Òàê êàê ‖xλ(t) − ρ‖C = λ‖r sin t + h(t)‖C = O(r), òî ‖ξλ(t) − φa(ρ)‖C = o(1)

ïðè ìàëûõ r è èç ðàâåíñòâà íóëþ äåôîðìàöèè (Ï.9) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

(Ï.23) L(0)ρ− f
(
ρ, φa(ρ)

)
= o(1) ïðè r → 0,

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ôóíêöèÿ L(0)ρ−f
(
ρ, φa(ρ)

)
èìååò åäèíñòâåííûé íóëü ρ =

ρ∗a è åå ìîäóëü ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ρ → ±∞. Ïîýòîìó ïðè r → 0

èç (Ï.23) âûòåêàåò ðàâåíñòâî ρ = ρ∗a +o(1), ñëåäîâàòåëüíî ρλ = ρ∗a +o(1) è ñî-

îòíîøåíèå (Ï.22) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå fx

(
ρ∗a +o(1), φa(ρ

∗
a +o(1))

)
= o(1),

r → 0. Îòñþäà è èç óñëîâèÿ fx

(
ρ∗a, φa(ρ

∗
a)

)
6= 0 âûòåêàåò îöåíêà r > r1 ïðè

íåêîòîðîì ìàëîì r1 > 0 äëÿ âñåõ îñîáûõ òî÷åê (r, w, h, ρ) äåôîðìàöèè (Ï.9).

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå îöåíêè ñâåðõó äëÿ r. Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè

ôóíêöèè f(·, ·) èç ðàâåíñòâà íóëþ äåôîðìàöèè (Ï.9) âûòåêàåò îöåíêà

(Ï.24) ρ 6 ρ1
def
= |L(0)|−1 sup |f(x, y)|.

Òàê êàê îïåðàòîðû A(w)Q äåéñòâóþò èç â C0 â C1 è âåðíà ðàâíîìåðíàÿ

îöåíêà ‖A(w)Q‖C0→C1 6 κ0 èõ íîðì ïðè âñåõ w1 6 w 6 w2, òî èç ðàâåíñòâà

íóëþ òðåòüåé êîìïîíåíòû äåôîðìàöèè ñëåäóþò âêëþ÷åíèå h ∈ C1 è îöåíêà

(Ï.25) ‖h‖C1 6 k1
def
= κ0 sup |f(x, y)|.

Ïîýòîìó ‖xλ(t)− r sin t‖C1 6 ρλ + ‖λh(t)‖C1 6 R
def
= ρ∗a + ρ1 +κ0. Â ÷àñòíîñòè,

xλ(t) = x(t), ‖x(t) − r sin t‖C1 6 R ïðè λ = 1. Èç ðàâíîìåðíûõ ïðè êàæäîì

ìàëîì δ > 0 è âñåõ y(t) èç øàðà ‖y‖C1 6 R ñîîòíîøåíèé

max
δ6t6π−δ

∣∣Ja

(
r sin t + y(t)

)
− µ0

∣∣ → 0, max
π+δ6t62π−δ

∣∣Ja

(
r sin t + y(t)

)
+ µ0

∣∣ → 0

ïðè r →∞ âûòåêàþò ðàâåíñòâà

〈cos t, f
(
x(t), ξ(t)

)
〉 =

π∫
0

cos t f
(
x(t), µ0

)
dt +

2π∫
π

cos t f
(
x(t),−µ0

)
dt + o(1),

〈sin t, f
(
xλ(t), ξλ(t)

)
〉 =

π∫
0

sin t f
(
xλ(t), µ0

)
dt +

2π∫
π

sin t f
(
xλ(t),−µ0

)
dt + o(1)
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ïðè r → ∞. Çäåñü ‖xλ(t) − r sin t‖C1 6 R, ïîýòîìó êî âñåì ÷åòûðåì èíòå-

ãðàëàì â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ ðàâåíñòâ ïðèìåíèìà ëåììà 2 è, ñëåäîâàòåëüíî,

èíòåãðàëû â ïåðâîì ðàâåíñòâå ìîæíî çàìåíèòü èíòåãðàëàìè

π∫
0

cos t f
(
r sin t, µ0

)
dt =

2π∫
π

cos t f
(
r sin t,−µ0

)
dt = 0,

à âî âòîðîì ðàâåíñòâå � èíòåãðàëàìè

π∫
0

sin t f
(
r sin t, µ0

)
dt,

2π∫
π

sin t f
(
r sin t,−µ0

)
dt.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ 〈cos t, f(. . .)〉 = o(1), 〈sin t, f(. . .)〉 =

d(r) + o(1) ïðè r → ∞. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû |d(r)| > c > 0 ïðè r > r∗,

ïîýòîìó ðàâåíñòâî (Ï.20) âîçìîæíî ëèøü ïðè r èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî èí-

òåðâàëà 0 < r < r2. Òàê êàê ðàâåíñòâî (Ï.20) âåðíî äëÿ êàæäîé îñîáîé òî÷êè

äåôîðìàöèè, òî äëÿ âñåõ îñîáûõ òî÷åê äîêàçàíà îöåíêà r < r2.

Â ñèëó ëåììû 3 äëÿ îñîáûõ òî÷åê äåôîðìàöèè âåðíû îöåíêè (Ï.14). Íî

ïî óñëîâèþ òåîðåìû â êàæäîé èç òî÷åê w = w1 è w = w2 âåðíà õîòÿ áû

îäíà èç ïðîòèâîïîëîæíûõ (Ï.14) îöåíîê (21) è (22). Ïîýòîìó äåôîðìàöèÿ

íåâûðîæäåíà ïðè w = w1 è w = w2. Èç îöåíîê (Ï.24) è (Ï.25) âûòåêàåò

íåâûðîæäåííîñòü äåôîðìàöèè ïðè ρ > ρ0 è ‖h‖C > k1. Çíà÷èò, ïðè äîñòà-

òî÷íî ìàëîì r1, äîñòàòî÷íî áîëüøîì r2 è ïðè ρ0 > ρ1 è k0 > k1 äåôîðìàöèÿ

íåâûðîæäåíà íà âñåé ãðàíèöå îáëàñòè G. Òåîðåìà äîêàçàíà.

9. Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 2. Ïðè âõîäàõ xj(t) ≡ ρj îöåíêà (31)

íîðìû ðàçíîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ âûõîäîâ íåëèíåéíîñòè Ïðåéñàõà èìååò âèä

|φa1
(ρ1)− φa2

(ρ2)| 6 4ν∞|ρ1 − ρ2|+ µ∗|a1 − a2|. Åñëè
{
ρj, φaj

(ρj)
}
� ýòî ïîëî-

æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ (1), òî åñòü L(0)ρj = f
(
ρj, φaj

(ρj)
)
, òî

|L(0)||ρ1−ρ2|6q|ρ1−ρ2|+q1|φa1
(ρ1)−φa2

(ρ2)|6(q+4ν∞q1)|ρ1−ρ2|+µ∗q1|a1−a2|.

Ïðè q + 4ν∞q1 < |L(0)| îòñþäà âûòåêàåò åäèíñòâåííîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ

{
ρ∗a, φa(ρ

∗
a)

}
ïðè êàæäîì a è óòâåðæäåíèå (i) òåîðåìû 2.
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Âûáåðåì w1 ∈ (w0/2, w0) è w2 >w0, ïðè êîòîðûõ âåðíû ñîîòíîøåíèÿ (19)

è ó =mL(wi) íåò îòëè÷íûõ îò w0 êîðíåé íà [w1, w2]. Â ñèëó (16) äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî âûáðàòü wj áëèçêèìè ê w0. Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ
{
ρ∗a, φa(ρ

∗
a)

}
âåðíà îöåíêà (25), òî ïðè q+4ν∞q1 < |L(0)| è

q+2ν∞q1 < min
w16w6w2

min
n=2,3,...

|L(nwi)|, q+2ν∞q1 < | =mL(wji)|, j = 1, 2,

âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 1 è ïîýòîìó âåðíî óòâåðæäåíèå (ii).

Åñëè îöåíêà (25) âåðíà äëÿ êàæäîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
{
ρ∗a, φa(ρ

∗
a)

}
, òî

ïðè òåõ æå q è q1 ó óðàâíåíèÿ (Ï.1) åñòü íåñòàöèîíàðíîå ïåðèîäè÷åñêîå ðå-

øåíèå
{
x(t), Jax(t)

}
ñ ïåðâîé êîìïîíåíòîé âèäà (Ï.2) ïðè êàæäîì a.

Ðàññìîòðèì êîíòèíóóì
{
x(t + θ), Jax(t + θ)

}
íåñòàöèîíàðíûõ ïåðèîäè÷å-

ñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (Ï.1) è ïîñòðîåííûé ïî íèì öèêë Γa óðàâíåíèÿ (1) â

ïðîñòðàíñòâå R`+1. Âûáåðåì èç êîíòèíóóìà ðåøåíèå
{
x(t), Jax(t)

}
ñ ïåðâîé

êîìïîíåíòîé âèäà (Ï.2). Èç îöåíîê (Ï.24), (Ï.25) è r1 < r < r2 âûòåêàþò

îöåíêè (26) ïðè r0 = r2 + ρ1 + k1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (iii) îñòà-

ëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïðè r0 < Rµ öèêëû Γa ðàçëè÷íû ïðè ðàçëè÷íûõ a.

Ïóñòü
{
x(t), η(t, α, β)

}
� ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), ξ(t) � âûõîä íåëèíåéíî-

ñòè Ïðåéñàõà ïðè ïåðåìåííîì ñîñòîÿíèè η(t, α, β). Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì t∗

âåðíû ðàâåíñòâà x′(t∗) = . . . = x(`)(t∗) = 0. Òîãäà L(0)x(t∗)= f
(
x(t∗), ξ(t∗)

)
.

Ïîýòîìó
{
x(t∗), ξ(t∗)

}
� ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ è ïàðà

{
x1(t), η1(t, α, β)

}
≡{

x(t∗), η(t∗, α, β)
}

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) ïðè t > t∗. Â ñèëó

óñëîâèÿ Ëèïøèöà (9) çíà÷åíèÿ x(t∗), x′(t∗) = . . . = x(`−1)(t∗) = 0 è íà÷àëü-

íîå ñîñòîÿíèå η(t∗, α, β) îïðåäåëÿþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè t > t∗ è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèÿ
{
x(t),η(t, α, β)

}
è

{
x1(t),η1(t, α, β)

}
ñîâïàäàþò ïðè t > t∗. Çíà÷èò, x(t) ≡ x(t∗), ξ(t) ≡ ξ(t∗);

òàê êàê äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ýòî íåâîçìîæíî, òî õî-

òÿ áû îäíà èç ïðîèçâîäíûõ x′(t), . . . , x(`)(t) îòëè÷íà îò íóëÿ ïðè êàæäîì t,

òî åñòü
(
x(t), . . . , x(`−1)(t)

)
� ýòî ãëàäêàÿ êðèâàÿ â ïðîñòðàíñòâå R`.

Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ
{
xj(t), ξj(t)

}
=

{
xj(t), Jaj

xj(t)
}
, j = 1, 2,

îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå öèêë, òî åñòü
(
xj(t), . . . , x

(`−1)
j (t), ξj(t)

)
� ýòî äâà
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ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîé è òîé æå íåïðåðûâíîé êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå R`+1. Òî-

ãäà x2(t) = x1
(
τ(t)

)
, . . . , x

(`−1)
2 (t) = x

(`−1)
1

(
τ(t)

)
, ξ2 = ξ1

(
τ(t)

)
, ãäå τ(t) � ñòðî-

ãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, è òàê êàê L(
d
dt)xj(t) = f

(
xj(t), ξj(t)

)
, òî x

(`)
2 (t) =

x
(`)
1

(
τ(t)

)
. Èç ñîîòíîøåíèé |x′1(t)| + . . . + |x(`)

1 (t)| > 0 è x
(k)
2 (t) = x

(k)
1

(
τ(t)

)
ïðè âñåõ k = 1, . . . , ` è t ∈ R âûòåêàåò òîæäåñòâî τ ′ ≡ 1 è, ñëåäîâàòåëü-

íî, x2(t + θ) ≡ x1(t), ξ2(t + θ) ≡ ξ1(t). Íî ξ2(t + θ) = Ja2
x2(t + θ), ïîýòî-

ìó ξ1(t) = Ja1
x1(t) = Ja2

x1(t). Åñëè ‖x1(t)‖C 6 r0 < Rµ, òî èç ðàâåíñòâà

Ja1
x1(t) = Ja2

x1(t) âûòåêàåò, ÷òî a1 = a2. Ïîýòîìó öèêëû Γa ðàçëè÷íû ïðè

ðàçëè÷íûõ a. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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N o q0 q (min)
2ν∞q1
(max)

w1 w2 k1(w1) k1(w2) k2(w1)

1 1,295 1,294994 0,000006 0,8494 1,0497 0,237 0,108 3.717

2 1,2 1,158 0,042 0,833 1,059 0,255 0,129 3.450

3 1,1 1,014 0,086 0,816 1,070 0,273 0,156 3.183

4 1,0 0,870 0,130 0,797 1,081 0,291 0,183 2.899

5 0,9 0,728 0,172 0,777 1,092 0,308 0,211 2.614

6 0,8 0,586 0,214 0,756 1,104 0,324 0,242 2.331

7 0,7 0,445 0,255 0,732 1,115 0,340 0,272 2.026

8 0,6 0,305 0,295 0,705 1,127 0,355 0,305 1,708

9 0,5 0,166 0,334 0,671 1,139 0,369 0,339 1,340

10 0,4 0,025 0,375 0,613 1,152 0,383 0,377 0,795

11 0,385 0,0003 0,3847 0,5784 1,1547 0,3849 0,3849 0,517

12 0,3848 0 0,3848 0,5849 1,1547 0,384801 0,38489 0,567

13 0,3 0 0,3 0,786 1,126 0,3004 0,301 2,740

14 0,2 0 0,2 0,878 1,089 0,201 0,202 4,219

15 0,1 0 0,1 0,945 1,047 0,101 0,1007 5,499

Òàá. 1. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåëè÷èíàìè q0, q, w1 è w2


