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1. Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàþòñÿ êâàçèëèíåéíûå àâòîíîìíûå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ñ çàïàçäûâàíèåì è áåç
çàïàçäûâàíèÿ è óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïðåäëàãàþòñÿ äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ öèêëà è íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ öèêëîâ â ñèòóàöè-
ÿõ, êîãäà íåëèíåéíîñòè ëèíåàðèçóåìû â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè è ãëîáàëüíî
óäîâëåòâîðÿþò äîñòàòî÷íî óçêèì ñåêòîðíûì îöåíêàì. Ðåçóëüòàòû íîñÿò îá-
ùèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü äîêàçàíû ïî îäíîé è òîé æå ñõåìå, ïðèìåíåííîé
â [2] äëÿ îäíîãî êëàññà óðàâíåíèé òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå
êîíêðåòíûõ òåîðåì (îñîáåííî äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ) ïðèõî-
äèòñÿ èñïîëüçîâàòü ñïåöèôèêó èçó÷àåìîé çàäà÷è. Ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå
îáùèå òåîðåìû äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â àáñòðàêòíûõ áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ, â íàñòîÿùåé ðàáîòå îíè íå ôîðìóëèðóþòñÿ.

Ëèíåéíûå ÷àñòè óðàâíåíèé ïðåäïîëàãàþòñÿ âûðîæäåííûìè: åñëè íåëèíåé-
íîñòü ðàâíà íóëþ, òî ó óðàâíåíèÿ åñòü íåòðèâèàëüíûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè íåëèíåéíîñòü ëèíåàðèçóåìà â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè
è ëèíåéíûå ïðèáëèæåíèÿ â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
òèïà íåðàâåíñòâà, òî ïðè äîñòàòî÷íî óçêîé ñåêòîðíîé îöåíêå ó íåëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ åñòü íåòðèâèàëüíûé öèêë.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ
ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî öèêëà ïðè ðàçðóøåíèè äâóìåðíîãî èíâàðèàíòíîãî ïîä-
ïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùåãî èç öèêëîâ, â ðåçóëüòàòå íåëèíåéíîãî âîçìóùåíèÿ ëè-
íåéíîãî óðàâíåíèÿ. Òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè öèêëîâ â ñèñòåìàõ, ïîëó÷åííûõ
âîçìóùåíèåì óðàâíåíèÿ, ó êîòîðîãî åñòü ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé,
âîñõîäÿò ê ðàáîòàì Ïóàíêàðå (ñì., íàïðèìåð, [3], ãë.III) è Àíäðîíîâà (ñì. ÷àñòü
1 è èñòîðè÷åñêèé îáçîð â êíèãå [1]); ýòîé çàäà÷å ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðà-
òóðà. Îñíîâíàÿ ñïåöèôèêà ïðåäëàãàåìûõ â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè ðåçóëüòàòîâ
ñîñòîèò â �ãðóáîñòè� ïðåäïîëîæåíèé î íåëèíåéíîì âîçìóùåíèè: âûäåëåí øè-
ðîêèé êëàññ íåãëàäêèõ âîçìóùåíèé, ïðè êîòîðûõ ó âîçìóùåííîé ñèñòåìû åñòü
õîòÿ áû îäèí èëè íåñêîëüêî öèêëîâ. Ýòîò êëàññ îïèñûâàåòñÿ âåëè÷èíàìè ε è
q0 = q0(ε), ó÷àñòâóþùèìè â ôîðìóëèðîâêàõ òåîðåì 1 è 2. Âûáîð q0, íå çàâè-
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ñÿùåãî îò ε â óñëîâèÿõ òåîðåì 1 è 2, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâîçìîæåí (ñì. ïðèìåð
ïîñëå òåîðåìû 2). Ôîðìóëèðîâêè îñòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïðîñòîòû ïðèâå-
äåíû äëÿ èíäèâèäóàëüíûõ íåëèíåéíîñòåé; ýòè ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íî ìîãóò
áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíû äëÿ êëàññîâ íåëèíåéíîñòåé.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé è êðàåâûõ çàäà÷ òè-
ïà çàäà÷è Äèðèõëå õîðîøî èçâåñòíû è ìîãóò áûòü íàéäåíû ïðàêòè÷åñêè â
ëþáîé ìîíîãðàôèè ïî íåëèíåéíîìó àíàëèçó (ñì., íàïðèìåð, [4]). Îäíàêî â
çàäà÷å î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé âîçíèêàåò ðÿä ñòàí-
äàðòíûõ ñëîæíîñòåé (àïðèîðè íåèçâåñòåí ïåðèîä, ðåøåíèå â ôóíêöèîíàëüíîì
ïðîñòðàíñòâå çàâåäîìî íååäèíñòâåííî è äð.), òðåáóþùèõ ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ
àíàëèçà. Ãåîìåòðè÷åñêèå êîíñòðóêöèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (òèïà ïðèíöè-
ïà òîðà; ñì. [5] èëè [6]) íå èñïîëüçóþòñÿ. Ïîñòðîåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â ñïåöèàëüíî
ñêîíñòðóèðîâàííîì áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

2. Ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

(1) z′ = Az + qF (z), z ∈ R`.

Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò ïàðó ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ±w0i (w0 > 0)
è ÷èñëà nw0i íå ÿâëÿþòñÿ åå ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ïðè öåëûõ n 6= ±1.
Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ F (z) íåïðåðûâíà è âåðíà îöåíêà

(2) |F (z)| 6 |z|, z ∈ R`.

Çäåñü |·| � åâêëèäîâà íîðìà â R`, ïîðîæäåííàÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 〈·, ·〉
(âûáîð ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðè ôîðìóëèðîâêå òåîðåì ðîëè íå èãðàåò).
Èç îöåíêè (2) âûòåêàåò, ÷òî íóëü � ýòî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1).
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ F (z) äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå è íà áåñêî-
íå÷íîñòè, òî åñòü îïðåäåëåíû ìàòðèöû B0 è B∞, ïðè êîòîðûõ

lim
z→0

|z|−1|F (z)−B0z| = lim
|z|→∞

|z|−1|F (z)−B∞z| = 0.

Ïóñòü A∗ � ñîïðÿæåííàÿ äëÿ A ìàòðèöà. Îïðåäåëèì âåêòîðû e, g è e∗, g∗,
äëÿ êîòîðûõ âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

Ae = −w0g, Ag = w0e, A∗e∗ = w0g∗, A∗g∗ = −w0e∗,

〈e∗, e〉 = 〈g∗, g〉 = 1, 〈e∗, g〉 = 〈g∗, e〉 = 0.

Â ñèëó ýòèõ ñîîòíîøåíèé ôóíêöèè e sin w0t + g cos w0t, e cos w0t − g sin w0t

ÿâëÿþòñÿ 2π/w0-ïåðèîäè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ z′ = Az,
ïîëó÷åííîãî èç (1) ïðè q = 0. Ïîëîæèì

µ0 = 〈e∗, B0e〉+ 〈g∗, B0g〉, µ∞〈e∗, B∞e〉+ 〈g∗, B∞g〉.
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Tå î ð åì à 1. Ïî êàæäîìó ε > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå q0 = q0(ε) > 0,
ïðè êîòîðîì èç îöåíîê |µ0| > ε, |µ∞| > ε, |q| 6 q0 è µ0µ∞ < 0 âûòåêàåò

ñóùåñòâîâàíèå ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî íåòðèâèàëüíîãî öèêëà ó ñèñòåìû (1).

Äèàìåòð ñóùåñòâóþùåãî â ñèëó òåîðåìû 1 öèêëà ñèñòåìû (1) è ðàññòîÿíèå
îò ýòîãî öèêëà äî íóëÿ îãðàíè÷åíû ñâåðõó è ñíèçó ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàí-
òàìè, êîòîðûå çàâèñÿò îò F (z). Ïåðèîä öèêëà ïðè ìàëûõ |q| áëèçîê ê ïåðèîäó
2π/w0 öèêëîâ ñèñòåìû z′ = Az. Åñëè ó ìàòðèöû A åñòü K ïàð ïðîñòûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé ±w1i, . . . ,±wKi è ÷èñëà w1ni, . . . , wKni íå ÿâëÿþòñÿ åå ñîá-
ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ïðè öåëûõ n 6= ±1 (â ÷àñòíîñòè ÷èñëà ±w1i, . . . ,±wKi

íå êðàòíû äðóã äðóãó), òî èç îöåíêè µ0µ∞ < 0 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïî
êðàéíåé ìåðå K íåòðèâèàëüíûõ öèêëîâ ðàçëè÷íûõ ïåðèîäîâ ó ñèñòåìû (1)
ïðè êàæäîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ïî ìîäóëþ çíà÷åíèè q.

Îöåíêà µ0µ∞ < 0 ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàñ-
ñìîòðèì ëèíåàðèçàöèè z′ = (A + qB0)z è z′ = (A + qB∞)z ñèñòåìû (1) â íóëå
è íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ñèëó òåîðèè âîçìóùåíèé ïðè ìàëûõ ïî ìîäóëþ çíà÷å-
íèÿõ q ó ìàòðèö A + qB0 è A + qB∞ åñòü ïàðû ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
σ0(q)± w0(q)i è σ∞(q)± w∞(q)i, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

σ0(0) = σ∞(0) = 0, w0(0) = w∞(0) = w0

è σ′0(0) = µ0/2, σ′∞(0) = µ∞/2. Ïîýòîìó ïðè ìàëûõ |q| íåðàâåíñòâî µ0µ∞ < 0
ýêâèâàëåíòíî îöåíêå σ0(q)σ∞(q) < 0. Äëÿ ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè (` = 2) ýòà
îöåíêà èìååò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: íåóñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è äèññèïàòèâíîñòü ñèñòåìû (ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè, åñëè
σ0(q) > 0, σ∞(q) < 0, è ïðè óáûâàíèè âðåìåíè, åñëè σ0(q) < 0, σ∞(q) > 0).

Åñëè ó ìàòðèöû A íåò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íà ìíèìîé îñè, òî ïðè ìà-
ëûõ |q| ó ñèñòåìû (1) íåò íåòðèâèàëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.

3. Óðàâíåíèÿ âûñøåãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(3) L
(

d
dt

)
x = qf(x, x′, . . . , x(`−1)),

ãäå L(p) � ýòî âåùåñòâåííûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè `. Ïóñòü ó ìíîãî÷ëåíà L(p)
åñòü ïàðà êîðíåé ±w0i (w0 > 0) êðàòíîñòè r è ÷èñëà nw0i íå ÿâëÿþòñÿ åãî
êîðíÿìè ïðè öåëûõ n 6= ±1. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

L(p) = (p2 + w2
0)

rM(p),

ïðè÷åì
M(nw0i) 6= 0, n = 0,±1,±2, . . .
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Ôóíêöèè ξ cos w0t + η sin w0t (ξ, η ∈ R) ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè
óðàâíåíèÿ (3) ïðè q = 0.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ z = (z1, . . . , z`) è f(z) = f(z1, . . . , z`).
Ïóñòü âåðíà ñåêòîðíàÿ îöåíêà

|f(z)| 6 |z|, z ∈ R`.

Ïóñòü ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f(z) íåïðåðûâíà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå R` è äèôôå-
ðåíöèðóåìà â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè: ïðè íåêîòîðûõ a, b ∈ R`

lim
z→0

f(z)− 〈a, z〉
|z|

= lim
|z|→∞

f(z)− 〈b, z〉
|z|

= 0.

Ïî âåêòîðàì a = (a1, . . . , a`) è b = (b1, . . . , b`) îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåíû

N0(p) = a`p
`−1 + . . . + a2p + a1, N∞(p) = b`p

`−1 + . . . + b2p + b1.

Ïîëîæèì

µ0 = =m
(
M(−w0i)N0(w0i)

)
, µ∞ = =m

(
M(−w0i)N∞(w0i)

)
.

Tå î ð åì à 2. Ïóñòü êðàòíîñòü r êîðíåé ±w0i ìíîãî÷ëåíà L(p) íå÷åòíà.
Òîãäà ïî êàæäîìó ε > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå q0 = q0(ε) > 0, ïðè êîòîðîì

èç îöåíîê |µ0| > ε, |µ∞| > ε, |q| 6 q0 è µ0µ∞ < 0 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå

õîòÿ áû îäíîãî íåòðèâèàëüíîãî öèêëà ó óðàâíåíèÿ (3).

Ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé çàâèñèìîñòü q0 îò ε. Ïóñòü L(p) = p3 +
p2 + p + 1, f(x, x′, x′′) = x′′ + x′ + 2x + ϕ(x). Çäåñü óñëîâèå µ0µ∞ < 0 èìååò âèä
ϕ′(0)ϕ′(∞) < 0. Ïðè ëþáîì ñêîëü óãîäíî ìàëîì q âûáåðåì ϕ(x), óäîâëåòâîðÿ-
þùóþ î÷åíü óçêîé ñåêòîðíîé îöåíêå. Òàê êàê óðàâíåíèå (3) â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå èìååò âèä x′′′+x′′+x′+x−q(x′′+x′+2x) = qϕ(x) è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí ëåâîé ÷àñòè ïðè ìàëûõ q 6= 0 íå èìååò ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé, òî
íåòðèâèàëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé íåò.

Òåîðåìà 2 ðàçâèâàåò ðåçóëüòàòû ðàáîòû [2], ãäå èçó÷åí êëàññ óðàâíåíèé
òåîðèè óïðàâëåíèÿ, âêëþ÷àþùèé óðàâíåíèÿ

(4) L
(

d
dt

)
x = qf(x).

Çäåñü ñêàëÿðíàÿ íåëèíåéíîñòü íå çàâèñèò îò ïðîèçâîäíûõ ïåðåìåííîé x. Äëÿ
òàêèõ óðàâíåíèé îöåíêà q0 âåëè÷èíû |q| îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ëèíåéíîé ÷à-
ñòüþ, îöåíêè |µ0| > ε è |µ∞| > ε íå èñïîëüçóþòñÿ. Ïî ìíîãî÷ëåíó L(p) ìîæíî
îïðåäåëèòü òàêîå ÷èñëî q0 > 0, ÷òî ïðè ëþáîé íåëèíåéíîñòè f(x), óäîâëåòâî-
ðÿþùåé ñåêòîðíîé îöåíêå |f(x)| 6 |x| è óñëîâèþ f ′(0)f ′(∞) < 0, ó óðàâíåíèÿ
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(4) ïðè |q| 6 q0 åñòü õîòÿ áû îäèí íåòðèâèàëüíûé öèêë. Â [2] óêàçàíû ÿâ-
íûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû q0; ïîñ÷èòàíû ïðèìåðû. Òàê, íàïðèìåð,
óðàâíåíèå x′′′+x′′+x′+x = qf(x) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íåòðèâèàëüíûé
öèêë ïåðèîäà T ∈ [6,283 , 7,652], åñëè f ′(0)f ′(∞) < 0 è |q| < 0,745.

Óñëîâèå µ0µ∞ < 0 òåîðåìû 2 èñêëþ÷àåò ñèòóàöèþ, êîãäà ìíîãî÷ëåí L(p)
÷åòíûé (ñîäåðæèò òîëüêî ÷åòíûå ñòåïåíè ïåðåìåííîé p) è ôóíêöèÿ f(·) çàâè-
ñèò òîëüêî îò ÷åòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðåìåííîé x. Â ýòîé ñïåöèàëüíîé ñèòóà-
öèè åñòåñòâåííî ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíîãî êîíòèíóóìà öèêëîâ âñåõ ïîëîæè-
òåëüíûõ àìïëèòóä. Äëÿ óðàâíåíèé (4) ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíûõ êîíòèíóóìîâ
öèêëîâ äîêàçàíî â [7]. Òàêèå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãàìèëüòîíîâûìè.

Óñëîâèå îá àñèìïòîòè÷åñêîé ëèíåéíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè ìîæåò áûòü çà-
ìåíåíî íà ñóùåñòâåííî ìåíåå îãðàíè÷èòåëüíîå, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ óðàâíåíèé
âèäà (4). Íàïðèìåð, ïðè f ′(0) < 0 óñëîâèå f ′(∞) > 0 ìîæíî çàìåíèòü óñëî-
âèåì xf(x) > ξx2, ãäå ξ > 0 (ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèå î ëèíåàðèçóåìîñòè
íåëèíåéíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè óæå íå íóæíî).

4. Óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì

Ïðèâåäåì àíàëîã òåîðåìû 2 äëÿ óðàâíåíèÿ

(5) L
(

d
dt

)
x + L1

(
d
dt

)
x(t− θ) = qf

(
x, x′, . . . , x(`−1); x(t− θ), . . . , x(`−1)(t− θ)

)
ñ çàïàçäûâàíèåì θ. Çäåñü L(p) è L1(p) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé ` è `1, ` > `1.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z; y) = f(z1, . . . , z`; y1, . . . , y`) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíî-
ñòè ïåðåìåííûõ è âåðíà îöåíêà

|f(z; y)| 6 |z|+ |y|, z, y ∈ R`.

Ïóñòü f(z, y) äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè:

lim
|z|+|y|→0

f(z; y)− 〈a, z〉 − 〈c, y〉
|z|+ |y|

= lim
|z|+|y|→∞

f(z; y)− 〈b, z〉 − 〈d, y〉
|z|+ |y|

= 0.

Ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðîâ a, b, c, d îïðåäåëèì öåëûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè

Φ0(p) = a`p
`−1 + . . . + a2p + a1 + (c`p

`−1 + . . . + c2p + c1)e
−θp,

Φ∞(p) = b`p
`−1 + . . . + b2p + b1 + (d`p

`−1 + . . . + d2p + d1)e
−θp.

Ïî ìíîãî÷ëåíàì L(p) è L1(p) îïðåäåëèì öåëóþ ôóíêöèþ Ψ(p) = L(p) +
L1(p)e−θp; ïóñòü Ψ(k)(p) � åå ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà k.
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Tå î ð åì à 3. Ïóñòü Ψ(±w0i) = 0 (w0 > 0), íóëè ±w0i èìåþò íå÷åòíûé

ïîðÿäîê r è Ψ(±nw0i) 6= 0 ïðè öåëûõ n 6= ±1. Ïóñòü

(6) <e
(
Ψ(r)(−w0i)Φ0(w0i)

)
<e

(
Ψ(r)(−w0i)Φ∞(w0i)

)
< 0.

Òîãäà ïðè êàæäîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ïî ìîäóëþ çíà÷åíèè q ó óðàâíåíèÿ (5)
åñòü õîòÿ áû îäíî íåñòàöèîíàðíîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Êàæäîé ïàðå íóëåé ±wi (w > 0) ôóíêöèè Ψ(p) ñîîòâåòñòâóåò äâóìåðíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5) ïðè q = 0.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x′(t) + αx(t) + βx(t− θ) = qf
(
x(t), x(t− θ)

)
.

Çäåñü L(p) = p + α, L1(p) ≡ β, Ψ(p) = p + α + βe−θp, Φ0(p) = a + ce−θp,
Φ∞(p) = b + de−θp. Åñëè |β| > |α| è âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

α + β cos
(
θ
√

β2 − α2
)

= 0, β sin
(
θ
√

β2 − α2
)

> 0,

òî ó ôóíêöèè Ψ(p) åñòü ïàðà ìíèìûõ íóëåé ±i
√

β2 − α2 ïåðâîãî ïîðÿäêà;
äðóãèõ íóëåé íà ìíèìîé îñè ó ôóíêöèè Ψ(p) íåò. Îöåíêà (6) èìååò âèä

(7)
(
(βa− αc) + θβ(αa− βc)

)(
(βb− αd) + θβ(αb− βd)

)
< 0.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè α = 0 ó óðàâíåíèÿ

x′(t) + βx(t− θ) = qf
(
x(t), x(t− θ)

)
ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì |q| åñòü õîòÿ áû îäíî íåñòàöèîíàðíîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøå-
íèå, åñëè θβ = π/2+2πn ïðè öåëîì n è (a− θβc)(b− θβd) < 0. Äëÿ óðàâíåíèÿ

x′(t) + αx(t) + βx(t− θ) = qf
(
x(t)

)
ñ íå ñîäåðæàùåé çàïàçäûâàíèÿ íåëèíåéíîñòüþ îöåíêà (7) ïðè αθ 6= −1 èìååò
âèä ab < 0 è îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíûå íåëèíåéíîñòè â íóëå è íà áåñêîíå÷íî-
ñòè èìåþò ðàçíûå çíàêè. Òåîðåìà 3 íå ïðèìåíèìà ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿä-
êà ñ íå ñîäåðæàùåé çàïàçäûâàíèÿ ëèíåéíîé ÷àñòüþ (β = 0). Äëÿ óðàâíåíèÿ

x′′ + α2x = qf
(
x, x′, x(t− θ), x′(t− θ)

)
âòîðîãî ïîðÿäêà óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíåíû ïðè(

αa2 + αc2 cos(αθ)− c1 sin(αθ)
)(

αb2 + αd2 cos(αθ)− d1 sin(αθ)
)

< 0.
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Åñëè èñïîëüçîâàòü åñòåñòâåííûå ìîäèôèêàöèè ôóíêöèé Φ0(p), Φ∞(p) è
Ψ(p), òî òåîðåìà 3 áåç èçìåíåíèÿ ôîðìóëèðîâêè ïðèìåíèìà ê óðàâíåíèÿì
ñ íåñêîëüêèìè ñîñðåäîòî÷åííûìè çàïàçäûâàíèÿìè. Íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèÿ

L
(

d
dt

)
x + L1

(
d
dt

)
x(t− θ1) + L2

(
d
dt

)
x(t− θ2) = qf

(
x, x′, . . .

)
íóæíî ïîëîæèòü Ψ(p) = L(p) + L1(p)e−θ1p + L2(p)e−θ2p. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3
âåðíî ïðåäñòàâëåíèå Ψ(p) = (p2 + w2

0)
rΘ(p), ãäå Θ(p) � öåëàÿ ôóíêöèÿ è

Θ(nw0i) 6= 0 ïðè öåëûõ n; îöåíêà (6) ýêâèâàëåíòíà îöåíêå

=m
(
Θ(−w0i)Φ0(w0i)

)
=m

(
Θ(−w0i)Φ∞(w0i)

)
< 0.

5. Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Ðàññìîòðèì â ïîëîñå t ∈ R, 0 6 x 6 π óðàâíåíèå

(8) utt + uxx + α2u = qf(x, u, ut, ux), u ∈ R,

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

(9) u(t, 0) ≡ u(t, π) ≡ 0.

Íàñ èíòåðåñóþò ïåðèîäè÷åñêèå ïî t ðåøåíèÿ çàäà÷è (8), (9). Èõ ïåðèîäû àïðè-
îðè íåèçâåñòíû. Ðåøåíèÿ u(t, x) 6≡ u(x) íàçûâàþò íåñòàöèîíàðíûìè.

Ïóñòü ïðè âñåõ u, v, y ∈ R è 0 6 x 6 π âåðíà ñåêòîðíàÿ îöåíêà

(10) |f(x, u, v, y)| 6 ρ, ρ = |u|+ |v|+ |y|.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, u, v, y) äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè ïðè
ïî÷òè êàæäîì x:

lim
ρ→0

ρ−1(f(x, u, v, y)− a0(x)u− b0(x)v − c0(x)y
)

= 0,

lim
ρ→∞

ρ−1(f(x, u, v, y)− a∞(x)u− b∞(x)v − c∞(x)y
)

= 0.

Ïóñòü ôóíêöèè a0(x), b0(x), c0(x) è a∞(x), b∞(x), c∞(x) èíòåãðèðóåìû ñ êâàä-
ðàòîì íà îòðåçêå 0 6 x 6 π. Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x, u, v, y)
óäîâëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ãåëüäåðà c ïîêàçàòåëåì γ ∈ (0, 1), òî åñòü

|f(x1, u1, v1, y1)−f(x2, u2, v2, y2)|6 d(r)
(
|x1−x2|γ+|u1−u2|γ+|v1−v2|γ+|y1−y2|γ

)
ïðè ρj = |uj|+ |vj|+ |yj| 6 r, j = 1, 2.
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Tå î ð åì à 4. Ïóñòü α > 1 íå öåëîå ÷èñëî. Ïóñòü

(11)

π∫
0

b0(x) sin2 x dx

π∫
0

b∞(x) sin2 x dx < 0.

Òîãäà ó çàäà÷è (8), (9) åñòü õîòÿ áû îäíî íåñòàöèîíàðíîå ïåðèîäè÷åñêîå ðå-

øåíèå ïðè êàæäîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ïî ìîäóëþ çíà÷åíèè q.

Äëÿ óðàâíåíèÿ

(12) utt + uxx + α2u = qf(u, ut, ux),

ãäå íåëèíåéíîñòü íå çàâèñèò îò x, óñëîâèå (11) èìååò âèä b0b∞ < 0.
Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ó óðàâíåíèÿ (12) íåñêîëüêèõ ïåðèîäè-

÷åñêèõ ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ ïåðèîäîâ.

Tå î ð åì à 5. Ïóñòü α > 1 íå öåëîå ÷èñëî. Ïóñòü íàéäåòñÿ K ðàçëè÷-

íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m = m1, . . . ,mK, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ïðè n =
1, . . . ,m è âñåõ öåëûõ j > 2 âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

m < α, α2 6= m2 + (m2 − n2)/(j2 − 1).

Ïóñòü b0b∞ < 0. Òîãäà ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ïî ìîäóëþ çíà÷åíèè q

ó çàäà÷è (9), (12) åñòü ïî êðàéíåé ìåðå K íåñòàöèîíàðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ

ðåøåíèé; ïåðèîäû âñåõ ýòèõ ðåøåíèé ðàçëè÷íû.

Â òåîðåìàõ 4, 5 ðå÷ü èäåò î êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé (8) è (12).
Ýòè ðåøåíèÿ ëåæàò â êëàññå C2+γ1(Π), ãäå Π = {(t, x) : t∈R, 06x6π}, γ1 >0.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5 èç ñîîòíîøåíèé

α > 2, α 6= j, α2 6= 4 + 3(j2 − 1)−1, j = 2, 3, . . .

âûòåêàåò îöåíêà K > 2 äëÿ ÷èñëà K ðàçëè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ (ñ ðàçëè÷íûìè
ïåðèîäàìè) ðåøåíèé çàäà÷è (8), (9); îöåíêà K > 3 âåðíà ïðè

α > 3, α 6= j, α2 6= 9 + 5(j2 − 1)−1, α2 6= 9 + 8(j2 − 1)−1, j = 2, 3, . . .

Ïðè êàæäîì íå öåëîì α ñïðàâåäëèâà ãðóáàÿ îöåíêà K >
[√3α2+1

2

]
, ãäå [p] �

ýòî öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà p. Íàïðèìåð, K > 2 ïðè âñåõ íå öåëûõ α >
√

5.
Ïóñòü Ω � çàìêíóòàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R` c äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðà-

íèöåé Γ. Åñòåñòâåííûå àíàëîãè òåîðåì 4 è 5 âåðíû äëÿ óðàâíåíèÿ

(13) utt + ∆u + α2u = q f(x, u, ut, ux1
, . . . , ux`

), u ∈ R,
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â öèëèíäðå t ∈ R, x = (x1, . . . , x`) ∈ Ω. Çäåñü ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà â
îáëàñòè Ω ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè u ≡ 0, x ∈ Γ. Åãî ñïåêòð σ(∆) ñîñòîèò
èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
λ0 > λ1 > λ2 > . . ., λm → −∞. Ïóñòü um(x) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, îò-
âå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λm.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, u, v, y) (x ∈ Ω, u, v ∈ R, y ∈ R`) íåïðåðûâ-
íà, ñïðàâåäëèâà ñåêòîðíàÿ îöåíêà (10) è

lim
ρ→0

ρ−1(f(x, u, v, y)− a0(x)u− b0(x)v − 〈c0(x), y〉
)

= 0, x ∈ Ω,

lim
ρ→∞

ρ−1(f(x, u, v, y)− a∞(x)u− b∞(x)v − 〈c∞(x), y〉
)

= 0, x ∈ Ω,

ãäå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè a0(x), b0(x), a∞(x), b∞(x) è âåêòîð-ôóíêöèè c0(x),
c∞(x) èíòåãðèðóåìû ñ êâàäðàòîì íà Ω. Òîãäà ïðè α2 + λ0 > 0 èç îöåíêè

(14)

∫
Ω

b0(x) u2
m(x) dx

∫
Ω

b∞(x) u2
m(x) dx < 0

äëÿ m = 0 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêîãî ïî t íåñòàöèîíàðíîãî ðå-
øåíèÿ ó óðàâíåíèÿ (13) ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî ìàëîì |q|. Åñëè äëÿ K > 1
ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λm âåðíû ñîîòíîøåíèÿ α2+λm > 0,
j2(α2+λm) 6= α2+λn ïðè âñåõ öåëûõ j > 2, n > 0 è äëÿ è âñåõ ñîîòâåòñòâóþùèõ
èì ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé um(x) âûïîëíåíû îöåíêè (14), òî ó óðàâíåíèÿ (13)
åñòü ïî êðàéíåé ìåðå K íåñòàöèîíàðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, ïåðèîäû êî-
òîðûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ãëàäêîñòü ýòèõ ðåøåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ãëàäêîñòüþ
íåëèíåéíîñòè f(·) è ãðàíèöû Γ îáëàñòè Ω. Åñëè íåëèíåéíîñòü f(·) íå çàâèñèò
îò ïåðåìåííîé x, òî a0(x) ≡ a0, b0(x) ≡ b0, . . . è îöåíêè (14) ýêâèâàëåíòíû
îäíîìó íåðàâåíñòâó b0b∞ < 0.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

(15) ut −∆u + βu(t− θ) = qf(x, u), u, t ∈ R, x ∈ Ω ⊂ R`,

ñ çàïàçäûâàíèåì θ â ëèíåéíîé ÷àñòè. Êàê è âûøå, çäåñü ∆ = ∂2

∂2x1
+ . . .+ ∂2

∂2x`
�

ýòî îïåðàòîð Ëàïëàñà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ñ óñëîâèÿìè u ≡ 0 íà ãðàíèöå.
Ïóñòü âñå åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îòëè÷íû îò ÷èñëà β è õîòÿ áû äëÿ îäíîãî
ïðîñòîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λm âåðíû ñîîòíîøåíèÿ λ2

m < β2, θλm 6= 1 è

(16) −λm + β cos
(
θ
√

β2 − λ2
m

)
= 0, β sin

(
θ
√

β2 − λ2
m

)
> 0.

Ïóñòü |f(x, u)| 6 |u|, ôóíêöèÿ f(x, u) íåïðåðûâíà, äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå
è íà áåñêîíå÷íîñòè ïî ïåðåìåííîé u ïðè ïî÷òè êàæäîì x ∈ Ω è åå ïðîèçâîäíûå
b0(x) è b∞(x) ïî u â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè èíòåãðèðóåìû ñ êâàäðàòîì. Ïóñòü



� 10 �

âåðíà îöåíêà (14). Òîãäà ó óðàâíåíèÿ (15) ïðè ìàëûõ |q| åñòü ïî êðàéíåé ìåðå
îäíî íåñòàöèîíàðíîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Âìåñòî îïåðàòîðà Ëàïëàñà â óðàâíåíèÿõ (13) è (15) ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äðóãèå ýëëèïòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû (ïî ïåðåìåííîé x) âòî-
ðîãî ïîðÿäêà, â òîì ÷èñëå íåñèììåòðè÷åñêèå è ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè. Àíàëîãè ñôîðìóëèðîâàííûõ òåîðåì ñïðàâåäëèâû è äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Âñå ñôîðìóëèðîâàííûå òåîðåìû, âèäèìî, ìîãóò áûòü
îáúåäèíåíû è ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå ñëåäñòâèé èç òåîðåì î äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèÿõ â àáñòðàêòíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

6. Ðîáàñòíîñòü óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ öèêëîâ

Ëèíåéíûå ÷àñòè âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé ïðåäïîëàãàþòñÿ âûðîæ-
äåííûìè. Îñíîâíîå óñëîâèå âûðîæäåííîñòè � ýòî îãðàíè÷åíèå òèïà ðàâåíñòâà
íà êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ è âõîäÿùèå â ëèíåéíóþ ÷àñòü çà-
ïàçäûâàíèÿ. Ýòî ðàâåíñòâî íàðóøàåòñÿ ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ëèíåéíîé ÷à-
ñòè. Îäíàêî, èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíî âîçìó-
ùåíèþ íåëèíåéíîñòè f(·) ëèíåéíûìè ñëàãàåìûìè. Ïîýòîìó ïðè âîçìóùåíèÿõ
êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ÷àñòè ñëàãàåìûìè ïîðÿäêà |q| ïðèâåäåííûå òåîðåìû
ïðèìåíèìû ê âîçìóùåííîìó óðàâíåíèþ.

Òåîðåìû ôîðìàëüíî íå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè âîçìóùåíèè âåëè÷è-
íû çàïàçäûâàíèé â ëèíåéíîé ÷àñòè. Îäíàêî, åñëè âîçìóùåíèå ìàëî ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ |q|, òî óòâåðæäåíèÿ âñåõ òåîðåì ñïðàâåäëèâû äëÿ âîçìóùåííûõ óðàâ-
íåíèé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

(17) ut −∆u + βu(t− θ1) = qf(u), u, t ∈ R, x ∈ Ω ⊂ R`.

Ïóñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ∆ îòëè÷íû îò ÷èñëà β è õîòÿ áû äëÿ îä-
íîãî ïðîñòîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λm âåðíû ñîîòíîøåíèÿ λ2

m < β2, θλm 6= 1
è ñîîòíîøåíèÿ (16), ãäå |θ−θ1| 6 ε|q|. Ïóñòü |f(u)| 6 |u|, ôóíêöèÿ f(u) íåïðå-
ðûâíà, äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè è çíàêè åå ïðîèçâîäíûõ
â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè ðàçëè÷íû. Òîãäà ó óðàâíåíèÿ (17) ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ε è |q| åñòü õîòÿ áû îäíî íåñòàöèîíàðíîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
(ãðàíòû 00-15-96116, 00-01-00571, 01-01-00146, 01-01-06372). Àâòîðû áëàãîäàð-
íû Àëåêñåþ Áîðîâñêèõ çà ïîëåçíóþ äèñêóññèþ.
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Ïðåäëàãàþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ öèêëîâ â êâàçèëèíåéíûõ àâòîíîì-
íûõ ñèñòåìàõ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ è óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì, à òàê-
æå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïðèâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ öèêëîâ â ñèòóàöèÿõ, êîãäà íåëèíåéíîñòè ëèíåàðèçóåìû â íóëå
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îöåíêàì. Äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå
íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ öèêëîâ.
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