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� 2 �1. Ââåäåíèå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è1.1. Áèôóðêàöèè Õîïôà. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå(1) x′ = g(x, λ), x ∈ R
Nñî ñêàëÿðíûì ïàðàìåòðîì λ ∈ Λ = [−1, 1]. Ïóñòü g(0, ·) ≡ 0, òî åñòü 0 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåìðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû äëÿ âñåõ λ.Îïð å ä å ë å í è å 1. Çíà÷åíèå λ0 ïàðàìåòðà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé áèôóðêàöèè Õîï-ôà â íóëå ñ ÷àñòîòîé w0 > 0 äëÿ ñèñòåìû (1), åñëè äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ

r > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå λr, ÷òî óðàâíåíèå (1) ïðè λ = λr èìååò Tr-ïåðèîäè÷åñêîåðåøåíèå xr = xr(t), ïðè÷åì
λr → λ0, ‖xr‖C → 0 è Tr →

2π

w0

ïðè r → 0.Ïåðåìåííàÿ r â ýòîì îïðåäåëåíèè � ýòî äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð. Èñïîëüçîâàíèå äî-ïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà, îòëè÷íîãî îò λ, îáû÷íî â òåîðèè áèôóðêàöèé Õîïôà [14,10]. Âîïðåäåëåíèè ìîæíî ïîëàãàòü r ∈ (0, 1), îäíàêî åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèå ïàðàìåòðû ïðè-íèìàþò ìàëûå çíà÷åíèÿ. Â óñëîâèÿõ íåêîòîðûõ òåîðåì íàñòîÿùåé ðàáîòû ìîæíî ïîëàãàòü
r = λ− λ0 èëè r = λ0 − λ.Íàèáîëåå åñòåñòâåííûé ïîäõîä ê çàäà÷å î áèôóðêàöèÿõ Õîïôà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþ-ùåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ g(x, λ) : RN ×Λ → RN íåïðåðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìàâ íóëå ïî x:(2) g(x, λ) = A(λ)x+ f(x, λ),ãäå A(λ) � ýòî ßêîáèåâà ìàòðèöà ôóíêöèè g(x, λ) â íóëå è2(3) lim

|x|→0

|x|−1 sup
λ∈Λ

|f(x, λ)| = 0.Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ óäîáíîé ñòàíäàðòíîé ïåðåôîðìóëèðîâêîé ãëàâíîé÷àñòè çíàìåíèòîé òåîðåìû Õîïôà [12, 14, 10].Óòâ å ðæä å íè å 1. Ïóñòü ìàòðèöà A(λ) èìååò ïàðó ïðîñòûõ ñîïðÿæåííûõ ñîá-ñòâåííûõ çíà÷åíèé σ(λ) ± w(λ)i, ïóñòü σ(λ0) = 0, w(λ0) > 0 è ïóñòü ÷èñëà kw(λ0)iäëÿ k = 0,±2,±3, . . . íå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè A(λ0). Ïóñòü ñêàëÿðíàÿôóíêöèÿ σ(λ) äèôôåðåíöèðóåìà ïðè λ = λ0 è(4) d

dλ
σ(λ)

∣

∣

∣

λ=λ0

6= 0.Òîãäà λ0 � òî÷êà áèôóðêàöèè Õîïôà â íóëå ñ ÷àñòîòîé w0 = w(λ0) äëÿ óðàâíåíèÿ (1).2Çäåñü è íèæå ÷åðåç | · | îáîçíà÷àþòñÿ ìîäóëè âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, à òàêæåíîðìû â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.



� 3 �Åñëè ïàðà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë σ(λ)±w(λ)i óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû, òî ãîâî-ðÿò, ÷òî ýòà ïàðà ïåðåñåêàåò ìíèìóþ îñü òðàíñâåðñàëüíî â òî÷êå λ0.Â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 1 ìîæíî äîêàçàòü äîïîëíèòåëüíûå âàæíûå óòâåðæäåíèÿ îôóíêöèÿõ λr è Tr è î öèêëàõ xr(t); ìû èç çäåñü íå îáñóæäàåì.Îáû÷íî öèêëû xr(t) ñóùåñòâóþò ëèáî ïðè λr > λ0, ëèáî ïðè λr < λ0. Åñëè óðàâíåíèå (1)â åñòåñòâåííîì ñìûñëå ãàìèëüòîíîâî, âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ λr ≡ λ0.Ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå òî÷êè áèôóðêàöèè íà áåñêîíå÷íîñòè, ñëåäóÿ [5]. Òåïåðüïðåäïîëîæåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ íå íóæíû.Îïð å ä å ë å í è å 2. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé áèôóðêàöèè Õîï-ôà íà áåñêîíå÷íîñòè ñ ÷àñòîòîé w0 > 0 äëÿ ñèñòåìû (1), åñëè äëÿ äîñòàòî÷íîáîëüøèõ çíà÷åíèé r > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå λr, ÷òî óðàâíåíèå (1) ïðè λ = λr èìååò
Tr-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå xr = xr(t) è

λr → λ0, ‖xr‖C → ∞ è Tr →
2π

w0

ïðè r → ∞.Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè (ñì. [5]) îïðåäåëÿþùóþ ðîëü èãðàåò ëèíåéíàÿ ÷àñòü óðàâ-íåíèÿ (1) íà áåñêîíå÷íîñòè.Óòâ å ðæä å íè å 2. Ïóñòü íåëèíåéíîñòü g(x, λ) â (1) èìååò âèä (2), ãäå ôóíêöèÿ
f(x, λ) ñóáëèíåéíà íà áåñêîíå÷íîñòè:(5) lim

|x|→∞
|x|−1 sup

λ∈Λ

|f(x, λ)| = 0.Ïóñòü ìàòðèöà A(λ) èìååò ïàðó ïðîñòûõ ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé σ(λ) ±
w(λ)i, ïóñòü σ(λ0) = 0, w(λ0) > 0 è ïóñòü ÷èñëà kw(λ0)i äëÿ k = 0,±2,±3, . . . íå ÿâ-ëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè A(λ0). Ïóñòü σ(λ) äèôôåðåíöèðóåìà ïðè λ = λ0 èïóñòü ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (4). Òîãäà λ0 � òî÷êà áèôóðêàöèè Õîïôà íà áåñêîíå÷íîñòè ñ÷àñòîòîé w0 = w(λ0) äëÿ óðàâíåíèÿ (1).Îáà óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 ìîãóò äîêàçûâàòüñÿ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè: íîðìàëüíûå ôîðìû[13, 18], òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè [13, 18], èíòåãðàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ [10, 19], ìåòîäôóíêöèîíàëèçàöèè ïàðàìåòðà [4]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èñïîëüçóåì êîìáèíàöèþ ìåòîäàãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà è òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ [9].1.2. Ðåçîíàíñíûå áèôóðêàöèè Õîïôà. Âàæíûì óñëîâèåì óòâåðæäåíèé 1è 2 ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå íåðåçîíàíñíîñòè: ïàðà ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A(λ)ïðè λ = λ0 ïåðåñåêàåò ìíèìóþ îñü, îñòàëüíûå N−2 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A(λ0)íå ïîïàäàþò íà ìíîæåñòâî {kw0i}, k ∈ Z. Åñëè ýòî óñëîâèå íàðóøàåòñÿ, òî ñèòóàöèþíàçûâàþò ðåçîíàíñíîé. Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ðåçîíàíñíîé ñèòóàöèè âîçíèêàåò, åñëè êðîìåïåðâîé ïàðû ñîáñòâåííîé çíà÷åíèé ñóùåñòâóåò åùå ðîâíî îäíà ïàðà ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé âèäà ±kw0i, k = 0, 1, 2, . . . Åñëè k = 0, òî ýòî âåùåñòâåííûé êîðåíü, åñëè k = 1,òî ïðè λ = λ0 ó ìàòðèöû A(λ) íà ìíèìîé îñè åñòü ïàðà êîðíåé êðàòíîñòè 2, åñëè k > 1,òî ïðè λ = λ0 ó A(λ0) íà ìíèìîé îñè åñòü äâå ïàðû ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ±w0iè ±kw0i.



� 4 �Òàê êàê îòðåçêè, âûñåêàåìûå íà ìíèìîé îñè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè è íà÷àëîìêîîðäèíàò, îòíîñÿòñÿ êàê k:1, òî òàêóþ ñèòóàöèþ åñòåñòâåííî íàçâàòü ðåçîíàíñ k:1.Ïóñòü k > 2 � öåëîå ÷èñëî. Â ñèëó ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ (1 èëè 2 äëÿ áèôóð-êàöèé â íóëå èëè íà áåñêîíå÷íîñòè) âåëè÷èíà λ0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé áèôóðêàöèè Õîïôà ñ÷àñòîòîé kw0. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè λ0 òî÷êîé áèôóðêàöèè Õîïôàñ ÷àñòîòîé w0 èëè íåò? Óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 íå äàþò îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ.Ýòîò îòâåò ðàçëè÷íûé äëÿ ðàçëè÷íûõ k è ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñâîéñòâ ñóáëèíåéíûõíåëèíåéíîñòåé (â óñëîâèÿõ îáîèõ óòâåðæäåíèé 1 è 2 îò íåëèíåéíîñòè òðåáóåòñÿ ëèøüíåïðåðûâíîñòü è ñóáëèíåéíîñòü).Äëÿ k > 2 (òàê íàçûâàåìûé ñëàáûé ðåçîíàíñ) ñèòóàöèÿ âîîáùå ãîâîðÿ ñëåäóþùàÿ.Åñëè íåëèíåéíîñòü èìååò ãëàâíóþ ïîëèíîìèàëüíóþ ÷àñòü ïîðÿäêà k − 1 èëè ìåíüøå (íà-ïðèìåð, îáëàäàåò äîñòàòî÷íî âûñîêîé ãëàäêîñòüþ, àíàëèòè÷åñêàÿ è ïð.), òîãäà öèêëû ïå-ðèîäà áëèçêîãî ê 2π/w0, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñóùåñòâóþò. Â ÷àñòíîñòè, êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòüíèêîãäà íå îïðåäåëÿåò ñèòóàöèþ. Áîëåå òî÷íî, öèêëû ñóùåñòâóþò äëÿ ìàëûõ ìíîæåñòâçíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ [13,1]. Åñëè îñíîâíàÿ îäíîðîäíàÿ ÷àñòü íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé,òàêèå öèêëû ìîãóò ñóùåñòâîâàòü.Ñëó÷àé k = 2 (îäèí èç ñëó÷àåâ ñèëüíîãî ðåçîíàíñà) áûë èçó÷åí â [19,15,17] ñ ðàçëè÷íûõïîçèöèé è ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè. Ìåòîä, ïðèìåíåííûé â [17], îò÷àñòè èñïîëüçóåòñÿ è âíàñòîÿùåé ðàáîòå.Åñëè k = 0 è k = 1, òî íåâîçìîæíî ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå 1 èëè 2 äëÿ äîêàçàòåëüñòâàñóùåñòâîâàíèÿ ìàëûõ (èëè áîëüøèõ) öèêëîâ êàêîé óãîäíî ÷àñòîòû. Áóäóò èçó÷åíû èìåííîýòè ñëó÷àè ñèëüíîãî ðåçîíàíñà k = 0 è k = 1. Äëÿ íèõ ïðåäëàãàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿñóùåñòâîâàíèÿ ìàëûõ è áîëüøèõ öèêëîâ äëÿ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñ îäíîé íåëèíåéíîñòüþ,îöåíêè èõ êîëè÷åñòâà è ïðîñòåéøèå àñèìïòîòèêè.Èçó÷àåìûå óðàâíåíèÿ ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.1.3. Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ñ îäíîé ñêàëÿðíîé íåëèíåéíîñòüþ. Ðàñ-ñìîòðèì óðàâíåíèå(6) L
(

d
dt, λ

)

x = M
(

d
dt, λ

)

f(x, λ)äèíàìèêè îäíîêîíòóðíîé ñèñòåìû, çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà λ, ñîñòîÿùåé èç ëèíåéíî-ãî èíòåãðèðóþùåãî çâåíà ñ äðîáíî ðàöèîíàëüíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé W (p, λ) =
M(p, λ)/L(p, λ) è íåëèíåéíîé ôóíêöèîíàëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè f(x, λ). Áëîê-ñõåìà òàêîéñèñòåìû èçîáðàæåíà íà Ðèñ. 1.
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Ðèñ. 1. Îäíîêîíòóðíàÿ ñèñòåìà



� 5 �Çäåñü(7) L(p, λ) = p` + a1(λ)p`−1 + . . .+ a`(λ), M(p, λ) = b0(λ)pm + b1(λ)pm−1 + . . .+ bm(λ)� âçàèìíî ïðîñòûå âåùåñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû, ` = degL(p, λ) > m = degM(p, λ). Ôóíê-öèÿ f(x, λ) : R×Λ → R ñ÷èòàåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, Λ = [−1, 1] �ìíîæåñòâî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà. Âî âñåõ óòâåðæäåíèÿõ î áèôóðêàöèÿõ â îêðåñòíîñòè ïî-ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(0, λ) = 0, ò.å. íóëü � ýòî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿñèñòåìû ïðè âñåõ λ.Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïîíèìàþòñÿ â îáû÷íîì â òåîðèè óïðàâëåíèè ñìûñëå ([20, 2])êàê ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé.Ìû ðàññìàòðèâàåì ýòî óðàâíåíèå âìåñòî îáùåãî ñëó÷àÿ (1)�(2). Îáùèé ñëó÷àé ìîæåòáûòü ðàññìîòðåí àíàëîãè÷íî, âûêëàäêè è îòâåòû ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ãðîìîçä-êèìè, îäíàêî ñóòü ðåçóëüòàòîâ è ìåòîäà îñòàåòñÿ òàêîé æå.1.4. Êðàòêîå îïèñàíèå ðåçóëüòàòîâ. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå 2 èçó÷àåòñÿ ñëó-÷àé ðåçîíàíñà 0:1, òî åñòü ñëó÷àé, êîãäà ïðè îäíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà λ = λ0 ìíèìóþîñü ïåðåñåêàþò îäíîâðåìåííî 3 êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà L(p): ïàðà ïðîñòûõ ñîïðÿæåííûõ êîð-íåé è îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü (÷åðåç íîëü ïî âåùåñòâåííîé îñè). Îñòàëüíûå êîðíè ïðè
λ = λ0 íå ïîïàäàþò íà ìíîæåñòâî {±kw0i}, k ∈ Z.Ïðåäëàãàåòñÿ àíàëèç áèôóðêàöèé Õîïôà â íóëå äëÿ óðàâíåíèÿ (6) ñ íåëèíåéíîñòüþ
f(x, λ) èìåþùåé ãëàâíóþ êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü (òåîðåìû 1 è 2) è ãëàâíóþ îäíîðîäíóþ÷àñòü îáùåãî âèäà (òåîðåìà 3). Òåîðåìà 3 áîëåå îáùàÿ, òåîðåìà 1 èç íåå âûòåêàåò. Òåî-ðåìà 1 ñôîðìóëèðîâàíà îòäåëüíî ïî íåñêîëüêèì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, ÷àñòíûé ñëó÷àéêâàäðàòè÷íûõ íåëèíåéíîñòåé îñîáåííî âàæåí. Âî-âòîðûõ, â íåì ìîæíî äîñ÷èòàòü îòâåò�äî ÷èñëà�. Â-òðåòüèõ, âî ìíîãèõ ñâÿçàííûõ çàäà÷àõ (íàïðèìåð, òåîðåìà 6), êâàäðàòè÷íûéñëó÷àé ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò �îáùåãî�; â çàäà÷å î ðåçîíàíñå 0:1 ýòî íå òàê.Òåîðåìà 4 ïðîäîëæàåò òåîðåìó 3 äëÿ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì.Áèôóðêàöèè Õîïôà íà áåñêîíå÷íîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ äëÿ îãðàíè÷åííûõ íåëèíåé-íîñòåé ñ íàñûùåíèåì è �áëèçêèõ� ê íèì (òåîðåìà 5). Ìû íå ôîðìóëèðóåì òåîðåì î áè-ôóðêàöèÿõ íà áåñêîíå÷íîñòè íè äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ íåëèíåéíîñòåé, íè äëÿ íåëèíåéíî-ñòåé, ìàëûõ íà áåñêîíå÷íîñòè (åñëè íåëèíåéíîñòü íà áåñêîíå÷íîñòè îäíîðîäíà è ïîðÿäîêîäíîðîäíîñòè íå ðàâåí íóëþ, òî îíà ëèáî íåîãðàíè÷åíà, ëèáî ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ). Äëÿèçó÷åíèÿ ñèñòåì ñ íåîãðàíè÷åííûìè ñóáëèíåéíûìè íåëèíåéíîñòÿìè òðåáóåòñÿ ñëîæíàÿäîïîëíèòåëüíàÿ òåõíèêà (ñì., [6]). Ñèñòåìû ñ íåëèíåéíîñòÿìè, ñòðåìÿùèìèñÿ ê íóëþ íàáåñêîíå÷íîñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåðåàëèñòè÷íûìè.Â ðàçäåëå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåçîíàíñ 1:1, òî åñòü ñëó÷àé, êîãäà äëÿ λ = λ0 ìíèìóþîñü â îäíîé è òîé æå òî÷êå ïåðåñåêàþò ðîâíî 2 ïàðû ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ êîðíåéìíîãî÷ëåíà L, à îñòàëüíûå êîðíè ïðè λ = λ0 íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {±kw0i}, k ∈ Z.Òåîðåìà 6 ñîäåðæèò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìàëûõ öèêëîâ äëÿ ñèñòåì ñíåëèíåéíîñòÿìè f , èìåþùèìè ãëàâíóþ êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü. Ýòà òåîðåìà áîëåå ãðîìîçäêà÷åì òåîðåìà 1, â íåé èñïîëüçóþòñÿ òàêæå è êóáè÷åñêèå ñëàãàåìûå.Â òåîðåìàõ 8 è 9 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû, èìåþùèå ãëàâíóþ îäíîðîäíóþ ÷àñòü îá-ùåãî âèäà. Íàèáîëåå ïðîñò (òåîðåìà 8) ñëó÷àé, êîãäà ãëàâíàÿ ÷àñòü íå ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé.Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èñïîëüçóþò òîëüêî ýòó ãëàâíóþ ÷àñòü.



� 6 �Åñëè ãëàâíàÿ ÷àñòü ÷åòíàÿ (|x|s, s > 1), ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ (êàê ýòîè áûëî â òåîðåìå 6 ïðè s = 2). Ñíîâà ãëàâíàÿ îäíîðîäíàÿ ÷àñòü íå îïðåäåëÿåò îòâå-òà, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñòàðøèå íå÷åòíûå ÷ëåíû. Îíè ìîãóò èãðàòü èëè íå èãðàòüîïðåäåëÿþùåé ðîëè, ýòà ñèòóàöèÿ åñòåñòâåííà è ïðè íåðåçîíàíñíûõ áèôóðêàöèÿõ Õîïôà(ñì. [7]). Ïðèâåäåííàÿ òåîðåìà 9 îõâàòûâàåò ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà ñòàðøèå ÷åòíûå÷ëåíû íå ñëèøêîì ïðåâîñõîäÿò ñòàðøèå íå÷åòíûå (çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 6 ñþäà íå âõî-äèò, êâàäðàòè÷íûå ÷ëåíû óæå ñëèøêîì áîëüøèå è êóáè÷åñêèìè íå ìàæîðèðóþòñÿ). Äëÿðàññìîòðåíèå îáùåãî ñëó÷àÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü èòåðàöèîííûå ïðîöåäóðû, àíàëî-ãè÷íûå ïðîöåäóðàì èç [7].Äîêàçàòåëüñòâà âûíåñåíû â ïðèëîæåíèå, îíè èñïîëüçóþò îáùóþ èäåþ, îíà îáúÿñíåíàâ ñàìîì íà÷àëå. Äàëåå ïîêàçàíî, êàê èìåííî ýòà èäåÿ ðåàëèçóåòñÿ â óñëîâèÿõ êîíêðåòíûõòåîðåì. Ïîëíîå ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî äàíî òîëüêî äëÿ òåîðåìû 3, äðóãèå äîêàçàòåëü-ñòâà àíàëîãè÷íû è ïðèâåäåíû ôðàãìåíòàðíî. Â áîëüøåé ÷àñòè òåîðåì â êà÷åñòâå ïàðà-ìåòðà öèêëîâ âûáèðàåòñÿ, ãðóáî ãîâîðÿ, àìïëèòóäà îñíîâíûõ ãàðìîíèê öèêëîâ. Îäíàêî â÷àñòè òåîðåì èñïîëüçîâàíà ïàðàìåòðèçàöèÿ èñõîäíûì ïàðàìåòðîì λ.1.5. Çàìå÷àíèÿ. A. Ñëó÷àè ðåçîíàíñà 0:1 è 1:1 î÷åíü ðàçëè÷íû ñî âñåõ òî÷åêçðåíèÿ. Ìû ñêîìïîíîâàëè èõ â îäíó ñòàòüþ èìåííî ïîòîìó, ÷òî îáà ýòèõ ñëó÷àÿ ìîãóòáûòü èññëåäîâàíû ïîõîæèìè ìåòîäàìè. Êîíå÷íî, îñíîâíîé âîïðîñ î âîçíèêíîâåíèè öèêëîâîáùèé äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ.B. Ñëó÷àé ðåçîíàíñà 1:1 î÷åíü ïîõîæ íà äðóãîé âûðîæäåííûé ñëó÷àé, êîãäà âìåñòîóñëîâèÿ íåðåçîíàíñíîñòè íàðóøàåòñÿ óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè (ñì. [7]). Åñëè ðàññìîò-ðåòü óðàâíåíèå
x′ = Ax+ f(x, λ), x ∈ R

Nñ ñóáëèíåéíîé f(x, λ) è âîîáùå íåçàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà λ ëèíåéíîé ÷àñòüþ, òî âîçíè-êàþò ïîõîæèå íà íà ðåçîíàíñ 1:1 ýôôåêòû: òàêæå ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì ñ ãëàäêèìèíåëèíåéíîñòÿìè îñíîâíóþ ðîëü èãðàþò è êâàäðàòè÷íûå, è êóáè÷åñêèå ñëàãàåìûå; òàêæåðàçëè÷íà ðîëü ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ êîìïîíåíò f(x, λ).C. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çíà÷åíèå ïàðàìåòðà áûëî òî÷êîé áèôóðêàöèè Õîïôà íåîáõîäèìî,÷òîáû íà ìíèìîé îñè ëåæàëà ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ïàðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû
A(λ0) (êîíå÷íî, åñëè ýòà ìàòðèöà îïðåäåëåíà).D. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèâåñòè äâå ïàðû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íà ìíèìóþ îñü ïðè îäíîìè òîì æå çíà÷åíèè ïàðàìåòðà, ìû äîëæíû, âîîáùå ãîâîðÿ, èìåòü âîçìîæíîñòü âëèÿòü íàäâà íåçàâèñèìûõ ñêàëÿðíûõ ïàðàìåòðà ðåàëüíîé ñèñòåìû.2. Ðåçîíàíñ 0:12.1. Âåòâëåíèå ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Â óñëîâèÿõ âñåõ òåîðåì ýòîãî ðàç-äåëà ïðîèñõîäèò âåòâëåíèå ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî âåòâ-ëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ íàëè÷èåì ó ãëàâíîé ëèíåéíîé ÷àñòè ïðîñòîãî âåùåñòâåííîãî êîðíÿ,ïåðåñåêàþùåãî ìíèìóþ îñü � ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-êîñòè. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ëèøü ñëó÷àé âåòâëåíèÿ â íóëå.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

L(p, λ) =
(

p+ a(λ)
)

L0(p, λ),
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L0(0, λ0) 6= 0, a(λ) → 0 ïðè λ → λ0, è a(λ) 6= 0 äëÿ λ 6= λ0. Ïóñòü f(x, λ) � ñóáëèíåéíà (âíóëå èëè íà áåñêîíå÷íîñòè) è f(x, λ0) 6≡ 0. Òîãäà ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå

L0(0, λ)a(λ)r = M(0, λ)f(r, λ)îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé r èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî (ìàëîå èëè áîëüøîå, â çàâèñèìî-ñòè îò òîãî, ãäå f ñóáëèíåéíà) ðåøåíèå rλ äëÿ ëþáîãî λ 6= λ0 äîñòàòî÷íî áëèçêîãî ê λ0.Êàæäîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ íàøåé ñèñòåìû, ýòèïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñóùåñòâóþò è ïðè λ > λ0, è ïðè λ < λ0.Ðåøåíèÿ rλ ôîðìèðóþò ñîîòâåòñòâóþùóþ âåòâü ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ.Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ îïðå-äåëÿåòñÿ ëèøü âåùåñòâåííûì êîðíåì ìíîãî÷ëåíà L(p, λ). Îñòàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà
L(p, λ) ðîëè íå èãðàþò. Âåòâëåíèå ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ íå ñâÿçàíî íåïîñðåäñòâåííî ñâîçíèêíîâåíèåì öèêëîâ è äàëåå íå îáñóæäàåòñÿ.2.2. Áèôóðêàöèè â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ïðî-ñòîòû ìû ïðåäïîëàãàåì âî âñåõ òåîðåìàõ, ÷òî w0 = 1, î÷åâèäíî, òàêîå ïðåäïîëîæåíèå íåíàðóøàåò îáùíîñòè ðàññóæäåíèé.Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (6).Â ýòîé ÷àñòè ðàáîòû ïðåäëàãàþòñÿ ÷åòûðå òåîðåìû. Äâå ïåðâûå èìåþò îáùèé õàðàêòåðäëÿ �ãëàäêèõ� íåëèíåéíîñòåé, íàïðèìåð òåõ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäåðÿäîâ Òåéëîðà. Åñòåñòâåííî, ó òàêèõ íåëèíåéíîñòåé îñíîâíûå ÷ëåíû � êâàäðàòè÷íûå.Òðåòüÿ òåîðåìà èìååò îáùèé õàðàêòåð äëÿ íåãëàäêèõ íåëèíåéíîñòåé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî íåëèíåéíîñòü èìååò âèä(8) a(λ)|x|s + b(λ)x |x|s−1 + o(|x|s)(òî åñòü èìååò îäíîðîäíóþ ïîðÿäêà s > 1 ãëàâíóþ ÷àñòü). Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ òî÷íûå âû-÷èñëåíèÿ �â ôîðìóëàõ� íå äàþòñÿ, è óñëîâèÿ òåîðåìû 3 ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïðîâåðÿåìûìèòîëüêî ïðèáëèæåííî, íàïðèìåð, íà êîìïüþòåðå. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû.×åòâåðòàÿ òåîðåìà îòíîñèòñÿ ê óðàâíåíèÿì ñ çàïàçäûâàíèåì. Îäíèì èç ïðèÿòíûõ îñî-áåííîñòåé ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí ïåðåíîñèòñÿ íà áîëåå ñëîæíûå ñè-ñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì, ãèñòåðåçèñîì, óïðàâëåíèåì ïî ïðîèçâîäíûì áåç ñóùåñòâåííûõìåòîäè÷åñêèõ ñëîæíîñòåé (êîíå÷íî, îòâåòû ïîëó÷àòñÿ áîëåå ãðîìîçäêèìè).2.2.1. Êâàäðàòè÷íûå íåëèíåéíîñòè. Ïðåäïîëîæèì3, ÷òî(9) f(x, λ) = x2 + o(x2).Ïóñòü L(p, λ0) = (p3 + p)L1(p, λ0), áîëåå òîãî(10) L(p, λ) =

(

p2 + 1 + a(λ)p+ b(λ)
)(

p+ d(λ)
)

L1(p, λ0).Çäåñü
a(λ), b(λ), d(λ) → 0 ïðè λ→ λ0,(11)

L1(ki) 6= 0 ïðè k ∈ Z.(12)3Ýòî îáùàÿ ñèòóàöèÿ, âîçìîæíûé êîýôôèöèåíò ïåðåä x2 âêëþ÷àåòñÿ â M(p, λ).



� 8 �Ïðåäñòàâëåíèå (10) è óñëîâèå î âçàèìíîé ïðîñòîòå ìíîãî÷ëåíîâ L èM âëå÷åò ñîîòíîøåíèÿ
M(0, λ0) 6= 0 è M(±i, λ0) 6= 0. Íèæå ðåãóëÿðíî èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèå

W1(p, λ)
def
=

M(p, λ)

L1(p, λ)
.Ïóñòü ôóíêöèè a(λ), b(λ) è d(λ) äèôôåðåíöèðóåìû4 ïðè λ = λ0:

a(λ)=α(λ−λ0)+o(λ−λ0), b(λ)=β(λ−λ0)+o(λ−λ0), d(λ)=δ(λ−λ0)+o(λ−λ0).(13)Ïîëîæèì(14) c1 = α−1 <eW1(i, λ0), c2 = δW−1
1 (0, λ0).Tå îð åì à 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè

α 6= 0, δ 6= 0(15)è ïóñòü îïðåäåëåíî ÷èñëî
ξ0 =

(

−2(2c1c2 + 1)
)−1/2

,(16)òî åñòü
2c1c2 + 1 < 0.(17)Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì r0 > 0 äëÿ ëþáîãî r ∈ (0, r0) íàéäóòñÿ òàêèå

wr = 1 ∓ ξ0r
(

=mW1(i, λ0) + βc1
)

+ o(r), λr = λ0 ± 2c1rξ0 + o(r),÷òî äëÿ λ = λr óðàâíåíèå (6) èìååò (2πw−1
r )-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå(18) xr(t) = r(sinwrt+ ξ0) + hr(t),ãäå ‖h(t)‖C = O(r2) � íåêîòîðàÿ (2πw−1

r )-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.Âûáîð âåðõíèõ èëè íèæíèõ ñèìâîëîâ �−� èëè �+� èç �∓� è �±� ñîîòâåòñòâóåò äâóìâåòâÿì öèêëîâ: ïðè λ > λ0 è ïðè λ < λ0.Tå îð åì à 2. Ïóñòü ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (15), (17) è <eW1(i, λ0) 6= 0. Òîãäà äëÿâñåõ λ 6= λ0, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê λ0, ñóùåñòâóåò 2πw−1

λ -ïåðèîäè÷åñêèé öèêë
xλ(t) = rλ(sinwλt+ ξ0) + hλ(t)óðàâíåíèÿ (6), ãäå ‖h(t)‖C = O
(

(λ− λ0)
2
) � íåêîòîðàÿ (2πw−1

λ )-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ,
wλ = 1 − 1

2(λ− λ0)
(

c−1
1 =mW1(i, λ0) + β

)

+ o(λ− λ0), rλ =
∣

∣

∣

λ− λ0

2c1ξ0

∣

∣

∣
.4Áóäåì ïèñàòü γ1 = o(γ2), åñëè lim γ1/γ2 = 0; è γ1 = O(γ2), åñëè lim |γ1/γ2| < ∞. Ïî êàêîéïåðåìåííîé áåðóòñÿ ïðåäåëû, âñåãäà ÿñíî èç êîíòåêñòà.
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Ðèñ. 2. Öèêëû è ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1Íà Ðèñ. 2 íàðèñîâàíû 2 êðèâûõ èç ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ è 2 ñåìåéñòâà öèêëîâ. Âñåýòî îáðàçóåòñÿ ïðè áëèçêèõ ê λ0 çíà÷åíèÿì λ â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé.Ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ) ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ ïî-÷òè ïðÿìîé è îáëàäàþò öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé â ïðîñòðàíñòâå R`×Λ. Ìíîæåñòâî öèêëîâ(èçîáðàæåíî â âèäå äâóõ êîíè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, íà êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû öèêëû), êàêýòî âèäíî èç òåîðåìû, òàêîé ñèììåòðèåé íå îáëàäàåò; íàîáîðîò îíî îáëàäàåò ñèììåòðèåéîòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè λ = λ0.2.2.2. Îäíîðîäíûå íåëèíåéíîñòè îáùåãî âèäà. Ïóñòü(19) f(x, λ) = F (x, λ) + Φ(x, λ),ãäå
F (ξx, λ) = ξsF (x, λ), ξ > 0(s > 1 � ïîêàçàòåëü îäíîðîäíîñòè),(20) lim
x→0

sup
λ∈Λ

|x|−s|Φ(x, λ)| = 0.Ïîëîæèì
Ψ1(ξ) =

1

2π

2π
∫

0

F (sin t+ ξ, λ0) dt, ΨS(ξ) =
1

π

2π
∫

0

sin t F (sin t+ ξ, λ0) dt.Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå F(x) = 0 èìååò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå x̃,åñëè â íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíîñòè x̃ ôóíêöèÿ F(·) ïîëîæèòåëüíà ñ îäíîé ñòîðîíû îò x̃è îòðèöàòåëüíà ñ äðóãîé ñòîðîíû.Tå îð åì à 3. Ïóñòü óðàâíåíèå(21) c1c2 ξΨS(ξ) + Ψ1(ξ) = 0



� 10 �îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ξ èìååò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå ξ0. Òîãäà ñóùåñòâóåò r0 > 0òàêîå, ÷òî ïðè êàæäîì r ∈ (0, r0) ñóùåñòâóþò(22) wr = 1+
(

=mW1(i, λ0)+βc1
)

ΨS(ξ0)r
s−1 + o(rs−1), λr = λ0 − c1r

s−1ΨS(ξ0)+ o(rs−1)òàêèå, ÷òî äëÿ λ = λr óðàâíåíèå (6) èìååò (2πw−1
r )-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå âèäà (18),ãäå ‖h(t)‖C = o(rs) � íåêîòîðàÿ (2πw−1

r )-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.Åñòåñòâåííî, óðàâíåíèå (21) ìîæåò èìåòü ðàçíîå êîëè÷åñòâî ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé.Êàæäîå èç íèõ ïîðîæäàåò ñâîþ ñîáñòâåííóþ âåòâü öèêëîâ. Èõ êîëè÷åñòâî ìîæåò áûòüäîñòàòî÷íî áîëüøèì. Åñëè ôóíêöèÿ F (x, λ0) íå÷åòíàÿ, òî 0 � âñåãäà êîðåíü ýòîãî óðàâ-íåíèÿ.Çàìåòèì, ÷òî â òåîðåìå àâòîìàòè÷åñêè ñîäåðæàòñÿ îòâåòû íà ñëåäóþùèå âîïðîñû:êàê ñîîòíîñÿòñÿ ïåðèîäû ðîæäàþùèõñÿ öèêëîâ ñ ÷èñëîì 2π è ñ êàêîé ñòîðîíû îò òî÷êèáèôóðêàöèè (ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ λ, áîëüøèõ λ0 èëè ìåíüøèõ) ðîæäàþòñÿ öèêëû.Ïðèâåäåì ïðèìåðû.Ïóñòü F (x, λ) = x2. Òîãäà Ψ1(ξ) = ξ2 + 1/2, ΨS(ξ) = 2ξ. Óðàâíåíèå (21) èìååò âèä
2c1c2ξ

2 + ξ2 + 1/2 = 0. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (17), òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò äâàêîðíÿ ±ξ0. Ïîýòîìó òåîðåìà 1 ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.Ïóñòü F (x, λ) = x|x|, ïîäîáíûå íåëèíåéíîñòè èñïîëüçóþòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåêî-òîðûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ñóäîâ [3] � ??.Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (17), òî îïðåäåëåíà âåëè÷èíà ξ0 (ðàâåíñòâîì (16)). Åñëè îíàóäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ξ0 > 1 (òî åñòü c1c2<−.75), òî ñóùåñòâóåò öèêë âèäà (18), òàêêàê â ýòîì ñëó÷àå | sin t+ξ0| = sin t+ξ0 è ñóùåñòâóåò òîò æå ñàìûé öèêë, ÷òî è äëÿ ñëó÷àÿ
F (x) = x2. Äðóãèõ öèêëîâ ñ ξ > 1 íå áûâàåò.Òåïåðü áóäåì èñêàòü öèêëû ñ ξ < 1. Ïîëîæèì ξ = sin η, |η| 6 π/2. Â ýòîì ñëó÷àå

Ψ1(ξ) =
1

2π

(

2η(2 − cos 2η) + 3 sin 2η
)

, ΨS(ξ) =
4

3π

(

3η sin η + cos η(2 + sin2 η)
)

,è óðàâíåíèå (21) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé η èìååò âèä(23) 8c1c2
3

sin η
(

3η sin η + cos η(2 + sin2 η)
)

+ 2η(2 − cos 2η) + 3 sin 2η = 0.Ýòî óðàâíåíèå âñåãäà èìååò íóëåâîé ðåãóëÿðíûé êîðåíü.Íà Ðèñ. 3 ïðè íåêîòîðûõ c1c2 èçîáðàæåíû ãðàôèêè ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (23) êàêôóíêöèè η; êîðíè óðàâíåíèÿ îòìå÷åíû òî÷êàìè íà îñè àáñöèññ. Åñëè c1c2 =−.75, íåíóëåâîéêîðåíü óðàâíåíèÿ (21) ñòàíîâèòñÿ íåðåãóëÿðíûì, ïðè c1c2>−.75 îí ïðîïàäàåò ñîâñåì.Òàêèì îáðàçîì, ïðè c1c2 > −.75 ó óðàâíåíèÿ (21) åñòü îäèí íóëåâîé êîðåíü, à ïðè
c1c2<−.75 ó íåãî åñòü ìíîãî êîðíåé � öåëûõ 5 (òðè èç íèõ âèäíû íà Ðèñ. 3, åùå äâà èìåþòâèä ±ξ0, ãäå |ξ0| > 1)! Ýòî ñîîòâåòñòâóåò äâóì ñåìåéñòâàì öèêëîâ ñ êàæäîé ñòîðîíû îòòî÷êè áèôóðêàöèè λ0 ïëþñ åùå îäèí öèêë ñ íóëåâûì ξ0, ïðî êîòîðûé áåç äîïîëíèòåëüíûõïðåäïîëîæåíèé íåèçâåñòíî ñ êàêîé ñòîðîíû îò λ0 îí ðàñïîëàãàåòñÿ.Ïîä÷åðêíåì ðàçëè÷èå â óñëîâèÿõ òåîðåì 1 è 2 ñ îäíîé ñòîðîíû è òåîðåìû 3 ñ äðóãîé.Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåì 1 è 2 òî÷íî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âñåõ λ 6= λ0 ñóùåñòâóåò ìàëûéöèêë. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 3 ìû ýòîãî óòâåðæäàòü íå ìîæåì! Åñëè îñíîâíîå óðàâ-íåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå, ìàëûå öèêëû ñóùåñòâóþò òîëüêî ñ îäíîé
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η−π/2

π/2c1c2 = −.8

c1c2 = −1.4

c1c2 = −1.8

Ðèñ. 3. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (23)ñòîðîíû îò òî÷êè λ0. Äàæå åñëè òàêèõ ðåøåíèé íåñêîëüêî (êàê â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå)äëÿ òîãî, ÷òîáû öèêëû ðîæäàëèñü ïî îáå ñòîðîíû îò òî÷êè áèôóðêàöèè, íåîáõîäèìî, ÷òî-áû äëÿ ðàçëè÷íûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (21) áûëè ðàçíûìè çíàêè ôóíêöèè ΨS(·). Âîîáùå, âïðèìåðàõ êîðíè ÷àñòî âõîäÿò ïàðàìè, ðàçíîãî çíàêà, òàêèå êîðíè ìîãóò ïîðîæäàòü îäèíè òîò æå öèêë x(t) = r(sinwt+ ξ) + h(t).2.2.3. Ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó(24) L
(

d
dt, λ

)

x = M
(

d
dt, λ

)

f
(

x(t), x(t− h), λ
)

.ñ çàïàçäûâàíèåì h ∈ R. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì s > 1

f(x, y, λ) = F (x, y, λ) + Φ(x, y, λ), F (θx, θy, λ) = θsF (x, y, λ), θ > 0,ïðè÷åì
lim

|x|+|y|→0

sup
λ∈Λ

|Φ(x, y, λ)|
x2 + y2

= 0.Ïóñòü íåëèíåéíîñòü F (x, y, λ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â îêðåñòíîñòè íóëÿ:(25) |F (x1, y1, λ) − F (x2, y2, λ)| 6 K
(

|x1 − y1| + |x2 − y2|
)

.Ïðåäïîëîæåíèå îá óñëîâèè Ëèïøèöà íå äåëàëîñü äëÿ óðàâíåíèé áåç çàïàçäûâàíèÿ, òàêêàê â óñëîâèÿõ òåîðåì 1�3 îíî áûëî âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè: è äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíê-öèè, è äëÿ ãëàâíîé ÷àñòè ôóíêöèè âèäà (8) ïðè s > 1 (ýòî è åñòü îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿïîðÿäêà s îáùåãî âèäà).
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Ψ1(ξ) =

1

2π

2π
∫

0

F
(

sin t+ ξ, sin(t− h) + ξ, λ0

)

dt,

ΨS(ξ) =
1

π

2π
∫

0

sin t F
(

sin t+ ξ, sin(t− h) + ξ, λ0

)

dt,

ΨC(ξ) =
1

π

2π
∫

0

cos t F
(

sin t+ ξ, sin(t− h) + ξ, λ0

)

dtè ðàññìîòðèì óðàâíåíèå(26) αW1(0, λ0)Ψ1(ξ) + δξ
(

−=mW1(i, λ0)ΨC(ξ) + <eW1(i, λ0)ΨS(ξ)
)

= 0.Ýòî óðàâíåíèå áëèçêî ê (21), î÷åâèäíî, åñëè F (x, y) = F (x), òî âåðíî òîæäåñòâî ΨC ≡ 0.Tå îð åì à 4. Ïóñòü óðàâíåíèå (26) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåãóëÿðíîå ðåøå-íèå ξ0. Òîãäà ñóùåñòâóåò r0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî r ∈ (0, r0) íàéäóòñÿ
wr = 1 + y0r

s−1 + o(rs−1), λr = λ0 + (c2ξ0)
−1Ψ1(ξ0)r

s−1 + o(rs−1)ãäå
2y0 =

β

α

[

−<eW1(i, λ0)ΨS(ξ0)+=mW1(i, λ0)ΨC(ξ0)
]

+<eW1(i, λ0)ΨC(ξ0)+=mW1(i, λ0)ΨS(ξ0),òàêèå, ÷òî ïðè λ = λr óðàâíåíèå (24) èìååò (2πw−1
r )-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå (18);

‖h(t)‖C = o(rs) � íåêîòîðàÿ (2πw−1
r )-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.Ïðèâåäåì åñòåñòâåííûé ïðèìåð. Ïóñòü F (x, y) = σ1(λ)x2 + 2σ2(λ)xy + σ3(λ)y2, òîãäà

Ψ1(ξ) = ξ2(σ1 + 2σ2 + σ3) +
1

2
(σ1 + σ3 + 2σ2 cosh),

ΨS(ξ) = 2ξ(σ1 + σ2 + (σ2 + σ3) cosh), ΨC(ξ) = −2ξ(σ2 + σ3) sinh(σj = σj(λ0)) è èç òåîðåìû 4 âûòåêàåòÑë å ä ñ ò â è å 1. Ïóñòü W1(p, λ) ≡ 1, òî åñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ îáûêíîâåííîå äèô-ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà è ïóñòü
α
(

α
(

σ1 + 2σ2 + σ3

)

+ 2δ
(

σ1 + σ2 + (σ2 + σ3) cosh
)

)(

σ1 + σ3 + 2σ2 cosh
)

< 0.Òîãäà ïî îáå ñòîðîíû îò òî÷êè λ0 ðîæäàåòñÿ ïî âåòêå ìàëûõ öèêëîâ.2.3. Áèôóðêàöèè íà áåñêîíå÷íîñòè.



� 13 �2.3.1. Íåëèíåéíîñòè ñ íàñûùåíèåì. Îáû÷íî ñëîâà �íåëèíåéíîñòü ñ íàñûùåíèåì�îçíà÷àåò, ÷òî f(x) ìîíîòîííàÿ è èìååò ðàçëè÷íûå êîíå÷íûå ïðåäåëû ïðè x → +∞ è ïðè
x → −∞. Áîëåå îáùèé êëàññ íåëèíåéíîñòåé, ðàññìîòðåííûé íèæå, âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñåòàêèå íåëèíåéíîñòè êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ýòî îáúÿñíÿåò íàçâàíèå íàñòîÿùåãî ðàçäåëà.Ñíîâà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (19), ïðè÷åì ôóíêöèÿ Φ(x, λ) èìå-åò ðàâíîìåðíî ïî λ ñóáëèíåéíóþ ïåðâîîáðàçíóþ:(27) lim

x→∞
sup
λ∈Λ

1

x

∣

∣

∣

x
∫

0

Φ(u, λ) du
∣

∣

∣
= 0,à F (x, λ) � ýòî ãëàâíàÿ îäíîðîäíàÿ ÷àñòü f(x, λ):(28) F (ξx, λ) = F (x, λ), ξ > 0.Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ f+(λ) è f−(λ) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà(29) F (x, λ) =

1

2

(

f+(λ) + f−(λ)
)

+
1

2

(

f+(λ) − f−(λ)
)

sign x ≡
{

f+(λ), x > 0,

f−(λ), x < 0.Çíà÷åíèå òàêîé ôóíêöèè â íóëå íå èãðàåò ðîëè. Òàê êàê F (x, λ) ðàçðûâíà â íóëå è f(x, λ)íåïðåðûâíà, ôóíêöèÿ Φ(x, λ) äîëæíà áûòü òàêæå ðàçðûâíà â íóëå, ÷òîáû ñêîìïåíñèðî-âàòü ñêà÷îê ôóíêöèè F .Ìíîãèå îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè èìåþò ñóáëèíåéíûå íà áåñêîíå÷íîñòè ïåðâîîáðàçíûå.Íàïðèìåð, âñå ïåðèîäè÷åñêèå è ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ñ íóëåâûì ñðåäíèì; âñåôóíêöèè ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè; ôóíêöèè sin
√

|x| è sin x3 è ò.ä. Ôóíêöèè
1, arctan x è sin log(1 + |x|) íå óäîâëåòâîðÿþò (27).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí L(p, λ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ:âåðíî ïðåäñòàâëåíèå (10), ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (13). Âíîâü ðàññìîòðèì ÷èñëà (14).Ïîëîæèì

f̃
def
=

π
(

f+(λ0) + f−(λ0)
)

2
(

f+(λ0) − f−(λ0)
) , µ

def
= − πc1c2;Ïóñòü Q � êîëè÷åñòâî âåùåñòâåííûõ êîðíåé η ∈ (−π2 ,
π
2 ) òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ(30) f̃ + η = µ sin 2η.Íà Ðèñ. 4. ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè µ > 0 óðàâíåíèå (30) ìîæåò èìåòü 0,1 èëè 3 ðåãóëÿðíûõêîðíÿ η ∈ (−π

2
,
π
2
), à ïðè µ < 0 òàêèõ êîðíåé 0, 1, èëè 2. Äëÿ êàæäûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ

η ñîîòâåòñòâóþùèå ξ = sin η òàêæå ðàçëè÷íû. Ðåãóëÿðíîñòü êîðíÿ η ýêâèâàëåíòíà 1 6=
2µ sin 2η. Ðèñ. 4 èëëþñòðèðóåò çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû Q îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ f̃ è µ;îñîáóþ ðîëü èãðàåò çíàê âåëè÷èíû µ. Åñëè |µ| 6 1/2, òî êîðåíü åäèíñòâåííûé, ïðè |µ| > 1/2âîçíèêàþò çîíû ñ Q > 1. Íàêëîííûå ñïëîøíûå ïðÿìûå � âîçìîæíûå ãðàôèêè ëèíåéíûõôóíêöèé f̃ + η. Íàêëîííûå ïóíêòèðíûå ïðÿìûå ðàçäåëÿþò çîíû ïîëîæåíèÿ ãðàôèêîâëèíåéíûõ ôóíêöèé ñ ðàçíûìè Q, ýòè ïðÿìûå ëèáî êàñàþòñÿ ñèíóñîèäû, ëèáî ïðîõîäÿò÷åðåç êðàéíèå òî÷êè ãðàôèêà ñèíóñîèäû.
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�
η

Q=0

Q=1

Q=3

Q=1

Q=0

µ > 0 �
η

Q=0

Q=1

Q=2

Q=2

Q=0

µ < 0Ðèñ. 4. Ðàçëè÷íîå êîëè÷åñòâî Q ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f̃ + η = µ sin 2ηTå îð åì à 5. Ïóñòü Q > 0 è ïóñòü(31) f−(λ0) 6= f+(λ0).Òîãäà λ0 � ýòî òî÷êà áèôóðêàöèè Õîïôà íà áåñêîíå÷íîñòè ñ ÷àñòîòîé 1 äëÿ óðàâíå-íèÿ (6). Äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r ñóùåñòâóþò ïî êðàéíåé ìåðå Q ðàçëè÷íûõ âåò-âåé íåòðèâèàëüíûõ öèêëîâ (18), ãäå ‖h(t)‖C = o(r) � íåêîòîðàÿ (2πw−1)-ïåðèîäè÷åñêàÿôóíêöèÿ. Äëÿ êàæäîãî ðåãóëÿðíîãî êîðíÿ η ∈ (−π
2
,
π
2
) óðàâíåíèÿ (30) ñïðàâåäëèâû ðàâåí-ñòâà

ξ = sin η, λ = λ0 + (c2r)
−1W1(0, λ0)Ψ1(ξ) + o(r−1)

2(1 − w) = −β(λ− λ0) − r−1 =mW1(i, λ0)ΨS(ξ) + o(r−1).3. Ðåçîíàíñ 1:13.1. Êâàäðàòè÷íûå íåëèíåéíîñòè. Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåëè-íåéíîñòè f(·), èìåþùèå âèä f(x) = ax2 + o(x2). Ýòî åñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå, åñëèñ÷èòàòü, ÷òî íåëèíåéíîñòü îáëàäàåò äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòüþ, íàïðèìåð, äâàæäû íåïðå-ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Òàêèå íåëèíåéíîñòè åñòåñòâåííû è âñåìõîðîøè, îäíàêî â íåêîòîðîì ñìûñëå â êîíêðåòíîé èçó÷àåìîé çàäà÷å îíè �ñëó÷àé íåîáùåãîïîëîæåíèÿ�: íåêèå ÷èñëà, èãðàþùèå îïðåäåëÿþùóþ ðîëü, îáðàùàþòñÿ â íîëü. Ïîýòîìóèññëåäîâàíèå ðåçîíàíñà 1:1 äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ îòëè÷àåòñÿ îò äðóãèõ ñëó÷àåâ, â êîòîðûõíåëèíåéíîñòü èìååò ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíóþ ÷àñòü. Ïðèìåðîì íåëèíåéíîñòè ñ íåêâàä-ðàòè÷íîé ãëàâíîé îäíîðîäíîé ÷àñòüþ ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîñòü f(x) = x|x|.Ñèòóàöèÿ ñ êâàäðàòè÷íûìè íåëèíåéíîñòÿìè äîâîëüíî âû÷óðíàÿ. Îíà ñïåöèàëüíî âû-äåëåíà â îòäåëüíûå òåîðåìû èñêëþ÷èòåëüíî èç-çà ïðèâû÷êè ê äèôôåðåíöèðóåìûì è àíà-ëèòè÷åñêèì íåëèíåéíîñòÿì � äëÿ òàêèõ íåëèíåéíîñòåé åñòåñòâåííî ïîÿâëåíèå ãëàâíûõêâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ.Ñëó÷àé, êîãäà íåëèíåéíîñòü èìååò ïîëèíîìèàëüíûå ñòàðøèå ñëàãàåìûå, ïðè÷åì èêâàäðàòè÷íûå, è êóáè÷åñêèå ñëàãàåìûå òîæäåñòâåííî îáðàùàþòñÿ â íîëü, òàêæå ìîæåò



� 15 �áûòü ðàññìîòðåí àíàëîãè÷íûìè ìåòîäàìè. Ìû ýòîò ñëó÷àé íå ðàññìàòðèâàåì, ñ÷èòàÿ ÷òîîí óæ ñëèøêîì âûðîæäåííûé.3.1.1. Ðàçëè÷èå ìåæäó ñëó÷àÿìè 0:1 è 1:1. Âíà÷àëå îòìåòèì, ÷òî â ðåçîíàíñå 1:1íè ïðè êàêèõ ñóáëèíåéíûõ íåëèíåéíîñòÿõ íå âîçíèêàþò âåòâè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ �íåò âåùåñòâåííîãî êîðíÿ.Îñíîâíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ðåçîíàíñàìè 0:1 è 1:1 äëÿ ñèñòåì ñ êâàäðàòè÷íûìè ãëàâíûìè÷àñòÿìè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.Äëÿ ñëó÷àÿ ðåçîíàíñà 0:1 êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ñèòóàöèþ � áóäóòëè ðîæäàòüñÿ öèêëû. Â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ, �÷ëåíû ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà� íå âëè-ÿþò íà îòâåò. Ïðîåêöèÿ íåëèíåéíîñòè èç ïðàâîé ÷àñòè íà sinwt è coswt èìååò íåíóëåâûåêâàäðàòè÷íûå ÷ëåíû.Â ñëó÷àå ðåçîíàíñà 1:1 êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü íå âïîëíå îïðåäåëÿåò ñèòóàöèþ. Ïðîåê-öèÿ íåëèíåéíîñòè íà sinwt è coswt èìååò íóëåâûå êâàäðàòè÷íûå ÷ëåíû è íåíóëåâûå êó-áè÷åñêèå. Ïîýòîìó íåîáõîäèì áîëåå äåòàëüíûé àíàëèç, êóáè÷åñêèå ñëàãàåìûå ïðîåêöèéôîðìèðóþòñÿ è èç êâàäðàòè÷íûõ, è èç êóáè÷åñêèõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèé íåëèíåéíîñòåé.Äîâîëüíî èíòåðåñíî, ÷òî òàêàÿ ñèòóàöèÿ ñïåöèôè÷íà èìåííî äëÿ êâàäðàòè÷íûõ (èâîîáùå äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ) íåëèíåéíîñòåé! Åñëè îñíîâíàÿ îäíîðîäíàÿ ÷àñòü íåëèíåé-íîñòè èìååò îáùèé âèä, íàïðèìåð, (8), òî òîãäà èìåííî îíà îïðåäåëÿåò âîçíèêíîâåíèåìàëûõ öèêëîâ!3.1.2. Îñíîâíûå òåîðåìû. Â ïîñëåäóþùèõ òåîðåìàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
f(x, λ) = σ2(λ)x2 + σ3(λ)x3 + o(x3).Ïóñòü(32) L(p, λ) =

[

(1 + p2)2 + a1(λ)p3 + a2(λ)p2 + a3(λ)p+ a4(λ)
]

L1(p, λ).Çäåñü L1(p, λ) íå èìååò êîðíåé âèäà ki, k ∈ Z, è aj(λ) → 0 ïðè λ → λ0. Áîëåå òîãî, ïóñòüâñå ôóíêöèè aj(λ) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå λ0 è
d

dλ
aj(λ)

∣

∣

∣

λ=λ0

= αj , j = 1, 2, 3, 4.Ïîëîæèì
c =

3

4
σ3(λ0) +

(

W1(0, λ0) +
1

18
<eW1(2i, λ0)

)

σ2
2(λ0), d =

1

18
σ2

2(λ0)=mW1(2i, λ0).Tå îð åì à 6. Ïóñòü α1 6= α3. Ïóñòü(33) c<eW1(i, λ0) − d=mW1(i, λ0) >
α4 − α2

α3 − α1

(c=mW1(i, λ0) + d<eW1(i, λ0)).Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ r > 0 ñóùåñòâóåò λr òàêîå, ÷òî óðàâíåíèå (6) äëÿ λ = λrèìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðàçëè÷íûõ öèêëà
xr(r) = r sinwrt+

σ2(λ0)r
2

18

(

9W1(0, λ0) − <e[W1(2i, λ0)e
2ti

]

)

+O(r3)



� 16 �ðàçëè÷íûõ ïåðèîäîâ. Îäèí èç ïåðèîäîâ áîëüøå 2π, äðóãîé � ìåíüøå. Åñëè
(α3 − α1)

(

c=mW1(i, λ0) + d<eW1(i, λ0)
)

> 0,òî λr > λ0, åñëè
(α3 − α1)

(

c=mW1(i, λ0) + d<eW1(i, λ0)
)

< 0,òî λr < λ0.Tå îð åì à 7. Ïóñòü α1 6= α3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (33). Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íîìàëûõ λ− λ0 òàêèõ, ÷òî
(λ− λ0)(α3 − α1)(c=mW1(i, λ0) + d<eW1(i, λ0)) > 0,ñóùåñòâóåò

rλ =

√

(λ− λ0)(α3 − α1)

c=mW1(i, λ0) + d<eW1(i, λ0)òàêîå, ÷òî óðàâíåíèå (6) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðàçëè÷íûõ öèêëà.
xλ(r) = rλ sinwλt+

σ2(λ0)r
2
λ

18

(

9W1(0, λ0) − <e[W1(2i, λ0)e
2ti

]

)

+ o(λ− λ0)ðàçëè÷íûõ ïåðèîäîâ Tλ = 2π/wλ. Îäèí èç ïåðèîäîâ Tλ áîëüøå 2π, äðóãîé � ìåíüøå.Îáå òåîðåìû ìîãóò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíû äëÿ ñëó÷àÿ
L(p, λ) = L1(p, λ)

∏

j=1,2

(

1 + p2 + bj(λ)p+ dj(λ)
)

,ãäå βj(λ), γj(λ) → 0 ïðè λ→ λ0, ïðè λ = λ0 è
d

dλ
bj(λ) = βj,

d

dλ
dj(λ) = δj , j = 1, 2.3.2. Òåîðåìû 8 è 9. Ïóñòü íåëèíåéíîñòü f(x, λ) èìååò âèä (19), ãäå F (x, λ) =

a(λ)|x|s + b(λ)x |x|s−1 � ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ ÷àñòü (s > 1 � ïîêàçàòåëü îäíîðîäíî-ñòè), à Φ(x, λ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (20). Ïóñòü ìíîãî÷ëåí L óäîâëåòâîðÿåò ïðåäïîëî-æåíèÿì ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.Tå îð åì à 8. Ïóñòü b(λ0) 6= 0 è(34) ∆
def
= b(λ0)

(

<eW1(i, λ0) −
α4−α2

α3−α1

=mW1(i, λ0)
)

> 0.Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ r > 0 ñóùåñòâóåò λr òàêîå, ÷òî óðàâíåíèå (6) äëÿ λ = λrèìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðàçëè÷íûõ öèêëà
xr(r) = r sinwrt+ o(r)



� 17 �ðàçëè÷íûõ ïåðèîäîâ;
λr = λ0 + rs−1κsb(λ0)

α3−α1

<eW1(i, λ0) + o(rs−1), (1 − wr)
2 = ±

√
κs∆
4

rs−1 + o(rs−1).Îäèí èç ïåðèîäîâ áîëüøå 2π, äðóãîé � ìåíüøå. Åñëè
κsb(λ0)(α3−α1)<eW1(i, λ0) > 0,òî λr > λ0, åñëè
κsb(λ0)(α3−α1)<eW1(i, λ0) < 0,òî λr < λ0.Ñôîðìóëèðóåì åùå áëèçêèé ïî ôîðìóëèðîâêå áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò.Ïóñòü b(λ) = 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0. Ïóñòü F (x, λ) = a(λ)|x|s+b(λ)x |x|γ−1,ãäå γ > s.Tå îð åì à 9. Ïóñòü 2s > γ + 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (34). Òîãäà ñïðàâåäëèâûâñå çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû 8.Óñëîâèå 2s > γ + 1 î÷åíü ñóùåñòâåííî. Îíî íå âûïîëíåíî äëÿ íåëèíåéíîñòåé ax2 + bx3(s = 2, γ = 3) � èìåííî ïî ýòîé ïðè÷èíå â òåîðåìå 6 äðóãîé îòâåò.3.3. Áèôóðêàöèè íà áåñêîíå÷íîñòè. Ìû ñíîâà ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåëèíåé-íîñòåé ñ íàñûùåíèåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (32), ïðè÷åì ôóíê-öèÿ Φ(x, λ) èìååò ðàâíîìåðíî ïî λ ñóáëèíåéíóþ ïåðâîîáðàçíóþ � âûïîëíåíî óñëîâèå (27)à F (x, λ) èìååò âèä (29). Ñíîâà ïîâòîðèì çàìå÷àíèå èç ðàçäåëà 2.3.1: òàê êàê F (x, λ) ðàç-ðûâíà â íóëå è f(x, λ) íåïðåðûâíà, ôóíêöèÿ Φ(x, λ) äîëæíà áûòü òàêæå ðàçðûâíà â íóëå,÷òîáû ñêîìïåíñèðîâàòü ñêà÷îê ôóíêöèè F .Tå îð åì à 10. Ïóñòü α1 6= α3, f

+(λ0) 6= f−(λ0) è
(

<eW1(i, λ0) − =mW1(i, λ0)
α4 − α2

α3 − α1

)

(

f+(λ0) − f−(λ0)
)

> 0.Òîãäà λ0 � ýòî òî÷êà áèôóðêàöèè Õîïôà íà áåñêîíå÷íîñòè ñ ÷àñòîòîé 1 äëÿ óðàâíå-íèÿ (6), ñóùåñòâóþò äâå âåòâè öèêëîâ, ïåðèîäû öèêëîâ îäíîé èç íèõ ìåíüøå 2π, äðóãîé� áîëüøå. Åñëè =mW1(i, λ0) 6= 0, òî îáå âåòâè ñóùåñòâóþò äëÿ òåõ λ, äëÿ êîòîðûõñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
(λ− λ0)

(

f+(λ0) − f−(λ0)
)

(α3 − α1)=mW1(i, λ0) > 0.Ïðè êàæäîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì r âåðíû àñìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà
λ = λ0 + r−1

4
(

f+(λ0) − f−(λ0)
)

π(α3 − α1)
=mW1(i, λ0) + o(r−1),

2(1 − w)2 = r−1f
+(λ0) − f−(λ0)

π

(

<eW1(i, λ0) − =mW1(i, λ0)
α4 − α2

α3 − α1

)

+ o(r−1).



� 18 � Ï Ð È Ë Î Æ Å Í È Å1. Î ñ í î â í à ÿ ñ õ åì à ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â à ò å î ð åì. Îñíîâíàÿ èäåÿ áûëà ïðåäëîæå-íà è óæå èñïîëüçîâàëàñü â ðàáîòàõ À.Ì. Êðàñíîñåëüñêîãî, Í.À. Êóçíåöîâà, Äæ. ÌàêÈíåð-íè, À.Â. Ïîêðîâñêîãî, Ä.È. Ðà÷èíñêîãî, Ê. Øíàéäåðà (ñì., íàïðèìåð, [8, 17, 7]). Ïî ñóòèäåëà, îíà îñíîâàíà íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà, îáû÷íîãî äëÿ òåîðèèóïðàâëåíèÿ, ê çàäà÷àì î áèôóðêàöèÿõ Õîïôà.Ñìûñë èäåè, ãðóáî ãîâîðÿ, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. A priori âûäåëÿþòñÿ ãëàâíûå÷ëåíû â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèÿõ. Ýòè ãëàâíûå ÷ëåíû îáðàçóþòñÿ èìåííî èç òåõ ãàð-ìîíèê, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïðîõîäÿùèì ÷åðåç ìíèìóþ îñü êîðíÿì ìíîãî÷ëåíà L(·, λ).Äëÿ ðåçîíàíñà 1:1 ýòî òîëüêî ãàðìîíèêè sin(wt + φ), äëÿ ðåçîíàíñà 0:1 � ãàðìîíèêè
sin(wt+ φ) è íóëåâàÿ ãàðìîíèêà � êîíñòàíòà. Ãëàâíûå ÷ëåíû èìåþò íåêîòîðóþ àìïëèòó-äó r (ýòà àìïëèòóäà ìîæåò áûòü ïàðàìåòðîì èëè íåèçâåñòíîé). Êàê îêàçûâàåòñÿ, âîîáùåãîâîðÿ, îñòàëüíûå ãàðìîíèêè èìåþò àìïëèòóäó o(r) ïðè ìàëûõ r (åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿáèôóðêàöèÿ Õîïôà íà áåñêîíå÷íîñòè, òî ïðè áîëüøèõ r). Åñëè ïåðåïèñàòü îñíîâíîå äèô-ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â îïåðàòîðíîì âèäå, òî äîâîëüíî ÷àñòî (ïî êðàéíåé ìåðå â óñëî-âèÿõ âñåõ ïðåäëàãàåìûõ òåîðåì) óäàåòñÿ óâèäåòü òîïîëîãè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü èñõîä-íîãî áåñêîíå÷íîìåðíîãî óðàâíåíèÿ è êîíå÷íîìåðíîãî óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå îñíîâíûõãàðìîíèê, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè îòáðîñèòü â áåñêîíå÷íîìåðíîì óðàâíåíèè âñå ìàëûåñëàãàåìûå. Â èçó÷àåìûõ çàäà÷àõ ïîñëåäíåå ïðîñòðàíñòâî âñåãäà èìååò ðàçìåðíîñòü 3 äëÿòåîðåì î ðåçîíàíñå 0:1 è ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì äëÿ òåîðåì î ðåçîíàíñå 1:1, ñîîòâåòñòâó-þùåå óðàâíåíèå (êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîãî îòáðàñûâàíèåì âñåõ ìàëûõ ÷ëåíîâ)ðåøàåòñÿ ÿâíî. Ýòî íàáëþäåíèå ëåæèò â îñíîâå ïðåäëàãàåìîé êîíñòðóêöèè.2. Ç àì å í à â ð åì å í è. Ñäåëàåì âíà÷àëå çàìåíó âðåìåíè â èçó÷àåìîì óðàâíåíèè. Ðàñ-ñìîòðèì óðàâíåíèå(Ï.1) L

(

w
d
dt, λ

)

x = M
(

w
d
dt, λ

)

f(x, λ)ñ âñïîìîãàòåëüíûì ïàðàìåòðîì w; çíà÷åíèÿ w ëåæàò â îêðåñòíîñòè òî÷êè w0 = 1. Î÷åâèä-íî, êàæäîå 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ (Ï.1) îïðåäåëÿåò 2π/w-ïåðèîäè÷åñ-êîå ðåøåíèå x(wt) óðàâíåíèÿ (6). Ìû îòîæäåñòâëÿåì 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè è èõñóæåíèÿ íà ïðîìåæóòîê [0, 2π]. Ïîëîæèì Px = P1x+ PSx+ PCx è Qx = x− Px, ãäå(Ï.2) P1x(t) =
1

2π

2π
∫

0

x(s) ds, PSx(t) =
sin t

π

2π
∫

0

x(s) sin s ds, PCx(t) =
cos t

π

2π
∫

0

x(s) cos s ds,è ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (Ï.1) â âèäå ñèñòåìû5 èç äâóõ óðàâíåíèé
L
(

w
d
dt
, λ

)

Px(t) = M
(

w
d
dt
, λ

)

Pf
(

x(t), λ
)

,(Ï.3)
L
(

w
d
dt
, λ

)

Qx(t) = M
(

w
d
dt
, λ

)

Qf
(

x(t), λ
)

.(Ï.4)5Ïðîåêòîðû P è Q êîììóòèðóþò ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.



� 19 �Ìû áóäåì èñêàòü 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ â âèäå(Ï.5) x(t) = r(sin t+ ξ) + h(t), r > 0,ãäå h(t) = Qx(t). Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå íåòðèâèàëüíîå 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå âêëþ÷åíîâ êîíòèíóóì ñäâèãîâ x(t+φ), 0 ≤ φ < 2π îäíîãî ðåøåíèÿ, âñå òàêèå ñäâèãè îáðàçóþò îäèíè òîò æå öèêë. Òîëüêî îäíî ðåøåíèå èç ýòîãî öèêëà èìååò âèä (Ï.5) ñ r > 0.Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ìàëîãî ðåøåíèÿ (Ï.5) íîðìà êîìïîíåíòû h ÿâëÿåòñÿïî r áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, òî÷íåå(Ï.6) ‖h‖C 6 κ0r
s,ãäå ïîñòîÿííàÿ κ0 > 0 íå çàâèñèò îò λ è w.3. Âû÷è ñ ë å í è ÿ äëÿ ò å î ð åìû 1. Òàê êàê f(x, λ) = x2 + o(x2) è ‖h‖C = O(r2), òî(Ï.7) f

(

x(t), λ
)

= r2

(

1
2

+ ξ2 + 2ξ sin t
)

+ h1(t) + h2(t),ïðè÷åì h1(t) = Qf
(

x(t), λ
)

= O(r2) è h2∈PL2, h2 = o(r2) ïðè r → 0.Óðàâíåíèÿ è èõ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâàõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíê-öèé, îïðåäåëåííûõ íà ïðîìåæóòêå [0, 2π]. Íèæå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿ êîì-ïëåêñíîãî àíàëèçà, óðàâíåíèå â C � ýòî ïàðà âåùåñòâåííûõ óðàâíåíèé. Åñëè ìû ïèøåìâåêòîðíîå ïîëå ñ êîìïëåêñíûìè êîìïîíåíòàìè, ýòî âñåãî ëèøü îáîçíà÷åíèå äâóõ êîìïî-íåíò îáû÷íîãî ïîëÿ. Âñå ïðîèçâîäíûå � ýòî îáû÷íûå âåùåñòâåííûå ïðîèçâîäíûå.Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (Ï.3). Óìíîæèì åãî íà e−it è ïðîèíòåãðèðóåì îò íóëÿ äî 2π. Âñèëó òîæäåñòâà(Ï.8) 2π
∫

0

e−it dk

dtk
e(t) dt = (i)k

2π
∫

0

e−ite(t) dt(e(t) � ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
2π
∫

0

e−it L
(

w
d
dt, λ

)

sin t dt = πL(wi, λ),

2π
∫

0

e−it M
(

w
d
dt, λ

)

sin t dt = πM(wi, λ).Ïîýòîìó èç âûðàæåíèé (Ï.5) è (Ï.7) äëÿ x(t) è f(

x(t), λ
) âûòåêàåò ðàâåíñòâî(Ï.9) L(iw, λ) = 2rξM(iw, λ) + ψ1, ψ1 = o(r).Åñëè ìû óìíîæèì óðàâíåíèå (Ï.3) íà 1 è ïðîèíòåãðèðóåì, òî ïîëó÷èì(Ï.10) L(0, λ)ξ =

r
2M(0, λ)

( 1/2 + ξ2
)

+ ψ2, ψ2 = o(r).Ñèñòåìà (Ï.9), (Ï.10) ýêâèâàëåíòíà (Ï.3).Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî r � ýòî ïàðàìåòð, à λ è w �íåèçâåñòíûå. Îïóñòèì �ìàëûå� ñëàãàåìûå â (Ï.9) è (Ï.10). Âî-ïåðâûõ, îïóñòèì ñëàãàåìûå
ψi è ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ â âèäå(Ï.11) L(iw, λ) = 2rξM(iw, λ), L(0, λ)ξ = rM(0, λ)

( 1/2 + ξ2
)

.



� 20 �Âî-âòîðûõ, ëèíåàðèçóåì6 óðàâíåíèÿ (Ï.11) â òî÷êå λ = λ0, w = 1, ñ÷èòàÿ λ ≈ λ0, w ≈ 1:
i
(

2(1 − w) + β(λ− λ0) + iα(λ− λ0)
)

L1(i, λ0) = 2rξM(i, λ0),

δ(λ− λ0)L1(0, λ0)ξ =
r
2
M(0, λ0)

(

1 + ξ2
)

.
(Ï.12)Â ïðîöåññå ëèíåàðèçàöèè ìû èñïîëüçîâàëè íåïðåðûâíîñòü âñåãî è ôîðìóëû (13), îòáðî-øåííûå ñëàãàåìûå ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ |λ− λ0| + |w − w0|.Òåïåðü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíû 1 − w è λ− λ0 èìåþò ïîðÿäîê r ïðè r → 0:

1 − w = yr, λ− λ0 = zr.Òîãäà (Ï.12) áóäåò èìåòü âèä
i
(

2y + βz + iαz
)

= 2ξW1(i, λ0), δzξ = W1(0, λ0)
( 1/2 + ξ2

)

.(Ï.13)Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà òðåõ âåùåñòâåííûõ óðàâíåíèé (çàïèñàííàÿ êàê îäíî êîìïëåêñíîå è îä-íî âåùåñòâåííîå) ñ íåèçâåñòíûìè ξ, y, z èìååò ðåøåíèå (16), åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (17).Ýòî óñëîâèå � èìåííî óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (Ï.13).Àíàëèç ñèñòåìû (Ï.13) ñîâñåì ïðîñò. Î÷åâèäíî, ξ 6= 0, ïîýòîìó
z = W1(0, λ0)

1/2 + ξ2

δξ
,ñëåäîâàòåëüíî,(Ï.14) −αW1(0, λ0)

1/2 + ξ2

δξ
= <e[2ξW1(i, λ0)

]

⇔ 1/2 + ξ2 = −2c1c2ξ
2.è 2y+βz = =m[

2ξW1(i, λ0)
]

. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ y ïî èçâåñòíûì
ξ è z, îñíîâíûì îêàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå (Ï.14).Ôàêòè÷åñêè òåîðåìà 1 äîêàçàíà. Ôîðìàëüíûå òîïîëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, äîâîäÿùèåèçëîæåííóþ ñõåìó äî äîêàçàòåëüñòâà, ñîâïàäàþò ñ áîëåå îáùèìè, ïðèìåíÿåìûìè íèæåäëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.4. Ä îê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 3. Âåðíåìñÿ ê ñòðîãîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûë ïðåäëîæåí íåôîðìàëüíûé ïîäñ÷åò îòâåòà â óñëîâèÿõ òåî-ðåìû 1. Íèæå äàíî ôîðìàëüíîå îáîñíîâàíèå ïðîâåäåííûõ âûêëàäîê äëÿ áîëåå îáùåãîñëó÷àÿ òåîðåìû 3.Âíà÷àëå ïåðåéäåì îò äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (Ï.3), (Ï.4) ê îïåðàòîðíûì, êî-òîðûå äàëåå áóäóò èññëåäîâàíû òîïîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè.Óðàâíåíèå (Ï.4) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ(Ï.15) h(t) = H(w, λ)Qf

(

x(t), λ
)

,6Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äëÿ ëèíåàðèçàöèè íå èñïîëüçóåòñÿ íèêàêàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ãëàäêîñòü ïî λêîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ L1 è M .



� 21 �ãäå h = Qx. Çäåñü H = H(w, λ) îáîçíà÷àåò ëèíåéíûé îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîé
2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ν ðåøåíèå χ = H(w, λ)ν òàêæå ïåðèîäà 2π óðàâíåíèÿ

L
(

w
d
dt, λ

)

χ = M
(

w
d
dt, λ

)

νóäîâëåòâîðÿþùåå Pχ = 0. Ýòîò îïåðàòîð îïðåäåëåí íà ïîäïðîñòðàíñòâå E = QL2 ⊂ L2,îí âïîëíå íåïðåðûâåí è íîðìàëåí, åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ � ýòî âåëè÷èíû µk(w, λ) =
W (wki, λ), k = ±2,±3, . . .. Íîðìû îïåðàòîðîâ H(w, λ) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû:

sup
w,λ

‖H(w, λ)‖E→E = sup
w,λ

|µk(w, λ)| 6 κ1.Çäåñü ìû áåðåì supremum îòíîñèòåëüíî âñåõ w, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê w0 = 1 è λ, äîñòà-òî÷íî áëèçêèõ ê λ0. �Äîñòàòî÷íî áëèçêèõ� îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ýòèõ w è λ ìíîãî÷ëåí L(p, λ)íå èìååò êîðíåé âèäà ±wki ñ öåëûìè k 6= 0, 1. Ýòî âîçìîæíî, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ îòîì, ÷òî ìíîãî÷ëåí L(p, λ) èìååò âèä (10) è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò λ.Áîëåå òîãî, îïåðàòîð H(w, λ) ïðè ôèêñèðîâàííûõ w, λ äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà E âïðîñòðàíñòâî EC = {χ∈ E ∩ C, χ(0) = χ(2π)} ⊂ C è
sup
w,λ

‖H(w, λ)‖E→C 6 κ2.Åñëè w è λ ëåæàò â äîñòàòî÷íî ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ U1, U2 òî÷åê w0 = 1 è λ0, òî îïåðàòîð
H(w, λ)ν âïîëíå íåïðåðûâåí ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ν, w, λ, êàê îïåðàòîð, äåéñòâó-þùèé èç U1 × U2 × E â EC .Âñå âûøåñêàçàííîå ïðèìåíèìî ê ëèíåéíûì îïåðàòîðàìH(w, λ)Q. Ýòè îïåðàòîðû îïðå-äåëåíû íà âñåì L2 è îáëàäàþò òàì âñåìè õîðîøèìè ñâîéñòâàìè: ïîëíàÿ íåïðåðûâíîñòü,íîðìàëüíîñòü, ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà íîðì.Óðàâíåíèå (Ï.15) ïðè âñåõ w ≈ 1, λ ≈ λ0 è r ≈ 0 ýêâèâàëåíòíî îïåðàòîðíîìó óðàâíå-íèþ(Ï.16) h = H(w, λ)Qf

(

x(t), λ
)

.Åñëè r äîñòàòî÷íî ìàëî, òî ïðè w ≈ 1, λ ≈ λ0 êàæäàÿ ôóíêöèÿ h(t), óäîâëåòâîðÿþ-ùàÿ (Ï.16), ÿâëÿåòñÿ O(rs), òî åñòü ñïðàâåäëèâà ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà(Ï.17) ‖h‖C ≤ κ3 r
s.Ýòî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ðàâåíñòâà (Ï.16) è âûðàæåíèÿ (Ï.5) äëÿ x(t).5. Óð à â í å í è å â ò ð å õì å ð í îì ïð î ñ ò ð à í ñ ò â å. Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïåðåïèñûâà-íèþ â óäîáíîì âèäå óðàâíåíèÿ (Ï.3) � â âèäå óðàâíåíèÿ, ïîõîæåãî íà (Ï.13). Óðàâíå-íèå (Ï.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ñèñòåìû

2π
∫

0

L
(

w
d
dt
, λ

)

rξ dt =

2π
∫

0

M
(

w
d
dt
, λ

)

f
(

x(t), λ
)

dt,

2π
∫

0

e−itL
(

w
d
dt
, λ

)

r sin t dt =

2π
∫

0

e−itM
(

w
d
dt
, λ

)

f
(

x(t), λ
)

dt.

(Ï.18)



� 22 �Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì (Ï.8) è ïåðåïèøåì ðàâåíñòâà (Ï.18) â âèäå
2π
∫

0

L(0, λ)rξ dt =

2π
∫

0

M(0, λ)f
(

x(t), λ
)

dt,

2π
∫

0

e−itL(wi, λ)r sin t dt =

2π
∫

0

e−itM(wi, λ)f
(

x(t), λ
)

dt.òî åñòü â âèäå(Ï.19) 2πL(0, λ)rξ=M(0, λ)

2π
∫

0

f
(

x(t), λ
)

dt, −iπL(wi, λ)r=M(wi, λ)

2π
∫

0

e−itf
(

x(t), λ
)

dt.Ïóñòü âåðíî ïðåäñòàâëåíèå (19). Òîãäà ðàâåíñòâà (Ï.19) ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â âèäå
2πL(0, λ)rξ = M(0, λ)

[

2π
∫

0

F
(

x(t), λ
)

dt+ Θ1(r, ξ, w, λ, h)
]

,

−iπL(wi, λ)r = M(wi, λ)
[

2π
∫

0

e−itF
(

x(t), λ
)

dt+ Θ2(r, ξ, w, λ, h)
]

,

(Ï.20)ãäå
Θ1(r, ξ, w, λ, h) =

2π
∫

0

Φ
(

x(t), λ
)

dt, Θ2(r, ξ, w, λ, h) =

2π
∫

0

e−itΦ
(

x(t), λ
)

dt; Θ1,Θ2 = o(rs).Çäåñü è íèæå ÷åðåç Θj áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ðàçëè÷íûå ÿâíî âûïèñàííûå áåñêîíå÷íî ìà-ëûå îòíîñèòåëüíî ìàëîãî r âåëè÷èíû. Â ðàññóæäåíèÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ‖h‖C ≤ κ3 r
s.Ðàâåíñòâà (Ï.20) ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â âèäå

2πL(0, λ)ξ = rs−1M(0, λ)
[

2π
∫

0

F
(

sin t+ξ, λ
)

dt+ Θ3(r, ξ, w, λ, h)
]

,

−iπL(wi, λ) = rs−1M(wi, λ)
[

2π
∫

0

e−itF
(

sin t+ξ, λ
)

dt+ Θ4(r, ξ, w, λ, h)
]

,

(Ï.21)ãäå
Θ3(r, ξ, w, λ, h) = r−sΘ1(r, ξ, w, λ, h) +

2π
∫

0

[

F
(

sin t+ξ+r−1h(t), λ
)

− F
(

sin t+ξ, λ
)

]

dt,

Θ4(r, ξ, w, λ, h) = r−sΘ2(r, ξ, w, λ, h) +

2π
∫

0

e−it
[

F
(

sin t+ξ+r−1h(t), λ
)

− F
(

sin t+ξ, λ
)

]

dt.



� 23 �Âåëè÷èíû Θ3 è Θ4 áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè ìàëûõ r â ñèëó ëèïøèöåâîñòè ôóíêöèè F (·, λ)è â ñèëó îöåíêè (Ï.17).Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (10) è ïðåîáðàçóåì ëåâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (Ï.21):
2πd(λ)

(

1+b(λ)
)

ξ = rs−1W1(0, λ)
[

2π
∫

0

F
(

sin t+ξ, λ
)

dt+ Θ3

]

,

−iπ
(

wi+d(λ)
)(

1−w2+b(λ)+iwa(λ)
)

= rs−1W1(wi, λ)
[

2π
∫

0

e−itF
(

sin t+ξ, λ
)

dt+ Θ4

]

.

(Ï.22)Áóäåì èñêàòü ïðè êàæäîì r íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû w è λ â âèäå
1 − w = yrs−1, λ = λ0 + zrs−1.Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â (Ï.22); ïîñëå ñîêðàùåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà íà rs−1ïîëó÷èì ñèñòåìó ñ íåèçâåñòíûìè z, y è ξ:

2πzδ
(

1+o(r)
)(

1+b(λ)
)

ξ = W1(0, λ)
[

2π
∫

0

F
(

sin t+ξ, λ
)

dt+ Θ3

]

,

π
(

w−id(λ)
)(

(1+w)y+βz+o(r)+iαz
)

= W1(wi, λ)
[

2π
∫

0

e−itF
(

sin t+ξ, λ
)

dt+ Θ4

]

.

(Ï.23)Â ýòîé ñèñòåìû (â îòëè÷èè îò ïðåäûäóùèõ!) è ïðàâûå, è ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ïðè r → 0íå ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè. Ïåðåïèøåì ýòó ñèñòåìó â âèäå7
zδξ = W1(0, λ0)Ψ1(ξ) + Θ5(r),

2y + βz + iαz = −iW1(wi, λ0)ΨS(ξ) + Θ6(r).
(Ï.24)Êîíå÷íî, âåëè÷èíû Θ5 è Θ6 íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò âñåõ íåèçâåñòíûõ ξ, y, z, h(t). Îäíàêî,ïðè ìàëûõ r ýòè âåëè÷èíû ñêîëü óãîäíî ìàëû (åñëè âåëè÷èíû ξ, y, z êîíå÷íû è ôóíêöèÿ
h(t) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (Ï.17)).6. Ç à â å ðøåíè å ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â à ò å î ð åìû 3. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîëíóþ ñè-ñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç ñèñòåìû (Ï.24) è óðàâíåíèÿ (Ï.16).Åñëè îòáðîñèòü â ýòîé ñèñòåìå ìàëûå ÷ëåíû, òî îñòàíåòñÿ ñèñòåìà (óæå áåç r!)

zδξ = W1(0, λ0)Ψ1(ξ),
(

2y + βz + iαz
)

= −iW1(wi, λ0)ΨS(ξ),

h(t) = 0.

(Ï.25)ýòó ñèñòåìó ïåðåïèøåì â âåùåñòâåííîì âèäå
zδξ = W1(0, λ0)Ψ1(ξ),

αz = −<e[W1(wi, λ0)
]

ΨS(ξ),

2y + βz = =m[

W1(wi, λ0)
]

ΨS(ξ),

h(t) = 0.

(Ï.26)7Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ðàâåíñòâîì ∫

cos tF (sin t + ξ) dt = 0.



� 24 �Òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (Ï.26) � ýòî óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîãî y. Åñëèâûðàçèòü z ÷åðåç ξ ñ ïîìîùüþ âòîðîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâèòü ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèåâ ïåðâîå óðàâíåíèå, òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå (21). Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 ñèñòåìà (Ï.26)èìååò ðåøåíèå(Ï.27) ξ = ξ0, y =
1

2

(

=mW1(i, λ0) + βc−1
)

ΨS(ξ0), z = −c1ΨS(ξ0), h(t) = 0íåíóëåâîãî òîïîëîãè÷åñêîãî èíäåêñà. Ñëåäîâàòåëüíî (ýòî ñëåäóåò8 èç ðåãóëÿðíîñòè ξ0),ïðè ìàëûõ r ó ïîëíîé ñèñòåìû òîæå íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå ξr, yr, zr, hr(t),ïðè÷åì ýòè ðåøåíèÿ îáðàçóþò ïî r íåïðåðûâíûå âåòâè â ñìûñëå Ì.À.Êðàñíîñåëüñêîãî(ñì. [9]).Ïðåäñòàâëåíèå (22) ñëåäóåò èç (Ï.27).Òåîðåìà 3 äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.7. Ä îê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 î óðàâíåíèÿõ ñ çà-ïàçäûâàíèåì ïðàêòè÷åñêè íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäñòàâëåííîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-ìû 3. Òàê êàê ôóíêöèÿ ΨC(·, λ) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü (â îòëè÷èè îò åå àíàëîãà â òåîðåìå 3,ñì. ñíîñêó íà ñòð. 23), òî ôèíàëüíîå óðàâíåíèå âìåñòî (21) ïðèíèìàåò âèä (26): â õîäåàíàëîãè÷íîãî äîêàçàòåëüñòâà âìåñòî (Ï.23) âûïèñûâàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ ñèñòåìà
2πzδ

(

1 + o(r)
)(

1 + b(λ)
)

ξ =

= W1(0, λ)
[

2π
∫

0

F
(

sin t+ ξ, sin(t− h) + ξ, λ
)

dt+ Θ3

]

,

π
(

w − id(λ)
)(

(1 + w)y + βz + o(r) + iαz
)

=

= W1(wi, λ)
[

2π
∫

0

e−itF
(

sin t+ ξ, sin(t− h) + ξ, λ
)

dt+ Θ4

]

,êîòîðàÿ ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå
zδξ = W1(0, λ0)Ψ1(ξ) + Θ5(r),

2y + βz + iαz = W1(wi, λ0)
(

ΨC(ξ) − iΨS(ξ)
)

+ Θ6(r).
(Ï.28)Íà èññëåäîâàíèè ñèñòåìû (Ï.28) è äåòàëÿõ äîêàçàòåëüñòâà îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.8. Ò å î ð åì à 5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5 î áèôóðêàöèÿõ íà áåñêîíå÷íîñòè òàêæåàíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.Ðåøåíèå èùåòñÿ â òîì æå âèäå (Ï.5), òîëüêî ïàðàìåòð r âìåñòî ìàëîãî âûáèðàåòñÿáîëüøèì. Óðàâíåíèå äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé êîìïîíåíòû ñîõðàíÿåò ñâîé âèä, äëÿ âñåõðåøåíèé h(t) ýòîãî óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâà ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà |h(t)| 6 const.Ïðè âûïèñûâàíèè óðàâíåíèé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñîõðàíÿþòñÿ ïî÷òè âñå âû-êëàäêè, ïðè÷åì âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (28), òî åñòü F (x, λ) çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè (29).8Çäåñü îïóùåíû äëèííûå è òðóäíûå, íî ñîâåðøåííî ñòàíäàðòíûå ðàññóæäåíèÿ òåîðèè âðàùå-íèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé. Ýòè ðàññóæäåíèÿ ìîæíî íàéòè â îáùåì âèäå â [9] èëè äëÿ î÷åíü áëèçêîãîêîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ â [17].



� 25 �Ëåììà 1. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:(Ï.29) Ψ1(ξ) =















f+(λ0), ïðè ξ > 1,

f+(λ0)+f
−(λ0)

2 +
f+(λ0)−f−(λ0)

π arcsin ξ, ïðè |ξ| 6 1,

f−(λ0), ïðè ξ < −1;(Ï.30) ΨS(ξ) =

{

0, ïðè |ξ| > 1,

2
(

f+(λ0)−f−(λ0)
)
√

1 − ξ2, ïðè |ξ| < 1.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèå (21) èìååò ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ òîëüêî ïðè |ξ| < 1 è,ïîýòîìó, îíî ïðèíèìàåò âèä (30). Ïîäñ÷åò âîçìîæåí íà êîìïüþòåðå, ïðîãðàììà MapleVëåãêî ñïðàâëÿåòñÿ ñ âû÷èñëåíèÿìè.Ñóùåñòâåííàÿ òðóäíîñòü ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìàëîñòè îòáðàñûâàåìûõ ñëàãàåìûõ ñî-ñòîèò â îöåíêå âûðàæåíèé
2π
∫

0

Φ
(

r sin t+h(t), λ
)

dt è 2π
∫

0

e−itΦ
(

r sin t+h(t), λ
)

dt.Ïî õîäó äîêàçàòåëüñòâà íàäî äîêàçàòü, ÷òî ïðè r → ∞ ýòè âûðàæåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.Òðåáóåìûé ôàêò ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.Ëåììà 2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5 ïðè ëþáîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè e(t) ïðè êàæäîì
R > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî(Ï.31) lim

r→∞
sup

λ∈Λ, ‖h‖C6R

∣

∣

∣

∣

2π
∫

0

e(t)Φ
(

r sin t+h(t), λ
)

dt

∣

∣

∣

∣

→ 0.Ýòî óòâåðæäåíèå ïîõîæå íà ëåììó Ðèìàíà èç òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå, åãî äîêàçàòåëüñòâî ñì.â [11] èëè â [16].9. Ð å ç î í à í ñ 1:1. Â â å ä å í è å. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì î ðåçîíàíñå 1:1 áóäåì ïî-ñòóïàòü àíàëîãè÷íî. Ââåäåì íîâûé ïàðàìåòð w, çàôèêñèðîâàâ ïðè ýòîì ïåðèîä öèêëîâ,ïåðåéäåì ê óðàâíåíèþ (Ï.1). Âûáåðåì ÿâíûé âèä íåèçâåñòíîãî ðåøåíèÿ, çàôèêñèðîâàâïðè ýòîì ôàçó, òåì ñàìûì èçáàâèâøèñü îò àïðèîðíîé íåîäíîçíà÷íîñòè ñîîòâåòñòâèÿ öèê-ëà, êàê ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ �ýëåìåíòó ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Íåèçâåñòíîå 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå áóäåìèñêàòü â âèäå(Ï.32) x(t) = r sin t+ h(t).Ïîäñòàâèì x(t) â ðàâåíñòâî (Ï.1), ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì r è íåèç-âåñòíûìè w, λ è h(t). Äàëåå, ðàññìîòðèì îòäåëüíî ïðîåêöèè ýòîãî óðàâíåíèÿ íà äâóìåðíîåïîäïðîñòðàíñòâî Π, íàòÿíóòîå íà ôóíêöèè sin t è cos t, è íà áåñêîíå÷íîìåðíîå ïîäïðî-ñòðàíñòâî êîðàçìåðíîñòè 2.



� 26 �Ñíîâà, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3, ãëàâíûìè óðàâíåíèÿìè, îïðåäåëÿþùèìèîòâåò, ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Óðàâíåíèå â áåñêîíå÷íîìåð-íîì ïðîñòðàíñòâå èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè h = O(rs) íà ðåøåíè-ÿõ. Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà � âûäåëèòü â êîíå÷íîìåðíûõ óðàâíåíèÿõ ñòàðøèå ïî r ñëàãàåìûå(ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî h = O(rs)). ïðè ýòîì âîçíèêàþò íåñêîëüêî òðóäíîñòåé.Âî-ïåðâûõ, èíîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîðÿäîê ñòàðøèõ ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèÿõ íå ñîâ-ïàäàåò (êàê ýòî áûëî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3) ñ ïîðÿäêîì ñòàðøèõ ÷ëåíîâ íåëèíåé-íîñòè. Íàïðèìåð, òàê áûâàåò, åñëè ñòàðøèå ÷ëåíû íåëèíåéíîñòåé êâàäðàòè÷íûå: êâàäðà-òè÷íûå ÷ëåíû â óðàâíåíèÿõ çàíóëÿþòñÿ, ñòàðøèå ÷ëåíû â óðàâíåíèÿõ êóáè÷åñêèå è îíèîïðåäåëÿþòñÿ è êâàäðàòè÷íûìè, è êóáè÷åñêèìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ íåëèíåéíîñòè. Ïðèýòîì, åñòåñòâåííî, âñå ïîñòðîåíèÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ãðîìîçäêè.Âî-âòîðûõ, ïðè îòáðàñûâàíèè �ìàëûõ ñëàãàåìûõ� â óðàâíåíèÿõ â êîíå÷íîìåðíîì ïðî-ñòðàíñòâå âîçíèêàþò íåêîíòðîëèðóåìûå áåñêîíå÷íî ìàëûå íåëèíåéíîñòè. Îíè ìîãóò ìà-æîðèðîâàòü ãëàâíûå îäíîðîäíûå ñëàãàåìûå. Ïðè÷åì ýòî íå íåäîñòàòîê ìåòîäà � ïðîñòîîòâåòû äðóãèå, äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ îòâåòà íåîáõîäèìû ñóùåñòâåííûå äîïîëíèòåëüíûåïîñòðîåíèÿ.Ïðèâåäåì ïðîñòîå ñîîáðàæåíèå, ïî÷åìó ÷åòíûå ñëàãàåìûå íåëèíåéíîñòè îòëè÷àþòñÿîò íå÷åòíûõ. Äåëî â òîì, ÷òî âûðàæåíèå
2π
∫

0

e−itF (r sin t) dtîáðàùàåòñÿ â íóëü äëÿ ÷åòíûõ F (·). À äëÿ íå÷åòíûõ F (·) îíî ÷èñòî ìíèìîå è íèêîãäà(åñëè F íå ðàâíà íóëþ òîæäåñòâåííî) â íóëü íå îáðàùàåòñÿ. À èìåííî ýòî âûðàæåíèå èåãî àñèìïòîòèêà ïî r îïðåäåëÿåò îòâåòû â çàäà÷å î ðåçîíàíñå 1:1.10. Ä îê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 6. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå âñåõ òåîðåì î ðåçîíàíñå 1:1èñïîëüçóþòñÿ ïðîåêòîðû Px = PSx+ PCx è Qx = x− Px, ãäå PS è PC îïðåäåëåíû ðàâåí-ñòâàìè (Ï.2). Âíîâü ðàññìîòðèì ñèñòåìó (Ï.3). Òåïåðü ìû áóäåì èñêàòü 2π-ïåðèîäè÷åñêèåðåøåíèÿ â âèäå(Ï.33) x(t) = r sin t+ r2

(

φ0 + φ1 sin 2t+ φ2 cos 2t
)

+ h(t), r > 0,ãäå h = o(r2) (â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6) èëè â âèäå (Ï.32), ãäå h(t) = Qx(t) = O(rs), âóñëîâèÿõ òåîðåìû 8 � 10 (s = 0 â óñëîâèÿõ òåîðåìû 10).Â äîêàçàòåëüñòâàõ ïîäðîáíî îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà âûäåëåíèè ãëàâíûõ ñëàãàåìûõ â êî-íå÷íîìåðíûõ óðàâíåíèÿõ. Êîððåêòíîñòü ïðîöåäóðû îòáðàñûâàíèÿ ìàëûõ íåëèíåéíîñòåéâ óñëîâèÿõ êîíêðåòíûõ òåîðåì è áåñêîíå÷íîìåðíîå óðàâíåíèå ïî÷òè íå îáñóæäàþòñÿ.Â óñëîâèÿõ òåîðåìû (6) ìû ñðàçó ïîëàãàåì9 ñïðàâåäëèâûì ïðåäñòàâëåíèå (Ï.33), h ∼= 0,
f(x, λ) ∼= F (x, λ0) = σ2(λ0)x

2 + σ3(λ0)x
3 è M(wi, λ) ∼= M(i, λ0)

L(wi, λ) ∼=
(

4(1 − w)2 +
[

α4 − α2 + (α3 − α1)i
]

(λ− λ0)
)

L1(i, λ0).Íàì åùå ïîíàäîáÿòñÿ çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ L è M â òî÷êàõ 0 è 2wi, îíè îïðåäåëÿþòñÿ ñòî÷íîñòüþ ìàëûõ ñëàãàåìûõ àíàëîãè÷íî:
M(2wi, λ) ∼= M(2i, λ0), M(0, λ) ∼= M(0, λ0), L(2wi, λ) ∼= 9L1(2i, λ0), L(0, λ) ∼= L1(0, λ0).9Çíàêîì �∼=� ìû îáîçíà÷àåì ðàâåíñòâî �ñ òî÷íîñòüþ äî ìëàäøèõ ÷ëåíîâ�.



� 27 �Â óñëîâèÿõ ýòîé òåîðåìû (êàê ýòî âèäíî èç ïðåäñòàâëåíèÿ (Ï.33)) ÿâíî âûïèñûâàþòñÿíå òîëüêî ñòàðøèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ íåèçâåñòíîãî öèêëà, ëèíåéíûå ïî r, íî è ñëåäóþùèåêâàäðàòè÷íûå ñëàãàåìûå. Âñå äåëî â òîì, ÷òî ïðîåêöèÿ êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ íà îñíîâ-íûå ãàðìîíèêè ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ñ÷èòàòü ñëåäóþùèå, êóáè÷åñêèå ÷ëåíû.À îíè îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñóììà äâóõ êîìïîíåíò: ïåðâàÿ ïîðîæäàåòñÿ êóáàìè ëèíåéíûõñëàãàåìûõ r sin t, à âòîðàÿ � èç êâàäðàòè÷íûõ ñëàãàåìûõ íåëèíåéíîñòè, êàê ðåçóëüòàòïðîèçâåäåíèé ëèíåéíûõ ñëàãàåìûõ è êâàäðàòè÷íûõ ïî r ÷ëåíîâ.Òåïåðü ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà â ïÿòèìåðíîì (âåùåñòâåííîì) ïðî-ñòðàíñòâå ñòàðøèõ ãàðìîíèê: ôóíêöèé-êîíñòàíò, sin(t + φ), sin(2t + φ). Ýòè óðàâíåíèÿ ñïàðàìåòðîì r è íåèçâåñòíûìè φ0, φ1, φ2, λ, w èìåþò âèä
2πφ0 = σ2(λ0)W1(0, λ0)

2π
∫

0

sin2 t dt, 9π(φ2−iφ1) = σ2(λ0)W1(2i, λ0)

2π
∫

0

e−2ti sin2 t dt,

−iπ
(

4(1−w)2+
[

α4−α2+(α3−α1)i
]

(λ−λ0)
)

=

= r2W1(i, λ0)

2π
∫

0

e−ti
(

σ2(λ)
(

2 sin t(φ0+φ1 sin 2t+φ2 cos 2t)
)

+σ3(λ)(sin t)3

)

dt.Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñëóæàò äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ φ0, φ1, φ2:
φ0 =

σ2(λ0)
2

W1(0, λ0), φ1 =
σ2(λ0)

18
=mW1(2i, λ0), φ2 = −σ2(λ0)

18
<eW1(2i, λ0).Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ λ − λ0 è (1 − w)2, ëèíåéíîçàâèñÿùèõ îò r2. Åäèíñòâåííîå, ÷òî íàäî ïðîâåðèòü, ýòî ïîëîæèòåëüíîñòü íàéäåííîãîâûðàæåíèÿ äëÿ (1 − w)2. Èìåííî çà ýòó ïîëîæèòåëüíîñòü è îòâå÷àåò óñëîâèå (33).11. Ò å î ð åìû 8 è 9. Òåîðåìà 8 � ïðîñòåéøàÿ òåîðåìà î ðåçîíàíñå 1:1. Êîíå÷íîìåð-íîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ îñíîâíîå óðàâíåíèå, èìååò ðàçìåðíîñòü 2,óðàâíåíèå èìååò âèä

4(1−w)2 +
[

α4 −α2 +(α3−α1)i
]

(λ−λ0) = κsb(λ0)r
s−1W1(i, λ0)

(

κs
def
=

1
π

2π
∫

0

| sin t|s+1 dt
)

.Îíî ðàçðåøàåòñÿ â ÿâíîì âèäå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ y = r1−s(λ−λ0) è z = r1−s(1−w)2:
4z +

[

α4 − α2 + (α3−α1)i
]

y = κsb(λ0)W1(i, λ0),ýêâèâàëåíòíî
(α3−α1)y = κsb(λ0)<eW1(i, λ0), 4z + (α4 − α2)y = κsb(λ0)=mW1(i, λ0).Óñëîâèå (34) � ýòî âûïèñàííîå â ÿâíîì âèäå òðåáîâàíèå z > 0.Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû íå âîçíèêàåò íèêàêèõ ïðîáëåì ïðè îöåíêå îòáðàñû-âàåìûõ ìàëûõ ñëàãàåìûõ.



� 28 �Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9 àíàëèç êîíå÷íîìåðíîãî óðàâíåíèÿ ñîâåðøåííî òàêîéæå. Ðàçëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ èìåííî ïðè îöåíêå îòáðàñûâàåìûõ ìàëûõ ñëàãàåìûõ. Åñëèâûïîëíåíî óñëîâèå 2s > γ + 1, òî âñå êîððåêòíî, à åñëè òàêîå óñëîâèå íå âûïîëíåíî, òîêîíå÷íîìåðíîå óðàâíåíèå èìååò äðóãîé âèä (ñì. òåîðåìó 6). Íà äåòàëÿõ îöåíîê ìàëûõñëàãàåìûõ ìû íå îñòàíàâëèâàåìñÿ, îíè äîâîëüíî ïðîñòû.12. Ò å î ð åì à 10. Â óñëîâèÿõ ýòîé òåîðåìû âñå ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî. Óñëîâèå (31) ãà-ðàíòèðóåò íåâûðîæäåííîñòü íå÷åòíîãî îäíîðîäíîãî ñëàãàåìîãî 1/2(f+(λ0)−f−(λ0)
)

sign x(÷åòíîå îäíîðîäíîå ñëàãàåìîå ïîðÿäêà 0 � ýòî êîíñòàíòà).Îñíîâíîå óðàâíåíèå ðàâåíñòâà ãëàâíûõ ãàðìîíèê äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü â äâóìåðíîìïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé âèäà sin(t+ φ). Îíî èìååò âèä
4(1 − w)2 +

[

α4 − α2 + (α3 − α1)i
]

(λ− λ0) =
1

2πr

(

f+(λ0) − f−(λ0)
)

W1(i, λ0)

2π
∫

0

| sin t| dt,òî åñòü
4(1 − w)2 +

[

α4 − α2 + (α3 − α1)i
]

(λ− λ0) =
2

πr

(

f+(λ0) − f−(λ0)
)

W1(i, λ0).Ïîëîæèì (1−w)2 = zr−1, λ−λ0 = yr−1. Òåïåðü óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïîëîæèòåëüíîãî
y è ïðîèçâîëüíîãî âåùåñòâåííîãî z ïðèíèìàåò âèä

4z +
[

α4 − α2 + (α3 − α1)i
]

y =
2

π

(

f+(λ0) − f−(λ0)
)

W1(i, λ0).Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 10 ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
y =

2
(

f+(λ0) − f−(λ0)
)

π(α3 − α1)
=mW1(i, λ0),

z =
f+(λ0) − f−(λ0)

π

(

<eW1(i, λ0) −=mW1(i, λ0)
α4 − α2

α3 − α1

)

.Ïðè äîêàçàòåëüñòâå êîððåêòíîñòè îòáðàñûâàíèÿ ìàëûõ ÷ëåíîâ â òåîðåìå 10 ñóùåñòâåí-íî èñïîëüçóåòñÿ ëåììà 2.
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