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Ïðåäëàãàþòñÿ ïðîñòûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãëîáàëüíûõ êîíòèíóóìîâ
öèêëîâ ó àâòîíîìíûõ ãàìèëüòîíîâûõ îäíîêîíòóðíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Óñëî-
âèÿ èñïîëüçóþò îáû÷íûå ëèíåéíûå äâóñòîðîííèå ñåêòîðíûå îöåíêè íåëèíåé-
íîñòåé. Ïðåäåëüíûå ãðàíèöû ñåêòîðíûõ îöåíîê îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè ëè-
íåéíîãî çâåíà. Ïðåäëîæåííûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò ïî âûáðàííîìó ñåêòîðó óñòà-
íîâèòü äâóñòîðîííèå îöåíêè ïåðèîäà öèêëà.

1. Ââåäåíèå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
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äèíàìèêè îäíîêîíòóðíîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ëèíåéíîãî èíòåãðèðóþùåãî çâåíà ñ äðîá-
íî ðàöèîíàëüíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé W (p) = M(p)/L(p) è íåëèíåéíîé ôóíêöèîíàëü-
íîé îáðàòíîé ñâÿçè f(x). Áëîê-ñõåìà òàêîé ñèñòåìû èçîáðàæåíà íà Ðèñ. 1.
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Ðèñ. 1. Îäíîêîíòóðíàÿ ñèñòåìà

Çäåñü

(2) L(p) = p` + a1p
`−1 + . . . + a`, M(p) = b0p

m + b1p
m−1 + . . . + bm
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� âçàèìíî ïðîñòûå âåùåñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû, ` = deg L(p) > m = deg M(p). Ôóíêöèÿ
f(x) : R → R ñ÷èòàåòñÿ íåïðåðûâíîé. Âñþäó â ñòàòüå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(0) = 0, ò.å.
íóëü � ýòî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû.

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïîíèìàþòñÿ â îáû÷íîì â òåîðèè óïðàâëåíèè ñìûñëå êàê ðåøå-
íèÿ ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìû z′ = Az + B f(x), x = Cz, z ∈ R` â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé.

Ïóñòü íåëèíåéíîñòü f(x) óäîâëåòâîðÿåò ñåêòîðíîé îöåíêå

(3) |f(x)| 6 q|x|, q < ∞.

Åñëè ìíîãî÷ëåí L(p) íå èìååò ìíèìûõ êîðíåé, à ñåêòîð äîñòàòî÷íî óçêèé:

q < inf
w∈R

∣∣∣∣ L(wi)

M(wi)

∣∣∣∣ ,

òî ó ñèñòåìû (1) íåò ïåðèîäè÷åñêèõ íåòðèâèàëüíûõ ðåæèìîâ.
Âñþäó â ñòàòüå ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè äâå îñíîâíûå ãèïîòåçû:
1. Îáà ìíîãî÷ëåíà (2) ñîäåðæàò íåèçâåñòíóþ òîëüêî â ÷åòíûõ ñòåïåíÿõ;
2. Ó ìíîãî÷ëåíà L(p) åñòü ÷èñòî ìíèìûå êîðíè.
Ïåðâàÿ ãèïîòåçà îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå (1) â åñòåñòâåííîì ñìûñëå ãàìèëüòîíîâî.

Ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùàÿ ñèñòåìó â `-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ñîñòîÿíèé ê ãàìèëüòîíîâîìó âèäó. Ðåàëüíî èñïîëüçóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñòàíäàðòíîãî ïåð-
âîãî èíòåãðàëà.

Âòîðàÿ ãèïîòåçà îïðåäåëÿåò ãåîìåòðèþ öèêëîâ ñèñòåìû (1) ïðè f(x) ≡ 0: â ïðîñòðàí-
ñòâå ñîñòîÿíèé åñòü ïëîñêîñòü, ñîñòàâëåííàÿ èç îêðóæíîñòåé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ öèêëàìè
ñèñòåìû. Ïðè íåíóëåâîé ôóíêöèè f(x) (âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà) ñ ýòîé ïëîñêîñòüþ ìîãóò
ïðîèñõîäèòü ñàìûå ðàçëè÷íûå âåùè. Íàïðèìåð, öèêëû ìîãóò âîîáùå èñ÷åçíóòü èëè èçî-
ãíóòüñÿ, íî îñòàòüñÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ èëè íà áåñêîíå÷íîñòè, à �íåëîêàëüíî� � ïðîïàñòü.
Â ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ó ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ îäíîïàðà-
ìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî öèêëîâ, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç íóëü è óõîäÿùåå â áåñêîíå÷íîñòü. Èíû-
ìè ñëîâàìè, ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ïëîñêîñòü èçãèáàåòñÿ, íî ñîõðàíÿåòñÿ âî âñåì
ïðîñòðàíñòâå. Â ñòàòüå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íèêàêàÿ ãëàäêîñòü íåëèíåéíîñòè, òîëüêî íåïðå-
ðûâíîñòü. Ïîýòîìó ãîâîðèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ñîñòàâëåííîå èç
öèêëîâ, íåëüçÿ: èçîãíóòàÿ ïëîñêîñòü, âîçìîæíî, ïåðåñòàåò áûòü ãëàäêîé.

Âîîáùå ãîâîðÿ, öèêëû ó âîçìóùåííîé ñèñòåìû âñåãäà ãëîáàëüíî ñîõðàíÿòñÿ ïðè äî-
ñòàòî÷íî ìàëîì q â îöåíêå (3). Â ëèíåéíîì ñëó÷àå f(x) = εx (â ýòîì ñëó÷àå ïëîñêîñòü
íå áóäåò èçãèáàòüñÿ, à ïðîñòî ìîæåò ïîâåðíóòüñÿ, ïåðèîä öèêëîâ èçìåíèòñÿ) îòâåò ñëåäó-
åò èç ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî ôàêòà: åñëè ÷åòíûé ìíîãî÷ëåí L(p) èìååò ïàðó ñîïðÿæåííûõ
÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé íå÷åòíîé êðàòíîñòè, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ïî ìîäóëþ ε ÷åò-
íûé ìíîãî÷ëåí L(p)+εM(p) òàêæå èìååò ïàðó ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé íå÷åòíîé êðàòíîñòè.
Ýòîò ôàêò âûòåêàåò èç îáû÷íîé òåîðåìû Êîøè äëÿ ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé.
Âèäíî, ÷òî íå÷åòíîñòü êðàòíîñòè êîðíÿ ñóùåñòâåííà.

Ñèòóàöèÿ, êîãäà õîòÿ áû îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ (2) ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ â íå÷åòíîé
ñòåïåíè (íå âûïîëíåíà ïåðâàÿ ãèïîòåçà) êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííîé. Â ýòîì
ñëó÷àå åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ïëîñêîñòü èç öèêëîâ ñõëîïûâàåòñÿ â
åäèíñòâåííûé öèêë èëè êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî öèêëîâ [1].
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Îòìåòèì îòñóòñòâèå â äîêàçàòåëüñòâàõ ãåîìåòðè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé â ïðîñòðàíñòâå
ñîñòîÿíèé. Ïîñòðîåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â ñïåöèàëüíî ñêîíñòðóèðîâàííîì áåñêîíå÷íîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå. Àíàëîãè ïðèíöèïà òîðà (ñì., íàïðèìåð, [2] èëè [3]) íå èñïîëüçóþòñÿ.

2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Èòàê, ïóñòü îáà ìíîãî÷ëåíà L(p) è M(p) ÷åòíûå, òî åñòü ` = 2n1, m = 2n2 è

(4) L(p) = p` + a2p
`−2 + . . . + a`, M(p) = b0p

m + b2p
m−2 + . . . + bm.

Tå î ð åì à 1. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí L(wi) èìååò ïàðó âåùåñòâåííûõ êîðíåé ±w0 (w0 >0).
Ïóñòü ïðîìåæóòîê Ω = [w1, w2], w0/2 < w1 < w0 < w2 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:
(i). Êðàòíîñòü êîðíåé ±w0 íå÷åòíàÿ è äðóãèõ êîðíåé íà ïðîìåæóòêå Ω ó ìíîãî-

÷ëåíà L(wi) íåò;
(ii). Ìíîãî÷ëåí L(wi) íå èìååò êîðíåé wn, ãäå w∈ Ω, n = 0,±2,±3 . . .; íåðàâåíñòâî

(5) q < inf
n=0,2,3,4,...; M(nwi) 6=0

∣∣∣ L(nwi)

M(nwi)

∣∣∣
âûïîëíåíî ïðè âñåõ w ∈ [w1, w2];

(iii). Íåðàâåíñòâî

(6) q|M(wi)| < |L(wi)|
âûïîëíåíî ïðè w = w1 è ïðè w = w2.

Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (3).
Òîãäà ó óðàâíåíèÿ (1) ïðè êàæäîì ρ > 0 ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íåòðèâè-

àëüíûé öèêë ñ ïåðèîäîì T = Tρ∈ [2π/w2, 2π/w1] è íîðìîé ρ â ïðîñòðàíñòâå L2(0, T ).

Ïðîìåæóòîê Ω è ÷èñëî q, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû, ñóùåñòâóþò âñåãäà,
åñëè òîëüêî ìíîãî÷ëåí L(wi) íå èìååò êîðíåé âèäà w0n, n = 0,±2,±3, . . . Äëÿ îñëàáëå-
íèÿ îãðàíè÷åíèÿ íà f(x) ïðèõîäèòñÿ âûáèðàòü áîëåå øèðîêèå ïðîìåæóòêè Ω, ïðè ýòîì
óõóäøàåòñÿ îöåíêà ïåðèîäîâ ñóùåñòâóþùèõ öèêëîâ.

Åñëè ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ χ(w) =
∣∣L(wi)/M(wi)

∣∣ ìîíîòîííà íà ïðîìåæóòêàõ [w0/2, w0]
è [w0,∞), åñòåñòâåííî ïîëàãàòü w2 = 2w1 è îïðåäåëÿòü w1 èç óðàâíåíèÿ χ(w) = χ(2w).
Ïðè ýòîì äîïóñòèìîå â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 çíà÷åíèå q îêàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì.

Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå L2 â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ìîæåò áûòü çàìåíåíà íà íîðìó â
ïðîñòðàíñòâå C.

Tå î ð åì à 2. Ïóñòü

(7) L(w1i)L(w2i) < 0, 0 < w1 < w2,

è äëÿ ïðîìåæóòêà Ω = [w1, w2] âåðíû óñëîâèÿ (ii), (iii) òåîðåìû 1.
Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (3).
Òîãäà ó óðàâíåíèÿ (1) ïðè êàæäîì ρ > 0 ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íåòðèâè-

àëüíûé öèêë ñ ïåðèîäîì T = Tρ∈ [2π/w2, 2π/w1] è íîðìîé ρ â ïðîñòðàíñòâå L2(0, T ).

Åñòåñòâåííî, òåîðåìà 1 ñëåäóåò èç òåîðåìû 2. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà â ïðèëîæåíèè.
Â ñèëó (7) òåîðåìû 2 ó ìíîãî÷ëåíà L(wi) íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí êîðåíü w0 íå÷åòíîé

êðàòíîñòè âíóòðè ïðîìåæóòêà Ω: w1 < w0 < w2; ïðè ýòîì w0/2 < w1 ïî óñëîâèþ (ii).
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3. Ïðèìåðû

Ïóñòü L(p) = p4 − 1, M(p) = 1. Ìíîãî÷ëåí L(p) èìååò êîðíè ±i è íå èìååò äðóãèõ
êîðíåé íà ìíèìîé îñè.

Tå î ð åì à 3. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (3), â êîòîðîé

q <
15
17 . Òîãäà ó óðàâíåíèÿ x(iv) − x = f(x) ïðè êàæäîì ρ > 0 ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé

ìåðå îäèí íåòðèâèàëüíûé öèêë ñ ïåðèîäîì T ∈ [π/w1, 2π/w1], ãäå w1 =
4

√
2
17 , è íîðìîé ρ

â ïðîñòðàíñòâå L2(0, T ).

Òåîðåìà 3 ñëåäóåò èç òåîðåìû 1. Ïîëîæèì w2 = 2w1. Òîãäà íåðàâåíñòâî (5) èìååò

âèä q < min{1, 16w4
1 − 1, 81w4

1 − 1, . . .} = 15
17 , è óñëîâèå (6) èìååò òàêîé æå âèä q <

min{1−w4
1, w4

2− 1} = min{15
17 , 15

17} = 15
17 . ßñíî, ÷òî åñëè ìû èçìåíèì ãðàíèöû ïðîìåæóòêà

[w1, w2], òî óñëîâèÿ (5), (6) ñòàíóò áîëåå îãðàíè÷èòåëüíûìè.
Âåëè÷èíà w1 íàéäåíà èç óðàâíåíèÿ 1− w4 = (2w)4 − 1.
Ïóñòü L(p) = (p2 + 1− ε)(p2 + 1)(p2 + 1 + ε) ≡ (p2 + 1)

(
(p2 + 1)2 − ε2

)
, M(p) = 1. Êîðíè

ìíîãî÷ëåíà L(p) ðàâíû ±
√

1± ε i,±i.

Tå î ð åì à 4. Ïóñòü ε<0, 6. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò îöåí-

êå (3), â êîòîðîé q < 0, 216 − 0, 6ε2. Òîãäà ó óðàâíåíèÿ L
( d

dt

)
x = f(x) ïðè êàæäîì ρ > 0

ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íåòðèâèàëüíûé öèêë ñ ïåðèîäîì T ∈ [π/w1, 2π/w1]
(w1 =

√
0, 4 ≈ 0, 632) è íîðìîé ρ â L2(0, T ).

Òåîðåìà 4 ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.
Ïðè f(x) = 0 â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé åñòü òðè ïëîñêîñòè, ñîñòîÿùèå èç öèêëîâ ðàç-

íîãî ïåðèîäà. Ïðè |f(x)| 6 q|x|, q < 2
9
√

3ε3 è ε < ε0 (ε0 � ýòî âåùåñòâåííûé êîðåíü

ìíîãî÷ëåíà 2
√

3p3 + 5, 4p2 − 1, 944; ε0 ≈ 0, 5196) êîëè÷åñòâî òàêèõ ïëîñêîñòåé ñîõðàíèòñÿ

â ñèëó òåîðåìû 1. Îäíàêî, óæå ïðè ëèíåéíîì âîçìóùåíèè f(x) = ±2
9
√

3ε3 x äâå èç ýòèõ
ïëîñêîñòåé ñîëüþòñÿ è îñòàíåòñÿ äâå ñîñòîÿùèõ èç öèêëîâ ïëîñêîñòè.

Ï Ð È Ë Î Æ Å Í È Å

1. Âûá î ð í å è ç â å ñ ò íûõ. Âíà÷àëå ñäåëàåì çàìåíó âðåìåíè â óðàâíåíèè (1). Ïóñòü
w ∈ Ω = [w1, w2]. Êàæäîå 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ

(Ï.1) L
(
w

d
dt

)
x = M

(
w

d
dt

)
f(x)

îïðåäåëÿåò 2π/w-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(wt) óðàâíåíèÿ (1). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
âìåñòî (1) óðàâíåíèå (Ï.1) è äîêàçûâàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì w ∈ Ω ó (Ï.1) íàéäåòñÿ
2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Ýòî ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

(Ï.2) x(t) = r sin t + h(t), r > 0,



� 5 �

ãäå ðÿä Ôóðüå 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè h(t) íå ñîäåðæèò ïåðâûõ ãàðìîíèê, ò.å.

2π∫
0

cos t h(t) dt =

2π∫
0

sin t h(t) dt = 0

èëè, ÷òî òî æå, Ph = 0, ãäå

Px(t)
def
=

1

π

2π∫
0

cos(t− s) x(s) ds.

Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì r íàéäóò-
ñÿ òàêîå ÷èñëî w ∈ Ω è òàêàÿ ôóíêöèÿ h(t), ïðè êîòîðûõ (Ï.2) � ýòî 2π-ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (Ï.1). Ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ëþáîé íîðìû â L2 óñòà-
íàâëèâàåòñÿ â ñàìîì êîíöå äîêàçàòåëüñòâà.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî êàæäîå íåñòàöèîíàðíîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(t) óðàâ-
íåíèÿ ñ àâòîíîìíîé íåëèíåéíîñòüþ f(x) ïîðîæäàåò êîíòèíóóì òàêèõ ðåøåíèé: ôóíêöèÿ
x(t + α) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì ïðè êàæäîì âåùåñòâåííîì α. Âñå ýòè
ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå öèêë â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Ìû ñíà÷àëà âûáðàëè
â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî íåèçâåñòíîãî ÷àñòîòó ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, à ïîòîì óñòðà-
íèëè çàâåäîìóþ íååäèíñòâåííîñòü çàäà÷è, çàôèêñèðîâàâ ôàçó, ò.å. âûáðàâ èç êîíòèíóóìà
ñäâèãîâ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, èìåþùåå íóëåâóþ ïðîåêöèþ íà cos t è ïîëîæèòåëüíóþ
ïðîåêöèþ íà sin t.

Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) îáëàäàåò àïðèîðè íåèç-
âåñòíûì ïåðèîäîì 2π/w, ïðè÷åì êàæäîå òàêîå ðåøåíèå âëîæåíî â êîíòèíóóì. Ìû äîáàâè-
ëè â ÷èñëî ÿâíî óêàçàííûõ íåèçâåñòíûõ ÷àñòîòó w, àìïëèòóäó ïåðâîé ãàðìîíèêè r ñäåëà-
ëè ñâîáîäíûì ïàðàìåòðîì è óáðàëè íåîïðåäåëåííóþ ôàçó α ïåðâîé ãàðìîíèêè. Ïðè ýòîì
âìåñòî íåèçâåñòíîãî x(t) ìû èñïîëüçóåì íåèçâåñòíîå h(t), èìåþùåå êîðàçìåðíîñòü 2 â ñòàí-
äàðòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îòñóòñòâèå âðîäå áû íåõâàòàþùåãî ñêàëÿðíîãî
íåèçâåñòíîãî êîìïåíñèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì ïåðâîãî èíòåãðàëà ó èçó÷àåìîé ñèñòåìû.

Ïîëó÷àþùàÿñÿ ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåíà è ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà
òîïîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

2. Ëèí å é íû å ï î ä ï ð î ñ ò ð à í ñ ò â à è î ï å ð à ò î ðû. Ïåðâûé ëèíåéíûé îïåðàòîð,
èñïîëüçóþùèéñÿ â ðàáîòå � ýòî ïðîåêòîð P . Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êîìïîíåíòû ýòîãî
ïðîåêòîðà: P = Pcos + Psin, ãäå

Pcosx(t) =
cos t
π

2π∫
0

cos s x(s) ds, Psinx(t) =
sin t
π

2π∫
0

sin s x(s) ds.

Ðàññìîòðèì 2 ïëîñêîñòü Π = P L2 è îðòîãîíàëüíîå åé â L2 äîïîëíåíèå Π∗ = QL2, ãäå
Q = I − P ; codimΠ∗ = 2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(w) (w ∈ Ω) ëèíåéíûé îïåðàòîð, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé
ôóíêöèè u(t) èç ïîäïðîñòðàíñòâà Π∗ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(t) ∈ Π∗ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

(Ï.3) L
(
w

d
dt

)
x = M

(
w

d
dt

)
u(t).

2Âñå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿò èç ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà [0, 2π].



� 6 �

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ x(t) ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (ii) òåîðåìû è èç u(t) ∈ Π∗, åäèíñòâåí-
íîñòü � èç x(t) ∈ Π∗. Ïðè L(wi) 6= 0 îïåðàòîðû A(w) ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû âî âñåì
ïðîñòðàíñòâå L2, îäíàêî èõ íîðìû ñòàíîâÿòñÿ ñêîëü óãîäíî ìàëûõ L(wi). Â ïîäïðîñòðàí-
ñòâå Π∗ ýòè íîðìû äîïóñêàþò ðàâíîìåðíóþ íà Ω îöåíêó ñâåðõó:∥∥A(w)

∥∥
Π∗→Π∗ 6 c∗ = sup

w∈Ω
q∗(w) < ∞, ãäå q∗(w)

def
= sup

n∈Z,n6=±1

∣∣∣M(wni)

L(wni)

∣∣∣.
Ïóñòü C1

0 � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ
îáû÷íîé íîðìîé ‖·‖C1 . Êàæäûé îïåðàòîð A(w) äåéñòâóåò èç Π∗ â C1

0 è âïîëíå íåïðåðûâåí.
Áîëåå òîãî, îïåðàòîð A(w)h âïîëíå íåïðåðûâåí ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ w, h.

Â ñèëó ÷åòíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ (4) êàæäûé îïåðàòîð A(w) ñàìîñîïðÿæåí â Π∗, êàæäûé
îïåðàòîð A(w)Q ñàìîñîïðÿæåí â L2. Îáû÷íàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà

e0 =1, e1 =cos t, g1 =sin t, e2 =cos 2t, g2 =sin 2t, . . . en =cos nt, gn =sin nt, . . .

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, î÷åâèäíû ðàâåíñòâà

A(w)en =
M(wni)

L(wni)
en, A(w)gn =

M(wni)

L(wni)
gn, n 6= 1

è A(w)Qe1 = A(w)Qg1 = 0. Â äîêàçàòåëüñòâå ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ
Pn äëÿ îðòîïðîåêòîðîâ â L2. Ïðè n = 0 ýòî îðòîïðîåêòîð íà îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
Π0 ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé. Ïðè íàòóðàëüíûõ n � ýòî îðòîïðîåêòîðû íà äâóìåðíûå ïîä-
ïðîñòðàíñòâà Πn, íàòÿíóòûå íà ôóíêöèè sin nt è cos nt, â ÷àñòíîñòè P1 = P . Î÷åâèäíû
ñîîòíîøåíèÿ PnQ = QPn = Pn, n = 0, 2, 3, . . .; îïåðàòîðû Pn êîììóòèðóþò ñ îïåðàòîðîì
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Îïåðàòîðû A(w)Q îïðåäåëåíû íà âñåì L2 è äîïóñêàþò ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

(Ï.4) A(w)Qu(t) =
∑

n=0,2,3,...;
M(wni) 6=0

M(wni)

L(wni)
Pnu(t).

Èõ íîðìû îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè ‖A(w)Q‖L2→L2 = q∗(w) è äîïóñêàþò ðàâíîìåðíóþ
ïðè âñåõ w ∈ Ω îöåíêó ‖A(w)Q‖L2→L2 6 c∗.

Ëåììà 1. Ïóñòü w ∈ Ω. Ôóíêöèè x(t) = r sin t + h(t) (h ∈ Π∗) è u(t) ∈ L2 óäîâëå-

òâîðÿþò ðàâåíñòâó (Ï.3), åñëè è òîëüêî åñëè ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà h = A(w)Qu è

(Ï.5) πL(wi)r = M(wi)

2π∫
0

sin t u(t) dt, 0 =

2π∫
0

cos t u(t) dt.

Ëåììà 2. Ïóñòü w ∈ Ω. Ôóíêöèÿ x(t) = r sin t+h(t) (h ∈ Π∗) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåí-

ñòâó (Ï.1), åñëè è òîëüêî åñëè ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà h = A(w)Qf(x(t)) è

(Ï.6) πL(wi)r = M(wi)

2π∫
0

sin t f(x(t)) dt.
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Ëåììà 2 îçíà÷àåò, ÷òî âòîðîå ðàâåíñòâî (Ï.5) âñåãäà âûïîëíåíî. Ýòîò ôàêò ñëåäóåò èç
îòñóòñòâèÿ íå÷åòíûõ ñòåïåíåé ó ìíîãî÷ëåíîâ (4).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ x(t) = r sin t+h(t)
óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó h = A(w)Qf(x(t)), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Pcosf(x(t)) = 0.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì

2π∫
0

x′(t) f
(
x(t)

)
dt = 0.

Èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè âû÷èñëÿåòñÿ â ÿâíîì âèäå è ðàâåí F (x(2π)) − F (x(0)), ãäå F (x)
� ýòî ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(x). Ýòîò èíòåãðàë ðàâåí íóëþ â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè
ôóíêöèè x(t).

À òåïåðü ðàâåíñòâî Pcosf(x(t)) = 0 ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé

rPcosf(x(t)) =
cos t
π

2π∫
0

(x′(s)− h′(s))f
(
x(s)

)
ds = −cos t

π

2π∫
0

h′(s)f
(
x(s)

)
ds

è ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 3. Èç ñîîòíîøåíèé h = A(w)Qu, w ∈ Ω, u ∈ L2 âûòåêàþò ðàâåíñòâà

(Ï.7)

2π∫
0

h′(t) Pnu(t) dt = 0, n = 0, 1, 2, . . .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåìì 1 è 3 íå ïðèâîäèòñÿ. Ôîðìóëû (Ï.5) âûòåêàþò èç ðàâåíñòâà

L
(
w

d
dt

)
r sin t = M

(
w

d
dt

)
Pu(t).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (Ï.7) äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (Ï.4).

3. Î ñ í î â í à ÿ ä åôîðìàö è ÿ. Â ñèëó ëåììû 2 çàäà÷ó î 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ
óðàâíåíèÿ (Ï.1) ìîæíî çàìåíèòü ñèñòåìîé

(Ï.8)


πL(wi) =

M(wi)

r

2π∫
0

sin t f(r sin t + h(t)) dt,

h = A(w)Qf(r sin t + h(t)).

Ìû áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ïðè êàæäîì r > 0 íàéäåòñÿ ðåøåíèå {w, h} ýòîé ñèñòåìû.
Ïðîäåôîðìèðóåì ñèñòåìó (Ï.8) ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì â ïðî-

ñòðàíñòâå E = R× Π∗ äåôîðìàöèþ

(Ï.9) Φξ(w, h) =


πL(wi)− ξM(wi)

r

2π∫
0

sin t f(r sin t + h(t)) dt,

h− ξA(w)Qf(r sin t + h(t))
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âåêòîðíîãî ïîëÿ

(Ï.10) Φ1(w, h) =


πL(wi)− M(wi)

r

2π∫
0

sin t f(r sin t + h(t)) dt,

h− A(w)Qf(r sin t + h(t))

â áîëåå ïðîñòîå âåêòîðíîå ïîëå

(Ï.11) Φ0(w, h) =

{
πL(wi),

h.

Çäåñü ξ ∈ [0, 1] � ïàðàìåòð äåôîðìàöèè, ïðè ξ = 1 îñîáûå òî÷êè ïîëÿ Φ1(w, h) ñîâïàäàþò ñ
ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (Ï.8), íàì íàäî äîêàçàòü èõ ñóùåñòâîâàíèå. Ïðè ξ = 0 âåêòîðíîå ïîëå
Φ0(w, h) èìååò ñîâñåì ïðîñòîé âèä è ìîæíî ïîñ÷èòàòü åãî òîïîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.
Äëÿ èõ èñïîëüçîâàíèÿ íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî äåôîðìàöèÿ Φξ(w, h) íåâûðîæäåíà íà
ãðàíèöå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ (Ï.11) çàâèñèò òîëüêî îò ñâîåé ïåðåìåííîé.

4. Î ñ í î â í î å ìí îæå ñ ò â î. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî G ⊂ E, â êîòîðîì ìû áóäåì
èñêàòü îñîáûå òî÷êè ïîëÿ Φ0(w, h), ðàâåíñòâîì

G = G(w1, w2, k) = [w1, w2]× {‖h‖L2 6 kr}.

Ïîñòîÿííàÿ k îïðåäåëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè L è M , à òàêæå âåëè÷èíàìè w1, w2 è q.
Áóäåò âûáðàíî k òàêîå, ÷òî íà ãðàíèöå ∂G ìíîæåñòâà G äåôîðìàöèÿ (Ï.9) íåâûðîæäå-

íà è âðàùåíèå 3 γ(Φ0, ∂G) âåêòîðíîãî ïîëÿ Φ0(w, h) íà ∂G îòëè÷íî îò íóëÿ. Ýòî îñíîâíàÿ
÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.

5. Â ð àùåíè å ï î ë ÿ Φ0(w, h). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âðàùåíèÿ γ(Φ0, ∂G) âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëîé ïðîèçâåäåíèÿ âðàùåíèé, ñëåäóÿ [4, 5].

Ñîãëàñíî ýòîé ôîðìóëå âðàùåíèå γ(Φ0, ∂G) ðàâíÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèþ äâóõ âðàùåíèé:
âðàùåíèÿ γw ïîëÿ πL(wi) íà ãðàíèöå ïðîìåæóòêà Ω = [w1, w2] è âðàùåíèÿ γh ïîëÿ h íà
ñôåðå {h ∈ Π∗ : ‖h‖L2 = k r}.

Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ôîðìóëû γ(Φ0, ∂G) = γw γh çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.
Âî-ïåðâûõ ìíîæåñòâî, íà ãðàíèöå êîòîðîãî ñ÷èòàåòñÿ âðàùåíèå, äîëæíî áûòü äåêàð-

òîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ, ðàñïîëîæåííûõ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ � ìíîæåñòâî G îá-
ëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì. Âî-âòîðûõ, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ äîëæíà çàâèñåòü òîëüêî îò
ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé. Â-òðåòüèõ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðíîãî ïîëÿ
äîëæíà áûòü íåâûðîæäåíà íà ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè ãðàíèöû ìíîæåñòâà G: êîìïîíåíòà
πL(wi) äîëæíà áûòü íåâûðîæäåíà ïðè w = wj, êîìïîíåíòà h äîëæíà áûòü íåâûðîæäåíà
ïðè ‖h‖L2 = kr. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå òðåáóåìàÿ íåâûðîæäåííîñòü î÷åâèäíà.

Ïîñ÷èòàåì òåïåðü âðàùåíèÿ γw è γh.
Âðàùåíèå γw ðàâíî +1 èëè −1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 äîñòà-

òî÷íî çàìåòèòü, ÷òî êîìïîíåíòà πL(wi) â ñèëó (7) íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà Ω ïðèíèìàåò
ðàçíûå çíàêè.

3Ñì. îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà è ìåòîäû èñïîëüçîâàíèÿ â [4, 5].
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Âðàùåíèå γh ðàâíî 1 (âðàùåíèå òîæäåñòâåííîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå âñÿêîé îáëàñòè, ñî-
äåðæàùåé 0, ðàâíî 1).

Òàêèì îáðàçîì, âðàùåíèå γ(Φ0, ∂G) ïî ìîäóëþ ðàâíî 1 è ïîýòîìó îòëè÷íî îò íóëÿ.

6. Îö å í ê è. Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå íåâûðîæäåííîñòè äåôîðìàöèè (Ï.9).

Ëåììà 4. Ïóñòü w ∈ Ω, îáîçíà÷èì

q1(w)
def
=

∣∣∣ L(wi)

M(wi)

∣∣∣, q2(w)
def
= inf

n=0,2,3,...;
M(wni) 6=0

∣∣∣ L(nwi)

M(nwi)

∣∣∣.
Ïóñòü âåðíà îöåíêà (5), ò.å. q < q2(w). Òîãäà èç Φξ(w, h) = 0 âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ

M(wi) 6= 0, q1(w) 6 q è

(Ï.12) ‖h‖ 6 rk∗(w), k∗(w) =

√
π

q2 − q2
1(w)

q2
2(w)− q2

.

Â (Ï.12) è íèæå ‖ · ‖ � ýòî íîðìà â L2. Âåðíî ðàâåíñòâî q2(w) q∗(w) = 1. Ïîä÷åðêíåì,
÷òî ñîîòíîøåíèå (Ï.12) ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì � îíî âåðíî íå òîëüêî ïðè r â îêðåñòíîñòè
íóëÿ èëè áåñêîíå÷íîñòè, íî äëÿ âñåõ âîîáùå îñîáûõ òî÷åê äåôîðìàöèè.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåðàâåíñòâî M(wi) 6= 0 ñëåäóåò èç âçàèìíîé ïðîñòîòû ìíîãî÷ëå-
íîâ (2): ïðè M(wi) = 0 ïåðâàÿ êîìïîíåíòà äåôîðìàöèè (Ï.9) îòëè÷íà îò íóëÿ.

Èç ðàâåíñòâà íóëþ âòîðîé êîìïîíåíòû äåôîðìàöèè ñëåäóþò ðàâåíñòâà Pnh = 0 ïðè
M(wni) = 0 è ∣∣ L(wni)

M(wni)

∣∣‖Pnh‖ = ξ‖Pnf(x)‖, n = 0, 2, 3, . . .

ïðè M(wni) 6= 0. Èç ðàâåíñòâà íóëþ ïåðâîé êîìïîíåíòû äåôîðìàöèè âûòåêàåò ðàâåíñòâî

√
πr

∣∣∣ L(wi)

M(wi)

∣∣∣ = ξ‖Psinf(x)‖.

Â ñèëó ëåìì 1 è 2 (ïåðåôîðìóëèðîâàííûõ äëÿ íåëèíåéíîñòåé ξf(x)) âåðíî ðàâåíñòâî
ξPcosf(x) = 0. Âîçâåäåì âñå ýòè ñîîòíîøåíèÿ â êâàäðàò è ñëîæèì. Ïîëó÷èì

πr2
∣∣∣ L(wi)

M(wi)

∣∣∣2 +
∑

n=0,2,3,...;
M(wni) 6=0

∣∣∣ L(wni)

M(wni)

∣∣∣2‖Pnh‖2 = ξ2‖f(x)‖2.

Ïîýòîìó è â ñèëó íåðàâåíñòâ |f(x)| 6 q|x|, ξ 6 1 âåðíî ñîîòíîøåíèå

πr2
∣∣∣ L(wi)

M(wi)

∣∣∣2+ ∑
n=0,2,3,...;
M(wni) 6=0

∣∣∣ L(wni)

M(wni)

∣∣∣2‖Pnh‖2 6 q2‖x‖2 = q2
(
πr2 + ‖h‖2

)
.

Òåì áîëåå,

πr2
∣∣∣ L(wi)

M(wi)

∣∣∣2 + inf
n=0,2,3,...;
M(wni) 6=0

∣∣∣ L(wni)

M(wni)

∣∣∣2 ∑
n=0,2,3,...;
M(wni) 6=0

‖Pnh‖2 6 q2
(
πr2 + ‖h‖2

)
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èëè, ÷òî òî æå, πr2q2
1(w) + q2

2(w)‖h‖2 6 q2
(
πr2 + ‖h‖2

)
è, íàêîíåö,(

q2
2(w)− q2

)
‖h‖ 6 πr2

(
q2 − q2

1(w)
)
.

Îòñþäà âûòåêàþò óòâåðæäåíèÿ ëåììû 4: íåðàâåíñòâî q1(w) 6 q è îöåíêà (Ï.12).

8. Í å âûð îæä å í í î ñ ò ü ä åôîðì àöèè. Çàäàäèì k â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà G
ðàâåíñòâîì

k = sup
w∈Ω

k∗(w) + 1.

Åñëè Φξ(w, h) = 0, òî â ñèëó ëåììû 4 âåðíû ñîîòíîøåíèÿ M(wi) 6= 0, q1(w) 6 q è (Ï.12).
Òàê êàê ïðè w = wj ëèáî M(wi) = 0, ëèáî q1(w) > q ïî óñëîâèþ (iii) òåîðåìû, òî äå-
ôîðìàöèÿ (Ï.9) íåâûðîæäåíà íà ÷àñòè {w = wj, ‖h‖ 6 kr} ãðàíèöû ∂G ìíîæåñòâà G. Íà
îñòàâøåéñÿ ÷àñòè {w ∈ Ω, ‖h‖ = kr} ãðàíèöû ∂G äåôîðìàöèÿ íåâûðîæäåíà â ñèëó îöåíêè
(Ï.12) íîðì íóëåé äåôîðìàöèè è îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà k.

Èç íåâûðîæäåííîñòè äåôîðìàöèè âûòåêàåò, ÷òî âðàùåíèå γ(Φξ, ∂G) ïîëÿ Φξ(w, h) íà
∂G îäèíàêîâî ïðè âñåõ ξ, ïîýòîìó γ(Φ1, ∂G) 6= 0. Â ñèëó ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëå Φ1(w, h)
èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó îñîáóþ òî÷êó â G.

9. Ç à â å ðø å í è å ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â à. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ó âåêòîðíîãî ïîëÿ
(Ï.10) ïðè êàæäîì ρ > 0 íàéäåòñÿ îñîáàÿ òî÷êà íîðìû ρ â L2. Äëÿ ýòîãî óäîáíî èñïîëüçî-
âàòü òåîðåìó 2 èç [6]. Ïðèâåäåì ýòó òåîðåìó â ìèíèìàëüíîé äîñòàòî÷íîé ôîðìóëèðîâêå.

Ïóñòü îïåðàòîð Ar ïðè êàæäîì r ∈ [r1, r2] îïðåäåëåí íà çàìûêàíèè Γ îãðàíè÷åííîé
âûïóêëîé îáëàñòè Γ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X. Ïóñòü ïðè êàæäîì r âïîëíå íåïðåðûâíîå
âåêòîðíîå ïîëå x − Ar(x) íåâûðîæäåíî íà ãðàíèöå ∂Γ îáëàñòè Γ è âðàùåíèå ýòîãî ïîëÿ
íà ∂Γ îòëè÷íî îò íóëÿ:

γ(x− Ar(x), ∂Γ) 6= 0.

Îáîçíà÷èì ïðè ÷åðåç H(r) ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x = Ar(x); î÷åâèäíî, H(r) �
ýòî íåïóñòîé êîìïàêò â X ïðè êàæäîì r.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûé îïðåäåëåííûé ïðè x ∈ Γ, r ∈ [r1, r2] íåïðåðûâíûé ôóíê-
öèîíàë Ψ(x, r) : Γ× [r1, r2] → R.

Óòâ å ðæä å í è å 1. Ïóñòü

x ∈ H(r1) ⇒ Ψ(x, r1) < 0, x ∈ H(r2) ⇒ Ψ(x, r2) > 0.

Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå r è x ∈ H(r), ÷òî Ψ(x, r) = 0.

Çàôèêñèðóåì ρ > 0. Ðàññìîòðèì ìàëîå r1 è áîëüøîå r2.
Ïîëîæèì X = E, Γ = [w1, w2] × {‖h‖L2 6 r2k}, x − Ar(x) = Φ1(w, h) : Γ → X,

Ψ(x, r) =
1√
w
‖r sin t + h(t)‖L2 − ρ.

Âåëè÷èíà
1√
w
‖r sin t + h(t)‖L2 è åñòü íîðìà â L2(0, T ) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1).

Âðàùåíèå γ(Φ1, ∂Γ) îòëè÷íî îò íóëÿ � èìåííî ýòî äîêàçûâàëîñü â ïðåäûäóùèõ ðàç-
äåëàõ. Â ñèëó ëåììû 4 ïðè ìàëûõ r íîðìà ‖r sin t + h(t)‖L2 ðåøåíèé ìàëà è Ψ(x, r) < 0,
ïðè áîëüøèõ r ýòà íîðìà âåëèêà è Ψ(x, r) > 0. Ïî ñôîðìóëèðîâàííîìó óòâåðæäåíèþ ïðè
íåêîòîðîì r ýòà íîðìà ñîâïàäàåò ñ ρ è èìåííî ïðè íåêîòîðîì x = {w, h} � îñîáîé òî÷êå
ïîëÿ Φ1(w, h).

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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