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Введение. При разработке вычислительных систем большое значение 
имеет выбор математических моделей и экономных алгоритмов упорядо-
чения заявок (работ, заданий) в процессе составления расписания. Один 
из важных подклассов моделей планирования вычислительного процесса 
составляют детерминированные задачи теории расписаний [1—3]. Многие 
из подобных задач обладают большой вычислительной сложностью и при-
надлежат к классу универсальных переборных проблем [4—10, 36, 40, 41]. 
В последние годы наряду с исследованием сложности детерминирован-
ных задач теории расписаний [7—11] большое внимание уделяется по-
строению экономных приближенных алгоритмов, в которых за счет сни-
жения требований к точности решения уменьшается трудоемкость 
вычислений [8, 12-16, 37, 40 -42 ] . 

Модели распределения работ по идентичным процессорам соответству-
ют важному с точки зрения практики классу реальных вычислительных 
систем [17]. В данной работе рассмотрены постановки детерминирован-
ных задач составления расписаний при идентичных процессорах и одно-
временном поступлении заявок с учетом типов критериев, ограничений 
предшествования, различного числа процессоров и соотношений между 
временами выполнения работ. Приведены известные автору характеристи-
ки сложности задач этого типа, эффективных точных алгоритмов и при-
ближенных методов решения с гарантированной погрешностью. 

1. Основные определения. 
О п р е д е л е н и е 1. [4—6, 8, 10, 11]. Алгоритм называется эффектив-

ным, если его трудоемкость и требуемая память полиномиально зависят 
от размерности задачи. (Размерность задачи —это длина двоичной записи 
всех исходных данных.) 

Большое число задач планирования вычислительного процесса отно-
сится к числу универсальных переборных. Широко распространена гипо-
теза, что задачи этого класса неразрешимы за полиномиальное время 
[4—6, 8]. В случае, когда задача планирования принадлежит к классу 
универсальных переборных, целесообразным является применение поли-
номиального приближенного алгоритма, если такой известен. Следует 
иметь в виду, что для некоторых универсальных переборных задач поиск 
приближенного решения с гарантированной погрешностью является такой 
же сложной проблемой, как и поиск точного решения [8, 38, 40]. 

О п р е д е л е н и е 2. [8, 41]. Алгоритм называется в-приближенпым 
(или, соответственно, ба-приближеипым) для массовой задачи Z, если для 
любой индивидуальной задачи I z он вырабатывает решение х такое, что 
|/(/z , х)— / * ( / z ) |<e / * ( / z ) (или, соответственно |/(/z , x)—f*(Iz) 1<еа) , 
где / ( / z , х) — значение функции на решении, вырабатываемом алгоритмом, 
/* (Iz) — оптимальное значение целевой функции. 

Могут использоваться другие определения приближенных алгорит-
мов [37]. 
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Сравнение задач планирования далее проводится по следующим при-
знакам: 

1) существование эффективного точного алгоритма; 
2) принадлежность задачи к классу универсальных переборных 

проблем; 
3) наличие известного е-приближенного эффективного алгоритма. 
2. Постановки задач. Пусть имеется множество заданий / ? = { 1 , . . . , п) 

и множество идентичных процессоров Р={Ри ..., Рт). Каждое задание 
i^R характеризуется временем выполнения тг; директивным сроком dh 
к которому необходимо выполнить задание; моментом окончания выпол-
нения Сг\ коэффициентом важности аг; функцией штрафа В качестве 
аргумента функции штрафа часто используется Си Функция штрафа 
обычно имеет линейный или экспоненциальный вид, однако возможны 
и более сложные виды зависимости [1—3, 10, 11, 18, 19]. Рассмотрим сле-
дующие два типа критериев качества составления расписаний [10]: 

п 
J \ = max (cpi(Ci)} и /2 — / фг(£<) В первом случае минимизируется 

i=i 
максимальное значение функции штрафа, во втором — суммарное или 
среднее. В качестве критериев далее будут рассматриваться 

п 
С max= ШаХ Ci\ У t С i— ^ ^ С i\ 

г = 1 

п п п 

i=i i = l i= 1 

n 
где Ui = max(0, С—<2г); ^ aiUi = ^^a iU i\ 

г—-1 
n 

Ti = ^^T i y где Ti равно 0 при C ^ d i и 1 в противном случае; 
i= 1 

71 

^Г^ a{Ti = Vo iTi . Перечисленные критерии соответствуют задачам мини-
i= 1 

мизации следующих величин: общего времени выполнения заданий, суммы 
(или среднего зиачепия) моментов, окончания выполнения заданий, взве-
шенной суммы (или средневзвешенного значения) моментов окончания 
выполнения заданий, взвешенной суммы (или средневзвешенного значе-
ния) величии, экспоненциально зависящих от моментов окончания выпол-
нения заданий, суммы запаздываний, взвешенной суммы запаздываний, 
числа запаздывающих работ, взвешенного числа запаздывающих работ. 

Следует заметить, что число моделей теории расписаний, используе-
мых при детерминированном планировании вычислительных процессов, 
велико. В практических ситуациях между упорядочиваемыми программа-
ми часто существуют информационные связи, что приводит к необходимо-
сти учета ограничений предшествования при обслуживании заявок. В по-
следние годы возрос интерес к моделям организации вычислительного 
процесса, в которых учитываются дополнительно требуемый при выпол-
пепии заявки ресурс, например, память [16, 36]. 

3. Таблица. Введем следующее позиционное обозначение постановок 
задач: А|Б|В|Г, где в позиции А проставляется число процессоров; в по-
зиции Б — типы ограничения предшествования (если в этой позиции про-
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'пуск, то ограничение предшествования отсутствует); в позиции В — воз-
можные значения времен выполнения работ; в позиции Г —вид критерия 
(целевой функции) 

стах, J^atCi, Y i a i T i * 

Число процессоров может быть равно 1,2 или 2). Возможны сле-
дующие обозначения типов ограничений предшествования: дерево (сово-
купность деревьев), II-сеть (параллельно-последовательная сеть), G 
(ациклический направленный граф). Значения времен выполнения работ 
могут характеризоваться тремя вариантами обозначений: 1 (все времена 
выполнения равны); 1,2 (времена выполнения равны некоторой констан-
те или ее удвоенному значению); т (времена выполнения произвольны из 
интервала (0, ° ° ) ) . 

Каждой из введенных задач планирования соответствует клетка таб-
-лицы. В каждой клетке приведено обозначение порядка сложности задачи: 
«*» — существует эффективный точный алгоритм «!»—задача является 
универсальной переборной, «?» — вопрос о сложности задачи в настоящее 
время является открытым, «а» — существует эффективный приближенный 

.алгоритм с гарантированной точностью. 
4. Анализ таблицы. Очевидно, что если задача является универсальной 

/переборной, то порядок ее сложности не изменяется при следующих из-
менениях в постановке: 

— переход от одного процессора к двум и более; 
— переход от равных времен выполнения работ к неравным; 
— учет ограничения предшествования более сложного вида (от отсут-

ствия ограничения предшествования к дереву, П-сети или ациклическому 
направленному графу). 

Если же для задачи существует полиномиальный аглоритм, то он при-
меним и при изменениях в постановке в обратных направлениях. 

Для некоторых задач в таблице указаны ссылки па литературный ис-
точник, в котором показывается принадлежность задачи к классу универ-
сальных переборных проблем или приводится полиномиальный точный 
.алгоритм решения. В последнем случае указана также минимальная из 
известных оценка трудоемкости алгоритма. На основе этих задач, как ис-
ходных, в таблице указан порядок сложности других, близких по поста-
новке. /Дополнительно, в качестве исходных использованы задачи т||1 |Сгаах, 

m\\i\ ciiCi, m\\i\ т. к. для них существуют очевидные точные 
-аглоритмы решения. Следует также заметить, что задачи с критериями 

CL\C% И очевидно близки по сложности. 
Приближенные эффективные алгоритмы с гарантированной точностью 

разработаны для шести исходных задач (в таблице для них указаны ссыл-
ки на литературные источники). Для задачи 2||т|Стах трудоемкость в-при-
ближенного алгоритма не превосходит 0(?г/г), для задачи 1 111I У^аДг— 

— 0 ( п 7 г ) [12]. Аналогичный алгоритм для задачи т\\%\Ст*х имеет трудо-
емкость 0(пт~1/г2т~2) [14], для задачи т\дерево ItI^SP а А построен 
Еа-приближенный алгоритм с трудоемкостью О (rclog п), в котором г а = 

=к— (к/т), где к= шах т* [20]. Алгоритм с трудоемкостью 0(пт), обес-

печивающий относительную ошибку не более V2, построен для задачи 
m\G\x\Cm^ [15], в работе [42] для этой задачи предлагается алгоритм, 
обеспечивающий аналогичную погрешность при трудоемкости 0(пГк). 
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Си 
Таблица А 

Без ограничения предшествования 

Время выполнения работы 

Вид целевой функции 
Число процессоров 

Время выполнения работы ^ шах Za-e^i S^Ci 2 U. 2aU-г г Щ 

1 * * * * * * 

О (п log /г) 
[36] 

* • 

1 1,2 * * * * ? • • * • 

(0, оо) * * 

О (/г log /г) 
[19] 

* 

О (/г log /г) 
[35] 

• 
! 

[36] 
# 

О (га log /г) 
[36] . • 

I • 

[43,44] 
а [12] 

1 * * Hi • • • • 

2 1,2 ? • • • • • • 

(0, 00) * ! [19] 
а [12] 

* ! [9] 
а 

? f 1 • f I 
• 

1 * * 

О (/г log п) 
* 

О (/г log /г) 
? • • • • 

т>3 1,2 * * 

О (и) 
? 9 • 

? • • ? • 

(0.ОО) * 

О (/г log /г) 
[18] 

I • 

а [14] 

? ! 

[13,14] 
• ! • 

! • 

« я и а в и а И о 4 -1-1 >г< С п й го g 5 « X 1 а - 1 5 I 1 
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Т а б л и ц а Б 
Ограничение предшествования — дерево 

Число Время Вид целевой функции 
про-

цессо-
ров 

выполне-
ния 

работы 2C t с ш а х 2 a - e ^ c i Ь 2L7i 2T t 

1 * * * * • • ! [36] ! 
1 1,2 * * * * ? • • t • ! 

(0, оо) * * * 

О { п l og п ) 
[22, 26, 33] 

* 

О (п l og п ) 
[26, 29,31] 

• ! I • ! 

1 * * • • • • ! i i 

2 1,2 • • • • • • I 
• 

! • 

(0, ? • !а • !а • ! ! • 1 
* 

1 * 

о ( п ) 
[9] 

* 

О (и) 
[21,27] 

? • • • • f • ! 

т Ss 3 1,2 ? • ? • • I • • • I • ! 
(0, 0 0) 

i 
• !а • ! • 

а [13] 
• ! ! I • 

Т а б л и ц а В 
Ограничение предшествования — П-сеть 

Число 
процессо-

ров 

Время 
выполне-

ния работ 

Вид целевой функции 
Число 

процессо-
ров 

Время 
выполне-

ния работ ъ 
1а-С • г г •ZaiUi •ZTi 2 a i T i 

1 * * * * *> • ? ! ! 
1 1,2 * * * * 

• • i • i • 

* * * 

О (п log п) 

[23, 25, 33] 

* 

О (п log п) 

[23, 25, 28, 
33, 34] 

• ! ! ! 

1 * * • • • • ! f • 

2 1,2 • • • • • • ! f • 

(0, • !а • I • • ! t • ! 

1 • • • • • • ! f • 

3 1,2 • • • • • ? • t • ! 
( 0 , - ) ? • !а • ! • • f • ! ! 

7. Выводы. 
1. В работе систематизированы детерминированные задачи планирова-

ния при идентичных процессорах и одновременном поступлении заявок 
для восьми видов критериев. Это позволяет проводить на основе сравне-
ния оценку порядка сложности возникающих задач планирования и осу-
ществлять выбор известных методов решения. 

2. В теоретическом плане представляется целесообразным исследова-
ние сложности задач, для которых вопрос о сложности остается открытым, 
построение эффективных, приближенных алгоритмов, а также системати-
зация других типов задач. 
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Т а б л и ц а Г 
Ограничение предшествования — ациклический направленный граф 

Число процессо-ров 

Время выполне-ния работ 

Вид целевой фукции 
Число процессо-ров 

Время выполне-ния работ сшах l a ^ ' i 2«гСг 2 a { T i 

1 * * • ! [9] ! [36] ! ! 1 
ш 

1,2 ! [9] * 
• 1 

• • 
1 ! I • 1 

1 (0, 00) ! • ? • I • !. 1 ! ! • 

О(п log п ) 
[32, 39] 

1 * * 
• f • 1 • ! • • ! • f 

О (пг) О (/г2) 
[9] [30] 

2 1,2 ! [9] ![7] • ! I ! • I • t 
(0, оо) ! !а ? • ! " Ф. ! ! I • I 

1 ! [9] ! [7] • ! I ! f 
• • 

I •• 
а 

3 1,2 ! !а • 1 
9. I. 1 

# • 
! • 1 « 

(0, «> 1 • ! • • ! I 
-

! • 
I • I •k 

а 1 \ 
[15, 42] 
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