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Â ñòàòüå ïðåäëàãàþòñÿ ïðîñòûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ (îò-
ëè÷íûõ îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ) ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ó àâòîíîìíûõ ñèñòåì
óïðàâëåíèÿ. Óñëîâèÿ èñïîëüçóþò îáû÷íûå ëèíåéíûå äâóñòîðîííèå ñåêòîðíûå
îöåíêè íåëèíåéíîñòåé è ëèíåéíóþ àñèìïòîòèêó íåëèíåéíîñòåé â íóëå è íà áåñ-
êîíå÷íîñòè. Ïðåäåëüíûå ãðàíèöû ñåêòîðíûõ îöåíîê îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâà-
ìè ëèíåéíîãî çâåíà. Ïðåäëîæåííûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò ïî âûáðàííîìó ñåêòîðó
óñòàíîâèòü äâóñòîðîííèå îöåíêè ïåðèîäà öèêëà.

1. Ââåäåíèå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
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äèíàìèêè îäíîêîíòóðíîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ëèíåéíîãî èíòåãðèðóþùåãî çâåíà ñ äðîá-
íî ðàöèîíàëüíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé W (p) = M(p)/L(p) è íåëèíåéíîé ôóíêöèîíàëü-
íîé îáðàòíîé ñâÿçè f(x). Áëîê-ñõåìà òàêîé ñèñòåìû èçîáðàæåíà íà Ðèñ. 1.
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Ðèñ. 1. Áëîê-ñõåìà çàìêíóòîé îäíîêîíòóðíîé ñèñòåìû
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15-96048. Ðàáîòà íàïèñàíà â ïåðèîä ïðåáûâàíèÿ Ä.È.Ðà÷èíñêîãî â óíèâåðñèòåòå ã. Ðåãåíñáóðãà
(Ãåðìàíèÿ) ïðè ïîääåðæêå �Research Fellowship of the Alexander von Humboldt Foundation�.
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Çäåñü

(2) L(p) = p` + a1p
`−1 + . . .+ a`, M(p) = b0p

m + b1p
m−1 + . . .+ bm

� âçàèìíî ïðîñòûå âåùåñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû, ` = degL(p) > m = degM(p). Ôóíêöèÿ
f(x) : R → R ñ÷èòàåòñÿ íåïðåðûâíîé.

Âñþäó â ñòàòüå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(0) = 0, ò.å. íóëü � ýòî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñè-
ñòåìû. Èçó÷àåòñÿ âîïðîñ îá óñëîâèÿõ, ïðè êîòîðûõ â ñèñòåìå åñòü íåòðèâèàëüíûå íåñòàöè-
îíàðíûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ êàêîãî-ëèáî ïåðèîäà. Ïåðèîä ýòèõ ðåøåíèé îïðåäåëÿåòñÿ
ëèíåéíûì çâåíîì è ãðóáûìè ñâîéñòâàìè íåëèíåéíîñòè, äëÿ ïåðèîäà áóäóò óêàçàíû ÿâíûå
îöåíêè ñíèçó è ñâåðõó. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïîíèìàþòñÿ â îáû÷íîì â òåîðèè óïðàâëåíèè
ñìûñëå êàê ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìû z′ = Az +B f(x), x = Cz, z ∈ R`.

Ïóñòü íåëèíåéíîñòü f(x) óäîâëåòâîðÿåò ñåêòîðíîé îöåíêå

(3) k1|x| 6 f(x) sign x 6 k2|x|, |k1|, |k2| <∞.

Åñëè ïðè íåêîòîðîì α ∈ R ìíîãî÷ëåí L(p) − αM(p) íå èìååò ìíèìûõ êîðíåé, à ñåêòîð
ðàñïîëîæåí âîêðóã îñè y = αx è äîñòàòî÷íî óçêèé:

|k1 − α|, |k2 − α| < inf
w∈R

∣∣∣∣ L(wi)− αM(wi)

M(wi)

∣∣∣∣ ,
òî ó ñèñòåìû (1) íåò ïåðèîäè÷åñêèõ íåòðèâèàëüíûõ ðåæèìîâ.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà L(p) åñòü ïàðà ìíèìûõ ñîïðÿæåííûõ êîðíåé.
Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ óñëîâèé íà çíàê íåëèíåéíîñòè â íóëå è íà áåñêî-
íå÷íîñòè íåòðèâèàëüíûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò, åñëè ñåêòîð â åñòåñòâåííîì
ñìûñëå äîñòàòî÷íî óçêèé: ÷èñëà k1 < 0 < k2 äîñòàòî÷íî ìàëû ïî ìîäóëþ. Çíà÷èìîñòü
ïðåäëàãàåìûõ òåîðåì îïðåäåëÿåòñÿ òåì, íàñêîëüêî øèðîêèå ñåêòîðà ÿâëÿþòñÿ äîïóñòè-
ìûìè. Ïðåäëàãàþòñÿ ýôôåêòèâíûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ãðàíèö äîïóñòèìûõ ñåêòîðîâ.

Ïðè âû÷èñëåíèè ýòèõ ãðàíèö èñïîëüçóþòñÿ ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà ïåðèî-
äè÷åñêîé çàäà÷è. Äëÿ ïðîñòîòû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè öèêëîâ ñôîðìóëè-
ðîâàíû áåç êîíêðåòíûõ îöåíîê ãðàíèö äîïóñòèìûõ ñåêòîðîâ. Òåîðåìû îá ýòèõ ãðàíèöàõ
ôîðìóëèðóþòñÿ îòäåëüíî, èõ óñëîâèÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêè, íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ ëåã-
êî ïðîâîäÿòñÿ íà êîìïüþòåðå ñ ïîìîùüþ ïàêåòîâ òèïà MatLab, Scilab, Maple. Ïðèâîäÿòñÿ
äâå áëèçêèå òåîðåìû, ðàçëè÷èå ìåæäó íèìè èëëþñòðèðóåòñÿ ïðèâåäåííûìè ïðèìåðàìè.

Âèäèìî, âîçìîæíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà Â.Ì. Ï�îïîâà èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ñî ñòàöèîíàð-
íûìè íåëèíåéíîñòÿìè (ñì., [6]; èñïîëüçîâàíèå äëÿ îöåíêè ãðàíèö äîïóñòèìûõ ñåêòîðîâ â
çàäà÷å î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ ñì. â [1]). Èìåííî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ï�îïîâà ïîëó÷à-
þòñÿ íàèáîëåå ñèëüíûå îöåíêè íåëèíåéíîñòåé, â òîì ÷èñëå îäíîñòîðîííèå.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñèòóàöèþ, êîãäà õîòÿ áû îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ (2) ñîäåðæèò ïå-
ðåìåííóþ â íå÷åòíîé ñòåïåíè. Åñëè îáà ìíîãî÷ëåíà ÷åòíûå, òî ñèñòåìà ãàìèëüòîíîâà.
Êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå òàêèõ ñèñòåì ñóùåñòâåííî äðóãîå (íàïðèìåð, â ãàìèëüòîíîâîì
ñëó÷àå åñòåñòâåííî ñóùåñòâîâàíèå êîíòèíóóìà öèêëîâ), èõ àíàëèç � òåìà îòäåëüíîé ðà-
áîòû. Ïðåäëàãàåìûé çäåñü ìåòîä èñïîëüçóåò íåãàìèëüòîíîâîñòü óðàâíåíèÿ.

Îòìåòèì îòñóòñòâèå â äîêàçàòåëüñòâàõ ãåîìåòðè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Ïîñòðîåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â ñïåöèàëüíî ñêîíñòðóèðîâàííîì áåñêîíå÷íîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå. Àíàëîãè ïðèíöèïà òîðà (ñì., íàïðèìåð, [6] èëè [8]) íå èñïîëüçóþòñÿ.
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2. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ

Ôóíêöèþ f(x) íàçîâåì äèôôåðåíöèðóåìîé íà áåñêîíå÷íîñòè, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

f ′(∞)
def
= lim

x→∞

f(x)

x
.

Äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå f(x) = f ′(∞)x+ o(x),
ãäå o(x) � ÷ëåíû ìåíüøåãî, ÷åì ëèíåéíûå, ïîðÿäêà, íàïðèìåð îãðàíè÷åííûå ñëàãàåìûå.

Tå î ð åì à 1. Ïóñòü ìíîãî÷ëåíû L(wi) è =m[L(wi)M(−wi)] èìåþò ïàðó îáùèõ âå-

ùåñòâåííûõ êîðíåé ±w0 (w0 > 0) îäíîé è òîé æå íå÷åòíîé êðàòíîñòè, ïóñòü ÷èñëà

w0n ïðè öåëûõ n 6= ±1 íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà L(wi). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x)
äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè, ïðè÷åì f ′(0) ·f ′(∞) < 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîå ÷èñëî q > 0, îïðåäåëÿåìîå ìíîãî÷ëåíàìè (2), ÷òî èç îöåíêè

(4) |f(x)| 6 q|x|, x ∈ R

âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíîãî öèêëà ó óðàâíåíèÿ (1).

�
y = −qx y = qx

y=f ′(∞)xy=f ′(0)x

x

y = f(x)

y

0

Ðèñ. 2. Òåîðåìà 1

Íà Ðèñ. 2 ïðèâåäåí âîçìîæíûé ãðàôèê ôóíêöèè f(x), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì
òåîðåìû 1, è èñïîëüçóþùèåñÿ â òåîðåìå ïðÿìûå ëèíèè. Äîïóñòèìûé ñåêòîð çàøòðèõîâàí.

Êîíå÷íî, ïðîèçâîäíûå â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì |f ′(0)| 6 q
è |f ′(∞)| 6 q. Â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ñòàòüè ïðèâåäåíû îöåíêè âåëè÷èíû q è ïðèìåðû
ÿâíîãî åå âû÷èñëåíèÿ. Âìåñòî ñèììåòðè÷íîé îöåíêè (4) âîçìîæíî ïðèìåíåíèå íåñèììåò-
ðè÷íûõ îöåíîê (3). Îòìåòèì, ÷òî ïðè f ′(0) ·f ′(∞) > 0 öèêëîâ ìîæåò è íå áûòü, íàïðèìåð,
ïðè ëèíåéíîé ôóíêöèè f(x) = αx.
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Àíàëîãè òåîðåìû 1 ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà îäíî èëè îáà èç
÷èñåë f ′(0), f ′(∞) ðàâíû íóëþ. Ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü áîëåå òîíêèå ñâîéñòâà
àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè f(x) â îêðåñòíîñòè íóëÿ èëè íà áåñêîíå÷íîñòè.

Tå î ð åì à 2. Ïóñòü ìíîãî÷ëåíû L(wi) è =m[L(wi)M(−wi)] èìåþò ïàðó îáùèõ âå-

ùåñòâåííûõ êîðíåé ±w0 (w0 > 0) îäíîé è òîé æå íå÷åòíîé êðàòíîñòè, ïóñòü ÷èñëà

w0n ïðè öåëûõ n 6= ±1 íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà L(wi). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x)
îãðàíè÷åíà. Ïóñòü f ′(0) < 0 è ïóñòü ôóíêöèÿ

(5) d(r) = d(r; f)
def
=

∫ 2π

0

sin t f(r sin t) dt, r > 0

óäîâëåòâîðÿåò ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r îöåíêå

(6) d(r) > c0 > 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî q > 0, îïðåäåëÿåìîå ìíîãî÷ëåíàìè (2), ÷òî èç îöåíêè (4)
âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíîãî öèêëà ó óðàâíåíèÿ (1).

�
y = −qx y = qx

y=f ′(0)x

x

y = f(x)

y

0

Ðèñ. 3. Òåîðåìà 2

Íà Ðèñ. 3 ïðèâåäåí ïðèìåð ôóíêöèè f(x), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì òåîðåìû 2.
Äîïóñòèìûé ñåêòîð ñíîâà çàøòðèõîâàí.

Åñòåñòâåííî, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âìåñòî óñëîâèé f ′(0) < 0 è (6) ñïðàâåäëèâû ïðî-
òèâîïîëîæíûå íåðàâåíñòâà f ′(0) > 0 è d(r) 6 −c0 < 0. Íå î÷åíü åñòåñòâåííîå óñëîâèå îá
îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè f(x) íîñèò òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåîãðàíè-
÷åííûõ ïîäëèíåéíûõ ôóíêöèé f(x) íåîáõîäèìû ãðîìîçäêèå äîïîëíèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ,
ñâÿçàííûå ñ ëåììîé 4, âûõîäÿùèå çà ðàìêè íàñòîÿùåé ðàáîòû. Òàêæå íå îáñóæäàþòñÿ
âîçìîæíûå îñëàáëåíèÿ óñëîâèÿ (6) äî óñëîâèÿ d(r) > ψ(r), ãäå ψ(r) > 0 ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ r è ψ(r) → 0 ïðè r →∞.
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Ìû íå ïðèâîäèì ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà äëÿ ñëó÷àÿ f ′(0) = 0. Îí âîçìîæåí, ïðè
ýòîì íàäî èñïîëüçîâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè d(r) â íóëå. Åñëè è f ′(0) = 0, è f ′(∞) = 0, òî
íàäî èñïîëüçîâàòü àñèìïòîòèêó d(r) è â íóëå, è íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ñëó÷àå äîñòàòî÷íîé
ãëàäêîñòè ôóíêöèè f(x) â îêðåñòíîñòè íóëÿ óñëîâèå f ′(0) < 0 ìîæåò áûòü çàìåíåíî óñëî-
âèÿìè f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = 0, f ′′′(0) < 0 èëè f (n)(0) = 0, n = 0, . . . , 2k; f (2k+1)(0) < 0.

Ôóíêöèÿ d(r) èñïîëüçîâàëàñü â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì. [7] è öèòè-
ðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó) ïîä íàçâàíèåì describing function � �îïèñûâàþùàÿ ôóíêöèÿ�.

Óñëîâèå (6) è åãî àíàëîãè îáñóæäàëèñü â [3, 4]. Ïðèâåäåì îäíî óòâåðæäåíèå.

Óòâ å ðæä å í è å 1. Ïóñòü f(x) = f1(x) + f2(x) + f3(x), ãäå f1(x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ,

f2(x) � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîäëèíåéíîé ïåðâîîáðàçíîé:

(7) lim
x→∞

1

x

∫ x

0

f(u) du = 0,

à ôóíêöèÿ f3(x), òàêæå íå÷åòíàÿ, óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå f3(x) > c∗ > 0, x > u0 > 0.
Òîãäà ôóíêöèÿ (5), ïîñòðîåííàÿ ïî f(x), óäîâëåòâîðÿåò (6).

Óñëîâèå (7) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ è ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ
íóëåâûì ñðåäíèì, äëÿ ôóíêöèé sin(x3), sin

√
|x|, äëÿ óáûâàþùèõ ê íóëþ ôóíêöèé è äð.

Åãî âûïîëíåíèå èëè íåâûïîëíåíèå íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x) íà îãðàíè÷åííîì
ïðîìåæóòêå èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé x. Óñëîâèå (7) íå âûïîëíåíî äëÿ ôóíêöèè sin(log(1 +
|x|)).

3. Âû÷èñëåíèå äîïóñòèìûõ ãðàíèö

3.1. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ.

Tå î ð åì à 3. Ïóñòü ìíîãî÷ëåíû L(wi) è =m[L(wi)M(−wi)] èìåþò ïàðó îáùèõ âå-

ùåñòâåííûõ êîðíåé ±w0 (w0 > 0) îäíîé è òîé æå íå÷åòíîé êðàòíîñòè. Ïóñòü ïðîìå-

æóòîê Ω = [w1, w2], w0/2 < w1 < w0 < w2 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i). Ìíîãî÷ëåí L(wi) íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé âèäà wn, ãäå w ∈ Ω, n =
0,±2,±3, . . .;

(ii). Ìíîãî÷ëåí =m[L(wi)M(−wi)] íå èìååò íà Ω îòëè÷íûõ îò w0 êîðíåé;

(iii). Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(8) q < inf
w∈Ω

inf
n=0,2,3,4,...; M(nwi) 6=0

∣∣∣ L(nwi)

M(nwi)

∣∣∣.
Ïóñòü íåðàâåíñòâà

(9)
∣∣∣=m L(wi)

M(wi)

∣∣∣(∣∣∣ L(wni)

M(wni)

∣∣∣2− q2

)
+

(
q2−

∣∣∣=m L(wi)

M(wi)

∣∣∣2)sign
(
=m L(wi)

M(wi)

)
=m nL(wni)

M(wni)
>0

âûïîëíåíû ïðè w = w1 è ïðè w = w2 äëÿ âñåõ n = 2, 3, 4, . . ., ïðè êîòîðûõ M(wjni) 6= 0.
Ïóñòü âûïîëíåíà îöåíêà (4). Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå
è íà áåñêîíå÷íîñòè, ïóñòü ëèáî f ′(0) ·f ′(∞) < 0, ëèáî f ′(0) < 0, ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà
è ôóíêöèÿ (5) óäîâëåòâîðÿåò ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r > 0 îöåíêå (6).

Òîãäà ó óðàâíåíèÿ (1) ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé öèêë ñ ïåðèîäîì T ∈ [2π/w2, 2π/w1].
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Ïîä÷åðêíåì, ÷òî (8), ò.å. îöåíêà

q < inf
n=0,2,3,4,...

∣∣∣ L(nwi)
M(nwi)

∣∣∣,
äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ w ∈ [w1, w2], à îöåíêà (9) � òîëüêî äëÿ w1 è w2.

Ïðè n = 0 îöåíêà (9) èìååò âèä q <
∣∣L(0)/M(0)

∣∣ è âûòåêàåò èç (8). Ýòî � íåîáõîäèìîå
óñëîâèå, åñëè M(0) 6= 0.

Â ñèëó óñëîâèÿ (ii) è âçàèìíîé ïðîñòîòû ìíîãî÷ëåíîâ L(p) è M(p) ìíîãî÷ëåí M(wi)
íå èìååò êîðíåé íà Ω.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî òåîðåìà 3 äàåò îòâåòû íà äâà ðàçíûõ âîïðîñà. Ïåðâûé âîïðîñ
� î ñóùåñòâîâàíèè ÷èñëà q è åãî íàèáîëüøåì çíà÷åíèè, ò.å. î íàèìåíåå îãðàíè÷èòåëüíîé
ñåêòîðíîé îöåíêå (4). Âòîðîé âîïðîñ � îïðåäåëåíèå íàèáîëåå òî÷íûõ ãðàíèö w1 è w2 â
ñèòóàöèè, êîãäà ÷èñëî q óæå çàôèêñèðîâàíî èëè âû÷èñëåíî äëÿ êîíêðåòíîé ôóíêöèè f(x).

Åñëè q ìàëî, òî ÷èñëà wj ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû îöåíêà (9) áûëà âåðíà äëÿ âñåõ
çíà÷åíèé n. Â óñëîâèÿõ òåîðåì 1 è 2 ÷èñëà w1 è w2, î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü â òåîðåìå 3, ñóùå-
ñòâóþò âñåãäà, òàê æå êàê è ÷èñëî q. Òåîðåìà 3 äàåò ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ.

Tå î ð åì à 4. Ïóñòü ìíîãî÷ëåíû L(wi) è =m[L(wi)M(−wi)] èìåþò ïàðó îáùèõ âåùå-

ñòâåííûõ êîðíåé ±w0 (w0 > 0) îäíîé è òîé æå íå÷åòíîé êðàòíîñòè. Ïóñòü íàéäåòñÿ

ïðîìåæóòîê Ω = [w1, w2], w0/2 < w1 < w0 < w2, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i) �
(iii) òåîðåìû 3. Ïóñòü íåðàâåíñòâà

(10)
∣∣∣=m L(wi)

M(wi)

∣∣∣ (∣∣∣ L(wni)

M(wni)

∣∣∣2− q2

)
+

(
q2−

∣∣∣ L(wi)

M(wi)

∣∣∣2) sign
(
=m L(wi)

M(wi)

)
=m nL(wni)

M(wni)
>0

âûïîëíåíû ïðè w = w1 è w = w2 äëÿ âñåõ n = 2, 3, . . ., ïðè êîòîðûõ M(wjni) 6= 0. Ïóñòü
âûïîëíåíà îöåíêà (4). Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå è íà

áåñêîíå÷íîñòè è f ′(0) · f ′(∞) < 0. Ïóñòü âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

(11) |f ′(0)|, |f ′(∞)| > β, β
def
= sup

w∈Ω

∣∣∣<e L(wi)

M(wi)

∣∣∣.
Òîãäà ó óðàâíåíèÿ (1) ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé öèêë ñ ïåðèîäîì T ∈ [2π/w2, 2π/w1].

Òåîðåìû 3 è 4 îòëè÷àåòñÿ óñëîâèÿìè (9) è (10): íåðàâåíñòâà (10) ìåíåå îãðàíè÷èòåëüíû,
÷òî ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì (11) â òåîðåìå 4.

Èç óñëîâèÿ (iii) âûòåêàåò ïîëîæèòåëüíîñòü ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (9) è (10) ïðè âñåõ w ∈
Ω, w 6= w0. Ïðè áëèçêèõ ê w0 çíà÷åíèÿõ w ñîìíîæèòåëü q2−

∣∣ L(wi)
M(wi)

∣∣2 òàêæå ïîëîæèòåëåí
è íåðàâåíñòâà (9), (10) âåðíû ïðè âûïîëíåíèè áîëåå ãðóáîé è ïðîñòîé îöåíêè

(12) =m[L(wi)M(−wi)] · =m[L(nwi)M(−nwi)] ≥ 0, n = 2, 3, 4 . . .

Íàïðèìåð, åñëè ìíîãî÷ëåí =m[L(wi)M(−wi)] íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé íå÷åòíîé
êðàòíîñòè íà èíòåðâàëå (2w0,∞) è ÷èñëî òàêèõ êîðíåé íà èíòåðâàëå (w0, 2w0] ÷åòíî (â
÷àñòíîñòè, åñëè w0 � íàèáîëüøèé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà =m[L(wi)M(−wi)]), òî îöåíêà (12)
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� q w1 w1 β
(Òåîðåìà 3) (Òåîðåìà 4)

1 .827 � .761 .421

2 .820 � .801 .358

3 .800 � .836 .301

4 .745 .821 .881 .223

5 .740 .847 .885 .217

6 .700 .891 .905 .181

7 .650 .917 .924 .146

8 .600 .935 .939 .119

9 .550 .949 .951 .096

10 .500 .960 .961 .077

11 .400 .976 .976 .047

12 .100 .998 .998 .003

Òàá. 1. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåëè÷èíàìè q è w1

âåðíà ïðè âñåõ w > w0, à íåðàâåíñòâà (9), (10) � ïðè âñåõ áëèçêèõ ê w0 è áîëüøèõ w0

çíà÷åíèÿõ w. Êàæäîå èç òàêèõ çíà÷åíèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â êà÷åñòâå w2. Â óñëî-
âèÿõ òåîðåì 3 è 4 ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå öèêëà ñ ïåðèîäîì T > 2π ó óðàâíåíèÿ (1).
Åñëè ìíîãî÷ëåí =m[L(wi)M(−wi)] íå èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé íå÷åòíîé êðàòíîñòè íà
èíòåðâàëå [2w0,∞) è ÷èñëî òàêèõ êîðíåé íà èíòåðâàëå (w0, 2w0) íå÷åòíî, òî îöåíêè (12)
è (9), (10) âåðíû ïðè âñåõ áëèçêèõ ê w0 è ìåíüøèõ w0 çíà÷åíèÿõ w. Â ýòîì ñëó÷àå ó
óðàâíåíèÿ (1) â óñëîâèÿõ òåîðåì 3 è 4 åñòü öèêë ñ ïåðèîäîì T 6 2π.

Ïîäðîáíî (êàê òåîðåìà 3) òåîðåìà 4 äîêàçàíà íå áóäåò, ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ïðèâî-
äèòñÿ â êîíöå ðàáîòû.

3.2. Ïðèìåðû. Ïðèâåäåì ïðèìåðû âîçìîæíûõ ñëåäñòâèé èç òåîðåì 3 è 4 äëÿ êîí-
êðåòíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(13) x′′′ + x′′ + x′ + x = f(x).

Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ L(p) = p3 + p2 + p+ 1, M(p) ≡ 1, =m[L(wi)] = w(1− w2), <e[L(wi)] =
1− w2, w0 = 1. Âíà÷àëå ñôîðìóëèðóåì ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 3.

Ñë å ä ñ ò â è å 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ïóñòü ëèáî f ′(0) · f ′(∞) < 0, ëèáî f ′(0) < 0, ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà è ôóíêöèÿ (5)
óäîâëåòâîðÿåò äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r > 0 îöåíêå (6). Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (4),
â êîòîðîì q < .745. Òîãäà óðàâíåíèå (13) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íåòðèâèàëüíûé

öèêë ñ ïåðèîäîì T ∈ [6.283, 7.652].
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Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 4.

Ñë å ä ñ ò â è å 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ïóñòü f ′(0) · f ′(∞) < 0, ïóñòü |f ′(0)|, |f ′(∞)| > .421. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (4), â
êîòîðîì q < .827. Òîãäà óðàâíåíèå (13) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íåòðèâèàëüíûé

öèêë ñ ïåðèîäîì T ∈ [6.283, 8.254].

Òàê êàê w0 = 1 � ýòî íàèáîëüøèé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà w(1−w2), òî â êà÷åñòâå w2 ìîæíî
âçÿòü ëþáîå ÷èñëî áîëüøåå 1, ïîýòîìó ó óðàâíåíèÿ (13) åñòü öèêë ñ ïåðèîäîì T > 2π. Ïðè
w = w1∈ (.5, 1) íåðàâåíñòâà (9), (10) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ n = 2, òîãäà îíè âåðíû è
ïðè á�îëüøèõ n. Íà Òàá. 1 ïðèâåäåíî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåëè÷èíàìè q è w1 ïðè íåêîòîðûõ
çíà÷åíèÿõ q. Â ïåðâîé è ÷åòâåðòîé ñòðîêàõ òàáëèöû óêàçàíû ìàêñèìàëüíûå âîçìîæíûå
çíà÷åíèÿ q â óñëîâèÿõ òåîðåì 4 è 3. Ïðè óæåñòî÷åíèè ñåêòîðíîé îöåíêè (óìåíüøåíèè
÷èñëà q) ãðàíèöà w1 óâåëè÷èâàåòñÿ, äåëàåòñÿ áîëåå òî÷íîé, ïåðèîä öèêëà ïðèáëèæàåòñÿ ê
2π. Îöåíêè ïåðèîäà â òåîðåìå 4 áîëåå òî÷íûå.

Â ÷åòâåðòîì ñòîëáöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû β èç íåðàâåíñòâ (11), èìåþùèõ äëÿ
óðàâíåíèÿ (13) âèä |f ′(0)|, |f ′(∞)| > 1− w2

1. Îöåíêà (8) âåðíà ïðè ëþáûõ q < 1, w1 > .637
è íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì.

Ïðèâåäåì åùå ïðèìåð. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(14) x′′ + x =
d
dt

(
f(x)

)
.

Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ L(p) = p2 + 1, M(p) = p, w0 = 1, =m L(iw)
M(iw) = w− 1

w , <e
L(iw)
M(iw) ≡ 0;

îáå òåîðåìû 3 è 4 äàþò îäèíàêîâûå ìàêñèìàëüíûå êîíñòàíòû q.

Ñë å ä ñ ò â è å 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ïóñòü ëèáî f ′(0) · f ′(∞) < 0, ëèáî f ′(0) < 0, ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà è ôóíêöèÿ (5)
óäîâëåòâîðÿåò äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r > 0 îöåíêå (6). Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (4),
â êîòîðîì q

√
2 < 1. Òîãäà óðàâíåíèå (14) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íåòðèâèàëüíûé

öèêë ïåðèîäà T ∈ [2π, 2
√

2π].

Ï Ð È Ë Î Æ Å Í È Å

1. Âûá î ð í å è ç â å ñ ò íûõ. Âíà÷àëå ñäåëàåì çàìåíó âðåìåíè â óðàâíåíèè (1). Ïóñòü
w ∈ Ω = [w1, w2]. Êàæäîå 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ

(Ï.1) L
(
w
d
dt

)
x = M

(
w
d
dt

)
f(x)

îïðåäåëÿåò 2π/w-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(wt) óðàâíåíèÿ (1). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
âìåñòî (1) óðàâíåíèå (Ï.1) è äîêàçûâàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì w ∈ Ω ó (Ï.1) íàéäåòñÿ
2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Ýòî ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

(Ï.2) x(t) = r sin t+ h(t), r > 0,
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ãäå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè h(t) íå ñîäåðæèò ïåðâûõ ãàðìîíèê
èëè, ÷òî òî æå, Ph = 0, ãäå

Px(t)
def
=

1

π

2π∫
0

cos(t− s)x(s) ds.

Ìû äîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 íàéäóòñÿ òàêèå r > 0, w ∈ Ω è 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ h(t), ÷òî ôóíêöèÿ (Ï.2) áóäåò 2π-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (Ï.1).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî êàæäîå íåñòàöèîíàðíîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(t) óðàâ-
íåíèÿ ñ àâòîíîìíîé íåëèíåéíîñòüþ f(x) ïîðîæäàåò êîíòèíóóì òàêèõ ðåøåíèé: ôóíêöèÿ
x(t + α) òàêæå ÿâëÿåòñÿ òàêèì ðåøåíèåì ïðè êàæäîì âåùåñòâåííîì α. Ìû ñíà÷àëà âû-
áðàëè â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî íåèçâåñòíîãî ÷àñòîòó ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, à ïîòîì
óñòðàíèëè çàâåäîìóþ íååäèíñòâåííîñòü çàäà÷è, çàôèêñèðîâàâ ôàçó, ò.å. âûáðàâ èç êîíòè-
íóóìà ñäâèãîâ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, èìåþùåå íóëåâóþ ïðîåêöèþ íà cos t è ïîëîæèòåëü-
íóþ ïðîåêöèþ íà sin t.

Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) îáëàäàåò àïðèîðè íåèç-
âåñòíûì ïåðèîäîì 2π/w, ïðè÷åì êàæäîå òàêîå ðåøåíèå âëîæåíî â êîíòèíóóì. Ìû äîáà-
âèëè â ÷èñëî ÿâíî óêàçàííûõ íåèçâåñòíûõ ÷àñòîòó w è àìïëèòóäó ïåðâîé ãàðìîíèêè r è
óáðàëè íåîïðåäåëåííóþ ôàçó α ïåðâîé ãàðìîíèêè. Ïðè ýòîì âìåñòî íåèçâåñòíîãî x(t) ìû
èñïîëüçóåì íåèçâåñòíîå h(t), èìåþùåå êîðàçìåðíîñòü 2 â ñòàíäàðòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîëó÷àþùàÿñÿ ñèñòåìà êîððåêòíî îïðåäåëåíà è ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà
òîïîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

2. Ëèí å é íû å ï î ä ï ð î ñ ò ð à í ñ ò â à è î ï å ð à ò î ðû. Ïåðâûé ëèíåéíûé îïåðàòîð,
èñïîëüçóþùèéñÿ â ðàáîòå � ýòî ïðîåêòîð P . Ðàññìîòðèì 2 ïëîñêîñòü Π = P L2 è îðòîãî-
íàëüíîå åé â L2 äîïîëíåíèå Π∗ = QL2, ãäå Q = I − P ; codimΠ∗ = 2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(w) (w ∈ Ω) ëèíåéíûé îïåðàòîð, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé
ôóíêöèè u(t) èç ïîäïðîñòðàíñòâà Π∗ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(t) ∈ Π∗ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

(Ï.3) L

(
w
d

dt

)
x = M

(
w
d

dt

)
u(t).

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ x(t) ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (i) è èç u(t) ∈ Π∗, åäèíñòâåííîñòü � èç
x(t) ∈ Π∗. Ïðè w 6= w0 îïåðàòîðû A(w) ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû âî âñåì ïðîñòðàíñòâå L2,
îäíàêî èõ íîðìû ñòàíîâÿòñÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè ïðè w áëèçêèõ ê w0. Â ïîäïðîñòðàí-
ñòâå Π∗ ýòè íîðìû äîïóñêàþò ðàâíîìåðíóþ íà Ω îöåíêó ñâåðõó:∥∥A(w)

∥∥
Π∗→Π∗ 6 c∗ = sup

w∈Ω
q∗(w) <∞, ãäå q∗(w)

def
= sup

n∈Z,n6=±1

∣∣∣M(wni)

L(wni)

∣∣∣.
Ïóñòü C0 � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ðàâíîìåðíîé íîð-
ìîé. Êàæäûé îïåðàòîð A(w) äåéñòâóåò èç Π∗ â C0 è âïîëíå íåïðåðûâåí, îí íåïðåðûâåí
êàê îïåðàòîð èç C0 ∩ Π∗ â C1. Áîëåå òîãî â Π∗ îïåðàòîð A(w)h âïîëíå íåïðåðûâåí ïî
ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ w, h.

2Âñå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿò èç ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà [0, 2π].
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Â äîêàçàòåëüñòâå ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ Pn äëÿ îðòîïðîåêòîðîâ â
L2. Ïðè n = 0 ýòî îðòîïðîåêòîð íà îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Π0 ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé.
Ïðè íàòóðàëüíûõ n � ýòî îðòîïðîåêòîðû íà äâóìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà Πn, íàòÿíóòûå
íà ôóíêöèè sinnt è cosnt, â ÷àñòíîñòè P1 = P . Î÷åâèäíû ñîîòíîøåíèÿ PnQ = QPn = Pn,
n = 0, 2, 3, . . .; îïåðàòîðû Pn êîììóòèðóþò ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Èñïîëüçó-
þòñÿ òàêæå îáîçíà÷åíèÿ Un,w äëÿ ïîâîðîòîâ

Un,w(ξ cosnt+ η sinnt) =
∣∣∣ L(wni)

M(wni)

∣∣∣[( <eM(wni)

L(wni)
ξ + =mM(wni)

L(wni)
η
)
cosnt+

+
(
−=mM(wni)

L(wni)
ξ + <eM(wni)

L(wni)
η
)
sinnt

]
â ïëîñêîñòèΠn. ÅñëèM(wni) = 0 ïðè íåêîòîðûõ w ∈ Ω è öåëîì n, òî Un,w íå èñïîëüçóþòñÿ.
×åðåç U0 = U0,w îáîçíà÷åíî óìíîæåíèå íà âåëè÷èíó sign[M(0)/L(0)].

Îïåðàòîðû A(w)Q îïðåäåëåíû íà âñåì L2 è äîïóñêàþò ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

(Ï.4) A(w)Qu(t) =
∑

n=0,2,3,...;
M(wni) 6=0

∣∣∣M(wni)

L(wni)

∣∣∣Un,wPnu(t).

Èõ íîðìû îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè ‖A(w)Q‖L2→L2 = q∗(w) è

‖A(w)Q‖L2→C0
= q∗(w)

def
=

1√
π

(1

2

∣∣∣M(0)

L(0)

∣∣∣2 +
∑

n=2,3,...

∣∣∣M(wni)

L(wni)

∣∣∣2)1
2

è äîïóñêàþò ðàâíîìåðíûå ïðè âñåõ w ∈ Ω îöåíêè

(Ï.5) ‖A(w)Q‖L2→L2 6 c∗, ‖A(w)Q‖L2→C0
6 c∗ = sup

w∈Ω
q∗(w) <∞.

Ëåììà 1. Ïóñòü w ∈ Ω. Ôóíêöèè x(t) = r sin t + h(t) (h ∈ Π∗) è u(t) ∈ L2 óäîâëå-

òâîðÿþò ðàâåíñòâó (Ï.3), åñëè è òîëüêî åñëè ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà h = A(w)Qu è

(Ï.6) π<e L(wi)

M(wi)
r =

2π∫
0

sin t u(t) dt, π=m L(wi)

M(wi)
r =

2π∫
0

cos t u(t) dt.

Ëåììà 2. Èç ñîîòíîøåíèé h = A(w)Qu, w ∈ Ω, u ∈ C0 âûòåêàåò ðàâåíñòâî

(Ï.7)

2π∫
0

h′(t)Pnu(t) dt = =m nL(wni)

M(wni)
‖Pnh‖2

L2

ïðè êàæäîì öåëîì n 6= ±1, äëÿ êîòîðîãî M(wni) 6= 0, è ðàâåíñòâà Pnh
′ = 0 ïðè âñåõ

îñòàëüíûõ öåëûõ n.
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Äîêàçàòåëüñòâî îáåèõ ëåìì íå ïðèâîäèòñÿ. Ôîðìóëû (Ï.6) âûòåêàþò èç ðàâåíñòâà

L
(
w d

dt

)
r sin t = M

(
w d

dt

)
Pu(t). Äëÿ äîêàçàòåëèñòâà ôîðìóëû (Ï.7) äîñòàòî÷íî âîñïîëü-

çîâàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (Ï.4).

3. Î ñ í î â í à ÿ ä åôîðìàöè ÿ. Â ñèëó ëåììû 1 è ïî ïîñòðîåíèþ îïåðàòîðîâ A(w)
çàäà÷ó î 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (Ï.1) ìîæíî çàìåíèòü ñèñòåìîé

(Ï.8)



π<e L(wi)

M(wi)
=

1

r

2π∫
0

sin t f(r sin t+ h(t)) dt,

π=m L(wi)

M(wi)
=

1

r

2π∫
0

cos t f(r sin t+ h(t)) dt,

h = A(w)Qf(r sin t+ h(t)).

Ïðîäåôîðìèðóåì ñèñòåìó (Ï.8) ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì â ïðî-
ñòðàíñòâå E = {R× R× Π∗} äåôîðìàöèþ

(Ï.9) Φξ(r, w, h) =



ξπ<e L(wi)

M(wi)
− 1

r

2π∫
0

sin t f(r sin t+ ξh(t)) dt,

π=m L(wi)

M(wi)
− ξ

r

2π∫
0

cos t f(r sin t+ h(t)) dt,

h− ξA(w)Qf(r sin t+ h(t))

âåêòîðíîãî ïîëÿ

(Ï.10) Φ1(r, w, h) =



π<e L(wi)

M(wi)
− 1

r

2π∫
0

sin t f(r sin t+ h(t)) dt,

π=m L(wi)

M(wi)
− 1

r

2π∫
0

cos t f(r sin t+ h(t)) dt,

h− A(w)Qf(r sin t+ h(t))

â áîëåå ïðîñòîå âåêòîðíîå ïîëå

(Ï.11) Φ0(r, w, h) =


−1

r

2π∫
0

sin t f(r sin t) dt,
(
= −d(r)

r

)
π=m L(wi)

M(wi)
,

h.

Çäåñü ξ ∈ [0, 1] � ïàðàìåòð äåôîðìàöèè, ïðè ξ = 1 îñîáûå òî÷êè ïîëÿ Φ1(r, w, h)
ñîâïàäàþò ñ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (Ï.8), íàì íàäî äîêàçàòü èõ ñóùåñòâîâàíèå. Ïðè ξ = 0
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âåêòîðíîå ïîëå Φ0(r, w, h) èìååò ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîé âèä è ìîæíî ïîñ÷èòàòü åãî òîïîëî-
ãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Äëÿ èõ èñïîëüçîâàíèÿ íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî äåôîðìàöèÿ
Φξ(r, w, h) íåâûðîæäåíà íà ãðàíèöå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïèåé.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ (Ï.11) çàâèñèò òîëüêî îò ñâîåé ïåðåìåííîé.

4. Î ñ í î â í î å ìí îæå ñ ò â î. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî G ⊂ E, â êîòîðîì ìû áóäåì
èñêàòü îñîáûå òî÷êè ïîëÿ Φ0(r, w, h). Ýòî ìíîæåñòâî áóäåò èìåòü âèä

G = G(ρ,R,w1, w2, k)
def
= [ρ,R]× [w1, w2]× {‖h‖L2 6 kR}.

Ïîñòîÿííûå ρ,R è k îïðåäåëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè L è M , âåëè÷èíàìè w1, w2 è q, à
òàêæå ÷èñëàìè f ′(0) è f ′(∞). Âåëè÷èíà ρ áóäåò âûáðàíà äîñòàòî÷íî ìàëîé, à âåëè÷èíû
R è k � äîñòàòî÷íî áîëüøèìè. ×òî çíà÷èò �äîñòàòî÷íî ìàëîé� è �äîñòàòî÷íî áîëüøèìè�,
ÿñíî èç äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé.

Åñëè óäàñòñÿ ñêîíñòðóèðîâàòü ìíîæåñòâî G (ò.å. âûáðàòü ρ,R, è k), íà ãðàíèöå êîòî-
ðîãî äåôîðìàöèÿ (Ï.9) íåâûðîæäåíà, è îêàæåòñÿ, ÷òî âðàùåíèå 3 γ(Φ0, ∂G) âåêòîðíîãî
ïîëÿ Φ0 íà ãðàíèöå ∂G ìíîæåñòâà G îòëè÷íî îò íóëÿ, òî òåîðåìà 3 áóäåò äîêàçàíà.

5. Â ð àù åíè å ï î ë ÿ Φ0(r, w, h). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âðàùåíèÿ γ(Φ0, ∂G) èñïîëüçóåì
ôîðìóëó ïðîèçâåäåíèé âðàùåíèé, ñëåäóÿ [2, 5].

Ñîãëàñíî ýòîé ôîðìóëå âðàùåíèå γ(Φ0, ∂G) ðàâíÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèþ òðåõ âðàùåíèé:
âðàùåíèÿ γr ïîëÿ

(Ï.12) −1

r

2π∫
0

sin t f(r sin t) dt

íà ãðàíèöå ïðîìåæóòêà [ρ,R], âðàùåíèÿ γw ïîëÿ

(Ï.13) π=m L(wi)

M(wi)

íà ãðàíèöå ïðîìåæóòêà Ω è âðàùåíèÿ γh ïîëÿ h íà ñôåðå {h ∈ Π∗ : ‖h‖L2 = k R}.
Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ôîðìóëû γ(Φ0, ∂G) = γr γw γh çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.
Âî-ïåðâûõ ìíîæåñòâî, íà ãðàíèöå êîòîðîãî ñ÷èòàåòñÿ âðàùåíèå, äîëæíî áûòü äåêàð-

òîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ, ðàñïîëîæåííûõ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ � ìíîæåñòâî G îá-
ëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì. Âî-âòîðûõ, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ äîëæíà çàâèñåòü òîëüêî îò
ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé. Â-òðåòüèõ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðíîãî ïîëÿ
äîëæíà áûòü íåâûðîæäåíà íà ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè ãðàíèöû ìíîæåñòâà G: êîìïîíåíòà
(Ï.12) äîëæíà áûòü íåâûðîæäåíà ïðè r = ρ è ïðè r = R, êîìïîíåíòà (Ï.13) äîëæíà áûòü
íåâûðîæäåíà ïðè w = wj, êîìïîíåíòà h äîëæíà áûòü íåâûðîæäåíà ïðè ‖h‖L2 = kR. Â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå òðåáóåìàÿ íåâûðîæäåííîñòü î÷åâèäíà.

Ïîñ÷èòàåì òåïåðü âðàùåíèÿ γr, γw è γh.
Âðàùåíèå γr ðàâíî +1 èëè −1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî â óñëîâèÿõ 4 òåîðåìû 1 äîñòà-

òî÷íî çàìåòèòü, ÷òî êîìïîíåíòà (Ï.12) ïðè r = ρ èìååò ïîñòîÿííûé çíàê, ñîâïàäàþùèé

3Ñì. îïðåäåëåíèå, îñíîâíûå ñâîéñòâà è ìåòîäû èñïîëüçîâàíèÿ â [2, 5].
4 Çäåñü è â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ãîâîðèòü îá óñëîâèÿõ òåîðåìû 1, åñëè f ′(0) · f ′(∞) < 0, è îá

óñëîâèÿõ òåîðåìû 2, åñëè f ′(0) < 0 è f ′(∞) = 0.
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ñî çíàêîì âåëè÷èíû −f ′(0), à ïðè r = R èìååò ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê, ñîâïàäàþùèé ñî
çíàêîì âåëè÷èíû −f ′(∞). Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 êîìïîíåíòà (Ï.12) ïðè r = ρ ïîëîæè-
òåëüíà âìåñòå â âåëè÷èíîé −f ′(0), à ïðè r = R îòðèöàòåëüíà â ñèëó (6). Êîíå÷íî, äëÿ
ýòîãî ρ äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî ìàëî, à R � äîñòàòî÷íî âåëèêî.

Âðàùåíèå γw òàêæå ðàâíî +1 èëè −1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî
çíàê êîìïîíåíòû (Ï.13) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ìíîãî÷ëåíà =m[L(wi)M(−wi)]. À ýòîò ìíî-
ãî÷ëåí èìååò íà ïðîìåæóòêå [w1, w2] åäèíñòâåííûé êîðåíü w0, ïðè÷åì ýòî, ïî óñëîâèþ,
êîðåíü íå÷åòíîé êðàòíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà Ω êîìïîíåíòà (Ï.13)
â íîëü íå îáðàùàåòñÿ è ïðèíèìàåò ðàçíûå çíàêè.

Âðàùåíèå γh ðàâíî 1 (âðàùåíèå òîæäåñòâåííîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå âñÿêîé îáëàñòè, ñî-
äåðæàùåé 0, ðàâíî 1).

Òàêèì îáðàçîì, âðàùåíèå γ(Φ0, ∂G) ïî ìîäóëþ ðàâíî 1 è ïîýòîìó îòëè÷íî îò íóëÿ.

6. Îö å í ê è. Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå íåâûðîæäåííîñòè äåôîðìàöèè (Ï.9).

Ëåììà 3. Ïóñòü w ∈ Ω, îáîçíà÷èì

q1(w)
def
=
∣∣∣=m L(wi)

M(wi)

∣∣∣, q2(w)
def
= inf

n=0,2,3,...;
M(wni) 6=0

∣∣∣ L(nwi)

M(nwi)

∣∣∣.
Èç ðàâåíñòâà âòîðîé è òðåòüåé êîìïîíåíò äåôîðìàöèè íóëþ âûòåêàåò, ÷òî q1(w)6q è

(Ï.14) ‖h‖6rk∗(w), ‖h‖C 6rk∗(w), k∗(w)=

√
π
q2 − q2

1(w)

q2
2(w)− q2

, k∗(w)=q∗(w)q

√
π
q2
2 − q2

1(w)

q2
2(w)− q2

.

Â (Ï.14) è íèæå ‖ · ‖ � ýòî íîðìà â L2. Âåðíî ðàâåíñòâî q2(w) q∗(w) = 1. Ïîä÷åðêíåì,
÷òî ñîîòíîøåíèÿ (Ï.14) ÿâëÿþòñÿ ãëîáàëüíûìè � îíè âåðíû íå òîëüêî ïðè r â îêðåñòíîñòè
íóëÿ èëè áåñêîíå÷íîñòè, íî äëÿ âñåõ âîîáùå îñîáûõ òî÷åê äåôîðìàöèè.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ðàâåíñòâà

(Ï.15) h = ξA(w)Qf(r sin t+ h(t))

ñëåäóþò ðàâåíñòâà Pnh = 0 ïðè M(wni) = 0 è∣∣ L(wni)

M(wni)

∣∣‖Pnh‖ = ξ‖Pnf(x)‖, n = 0, 2, 3, . . .

ïðè M(wni) 6= 0. Èç ðàâåíñòâà íóëþ âòîðîé êîìïîíåíòû (Ï.9) âûòåêàåò îöåíêà

(Ï.16)
√
πr
∣∣∣=m L(wi)

M(wi)

∣∣∣ 6 ξ‖Pf(x)‖.

Âîçâåäåì âñå ýòè ñîîòíîøåíèÿ â êâàäðàò è ñëîæèì. Ïîëó÷èì

πr2
∣∣∣=m L(wi)

M(wi)

∣∣∣2 +
∑

n=0,2,3,...;
M(wni) 6=0

∣∣∣ L(wni)

M(wni)

∣∣∣2‖Pnh‖2 6 ξ2‖f(x)‖2.
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Ïîýòîìó è â ñèëó ξ 6 1

(Ï.17) πr2
∣∣∣=m L(wi)

M(wi)

∣∣∣2+ ∑
n=0,2,3,...;
M(wni) 6=0

∣∣∣ L(wni)

M(wni)

∣∣∣2‖Pnh‖2 6 q2‖x‖2 = q2
(
πr2+

∑
n=0,2,3,...;
M(wni) 6=0

‖Pnh‖2
)

è, òåì áîëåå,

πr2
∣∣∣=m L(wi)

M(wi)

∣∣∣2 + inf
n=0,2,3,...;
M(wni) 6=0

∣∣∣ L(wni)

M(wni)

∣∣∣2 ∑
n=0,2,3,...;
M(wni) 6=0

‖Pnh‖2 6 q2
(
πr2 +

∑
n=0,2,3,...;
M(wni) 6=0

‖Pnh‖2
)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

πr2q2
1(w) + q2

2(w)‖h‖2 6 q2
(
πr2 + ‖h‖2

)
.

Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèé

‖h‖C 6 ‖AQ‖L2→C‖f(x)‖ 6 q∗(w)q(πr2 + ‖h‖2)
1
2

âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû 3.

7. Í å âûð îæä å í í î ñ ò ü ä åôîðìàöèè Φξ(r, w, h). Èòàê, ïóñòü {r, w, h} ∈ G �
îñîáàÿ òî÷êà äåôîðìàöèè Φξ ïðè íåêîòîðîì ξ ∈ [0, 1]. Ïîêàæåì, ÷òî îíà íå ìîæåò ðàñïî-
ëàãàòüñÿ íà ãðàíèöå ∂G ìíîæåñòâà G. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äëÿ âñåõ îñîáûõ òî÷åê äåôîðìàöèè
â ñèëó ëåììû 3 âåðíû îöåíêè

(Ï.18) ‖h‖6κ∗r, ‖h‖C 6κ∗r, κ∗
def
= sup

ω∈Ω, q1(w)≤q

k∗(w), κ∗
def
= sup

ω∈Ω, q1(w)≤q

k∗(w).

Ãðàíèöà ∂G ìíîæåñòâà G ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ÷àñòåé: ∂G = Gρ ∪GR ∪Gw ∪Gh, ãäå

Gρ = {r = ρ, w ∈ [w1, w2], ‖h‖ 6 kR}, GR = {r = R, w ∈ [w1, w2], ‖h‖ 6 kR},
Gw = {r ∈ [ρ,R], w = wj, ‖h‖ 6 kR}, Gh = {r ∈ [ρ,R], w ∈ [w1, w2], ‖h‖ = kR}.

Ïóñòü {r, w, h} ∈ Gρ, ò.å. r = ρ. Òàê êàê ìíîãî÷ëåíû L(iw) è =m[L(iw)M(−iw)] ïî ïðåä-
ïîëîæåíèþ èìåþò êîðåíü w0 îäíîé è òîé æå êðàòíîñòè, òî ìíîãî÷ëåí <e[L(iw)M(−iw)]
èìååò ýòîò êîðåíü ëèáî òàêîé æå, ëèáî áîëüøåé êðàòíîñòè. Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà äâóõ
ïåðâûõ êîìïîíåíò ãîìîòîïèè íóëþ ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

(Ï.19) ξ2B(w)

2π∫
0

cos t f(ρ sin t+ h(t)) dt =

2π∫
0

sin t f(ρ sin t+ ξh(t)) dt,

ãäå B(w) � äðîáíî ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, çíàìåíàòåëü êîòîðîé íå îáðàùàåòñÿ â íóëü
ïðè w ∈ Ω. Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ìíîãî÷ëåí =m[L(iw)M(−iw)]
íå èìååò íà Ω îòëè÷íûõ îò w0 êîðíåé.
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Çàìåíèì ôóíêöèþ f(x) = f ′(0)x + ϕ(x) åå ïðèáëèæåíèåì f ′(0)x â îêðåñòíîñòè íóëÿ;
çäåñü ϕ(x)x−1 → 0 ïðè x→ 0. Â ëåâîé ÷àñòè (Ï.19) ñëàãàåìîå ïîðÿäêà ρ ðàâíî íóëþ:

2π∫
0

cos t f ′(0)[ρ sin t+ h(t)] dt = 0.

Â ïðàâîé ÷àñòè (Ï.19) â óñëîâèÿõ òåîðåì 1 è 2 ñëàãàåìîå ïîðÿäêà ρ îòëè÷íî îò íóëÿ:

2π∫
0

sin t f ′(0)[ρ sin t+ ξh(t)] dt = πf ′(0) ρ.

Âñå îñòàëüíûå ñëàãàåìûå ïî ρ èìåþò ìåíüøèé ïîðÿäîê â ñèëó îöåíêè ‖h‖C ≤ k∗ρ. Ïî-
ýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ρ ðàâåíñòâî (Ï.19) íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñîîòíîøåíèå {r, w, h} 6∈ Gρ.

Ñîîòíîøåíèå {r, w, h} 6∈ GR â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 äîêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷-
íî. Ñîîòíîøåíèå {r, w, h} 6∈ GR â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 âûòåêàåò èç (Ï.19) è ñëåäóþùåé
ëåììû. Åå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî, íàïðèìåð, â [3, 4].

Ëåììà 4. Äëÿ êàæäîãî c > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(Ï.20) lim
R→∞

sup
h∈C1, ‖h‖C16c, α∈R

∣∣∣∣∣∣
2π∫
0

sin(t+ α)
(
f(R sin t+ h(t))− f(R sin t)

)
dt

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Â ñèëó ýòîé ëåììû

2π∫
0

cos t f(R sin t+ h(t)) dt→ 0,

2π∫
0

sin t f(R sin t+ ξh(t)) dt− d(R) → 0

ïðè R → ∞ è èç (6) âûòåêàåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå (Ï.19) (â êîòîðîì ρ çàìåíåíî íà R) íå
ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ R.

Îöåíêà ‖h‖C1 6 c äëÿ îñîáûõ òî÷åê äåôîðìàöèè, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïðèìåíåíèÿ ëåì-
ìû 4, âûòåêàåò èç (Ï.15) â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè f(x) è ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åí-
íîñòè íîðì îïåðàòîðîâ A(w)Q : C0 → C1.

Ïóñòü òåïåðü {r, w, h} ∈ Gw. Èç (Ï.15) âûòåêàåò âêëþ÷åíèå h ∈ C0, ò.å. h(0) = h(2π).
Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

r

2π∫
0

cos t f(r sin t+ h(t)) dt+

2π∫
0

h′(t) f(r sin t+ h(t)) dt =

r sin t+h(t)∫
0

f(x) dx

∣∣∣∣∣
t=2π

t=0

≡ 0

è ðàâåíñòâî âòîðîé êîìïîíåíòû (Ï.9) íóëþ ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

π=m L(wi)

M(wi)
r2 + ξ

∫ 2π

0

h′(t) f(r sin t+ h(t)) dt = 0.
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Òàê êàê h = ξA(w)Qf(r sin t+ h(t)), òî â ñèëó ëåììû 2

ξ

2π∫
0

h′(t) f(r sin t+ h(t)) dt =
∑

n=0,2,3,...;
M(wni) 6=0

=m nL(wni)

M(wni)
‖Pnh‖2,

ñëåäîâàòåëüíî,

π
∣∣∣=m L(wi)

M(wi)

∣∣∣r2 + sign
(
=m L(wi)

M(wi)

) ∑
n=0,2,3,...;
M(wni) 6=0

=m nL(wni)

M(wni)
‖Pnh‖2 = 0.

Âûðàçèì îòñþäà πr2 è ïîäñòàâèì â íåðàâåíñòâî (Ï.17), ïåðåïèñàííîå â âèäå

∑
n=0,2,3,...;
M(wni) 6=0

(∣∣∣ L(wni)

M(wni)

∣∣∣2 − q2

)
‖Pnh‖2 6 πr2

(
q2 −

∣∣∣=m L(wi)

M(wi)

∣∣∣2);

ïîëó÷èì

∑
n=0,2,3,...;
M(wni) 6=0

[∣∣∣=m L(wi)

M(wi)

∣∣∣(∣∣∣ L(wni)

M(wni)

∣∣∣2 − q2

)
+

+

(
q2 −

∣∣∣=m L(wi)

M(wi)

∣∣∣2) sign
(
=m L(wi)

M(wi)

)
=m nL(wni)

M(wni)

]
‖Pnh‖2 6 0.

Ïîýòîìó, åñëè ïðè w = wj è âñåõ n = 0, 2, 3, . . ., äëÿ êîòîðûõ M(wjni) 6= 0, âåðíà îöåíêà
(9), òî h = 0. Òîãäà èíòåãðàë âî âòîðîé êîìïîíåíòå äåôîðìàöèè ïðåâðàùàåòñÿ â íóëü,
îòñþäà w = w0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âêëþ÷åíèþ {r, w, h} ∈ Gw.

Ïóñòü òåïåðü {r, w, h} ∈ Gh � ýòî ïîñëåäíÿÿ íåðàññìîòðåííàÿ ÷àñòü ãðàíèöû ∂G.
Íåâîçìîæíîñòü ýòîãî âêëþ÷åíèÿ íàèáîëåå ïðîñòî äîêàçûâàåòñÿ. Äîñòàòî÷íî âûáðàòü k >
κ∗, ãäå ïîñòîÿííàÿ κ∗ îïðåäåëåíà â (Ï.18).

8. Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åì 1 è 2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1 è 2 íåîáõîäèìî
âûáðàòü w1, w2 è q, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåîðåìû 3. Èòàê, ïóñòü ìíîãî÷ëåíû L(wi)
è =m[L(wi)M(−wi)] èìåþò ïàðó îáùèõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé ±w0 îäíîé è òîé æå íå÷åòíîé
êðàòíîñòè è ïóñòü ÷èñëà w0n ïðè öåëûõ n 6= ±1 íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà L(wi).

Óñëîâèÿ (i) � (ii) î÷åâèäíî âûïîëíåíû ïðè äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê w0 çíà÷åíèÿõ wj. Ïî
ñîîáðàæåíèÿì íåïðåðûâíîñòè, ìîæíî âçÿòü áëèçêèå ê w0 âåëè÷èíû w1 è w2 òàê, ÷òîáû

0 <
∣∣∣=m L(w1i)

M(w1i)

∣∣∣ =
∣∣∣=m L(w2i)

M(w2i)

∣∣∣ < inf
w∈Ω

inf
n=0,2,3,4,...

∣∣∣ L(nwi)

M(nwi)

∣∣∣, w1 < w0 < w2

è ïîëîæèòü q = | =mL(wji)/M(wji)|. Î÷åâèäíî ïðè ýòîì âûïîëíåíî óñëîâèå (iii) è îöåíêè
(9) âåðíû ïðè w = wj ïðè âñåõ n = 2, 3, 4, . . ..
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9. Ñ õ åì à ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â à ò å î ð åìû 4. Íà÷àëüíàÿ ÷àñòü ñîâïàäàåò ñ äîêàçà-
òåëüñòâîì òåîðåìû 3. Äåëàåòñÿ òà æå çàìåíà âðåìåíè, ðàññìàòðèâàþòñÿ òå æå íåèçâåñòíûå
r, w, h, âûïèñûâàåòñÿ òà æå ñèñòåìà (Ï.8). Íî äåôîðìàöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ äðóãàÿ:

(Ï.21) Ψξ(r, w, h) =



π<e L(wi)

M(wi)
− 1

r

2π∫
0

sin t f(r sin t+ h(t)) dt,

π=m L(wi)

M(wi)
− ξ

r

2π∫
0

cos t f(r sin t+ h(t)) dt,

h− ξA(w)Qf(r sin t+ h(t)),

ïðè ýòîì âåêòîðíîå ïîëå (Ï.10) äåôîðìèðóåòñÿ â ïîëå

(Ï.22) Ψ0(r, w, h) =


π<e L(wi)

M(wi)
− 1

r

2π∫
0

sin t f(r sin t+ h(t)) dt,

π=m L(wi)

M(wi)
,

h.

Ìíîæåñòâî, íà ãðàíèöå êîòîðîãî èññëåäóåòñÿ äåôîðìàöèÿ, îñòàåòñÿ òåì æå. Ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå íåâûðîæäåííîñòè ãîìîòîïèè (Ï.21) ëåììà 3 çàìåíÿåòñÿ áëèçêèì óòâåðæäåíèåì.

Ëåììà 5. Ïóñòü w ∈ Ω, îáîçíà÷èì

q1(w)
def
=
∣∣∣ L(wi)

M(wi)

∣∣∣, q2(w)
def
= inf

n=0,2,3,4,...

∣∣∣ L(nwi)

M(nwi)

∣∣∣.
Òîãäà äëÿ êàæäîé îñîáîé òî÷êè äåôîðìàöèè (Ï.21) âåðíû ñîîòíîøåíèÿ (Ï.14).

Âåëè÷èíà q1(w) â ýòîé ëåììå îòëè÷àåòñÿ îò òî÷íî òàê æå îáîçíà÷åííîé âåëè÷èíû â ëåì-
ìå 3. Â ëåììå 3 íå óäàëîñü èñïîëüçîâàòü ðàâåíñòâî íóëþ ïåðâîé êîìïîíåíòû äåôîðìàöèè,
â ëåììå 5 ýòî óäàåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå âìåñòî íåðàâåíñòâà (Ï.16) èñïîëüçóåòñÿ íåðàâåíñòâî
√
πr
∣∣∣ L(wi)
M(wi)

∣∣∣ 6 ‖Pf(x)‖, îñòàòîê äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.

Âåêòîðíîå ïîëå (Ï.22) ñîåäèíÿåòñÿ ñ âåêòîðíûì ïîëåì (Ï.11) äåôîðìàöèåé

(Ï.23) Ξξ(r, w, h) =


ξπ<e L(wi)

M(wi)
− 1

r

2π∫
0

sin t f(r sin t+ ξh(t)) dt,

π=m L(wi)

M(wi)
,

h.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåâûðîæäåííîñòè ïåðâîé êîìïîíåíòû äåôîðìàöèè (Ï.23) èñïîëü-
çóþòñÿ íåðàâåíñòâà (11), ëåììà 5 è àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(x) â íóëå è
íà áåñêîíå÷íîñòè. Âðàùåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ (Ï.11) ñ÷èòàåòñÿ òàêæå, êàê è ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû 3.
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