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Ïðåäëàãàþòñÿ ïðîñòûå óñëîâèÿ ãàìèëüòîíîâîñòè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ
òèïà Ëóðüå. Óêàçûâàåòñÿ ÿâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà â
òåðìèíàõ ìàòðèö óïðàâëÿåìîñòè è íàáëþäàåìîñòè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(1) L
(

d
dt

)
x = M

(
d
dt

)
f(x),

ãäå

(2) L(p) = p` + α1p
`−1 + · · ·+ α`, M(p) = β0p

m + β1p
m−1 + · · ·+ βm

� âçàèìíî ïðîñòûå âåùåñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé ` è m, ` > m; f(x) � ñêàëÿðíàÿ
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Óðàâíåíèå (1) îïèñûâàåò îäíîêîíòóðíóþ ñèñòåìó óïðàâëå-
íèÿ, ñîñòîÿùóþ èç ëèíåéíîãî çâåíà ñ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé
M(p)/L(p) è íåëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè f .

Êàê èçâåñòíî, ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå (1) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

(3) ż = Az + bf(c′z), z ∈ R`.

Çäåñü A � êâàäðàòíàÿ ïîðÿäêà ` âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà; b è c � âåêòîðû èç R` (çäåñü
è äàëåå âåêòîð îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñâîèì êîîðäèíàòíûì ñòîëáöîì â íåêîòîðîì ôèê-
ñèðîâàííîì áàçèñå; ñèìâîë ′ îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå). Óðàâíåíèÿ (1) è (3) ýêâè-
âàëåíòíû, åñëè è òîëüêî åñëè âåðíî ðàâåíñòâî

(4) M(p)/L(p) = c′(pI − A)−1b,
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ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Â ÷àñòíîñòè, (4) âåðíî, åñëè ïîëîæèòü

(5) A =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
−α` −α`−1 −α`−2 · · · −α1

 , c =


1
0
...
0
0


è îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû bk âåêòîðà b èç ñèñòåìû

(6)

b1 = b2 = · · · = b`−m−1 = 0,
β0 = b`−m,
β1 = b`−m+1 + α1b`−m,

...
βm = b` + α1b`−1 + · · ·+ αmb`−m;

ýòîò âèä ìàòðèöû A è âåêòîðîâ b, c íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì. Âñÿêàÿ ýêâèâàëåíòíàÿ
óðàâíåíèþ (1) ñèñòåìà (3) ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ëèíåéíîé íåâûðîæäåí-
íîé çàìåíîé z = Sz̃.

Èç ôîðìóëû (4) âûòåêàåò, ÷òî L(p) � ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðè-
öû A.

Íèæå èçó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ (1), ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíûå òîëüêî ÷åòíîãî ïîðÿä-
êà, òî åñòü óðàâíåíèÿ âèäà

(7) L
(

d2

dt2

)
x = M

(
d2

dt2

)
f(x),

ãäå L è M � ïðîèçâîëüíûå âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû (2) ñòåïåíåé ` è m, ` > m.

Tå î ð åì à 1. Êàæäàÿ ýêâèâàëåíòíàÿ óðàâíåíèþ (7) ñèñòåìà

(8) ζ̇ = Ãζ + b̃f(c̃′ζ), ζ ∈ R2`,

ïðèâîäèìà ê ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå ëèíåéíîé íåâûðîæäåííîé çàìåíîé êîîðäèíàò.

Èíà÷å ãîâîðÿ, êàæäîå óðàâíåíèå âèäà (1) ñ ÷åòíûìè ìíîãî÷ëåíàìè L è M èìååò
ãàìèëüòîíîâî ïðåäñòàâëåíèå.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå êîíñòðóèðóþòñÿ ãàìèëüòîíîâû êîîðäèíàòû è ãàìèëüòî-
íèàí ñèñòåìû.

2. Ãàìèëüòîíîâû êîîðäèíàòû

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (8) âèäà

(9) ż = Ty, ẏ = Qz + cf(c′z), z, y ∈ R`,
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ãäå T è Q � êâàäðàòíûå ïîðÿäêà ` ìàòðèöû, òî åñòü ïîëîæèì

(10) Ã =

(
0 T
Q 0

)
, ζ =



z1
...
z`

y1
...
y`


, b̃ =



0
...
0
c1
...
c`


, c̃ =



c1
...
c`

0
...
0


;

÷åðåç 0 îáîçíà÷åíû ñêàëÿðû è íóëåâûå ìàòðèöû.

Ëåììà 1. Åñëè âåðíî ðàâåíñòâî (4) è

(11) A = TQ, b = Tc.

òî ñèñòåìà (9) ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ (7).

Ïîëîæèì

(12) H(y, z) =
1
2(y′Ty − z′Qz)− F (c′z),

ãäå F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(x). Åñëè ìàòðèöû T è Q ñèììåòðè÷åñêèå, òî
ñèñòåìà (9) èìååò ãàìèëüòîíîâ âèä

(13) żk =
∂H

∂yk

, ẏk = −∂H

∂zk

, k = 1, . . . , `.

Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 äîñòàòî÷íî ïî çàäàííûì âåêòîðàì b, c è
ìàòðèöå A, óäîâëåòâîðÿþùèì ðàâåíñòâó (4), ïîñòðîèòü ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû T
è Q, ïðè êîòîðûõ âåðíû ðàâåíñòâà (11).

×åðåç K è N îáîçíà÷èì êâàäðàòíûå ïîðÿäêà ` ìàòðèöû

(14) K = [b, Ab, A2b, ..., A`−1b], N = [c, A′c, (A′)2c, ..., (A′)`−1c]

ñî ñòîëáöàìè Akb è (A′)kc. Îíè íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè óïðàâëÿåìîñòè è íàáëþäàåìî-
ñòè ñèñòåìû (3) (ñì. [1, 2]) è èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè åå èññëåäîâàíèè. Èç ðàâåíñòâà
(4) âûòåêàåò íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèö K è N .

Tå î ð åì à 2. Ïóñòü âåðíî ðàâåíñòâî (4). Ïóñòü

(15) T = KN−1, Q = NK−1A,

ãäå K, N � ìàòðèöû (14). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà T = T ′, Q = Q′ è (11).
Ïîýòîìó ýêâèâàëåíòíàÿ óðàâíåíèþ (7) ñèñòåìà (9) ãàìèëüòîíîâà.

Åñëè îïðåäåëèòü ìàòðèöó A è âåêòîðû b, c ñîîòíîøåíèÿìè (5), (6), òî N = I,
T = K, òî åñòü T � ýòî ìàòðèöà Êàëìàíà ñèñòåìû (3) è Q = K−1A.
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Ï Ð È Ë Î Æ Å Í È Å

1 . Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 1 . Ïóñòü âåðíû ðàâåíñòâà (10) è (11). Ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ñèñòåìû (9) óðàâíåíèþ (7) îçíà÷àåò, ÷òî

(Ï.1) M(p2)/L(p2) = c̃′(pĨ − Ã)−1b̃,

ãäå Ĩ � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2`. Ìàòðèöà

(pĨ − Ã)−1 =

(
M11 M12

M21 M22

)
ñîñòîèò èç áëîêîâ

M11 = p(p2I − TQ)−1, M12 = (p2I − TQ)−1T,

M21 = (p2I −QT )−1Q, M22 = p(p2I −QT )−1.

Ïîýòîìó
c̃′(pĨ − Ã)−1b̃ = c′M12c = c′(p2I − TQ)−1Tc

è ðàâåíñòâî (Ï.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

M(p2)/L(p2) = c′(p2I − TQ)−1Tc.

Â ñèëó (11) ýòî ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (4). Ëåììà äîêàçàíà.
2 . Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 2 . Ïóñòü ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (4) è (15).

×åðåç ek è gk îáîçíà÷èì ñòîëáöû ìàòðèö N è K:

ek = (A′)k−1c, gk = Ak−1b, k = 1, . . . , `.

Ðàâåíñòâî K = TN îçíà÷àåò, ÷òî

(Ï.2) gk = Tek, ek = T−1gk, k = 1, . . . , `.

Â ÷àñòíîñòè, b = g1 = Te1 = Tc è, òàê êàê A = TQ ïî îïðåäåëåíèþ, âåðíû îáà
ðàâåíñòâà (11).

Äîêàæåì ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèö T è Q. Òàê êàê ìàòðèöû N è K íå âûðîæäåíû,
òî e1, . . . , e` è g1, . . . , g` � ýòî äâà áàçèñà â R`. Ïîýòîìó ðàâåíñòâà T = T ′ è Q = Q′

ðàâíîñèëüíû ðàâåíñòâàì

(Ï.3) e′nTek = e′kTen, g′nQgk = g′kQgn, n, k = 1, . . . , `.

Ïåðâàÿ ãðóïïà ðàâåíñòâ (Ï.3) âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé

e′nTek = e′ngk = c′An−1Ak−1b = c′Ak−1An−1b = e′kgn = e′kTen.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâ âòîðîé ãðóïïû çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òåîðåìû Ãàìèëü-
òîíà-Êýëè L(A) = L(A′) = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî,

A`b + α1A
`−1b + · · ·+ α`b = (A′)`c + α1(A

′)`−1c + · · ·+ α`c = 0,
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òî åñòü

g`+1 := A`b = −α1g` − · · · − α`g1, e`+1 := (A′)`c = −α1e` − · · · − α`e1

è èç (Ï.2) âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ

g`+1 = Te`+1, e`+1 = T−1g`+1.

Ïîýòîìó ïðè êàæäûõ n, k = 1, . . . , ` âåðíû ðàâåíñòâà

g′nQgk = g′nT
−1Agk = g′nT

−1gk+1 = g′nek+1 = b′(A′)n−1(A′)kc =

= b′(A′)k−1(A′)nc = g′ken+1 = g′kT
−1gn+1 = g′kT

−1Agn = g′kQgn.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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