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1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä èññëåäîâàíèÿ âûðîæäåííûõ àñèìïòîòè÷åñêè
ëèíåéíûõ çàäà÷ ñ ïîäëèíåéíûìè íåîãðàíè÷åííûìè íåëèíåéíîñòÿìè. Ìåòîä
îñíîâàí íà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ê íóëþ ïðîåêöèé ïðèðàùåíèé íåëèíåéíî-
ñòåé íà íåêîòîðûå êîíå÷íîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Òàêàÿ ñõîäèìîñòü ðàíåå
áûëà èñïîëüçîâàíà ïðè èçó÷åíèè ðåçîíàíñíûõ óðàâíåíèé ìíîãèìè àâòîðàìè
[1 � 5] â îñíîâíîì äëÿ îãðàíè÷åííûõ íåëèíåéíîñòåé. Íåîãðàíè÷åííîñòü íåëè-
íåéíîñòåé ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿåò àíàëèç.

Òåîðåìû î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ê íóëþ ïðîåêöèé ïðèðàùåíèé íåîãðà-
íè÷åííûõ íåëèíåéíîñòåé ïðèìåíÿþòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ðàçíîîáðàçíûõ êîí-
êðåòíûõ çàäà÷. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî èññëåäîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé:
ñóùåñòâîâàíèå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé è èõ íåîãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé, ñóùåñòâîâàíèå íåîãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé, ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëü-
íûõ öèêëîâ ó àâòîíîìíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ, íîâûå òåîðåìû î áèôóðêàöè-
ÿõ Õîïôà íà áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ãàììåðøòåéíà ñ
ïðîñòûì âûðîæäåíèåì ëèíåéíîé ÷àñòè ïðîâåäåí ïîëíûé àíàëèç âîçìîæíûõ
ñèòóàöèé, ïðèâåäåíû ïðèìåðû äëÿ äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è.

2. Òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ïðîåêöèé ïðèðàùåíèé

2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå x = Tx â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå E ñ àñèìïòîòè÷åñêè ëèíåéíûì (Tx = Ax+F (x), ãäå A � ëèíåé-
íûé îïåðàòîð, à F (x) ïîäëèíåéíûé, òî åñòü ‖F (x)‖ · ‖x‖−1 → 0 ïðè ‖x‖ → ∞)
âïîëíå íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì T . Åñëè ãëàâíàÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü x = Ax

íåâûðîæäåíà (íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé), òî ìíîãèå íåëîêàëüíûå âî-
ïðîñû ñâÿçàííûå ñ ýòèì óðàâíåíèåì ðåøàþòñÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî. Â âûðîæ-
äåííûõ ñëó÷àÿõ (÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A) àíà-
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ëèç ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ. Âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òîí-
êèõ ñâîéñòâ ïîäëèíåéíûõ íåëèíåéíîñòåé. Ïðè ýòîì âàæíóþ ðîëü èãðàåò ðàâ-
íîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ê íóëþ âåëè÷èí ∆F = φ

(
F (ξe+h)−F (ξe)

)
ïðè ξ →∞.

Çäåñü φ(·) � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë; ñõîäèìîñòü äîëæíà áûòü ðàâíîìåðíîé îò-
íîñèòåëüíî âñåõ íîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé e îïåðàòîðà A, Ae = e,
è îòíîñèòåëüíî âåêòîðîâ h ∈ E èç ñïåöèàëüíûõ ìíîæåñòâ, çàâèñÿùèõ îò ξ.

Â ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ∆F ê íóëþ äëÿ íåîãðàíè÷åí-
íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ íåëèíåéíîñòåé F (x(t)) = f(t, x(t)) è ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ ïðèëîæåíèÿ ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ðàâíîìåðíîñòü ñõîäèìîñòè
äîêàçàíà äëÿ äîâîëüíî óçêèõ êëàññîâ ïðèðàùåíèé h(t) àðãóìåíòà. Âûáîð ôîð-
ìóëèðîâîê îïðåäåëÿåòñÿ ïðèëîæåíèÿìè.

2.2. Òåîðåìû î ñõîäèìîñòè. Ïóñòü Θ(ξ) : [0,+∞) → [1,∞) � ìîíî-
òîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîäëèíåéíàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ: Θ(ξ)ξ−1→0 ïðè
ξ→∞. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî p>0 íàéäåòñÿ q, ïðè êîòîðîì Θ(pξ)6qΘ(ξ), ξ> 0.

Ïóñòü e(t) ∈ Ck([a, b],R), k > 1. Ïóñòü e′(t) = 0 íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, ïðè÷åì íàèâûñøèé ïîðÿäîê êàñàíèÿ ãðàôèêà e(t) ãîðè-
çîíòàëüíîé ïðÿìîé ðàâåí k. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå îçíà÷àåò, ÷òî èç e′(t0) = 0
âûòåêàåò [e′′(t0)]

2 + . . .+ [e(k)(t0)]
2 6= 0. Â ñèòóàöèÿõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ k = 2.

Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(t, x) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

|f(t, x)| 6 cΘ(|x|), t ∈ [a, b], x ∈ R (1)

è óñëîâèþ Ëèïøèöà: |f(t, x) − f(s, x)| 6 cΘ(|x|)|t − s|, t, s ∈ [a, b], x ∈ R.
Ïóñòü ϕ(t) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà: |ϕ(t)− ϕ(s)| 6 c|t− s|.

Tå î ð åì à 1. Ïóñòü

lim
ξ→∞

Θ2k(ξ)ξ−1 = 0. (2)

Òîãäà ïðè êàæäîì R > 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
ξ→∞

sup
‖h(t)‖C16RΘ(ξ)

∣∣∣∣ ∫ b

a

ϕ(t)
(
f
(
t, ξe(t) + h(t)

)
− f

(
t, ξe(t)

))
dt

∣∣∣∣ = 0. (3)

Åñëè èçâåñòíà äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î f(t, x), òî óñëîâèå (2) ìîæåò
áûòü çàìåíåíî ìåíåå îãðàíè÷èòåëüíûì. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî óñëîâèå Ëèïøèöà

|f(t, x)− f(t, y)| 6 d(ξ)|x− y|, |x|, |y| > ξ, (4)

ãäå d(ξ) → 0 ïðè ξ → ∞. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî p > 0 íàéäåòñÿ òàêîå q, ÷òî ïðè
ξ > 0 âåðíà îöåíêà d(ξ) 6 qd(pξ), àíàëîãè÷íàÿ Θ(pξ) 6 qΘ(ξ).
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Tå î ð åì à 2. Ïóñòü {e′(τ) = 0} ⇒ {e(τ) 6= 0}. Ïóñòü âåðíî (4) è

lim
ξ→∞

Θ2(ξ)ξ−1 = lim
ξ→∞

Θ2k(ξ)d2k−2(ξ)ξ−1 = 0. (5)

Òîãäà ïðè êàæäîì R > 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (3).

Åñëè ñîîòíîøåíèå (3) âåðíî äëÿ ôóíêöèé fj, òî îíî âåðíî äëÿ èõ ñóììû
f =

∑
fj. Ñëàãàåìûå fj ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (1) è (4) ñ ðàçëè÷íûìè

Θj è dj, åñòåñòâåííî Θ(ξ) = max Θj(ξ).

Tå î ð åì à 3. Ïóñòü |f(t, x)| 6 cΘ1(|x|). Ïóñòü ëèáî Θ2k−1
1 (ξ)Θ(ξ)ξ−1 → 0

ïðè ξ → ∞, ëèáî {e′(τ) = 0} ⇒ {e(τ) 6= 0}, âåðíî óñëîâèå Ëèïøèöà (4) è
óñëîâèÿ Θ1(ξ)Θ(ξ)ξ−1 → 0 è Θ1(ξ)Θ

2k−1(ξ)d2k−2(ξ)ξ−1 → 0 ïðè ξ → ∞. Òîãäà

ïðè êàæäîì R > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (3).

2.3. Çàìå÷àíèÿ.

1. Óñëîâèå Ëèïøèöà (4) ñ d(ξ) → 0 äîâîëüíî îãðàíè÷èòåëüíî. Åñëè îíî
âûïîëíåíî, òî ìîæíî äîêàçàòü óòâåðæäåíèÿ î ðàâåíñòâå (3), íå èñïîëüçóþùèå
ïðîèçâîäíûõ e′(t) è h′(t), óòâåðæäåíèÿ î âåêòîð�ôóíêöèÿõ è ò.ä. Êîíå÷íûå
ôîðìóëèðîâêè ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî ñëàáåå (ñì. [4]).

Âûâîä òåîðåìû 2 âåðåí, åñëè e(τ) = e′(τ) = 0 ïðè íåêîòîðûõ τ è âûïîëíåí
áîëåå îãðàíè÷èòåëüíûé àíàëîã óñëîâèÿ (5). Âûâîä òåîðåì 1 è 2 âåðåí òàêæå
ïðè e′(t) > η > 0, â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî (3) âûòåêàåò èç Θ2(ξ)/ξ → 0.

2. Íàèáîëåå åñòåñòâåííûé ñëó÷àé � ýòî k = 2. Òåîðåìû 1 � 3 ñôîðìóëèðî-
âàíû ïðè ïðîèçâîëüíîì k äëÿ äîâîëüíî ðåäêèõ ïðèëîæåíèé. Ïðèâåäåì îäèí
ïðèìåð. Ïóñòü e(t) � ýòî ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
Lx = x(IV) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè x′(0) = x′′(0) = x′(1) = x′′(1) = 0. Âåäóùåå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ýòîãî îïåðàòîðà ðàâíî 0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ � êîíñòàíòà. Åå ïðîèçâîäíàÿ � òîæäåñòâåííûé íîëü è âñå òåîðå-
ìû 1 � 3 íåïðèìåíèìû. Äðóãèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (îíè ðàâíû µ4, ãäå µ �
íåíóëåâûå êîðíè òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ cosµ ·coshµ = 1) ñîîòâåòñòâóþò
ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì e(t) ñ k = 3, ïðèìåíèìû òåîðåìû 1 � 3.

Âîîáùå ãîâîðÿ, óñëîâèÿ (2) è (5) ðàçëè÷íû äëÿ ðàçëè÷íûõ k. Äëÿ ôóíêöèé
f(t, x) = xα + b(t) óñëîâèå (5) íå çàâèñèò îò k è èìååò âèä α < 0.5.

3. Âîçìîæíû ìîäèôèêàöèè îñíîâíûõ òåîðåì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íåëèíåé-
íîñòü ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû ôóíêöèé ñ ðàçëè÷íîé àñèìïòîòèêîé íà áåñ-
êîíå÷íîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(t, x)=f1(t, x)+f2(t, x) è mes {e(t)=0} = 0.

Ïóñòü f1(t, x) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 2 è ïóñòü f2(t, x)→ 0
ðàâíîìåðíî ïî t ïðè x→∞. Òîãäà ïðè êàæäîì R > 0 âåðíî ðàâåíñòâî (3).
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Äðóãîé ïðèìåð. Ïóñòü |f1(t, x)| = (1 + |x|)α, ïóñòü ôóíêöèÿ f2(t, x) íå óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà òèïà (4). Ïóñòü |f2(t, x)| 6 (1 + |x|)β ïðè β < α.
Ïóñòü k = 2. Òåîðåìà 1 ïðèìåíèìà, åñëè α < 0.25. Òåîðåìà 2 íåïðèìåíèìà.
Òåîðåìà 3 ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèÿì α < 0.5 è β < (1− α)/3.

4. Òåîðåìû 1 è 2 äàþò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ (3). Ïðîèëëþñòðèðóåì
íåîáõîäèìîñòü ýòèõ óñëîâèé ñëåäóþùèì ïðèìåðîì. Âûáåðåì α ∈ (0, 1) è ïî-
ëîæèì

[a, b]=[−1, 1], f(x)=(1 + |x|)α, Θ(ξ)=(1 + ξ)α, e(t)=1 + t2, h(t)≡ξα, ϕ(t)≡1.

Çäåñü k = 2, f ′(x) = α(1+|x|)α−1 signx è ïîýòîìó d(ξ) = (1+ξ)α−1. Íåðàâåíñòâî
α < 0.5 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî è äëÿ (3), è äëÿ óñëîâèÿ (5) òåîðåìû 2.

3. Ñóùåñòâîâàíèå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé

Äàëåå âî âñåõ ïðèëîæåíèÿõ èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Ïóñòü
f(t, x) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (1).
Ïóñòü ëèáî Θ4(ξ)ξ−1 → 0, ëèáî âûïîëíåíî (4) è óñëîâèÿ Θ4(ξ)d2(ξ)ξ−1 → 0 è
Θ2ξ−1 → 0 ïðè ξ →∞. Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ó íåëèíåéíîñòè ïðàâèëüíûé
ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x′′ + n2x = f(x) + b(t) (6)

ñ íàòóðàëüíûì n, íåïðåðûâíîé 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé b(t) è íåïðåðûâ-
íîé, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé f(x). Ïîëîæèì

Ψ(ξ) =

∫ 2π

0
sinnt f(ξ sinnt) dt, b =

∫ 2π

0
eintb(t) dt,

ψ+ = lim inf
ξ→+∞

|Ψ(ξ)|, ψ+ = lim sup
ξ→+∞

|Ψ(ξ)|. (7)

Tå î ð åì à 4. Ïóñòü f(x) èìååò ïðàâèëüíûé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè. Òî-

ãäà ïðè ψ+ < |b| < ψ+ óðàâíåíèå (6) èìååò íåîãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ïðè |b| < ψ+ ó óðàâíåíèÿ (6) åñòü õîòÿ

áû îäíî 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå è ìíîæåñòâî òàêèõ ðåøåíèé îãðàíè÷åíî.

Ïðè |b| > ψ+ ìíîæåñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèé (6) òàêæå
îãðàíè÷åíî, íî âîçìîæíî ïóñòî. Åñëè b̄ = ±ψ+ èëè b̄ = ±ψ+, òî çíàíèÿ âåëè÷èí
ψ+, ψ

+ è |b| íåäîñòàòî÷íî äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ îá îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà
2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (6).
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Ñôîðìóëèðóåì àíàëîã òåîðåìû 4 äëÿ áîëåå îáùåãî óðàâíåíèÿ

L
(
d
dt

)
x(t) = M

(
d
dt

)(
f
(
x(t)

)
+ g

(
x(t− ω)

)
+ b(t)

)
. (8)

Çäåñü L(p) è M(p) � âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè, ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà L(p) ñòðîãî áîëüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà M(p).
Åñëè M(p) ≡ 1 è ω = 0, òî (8) � ýòî îáû÷íîå óðàâíåíèå âûñøåãî ïîðÿäêà.
Ïóñòü L(±ni) = 0 ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì n è ïóñòü ìíîãî÷ëåí L(wi) íå
èìååò äðóãèõ öåëûõ êîðíåé w. Ïóñòü âåëè÷èíû (7) ïîñòðîåíû ïî ôóíêöèè

Ψ(ξ) =

∫ 2π

0
sinnt f(ξ sinnt) dt+

∫ 2π

0
sinn(t+ ω) g(ξ sinnt) dt.

Tå î ð åì à 5. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) èìåþò ïðàâèëüíûé ðîñò íà áåñ-

êîíå÷íîñòè. Åñëè ψ+ < |b| < ψ+, òî óðàâíåíèå (8) èìååò íåîãðàíè÷åííóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Åñëè |b| < ψ+, òî (8) èìååò
2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå è ìíîæåñòâî òàêèõ ðåøåíèé îãðàíè÷åíî.

4. Ñóùåñòâîâàíèå íåîãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (6). Îïÿòü ïóñòü ôóíêöèÿ b(t) ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèî-
äîì 2π. Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(6): èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè íåîãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé. Ýòîò âîïðîñ
áûë èçó÷åí â ðàáîòàõ Õ.Àëîíñî è Ð.Îðòåãà äëÿ óðàâíåíèé ñ îãðàíè÷åííûìè
íåëèíåéíîñòÿìè ([1]). Òåîðåìû 1, 2 ïðèâîäÿò ê áîëåå îáùèì óòâåðæäåíèÿì.

Ïóñòü ÷èñëà (7) êîíå÷íû è ïóñòü |b|>ψ+. Ïóñòü êàæäîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå
{x(0), x′(0)} îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6).

Tå î ð åì à 6. Ïóñòü f(x) èìååò ïðàâèëüíûé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè. Òî-

ãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ |x(0)|+ |x′(0)| âåðíî õîòÿ áû îäíî èç ðàâåíñòâ

lim
t→+∞

|x(t)|+ |x′(t)| = ∞, lim
t→−∞

|x(t)|+ |x′(t)| = ∞. (9)

Ýòà òåîðåìà áëèçêà ê óòâåðæäåíèþ 3.4 èç [1]. Óñëîâèå |b| > ψ+ ìåíåå îãðà-
íè÷èòåëüíî, ÷åì åãî àíàëîã èç [1] äàæå äëÿ îãðàíè÷åííûõ f(x). Â óñëîâèÿõ
òåîðåìû 6 ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ äëÿ êîòîðûõ âåðíû îáà ñîîòíîøåíèÿ (9).

5. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, äâóõòî÷å÷íàÿ çàäà÷à

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

x(t) =

∫ b

a

K(t, s)g
(
s, x(s)

)
ds (10)
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ñ íåëèíåéíîñòüþ g(t, x) = µx+ f(t, x), ãäå f(t, x) ïîäëèíåéíà è óäîâëåòâîðÿåò

(1); µ 6= 0. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð Ax(t) =
∫ b

aK(t, s)x(s) ds äåéñòâóåò â
L2 = L2([a, b],R) è âïîëíå íåïðåðûâåí. Åñëè x 6= µAx ïðè x 6= 0, òî óðàâíåíèå
(10) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, ìíîæåñòâî ðåøåíèé îãðàíè÷åíî.

Ïóñòü µ � ïðîñòîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A, ïóñòü µAe =
e, µA∗e∗ = e∗, (e∗, e) = 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ e∗(t) ëèïøèöåâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
A äåéñòâóåò è íåïðåðûâåí êàê îïåðàòîð èç L2 â C1, òîãäà e(t) ∈ C1. Ïóñòü
e′(t) = 0 äëÿ êîíå÷íîãî íàáîðà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, ïðè÷åì e(t) è e′′(t) íå

îáðàùàþòñÿ â íîëü â ýòèõ òî÷êàõ. Ïîëîæèì Ψ(ξ) =
∫ b

a e
∗(t)f

(
t, ξe(t)

)
dt è

ψ± = lim inf
ξ→±∞

Ψ(ξ), ψ± = lim sup
ξ→±∞

Ψ(ξ). (11)

Òåîðåìà 7 îáîáùàåò îñíîâíîé ðåçóëüòàò èç [8], îíà äàåò òî÷íûå óñëîâèÿ
ðàçðåøèìîñòè (10) è óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Âû÷èñëåí
èíäåêñ ind∞ Φ íà áåñêîíå÷íîñòè (ñì. [6]) â L2 ïîëÿ Φ(x) = x− µAx−Af(·, x).

Tå î ð åì à 7. Ïóñòü íåëèíåéíîñòü f(t, x) èìååò ïðàâèëüíûé ðîñò íà áåñ-

êîíå÷íîñòè. Ïóñòü A óäîâëåòâîðÿåò âñåì ïåðå÷èñëåííûì óñëîâèÿì. Òîãäà

1. Åñëè ψ+ < 0 < ψ− èëè ψ− < 0 < ψ+, òî èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ïîëÿ

Φ(x) îïðåäåëåí, | ind∞ Φ| = 1; óðàâíåíèå (10) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå;

2. Åñëè ëèáî ψ− > 0 è ψ+ > 0 ëèáî ψ− < 0 è ψ+ < 0, òî èíäåêñ íà

áåñêîíå÷íîñòè ïîëÿ Φ(x) îïðåäåëåí, | ind∞ Φ| = 0;
3. Åñëè ψ− < 0 < ψ−, èëè ψ+ < 0 < ψ+, èëè âåðíû îáà ýòèõ ñîîòíîøåíèÿ,

òî èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ïîëÿ Φ(x) íå îïðåäåëåí: ñóùåñòâóåò íåîãðàíè-

÷åííàÿ ïî íîðìå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ L2 ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (10).

Ýòà òåîðåìà íå äàåò îòâåòà íà âîïðîñ îá èíäåêñå íà áåñêîíå÷íîñòè, òîëüêî
åñëè îäíî èç ÷èñåë (11) ðàâíî 0. Ïðè ψ− · ψ− = 0 òåîðåìà 7 ìîæåò áûòü
ïðèìåíèìà, åñëè ψ+ < 0 < ψ+. Åñëè ψ− = ψ− è ψ+ = ψ+, òî ñëó÷àé 3
òåîðåìû 7 íå ðåàëèçóåòñÿ; çäåñü íåëèíåéíîñòü àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíà â
ñìûñëå [7].

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâóõòî÷å÷íóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

x′′ + n2x+ f(t, x) = 0, x(0) = x(π) = 0 (12)

ñ íàòóðàëüíûì n. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(t, x) ðàâíîìåðíî ëèïøèöåâà ïî t. Îïðåäå-
ëèì âåëè÷èíû (11) ïî ôóíêöèè Ψ(ξ) =

∫ π

0 sinnt f
(
t, ξ sinnt

)
dt.

Tå î ð åì à 8. Ïóñòü íåëèíåéíîñòü f(t, x) èìååò ïðàâèëüíûé ðîñò íà áåñ-

êîíå÷íîñòè. Åñëè ëèáî ψ+ < 0 < ψ−, ëèáî ψ
− < 0 < ψ+, òî çàäà÷à (12) èìååò
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ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå, ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé çàäà÷è (12) îãðàíè-
÷åíî â C. Åñëè ëèáî ψ− < 0 < ψ−, ëèáî ψ+ < 0 < ψ+, ëèáî è òî, è äðóãîå, òî

çàäà÷à (12) èìååò áåñêîíå÷íîå íåîãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

6. Ñóùåñòâîâàíèå öèêëîâ ó àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

L
(
d
dt

)
x = f(x). (13)

Çäåñü L(p) � âåùåñòâåííûé ìíîãî÷ëåí, f(x) íåïðåðûâíà è ïîäëèíåéíà, f(0)=0.

Tå î ð åì à 9. Ïóñòü ìíîãî÷ëåíû L(wi) è =mL(wi) èìåþò ïàðó îáùèõ âå-

ùåñòâåííûõ êîðíåé ±w0 (w0>0) îäèíàêîâîé íå÷åòíîé êðàòíîñòè. Ïóñòü ñó-
ùåñòâóåò òàêîé èíòåðâàë Ω=[w−, w+], w0/2<w−<w0<w+, ÷òî L(wni) 6=0
ïðè w∈Ω, n=0, 2, 3, . . . ; =mL(wi) 6=0 ïðè w∈Ω, w 6= w0;

β∗
def
= max

w∈Ω
|L(wi)| < min

w∈Ω
min

n=0,2,3,4,...
|L(nwi)| def= β∗.

Ïóñòü q ∈
(
β∗, β

∗) è ïðè w = w± äëÿ âñåõ n = 2, 3, 4, . . . âåðíà îöåíêà

| =mL(wi)|
(
|L(nwi)|2−q2) + n

(
q2−|=mL(wi)|2

)
sign

(
=mL(wi)

)
=mL(nwi) > 0.

Ïóñòü f(x) èìååò ïðàâèëüíûé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè è |f(x)| 6 q|x|, x ∈ R.
Ïóñòü ñóùåñòâóåò f ′(0) < 0 è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ξ âåðíà îöåíêà

Ψ(ξ)
def
=

∫ 2π

0
sin t f(ξ sin t) dt > c0 > 0. (14)

Òîãäà ó óðàâíåíèÿ (6) ñóùåñòâóåò öèêë ïåðèîäà T ∈ [2π/w+, 2π/w−].

Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïðàâèëüíûé ðîñò íà áåñêî-
íå÷íîñòè, ïóñòü f ′(0) < 0 è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ξ âåðíà îöåíêà (14). Ïóñòü
|f(x)| ≤ 0.745|x|, x ∈ R. Òîãäà óðàâíåíèå x′′′ + x′′ + x′ + x = f(x) èìååò ïî
êðàéíåé ìåðå îäèí öèêë ñ ïåðèîäîì T ∈ [6.283, 7.652].

7. Áèôóðêàöèè Õîïôà íà áåñêîíå÷íîñòè

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

L
(
d
dt , λ

)
x = M

(
d
dt , λ

)
f(x, λ). (15)

Çäåñü L(p, λ) è M(p, λ) � âåùåñòâåííûå âçàèìíî ïðîñòûå ïðè êàæäîì λ ìíî-
ãî÷ëåíû ñòåïåíåé ` è m, ` > m, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà λ ∈ Λ = (a, b).
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Çíà÷åíèå λ0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé áèôóðêàöèè Õîïôà íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ
óðàâíåíèÿ (15) ñ ÷àñòîòîé w0, åñëè ïðè ëþáîì ε>0 íàéäåòñÿ λε∈(λ0−ε, λ0+ε)
òàêîå, ÷òî óðàâíåíèå (15) ñ λ = λε èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå xε(t) ïåðèîäà
Tε, óäîâëåòâîðÿþùåãî |Tε − 2π/w0| < ε, è àìïëèòóäû max |xε(t)| > ε−1.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàí â [7]. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ íåëèíåé-
íîñòü f(x, λ) ïîäëèíåéíà. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí L(p, λ) èìååò ïàðó ïðîñòûõ ñîïðÿ-
æåííûõ êîðíåé σ(λ)± w(λ)i (w(λ) > 0), íåïðåðûâíî çàâèñÿùèõ îò λ, ïðè÷åì
σ(λ0) = 0 è σ(λ) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îáîèõ çíàêîâ â êàæäîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè λ0. Ïóñòü L(kw(λ0)i, λ0) 6= 0 ïðè k = 0, 2, 3, . . . Òîãäà λ0 � ýòî òî÷êà
áèôóðêàöèè Õîïôà íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ (15) ñ ÷àñòîòîé w(λ0).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (15) ñ íåçàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà ëèíåéíîé ÷àñòüþ:

L
(
d
dt

)
x = M

(
d
dt

)
f(x, λ). (16)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåùåñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû L(p), M(p) ñòåïåíåé ` > m

âçàèìíî ïðîñòû, ó ìíîãî÷ëåíà L(p) åñòü ïàðà ìíèìûõ êîðíåé ±w0i; ôóíêöèÿ
f(x, λ) íåïðåðûâíà è |f(x, λ)| 6 Θ(|x|). Äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé òî÷êè áèôóðêà-
öèè Õîïôà îïðåäåëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì íåëèíåéíîñòè.

Tå î ð åì à 10. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, λ) èìååò ïðàâèëüíûé ðîñò íà áåñêî-

íå÷íîñòè. Ïóñòü w0 � ýòî êîðåíü ìíîãî÷ëåíîâ =m[L(wi)M(−wi)] è L(wi)
îäèíàêîâîé íå÷åòíîé êðàòíîñòè, ïðè÷åì L(kw0i) 6= 0 ïðè âñåõ k = 0, 2, 3, . . .

Ïóñòü ïðè êàæäîì λ ñóùåñòâóåò ïðåäåë ψ(λ) = lim
ξ→+∞

∫ 2π

0 sin t f(ξ sin t, λ) dt

è ôóíêöèÿ ψ(λ) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îáîèõ çíàêîâ â êàæäîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè λ0. Òîãäà λ0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé áèôóðêàöèè Õîïôà íà áåñêîíå÷íîñòè

äëÿ óðàâíåíèÿ (16) ñ ÷àñòîòîé w0.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû 10 ìíîãî÷ëåí =m[L(wi)M(−wi)] íåíóëåâîé. Òîæäåñòâî
=m[L(wi)M(−wi)] ≡ 0 âûïîëíåíî, åñëè è òîëüêî åñëè îáà ìíîãî÷ëåíà L(p) è
M(p) ÷åòíûå. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè ìíîãî÷ëåíû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåî-
ðåìû 10, óðàâíåíèå L

(
d/dt

)
x = M

(
d/dt

)
f(x) ñ ëþáîé íåïðåðûâíîé îãðàíè-

÷åííîé ôóíêöèåé f(x) ãàìèëüòîíîâî è èìååò êîíòèíóóì öèêëîâ xξ(t) áîëüøîé
àìïëèòóäû ‖xξ(t)‖C → ∞ è ïåðèîäà Tξ → 2π/w0 ïðè ξ → ∞. Ïîýòîìó, òîæ-
äåñòâî =m[L(wi)M(−wi)] ≡ 0 ãàðàíòèðóåò, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ λ ∈ Λ ÿâëÿþòñÿ
òî÷êàìè áèôóðêàöèè Õîïôà äëÿ óðàâíåíèÿ (16) ñ ÷àñòîòîé w0.

Ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå, ê êîòîðîìó ïðèìåíèìà òåîðåìà 10 � ýòî x′′′ + x′′ +
x′ + x = f(x, λ). Àíàëîã òåîðåìû äëÿ îãðàíè÷åííûõ íåëèíåéíîñòåé ñì. â [5].
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