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Â ñòàòüå ïðåäëàãàþòñÿ íîâûå óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ áèôóðêàöèé Õîïôà â
ñèñòåìàõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â îòëè÷èå îò îáû÷íî
ðàññìàòðèâàåìûõ ñèòóàöèé, èçó÷àþòñÿ ñèñòåìû ñ âûðîæäåííîé ïðè âñåõ çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ëèíåéíîé ÷àñòüþ. Âîçíèêíîâåíèå áèôóðêàöèé îïðåäåëÿåòñÿ
ìåíüøèìè ÷ëåíàìè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(1) z′ = A(λ)z + f(z, λ), z ∈ Rn.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà A = A(λ) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà
λ ∈ (0, 1); ôóíêöèÿ f(z, λ) : Rn × (0, 1) → Rn íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè
ïåðåìåííûõ è ïîäëèíåéíà:

lim
|z|→0

sup
λ∈(0,1)

|f(z, λ)|
|z|

= 0.

×åðåç | · | îáîçíà÷àåòñÿ è íîðìà â Rn, è ìîäóëè âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ
÷èñåë.

Îïð å ä å ë å í è å 1. Çíà÷åíèå λ0 ïàðàìåòðà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé áèôóðêà-

öèè Õîïôà óðàâíåíèÿ (1) ñ ÷àñòîòîé w0, åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè (λ0 −
ε, λ0 + ε) íàéäåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðîì ó óðàâíåíèÿ

(1) åñòü íåíóëåâîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå àìïëèòóäû ìåíüøåé ε è ïåðèîäà,

îòëè÷àþùåãîñÿ îò 2π/w0 ìåíüøå, ÷åì íà ε.

Îïð å ä å ë å í è å 2. Íóëü íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì,

åñëè â êàæäîé åãî îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ îáî-

èõ çíàêîâ.
1Ðàáîòà íàïèñàíà â ïåðèîä ïðåáûâàíèÿ Ä.È.Ðà÷èíñêîãî â óíèâåðñèòåòå ã. Ðåãåíñáóðãà (Ãåðìà-

íèÿ) ïðè ïîääåðæêå �Research Fellowship of the Alexander von Humboldt Foundation�.
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Â [1] ïðèâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î òî÷êàõ áèôóðêàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ
(1). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà A(λ) èìååò ïàðó ïðîñòûõ êîìïëåêñíî ñîïðÿ-
æåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé σ(λ) ± w(λ)i, ïðè÷åì λ0 � ïðàâèëüíûé íóëü
ôóíêöèè σ(λ) è w(λ0) > 0; ÷èñëà kw(λ0)i ïðè k = 0, 2, 3, . . . íå ÿâëÿþòñÿ ñîá-
ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè. Òîãäà λ0 � òî÷êà áèôóðêàöèè óðàâíåíèÿ (1) ñ ÷àñòî-
òîé w(λ0). Ýòà òåîðåìà èìååò äàâíþþ èñòîðèþ, áèôóðêàöèÿì Õîïôà ïîñâÿùå-
íî ìíîæåñòâî êíèã è æóðíàëüíûõ ïóáëèêàöèé. Â [4] ïðèâåäåí ðÿä ðåçóëüòàòîâ
î áèôóðêàöèÿõ Õîïôà, â òîì ÷èñëå äàí ïåðåâîä îðèãèíàëüíîé ðàáîòû Õîïôà
è åå îáñóæäåíèå.

Ñôîðìóëèðîâàííûå óñëîâèÿ ðîæäåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ïî÷òè íå èñ-
ïîëüçóþò ñâîéñòâ íåëèíåéíîñòè. Ýòî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ �õî-
ðîøèì� ñâîéñòâàì ëèíåéíîé ÷àñòè, ñëàáûå íåëèíåéíîñòè ðîëè íå èãðàþò.

Â ðàáîòå [3] ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ áèôóðêàöèè Õîïôà äëÿ ñè-
òóàöèè, êîãäà λ0 íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì íóëåì ôóíêöèè σ(λ). Â ïðèâåäåííûõ
óñëîâèÿõ ýòà ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè λ = λ0 è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
îäíîãî ôèêñèðîâàííîãî çíàêà â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ïàðà ïðîñòûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A(λ) ëåæèò íà ìíèìîé îñè ïðè âñåõ çíà÷åíè-
ÿõ ïàðàìåòðà. Ïðè ýòîì ëèíåéíàÿ ÷àñòü çàäà÷è âûðîæäåíà ïðè êàæäîì λ, è
âîçìîæíîñòü íàõîæäåíèÿ òî÷åê áèôóðêàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì â íóëå
ìàëûõ íåëèíåéíîñòåé. Ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû â [2].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ðàçðàáîòàí íîâûé ìåòîä ñâåäåíèÿ
èñõîäíîé âûðîæäåííîé çàäà÷è ê ýêâèâàëåíòíîé íåâûðîæäåííîé. Ïðåäëîæåí-
íûé ìåòîä ïðèìåíèì è ê äîêàçàòåëüñòâó èçâåñòíûõ ðàíåå òåîðåì î áèôóðêà-
öèè, èñïîëüçóþùèõ òîëüêî èíôîðìàöèþ î ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû.

2. Îñíîâíûå òåîðåìû

Âî âñåé ñòàòüå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà A = A(λ) ïðè êàæäîì λ èìååò
ïàðó ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ±i è ÷èñëà ki íå ÿâëÿþòñÿ åå ñîáñòâåííû-
ìè çíà÷åíèÿìè ïðè k = 0, 2, 3, . . . ×åðåç (·, ·) îáîçíà÷àåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå â Rn.

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíî çàâèñÿùèå îò λ âåêòîðû e = e(λ), g = g(λ), e∗ =
e∗(λ), g∗ = g∗(λ) ∈ Rn, äëÿ êîòîðûõ

Ae=−g, Ag=e, A∗e∗=g∗, A
∗g∗= −e∗, (e∗, e)=(g∗, g)=1, (e∗, g)=(g∗, e)=0.

Çäåñü A∗ = A∗(λ) � ñîïðÿæåííàÿ äëÿ A ìàòðèöà. Îïðåäåëèì ôóíêöèè

(2) u(t) = u(t, λ) = e sin t+ g cos t, u∗(t) = u∗(t, λ) = e∗ sin t+ g∗ cos t,
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ïðè êàæäîì λ îíè ÿâëÿþòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé

(3) z′ = A(λ)z, z′ = −A∗(λ)z.

2.1. Íåëèíåéíîñòü ñ ãëàâíûìè êâàäðàòè÷íûìè ÷ëåíàìè. Ïóñòü
íåëèíåéíîñòü f(z, λ) äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â íóëå:

(4) f(z, λ) = Bλ(z, z) + Cλ(z, z, z) + Φ(z, λ).

Çäåñü B = Bλ è C = Cλ ñèììåòðè÷åñêèå êâàäðàòè÷íàÿ è êóáè÷åñêàÿ ôîðìû,
íåïðåðûâíî çàâèñÿùèå îò λ. Îñòàòî÷íûé ÷ëåí Φ(z, λ) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

|Φ(z, λ)| 6 c|z|γ, γ > 3

ïðè âñåõ λ ∈ (0, 1) è äîñòàòî÷íî ìàëûõ z. Îïðåäåëèì âåêòîð�ôóíêöèè

x = x(λ) = −(A2 + 4I)−1
(
AB(e, g)−B(g, g) +B(e, e)

)
,

y = y(λ) = −(A2 + 4I)−1
(

1
2AB(g, g)− 1

2AB(e, e) + 2B(e, g)
)
,

z = z(λ) = −1
2A

−1
(
B(e, e) +B(g, g)

)
,

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, è ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

ϕ(λ) =
(
e∗, B(e, 2z − y)

)
+

(
g∗, B(g, 2z + y)

)
+

(
g∗, B(e, x)) + (e∗, B(g, x)

)
,

ψ(λ) =
3
4

((
e∗, C(e, e, e)

)
+

(
g∗, C(e, e, g)

)
+

(
e∗, C(g, g, e)

)
+

(
g∗, C(g, g, g)

))
.

Tå î ð åì à 1. Êàæäûé ïðàâèëüíûé íóëü ôóíêöèè ϕ(λ) + ψ(λ) ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé áèôóðêàöèè Õîïôà óðàâíåíèÿ (1) ñ ÷àñòîòîé 1.

2.2. Íåëèíåéíîñòü ñ ãëàâíûì îäíîðîäíûì ÷ëåíîì. Ïóñòü ôóíêöèÿ
f(z, λ) èìååò ãëàâíûé ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûé ÷ëåí â îêðåñòíîñòè íóëÿ:

f(z, λ) = Dλ(z) + Φ(z, λ),

ãäå
Dλ(θz) = θαDλ(z), θ > 0

ïðè íåêîòîðîì α > 1 è

(5) |Φ(z, λ)| 6 c|z|γ, γ > α
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ïðè âñåõ λ ∈ (0, 1) è äîñòàòî÷íî ìàëûõ z. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îäíîðîäíûé
÷ëåí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

|Dλ(z1)−Dλ(z2)| 6 c ρν |z1 − z2|, |z1|, |z2| 6 ρ

ñ íåêîòîðûì ν > 0. Îïðåäåëèì ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ

χ(λ) =
1
π

2π∫
0

(
u∗(t), Dλ(u(t))

)
dt.

Tå î ð åì à 2. Êàæäûé ïðàâèëüíûé íóëü ôóíêöèè χ(λ) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé

áèôóðêàöèè Õîïôà óðàâíåíèÿ (1) ñ ÷àñòîòîé 1.

Òåîðåìû 1 è 2 íå ñëåäóþò îäíà èç äðóãîé. Â òåîðåìå 1 òî÷êè áèôóðêàöèè
îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîðîäíîé ôóíêöèåé Bλ +Cλ. Åñëè íåëèíåéíîñòü f(z, λ) äî-
ïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå (4), òî ìîæíî ïîëîæèòü Dλ = Bλ, êâàäðàòè÷íûå ÷ëåíû
îäíîðîäíû ñ α = 2. Îäíàêî, ïðè ýòîì χ(λ) ≡ 0 è òåîðåìà 2 íåïðèìåíèìà.

Åñëè Bλ = 0, òî ìîæíî ïîëîæèòü Dλ = Cλ, ïðè ýòîì ϕ(λ) = 0, χ(λ) = ψ(λ)
è îáå òåîðåìû ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâîìó ðåçóëüòàòó.

3. Áîëåå òðóäíîå óòâåðæäåíèå

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåëèíåéíîñòü â (1) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

(6) f(z, λ) = F (z, λ) + Φ(z, λ),

ãäå F (z, λ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

|F (z, λ)| 6 c|z|α, |F (z1, λ)− F (z2, λ)| 6 c ρν |z1 − z2|, |z1|, |z2| 6 ρ

ïðè íåêîòîðûõ α > 1 è ν > 0; äëÿ ôóíêöèè Φ(z, λ) âåðíà îöåíêà (5). Ôóíêöèÿ
F (z, λ) íå ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîðîäíîé, à ôóíêöèÿ Φ(z, λ) ëèïøèöåâîé.

3.1. Ãåîìåòðèÿ. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè

v(t) = e cos t− g sin t, v∗(t) = e∗ cos t− g∗ sin t.

Òàêæå êàê è ôóíêöèè (2), � ýòî 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ îäíî-
ðîäíûõ óðàâíåíèé (3). Ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

(u∗, u) ≡ (v∗, v) ≡ 1, (v∗, u) ≡ (u∗, v) ≡ 0.

Ïóñòü C1
0 � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ 2π-ïåðèîäè÷åñ-

êèõ ôóíêöèé; C0 � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ
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ðàâíîìåðíîé íîðìîé ‖z‖C = max{|z(t)| : 0 6 t 6 2π}. ×åðåç E = E(λ) ⊂ C0

îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé z = z(t), äëÿ êîòîðûõ

2π∫
0

(u∗, z) dt =

2π∫
0

(v∗, z) dt = 0.

Ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñî ñâîèìè ñóæåíèÿìè íà ïåðèîä.
×åðåç H = H(λ) îáîçíà÷èì ëèíåéíûé îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîé

ôóíêöèè y ∈ E åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z = Hy ∈ E
⋂

C1
0 óðàâíåíèÿ z′ =

Az + y(t). Ñóùåñòâîâàíèå z(t) âûòåêàåò èç âêëþ÷åíèÿ y ∈ E, åäèíñòâåííîñòü
� èç z ∈ E. Îïåðàòîð H âïîëíå íåïðåðûâåí â E. Ïî ðÿäó Ôóðüå

y(t) = a0 +
∞∑

k=1

(
ak cos kt+ bk sin kt

)
, ak, bk ∈ Rn

ôóíêöèè y ∈ E ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè Hy îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Hy(t)=−A−1a0+
∞∑

k=2

(k2I+A2)−1
(
−

(
kbk+Aak

)
cos kt+

(
kak−Abk

)
sin kt

)
+

+(I+A2Q)−1Q
(
−

(
b1+Aa1

)
cos t+

(
a1−Ab1

)
sin t

)
+

1
2P

(
−b1 cos t+a1 sin t

)
,

ãäå
Pz = (e∗, z)e+ (g∗, z)g, Q = I − P, z ∈ Rn

� ýòî ïðîåêòîðû íà èíâàðèàíòíóþ äëÿ ìàòðèöû A ïëîñêîñòü ξe+ηg (ξ, η ∈ R)
è äîïîëíèòåëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n−2. Îòìåòèì,
÷òî âêëþ÷åíèå y ∈ E ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó Pa1 = APb1.

3.2. Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå. Ðàññìîòðèì îãðóáëåííóþ ñèñòåìó

(7) z′ = A(λ)z + F (z, λ),

ïîëó÷åííóþ èç (1) îòáðàñûâàíèåì îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ (6).
Çàìåíèì âðåìÿ â (7) ïî ôîðìóëå wt 7→ t:

(8) wz′ = A(λ)z + F (z, λ).

Áóäåì èñêàòü 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå

z(t) = ru(t) + h(t),

ãäå r > 0, h ∈ E
⋂

C1
0. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (8), ïîëó÷èì wru

′ +wh′ =
rAu+ Ah+ F (z, λ) è, òàê êàê u′ = Au = v, òî

(9) r(w − 1)v + wh′ = Ah+ F (z, λ).
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Ââåäåì ïðîåêòîðû

Pz =
1
2π

(
u

2π∫
0

(
u∗, z

)
dt+ v

2π∫
0

(
v∗, z

)
dt

)
, Qz = z − Pz

íà ïëîñêîñòü ξu+ ηv (ξ, η ∈ R) è íà äîïîëíèòåëüíîå ê íåé ïîäïðîñòðàíñòâî E
â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå C0. Òàê êàê u

′

∗ = −A∗u∗ = v∗ è v
′

∗ = −A∗v∗ =
−u∗, òî ïðè êàæäîì z ∈ C1

0 âåðíû ðàâåíñòâà

2π∫
0

(u∗, z
′) dt =

2π∫
0

(u∗, Az) dt = −
2π∫

0

(v∗, z) dt,

2π∫
0

(v∗, z
′) dt =

2π∫
0

(v∗, Az) dt =

2π∫
0

(u∗, z) dt.

Çíà÷èò, èç âêëþ÷åíèÿ h ∈ E
⋂

C1
0 âûòåêàþò âêëþ÷åíèÿ h′, Ah ∈ E, ïîýòîìó,

ïðèìåíÿÿ ïðîåêòîðû P,Q ê ðàâåíñòâó (9), ïîëó÷èì

r(w − 1)v = PF (z, λ), wh′ = Ah+ QF (z, λ).

Ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

0 =
1
2π

2π∫
0

(
u∗, F (z, λ)

)
dt, r(w − 1) =

1
2π

2π∫
0

(
v∗, F (z, λ)

)
dt,

âòîðîå � ðàâåíñòâó

h =
(

1
w − 1

)
HAh+

1
wHQF (z, λ).

Ïîýòîìó 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (8) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå

(10)



0 =

2π∫
0

(
u∗, F (ru+ h, λ)

)
dt,

r(w − 1) =
1
2π

2π∫
0

(
v∗, F (ru+ h, λ)

)
dt,

h =
(

1
w − 1

)
HAh+

1
wHQF (ru+ h, λ).

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ïàðó ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé â (10), èãíîðèðóÿ ïåðâîå.
Ïåðåìåííûå w ∈ R, h ∈ E ðàññìàòðèâàþòñÿ â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ, λ è r �
â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ.
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Tå î ð åì à 3. Íàéäåòñÿ òàêîå ε0 > 0, ÷òî ïðè êàæäîì äîñòàòî÷íî ìà-

ëîì r > 0 è êàæäîì λ ∈ (0, 1) ñèñòåìà
r(w − 1) =

1
2π

2π∫
0

(
v∗, F (ru+ h, λ)

)
dt,

h =
(

1
w − 1

)
HAh+

1
wHQF (ru+ h, λ)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå w∗, h∗ â îáëàñòè |w − 1| 6 ε0, ‖h‖C 6 ε0. Ýòî
ðåøåíèå (êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà R×E) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò λ, r è ïðè

êàæäûõ λ, r ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ïðè ïîìîùè èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû

w0 = 1, h0 = 0,

wk = 1 +
1

2πr

2π∫
0

(
v∗, F (ru+ hk−1, λ)

)
dt,

hk =
(

1
wk−1

− 1
)
HAhk−1 +

1
wk−1

HQF (ru+ hk−1, λ).

Áîëåå òîãî, íàéäåòñÿ L > 0, íå çàâèñÿùåå îò λ, r, k, ïðè êîòîðîì âåðíû

îöåíêè

(11) ‖hk − h∗‖C 6 (Lr)α+νk, |wk − w∗| 6 (Lr)α+νk−1.

3.3. Òåîðåìû. Ïîëîæèì

d∗(λ, r) =

2π∫
0

(
u∗, F (ru+ h∗(λ, r), λ)

)
dt.

Â ñèëó òåîðåìû 3 êàæäîå ðåøåíèå λ̃, r̃ (r̃ > 0) ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ d∗(λ, r) =
0 îïðåäåëÿåò 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå z(t) = r̃u(t)+h∗(t, λ̃, r̃) óðàâíåíèÿ (8)
ïðè λ = λ̃, w = w∗(λ̃, r̃).

Tå î ð åì à 4. Ïóñòü λk → λ0, rk → +0 è d∗(λk, rk) = 0 ïðè k = 1, 2, . . .
Òîãäà λ0 � òî÷êà áèôóðêàöèè Õîïôà óðàâíåíèÿ (7) ñ ÷àñòîòîé 1.

Âìåñòî ôóíêöèè d∗(λ, r) ìîæíî èñïîëüçîâàòü åå ïðèáëèæåíèÿ. Ïîëîæèì

dk(λ, r) =

2π∫
0

(
u∗, F (ru+ hk(λ, r), λ)

)
dt,
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ãäå hk � èòåðàöèè èç òåîðåìû 3. Èç (11) âûòåêàåò îöåíêà

(12) |dk(λ, r)− d∗(λ, r)| 6 c(k)rα+νk+ν, k = 0, 1, 2, . . .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå � îñíîâíîé ðåçóëüòàò îá óðàâíåíèè (1) ñ íåëèíåéíî-
ñòüþ (6).

Tå î ð åì à 5. Ïóñòü â êàæäîé îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 íàéäóòñÿ òî÷êè

λ+, λ−, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

(13) lim
r→+0

r−γd∗(λ±, r) = ±∞

èëè, ÷òî òî æå, ñîîòíîøåíèÿ

lim
r→+0

r−γdk0
(λ±, r) = ±∞

ïðè ìèíèìàëüíîì k0, óäîâëåòâîðÿþùåì

ν(k0 + 1) + α > γ.

Òîãäà λ0 � òî÷êà áèôóðêàöèè Õîïôà óðàâíåíèÿ (1) ñ ÷àñòîòîé 1.

Òåîðåìû 1 è 2 âûòåêàþò èç òåîðåìû 5. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 íåîáõîäèìî
ïîëîæèòü F = Bλ+Cλ è ïîñòðîèòü ôóíêöèþ d1(λ, r). Ïî ôîðìóëàì òåîðåìû 3,
h1 = HQF (ru, λ). Ðàñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî d1(λ, r) = π

(
ϕ(λ) + ψ(λ)

)
r3 + O(r4)

è â ñèëó (12) ýòî æå ïðåäñòàâëåíèå âåðíî äëÿ ôóíêöèè d∗(λ, r). Ïîýòîìó â
ëþáîé îêðåñòíîñòè ïðàâèëüíîãî íóëÿ λ0 ôóíêöèè ϕ(λ) + ψ(λ) ñïðàâåäëèâû
ñîîòíîøåíèÿ (13) ïðè íåêîòîðûõ λ±.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ïîëîæèì F = Dλ. Ïðè ýòîì d0(λ, r) = πχ(λ)rα è
d∗(λ, r) = πχ(λ)rα+O(rα+ν), ïîýòîìó ñîîòíîøåíèÿ (13) âåðíû â ëþáîé îêðåñò-
íîñòè ïðàâèëüíîãî íóëÿ λ0 ôóíêöèè χ(λ).

Ðåçóëüòàòû ñòàòüè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîäèôèöèðóþòñÿ, åñëè ìàòðèöà
A = A(λ) èìååò ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ïàðó ôèêñèðîâàííûõ ïðîñòûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ±w0i ïðè w0 6= 1, èëè ïàðó çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà
ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ±w(λ)i.
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