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Ïðåäëàãàþòñÿ óñëîâèÿ ðîæäåíèÿ öèêëîâ áîëüøîãî ïåðèîäà (ñóáãàðìîíèê)
èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Åñëè íåëèíåéíîñòè, âõîäÿùèå â çàäà÷ó, ãëàäêèå, òî â
óñëîâèÿõ ñëàáîãî ðåçîíàíñà ñóáãàðìîíèêè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñóùåñòâóþò. Åñëè
íåëèíåéíîñòè èìåþò ãëàâíóþ íåïîëèíîìèàëüíóþ îäíîðîäíóþ ÷àñòü, ñèòóàöèÿ
ìåíÿåòñÿ è ñóáãàðìîíèêè ñóùåñòâóþò.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

1.1. Áèôóðêàöèè Õîïôà. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
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f(x, λ), (1)

îïèñûâàþùåå äèíàìèêó îäíîêîíòóðíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, ñîñòîÿùåé èç èí-
òåãðèðóþùåãî ëèíåéíîãî çâåíà ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåéM(·, λ)/L(·, λ), îõâà-
÷åííîãî íåëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ x(·) 7→ f

(
x(·), λ

)
. Ïàðàìåòð λ âåùå-

ñòâåííûé, ìíîãî÷ëåíû L(·, λ) è M(·, λ) âçàèìíî ïðîñòûå è âåùåñòâåííûå, `=
degL(·, λ)>m= degM(·, λ). Íåëèíåéíîñòü f(x, λ) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíî-
ñòè ïåðåìåííûõ è ñóáëèíåéíà ïî x:

lim
x→0

sup
λ

∣∣f(x, λ)x−1
∣∣ = 0. (2)

Â ÷àñòíîñòè, f(0, λ) ≡ 0, è óðàâíåíèå (1) èìååò ðåøåíèå x(t) ≡ 0 ïðè âñåõ λ.
Åñëè ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè λ0 ïàðàìåòðà λ ïàðà êîðíåé σ(λ) ± w(λ)i

ìíîãî÷ëåíà L(·, λ) ïåðåñåêàåò ìíèìóþ îñü, òî (ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé íåðåçî-
íàíñíîñòè) â îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 âîçíèêàþò ìàëûå ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ
(öèêëû) è èõ ïåðèîä2 áëèçîê ê 2π/w(λ0). Ýòà ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ áèôóðêà-

öèåé Õîïôà; ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ áèôóðêàöèè Õîïôà (äëÿ ðàçíîîáðàçíûõ
ñèñòåì), ñîñòàâèëè ñîäåðæàíèå ìíîãèõ êíèã è òûñÿ÷ ñòàòåé. Ìû èñïîëüçóåì
ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå òî÷êè áèôóðêàöèè Õîïôà.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ïåðèîä ïðåáûâàíèÿ À.Ì.Êðàñíîñåëüñêîãî â Èíñòèòóòå Íåëèíåéíûõ Íà-
óê â íàöèîíàëüíîì óíèâåðñèòåòå Èðëàíäèè (ã. Êîðê). À.Ì.Êðàñíîñåëüñêèé ïîääåðæàí ãðàíòàìè
Ðîññèéñêîãî Ôîíäà Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé �� 0001-00571 è 00-15-96116.
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Îïð å ä å ë å í è å 1. Çíà÷åíèå λ0 ïàðàìåòðà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé áèôóðêà-

öèè Õîïôà óðàâíåíèÿ (1) ñ ÷àñòîòîé w0, åñëè íàéäåòñÿ ñåìåéñòâî {xr(t)},
r ∈ (0, r0) öèêëîâ ïåðèîäà Tr, óäîâëåòâîðÿþùèõ (1) ïðè λ = λr, òàêèõ, ÷òî

ïðè r → 0 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ λr → λ0, Tr → 2π/w0 è

lim
r→0

sup
t∈[0,Tr]

|xr(t)| = 0.

Âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷å î òî÷êàõ áèôóðêà-
öèÿ Õîïôà, íà÷èíàÿ ñ îðèãèíàëüíîé ðàáîòû Õîïôà (ñì. [11]).

Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå î áèôóðêàöèÿõ Õîïôà äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ìîæåò
áûòü ñôîðìóëèðîâàíî â ñëåäóþùåì âèäå.

Óòâ å ðæä å í è å 1. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí L(·, λ) èìååò ïðîñòóþ ïàðó êîì-

ïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé σ(λ)± w(λ)i, σ(λ0)=0, w0 =w(λ0)>0. Ïóñòü
1. Â êàæäîé îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 ôóíêöèÿ σ(λ) ìåíÿåò çíàê;

2. ×èñëà kw0i ïðè öåëûõ k 6= ±1 íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà L(·, λ0).
Òîãäà λ0 � òî÷êà áèôóðêàöèè Õîïôà óðàâíåíèÿ (1) ñ ÷àñòîòîé w0.

Ýòî óòâåðæäåíèå èìååò äàâíþþ èñòîðèþ, îíî ìîæåò áûòü äîêàçàíî ðàç-
ëè÷íûìè ñïîñîáàìè (ìåòîä íîðìàëüíûõ ôîðì [3], àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû [11],
ìåòîä ôóíêöèîíàëèçàöèè ïàðàìåòðà [6] è äð.), â ïðåäïîëîæåíèÿõ äîïîëíè-
òåëüíîé ãëàäêîñòè ôóíêöèè f è óñëîâèÿ σ′(λ0) 6= 0 ìîãóò áûòü óñòàíîâëåíû
ðàçëè÷íûå óòâåðæäåíèÿ î íåïðåðûâíîñòè è ãëàäêîñòè ôóíêöèé λr, xr ïî r, î
ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà {λr, xr} â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé è äð.

Óñëîâèå 2 óòâåðæäåíèÿ 1 î íåðåçîíàíñíîñòè âåñüìà ñóùåñòâåííî.
Ïóñòü ìíèìóþ îñü â òî÷êå λ0 ïåðåñåêàþò äâå ïàðû ïðîñòûõ êîðíåé σj(λ)±

wj(λ)i, σj(λ0) = 0, è ïóñòü ÷èñëà wj = wj(λ0) > 0 íå êðàòíû äðóã äðóãó.
Óòâåðæäåíèå 1 ïðèìåíèìî ê êàæäîé ïàðå êîðíåé íåçàâèñèìî îò íàëè÷èÿ äðó-
ãîé ïàðû, òî åñòü λ0 � òî÷êà áèôóðêàöèè Õîïôà è ñ ÷àñòîòîé w1, è ñ ÷àñòîòîé
w2.

Ïóñòü ÷èñëà wj ðàöèîíàëüíî ñîèçìåðèìû
3: w1 = mw0, w2 = nw0, ãäå m,n >

1 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, w0 > 0. Òîãäà âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ÿâëÿ-
åòñÿ ëè λ0 òî÷êîé áèôóðêàöèè ñ ÷àñòîòîé w0?

Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò óõîäÿùàÿ â íîëü âåòâü ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
ñ ïåðèîäîì ≈ T0/m, ñóùåñòâóåò âåòâü ðåøåíèé ñ ïåðèîäîì ≈ T0/n. Âîïðîñ:
ñóùåñòâóåò ëè âåòâü ñóáãàðìîíèê ñ �áîëüø�èì� ïåðèîäîì ≈ T0 = 2π/w0?

Ýòîò âîïðîñ ïîäðîáíî èçó÷åí äëÿ íåëèíåéíîñòåé f(x, λ), èìåþùèõ ïî x ñòå-
ïåííûå ãëàâíûå ñëàãàåìûå â íóëå. Âîîáùå ãîâîðÿ, îòâåò íà íåãî îòðèöàòåëü-
íûé. Êàê îêàçàëîñü ([3, 12]) â ñëó÷àå ñòåïåííîé ãëàâíîé ÷àñòè äëÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ ñóáãàðìîíèê íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî óñëîâèÿ

3Èìåííî ýòà ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ðåçîíàíñîì ïðè áèôóðêàöèè Õîïôà [3].
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òèïà ðàâåíñòâà íà ñêîðîñòè ïî λ ïåðåñå÷åíèÿ ìíèìîé îñè êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà
L(·, λ). Ïðè ýòîì íà ñîîòâåòñòâóþùåé áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå âîçíèêàåò
òàê íàçûâàåìûé êëþâ ñèíõðîíèçàöèè; åñëè âåùåñòâåííûå ÷àñòè êîðíåé ëåæàò
â êëþâå, òî â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé âîçíèêàþò èíâàðèàíòíûå òîðû, íà êî-
òîðûõ ëåæàò ñóáãàðìîíèêè. Â îñòàëüíîé ÷àñòè äèàãðàììû ñóáãàðìîíèê íåò.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòàâëÿåò ñëåäóþùèé ôàêò. Åñëè
ãëàâíàÿ ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ ÷àñòü íåëèíåéíîñòè íå èìååò ïîëèíîìèàëü-
íà (xN ñ íàòóðàëüíûì N > 1), òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ñóáãàðìîíèêè ñóùåñòâóþò.
Ýòîò ôàêò áóäåò ñôîðìóëèðîâàí äëÿ óðàâíåíèé òåîðèè óïðàâëåíèÿ â íóëå è
íà áåñêîíå÷íîñòè è äëÿ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì. Âèäèìî, ýòîò ôàêò ñïðà-
âåäëèâ è äëÿ ñòàíäàðòíûõ ñèñòåì z′ = A(λ)z + f(z, λ) îáùåãî âèäà, ìû îãðà-
íè÷èìñÿ óðàâíåíèÿìè (1) òåîðèè óïðàâëåíèÿ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âñåõ ñôîðìóëèðîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðåäëîæåí ïîä-
õîä, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà è òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäàõ.

Àíàëîãè÷íûé ôàêò ñïðàâåäëèâ, åñëè ìíèìóþ îñü â òî÷êå λ0 ïåðåñåêàþò
äâå ïàðû ïðîñòûõ êîðíåé, è w1(λ0) = kw2(λ0) ïðè íàòóðàëüíîì k > 1. Òîãäà
óòâåðæäåíèå 1 ïðèìåíèìî òîëüêî ê ïåðâîé ïàðå êîðíåé. ×èñëî λ0 � òî÷êà
áèôóðêàöèè Õîïôà óðàâíåíèÿ (1) ñ ÷àñòîòîé w1(λ0). Âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè λ0

òî÷êîé áèôóðêàöèè Õîïôà ñ ÷àñòîòîé w2(λ0)? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ çàâèñèò
îò âåëè÷èíû k. Ïðè k > 3 ñíîâà âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ ñëàáîãî ðåçîíàíñà, âîç-
íèêàåò êëþâ ñèíõðîíèçàöèè è ðåøåíèÿ äëèííîãî ïåðèîäà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ñóùåñòâóþò. Ñèòóàöèè k = 2, 3 íàçûâàþòñÿ ñèëüíûìè ðåçîíàíñàìè è òðåáóþò
îòäåëüíîãî ñïåöèàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ. Ñëó÷àé k = 2 (ðåçîíàíñ 2 : 1) èññëåäî-
âàí â [4] ìåòîäàìè íîðìàëüíûõ ôîðì. Ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå äëÿ óðàâíåíèé
òåîðèè óïðàâëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè ïðîâåäåíî â [8], äëÿ ðåçîíàíñà
2 : 1 ñóùåñòâîâàíèå ñóáãàðìîíèê âïîëíå åñòåñòâåííî.

Ïðè íåðåçîíàíñíîé áèôóðêàöèè Õîïôà �îáû÷íî� ìàëûå öèêëû ñóùåñòâóþò
ëèáî òîëüêî ïðè λ < λ0, ëèáî òîëüêî ïðè λ > λ0 (èíîãäà òîëüêî ïðè λ = λ0, íà-
ïðèìåð, ïðè f(x, λ) ≡ 0). Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà, ñ êàêîé èìåííî ñòîðîíû
îò λ0 ðîæäàþòñÿ öèêëû, íåîáõîäèìà èíôîðìàöèÿ íå òîëüêî î ëèíåéíîé ÷àñòè,
íî è î ñòàðøèõ íåëèíåéíûõ ÷ëåíàõ ([10]). Ïðè ðåçîíàíñå 2 : 1 åñòåñòâåííîé
ÿâëÿåòñÿ êàðòèíà, êîãäà ñóáãàðìîíèêè ðîæäàþòñÿ ïî îáå ñòîðîíû îò òî÷êè
áèôóðêàöèè. Ïðè ñëàáîì ðåçîíàíñå m : n âîïðîñ î òîì, ñ êàêîé ñòîðîíû ðîæ-
äàþòñÿ öèêëû íåîòäåëèì îò âîïðîñà, ÿâëÿåòñÿ ëè λ0 òî÷êîé áèôóðêàöèè. Äëÿ
îòâåòà íà íåãî íå òðåáóåòñÿ ñïåöèàëüíûõ êîíñòðóêöèé, îí äà¼òñÿ â êà÷åñòâå
�áåñïëàòíîãî ïðèëîæåíèÿ� ê îòâåòó íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñóáãàðìîíèê.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñóáãàðìîíèê �ïî-
÷òè ôèêñèðîâàííîãî� ïåðèîäà. Çàìå÷àíèå ýòî ñäåëàíî èç-çà òîãî, ÷òî ïðè ñëà-
áîì ðåçîíàíñå âîçìîæíû àíàëîãè çàìå÷åííîãî Â.Ñ.Êîçÿêèíûì ([5], ñì. òàêæå
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[1]) ÿâëåíèÿ ñóáôóðêàöèè, êîãäà ïðè ïðèáëèæåíèè çíà÷åíèé λ ê òî÷êå áèôóð-
êàöèè ñïîðàäè÷åñêè âîçíèêàþò è èñ÷åçàþò ìàëûå öèêëû ïåðèîäîâ, ñòðåìÿ-
ùèõñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Íåïðåðûâíûõ (õîòÿ áû â ñëàáîì ñìûñëå ïðèâåäåííîãî
îïðåäåëåíèÿ) âåòâåé ñóáãàðìîíèê áëèçêîãî ïåðèîäà íå âîçíèêàåò.

Â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 1 ìàëûå öèêëû âñåãäà �ïî÷òè ïëîñêèå�. Â ïðèâî-
äèìûõ òåîðåìàõ î ðîæäåíèè ñóáãàðìîíèê â ñëó÷àå ñëàáîãî ðåçîíàíñà öèêëû
ÿâëÿþòñÿ �÷åòûðåõìåðíûìè� êðèâûìè îáùåãî âèäà â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé.

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

2.1. Âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî w0 = 1. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí L(·, λ) èìååò âèä

L(p, λ) =
(
p2 + σ1(λ)p+m2 + τ1(λ)

)(
p2 + σ2(λ)p+ n2 + τ2(λ)

)
L1(p, λ), (3)

ãäå limλ→λ0
τj(λ) = limλ→λ0

σj(λ) = 0. Ïóñòü f(x, λ) = a(λ)F (x) + Φ(x, λ), ãäå

F (ξx) = ξαF (x), ξ > 0; lim
x→0

sup
λ
|Φ(x, λ)x−α| = 0,

α > 1 � ïîñòîÿííàÿ, òî åñòü íåëèíåéíîñòü èìååò ãëàâíóþ îäíîðîäíóþ ÷àñòü.
Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ρ > 0 è ϕ ∈ [0, 2π):

ds,m(ρ, ϕ) =

∫ 2π

0
sin(mt)F (sin(mt) + ρ sin(nt+ ϕ)) dt,

dc,m(ρ, ϕ) =

∫ 2π

0
cos(mt)F (sin(mt) + ρ sin(nt+ ϕ)) dt,

ds,n(ρ, ϕ) =

∫ 2π

0
sin(nt+ ϕ)F (sin(mt) + ρ sin(nt+ ϕ)) dt,

dc,n(ρ, ϕ) =

∫ 2π

0
cos(nt+ ϕ)F (sin(mt) + ρ sin(nt+ ϕ)) dt.

Ýòè ôóíêöèè ìîãóò òîæäåñòâåííî îáðàùàòüñÿ â íîëü, íàïðèìåð, åñëè F (x)
� ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, à îáà ÷èñëà m è n � íå÷åòíûå, èëè åñëè F (x) = x2 ïðè
ïðîèçâîëüíûõ m è n. Ýòè ôóíêöèè îáëàäàþò ðàçëè÷íîãî âèäà ñèììåòðèåé,
îíè ïåðèîäè÷íû ïî ϕ ñ ïåðèîäîì 2π/m. Îíè ìîãóò áûòü ÷åòíûìè èëè íå÷åò-
íûìè, ïåðèîäè÷íûìè èëè àíòèïåðèîäè÷íûìè ñ ïåðèîäîì π/m â çàâèñèìîñòè
îò ÷åòíîñòè èëè íå÷åòíîñòè ôóíêöèè F (·). Îòìåòèì òîæäåñòâî

nρdc,n(ρ, ϕ) +mdc,m(ρ, ϕ) = 0. (4)

Ïóñòü êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ L1(·, λ) è M(·, λ) íåïðåðûâíû ïî λ, à
êîýôôèöèåíòû σj(λ) è τj(λ) äèôôåðåíöèðóåìû ïî λ â òî÷êå λ = λ0:

d
dλ σj(λ)

∣∣∣
λ=λ0

= σj,
d
dλ τj(λ)

∣∣∣
λ=λ0

= τj. (5)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå W1(w, λ) = M(wi, λ)/L1(wi, λ). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, êîì-
ïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿW1 äâóõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â òî÷-
êàõ w=m,λ=λ0 è w=n, λ=λ0. Ðàññìîòðèì åù¼ 4 ôóíêöèè ïåðåìåííûõ ρ, ϕ:

Φ1(ρ, ϕ) = −<eW1(m,λ0)ds,m(ρ, ϕ)−=mW1(m,λ0)dc,m(ρ, ϕ),

Φ2(ρ, ϕ) = =mW1(m,λ0)ds,m(ρ, ϕ)−<eW1(m,λ0)dc,m(ρ, ϕ),

Φ3(ρ, ϕ) = ρ−1 (<eW1(n, λ0)ds,n(ρ, ϕ) + =mW1(n, λ0)dc,n(ρ, ϕ)) ,

Φ4(ρ, ϕ) = ρ−1 (−=mW1(n, λ0)ds,n(ρ, ϕ) + <eW1(n, λ0)dc,n(ρ, ϕ)) .

(6)

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü îñíîâíóþ ñèñòåìó

2m2∆w + τ1∆λ + Φ1(ρ, ϕ) = 0, σ1∆λ + Φ2(ρ, ϕ) = 0,

2n2∆w + τ2∆λ + Φ3(ρ, ϕ) = 0, σ2∆λ + Φ4(ρ, ϕ) = 0
(7)

èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè ∆w,∆λ, ρ, ϕ.

2.2. Áèôóðêàöèè Õîïôà. Ðåøåíèå (∆∗
w,∆

∗
λ, ρ

∗, ϕ∗) ñèñòåìû (7) íàçîâåì
ïðîñòûì, åñëè îíî èçîëèðîâàíî è èìååò íåíóëåâîé èíäåêñ Êðîíåêåðà ([9]).

Åñëè F (·) = xN è N < n +m − 1, òî ñèñòåìà (7) íå ìîæåò èìåòü ïðîñòîãî
ðåøåíèÿ! Ïðè òàêèõ F (·) íåèçâåñòíîå ϕ âñåãäà ïðîïàäàåò è â ñèñòåìå èç ÷åòû-
ðåõ óðàâíåíèé îñòàåòñÿ âñåãî òðè íåèçâåñòíûõ. Ïðè îäíîðîäíîé íåëèíåéíîñòè
îáùåãî âèäà íè÷åãî òàêîãî íå ïðîèñõîäèò! Èìåííî ýòà �òåõíè÷åñêàÿ� ïðè÷èíà
ðàçäåëÿåò óðàâíåíèÿ ñ àëãåáðàè÷åñêèìè è ñ íåàëãåáðàè÷åñêèìè ãëàâíûìè ÷à-
ñòÿìè. Ýòî ðàçëè÷èå íå ñëó÷àéíî è îò ìåòîäà íå çàâèñèò: äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé
îòâåòû íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñóáãàðìîíèê ðàçëè÷íû.

Tå î ð åì à 1. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí L(·, λ) èìååò âèä (3) è L1(ki, λ0) 6= 0 ïðè

öåëûõ k. Ïóñòü ñèñòåìà (7) èìååò ïðîñòîå ðåøåíèå (∆∗
w,∆

∗
λ, ρ

∗, ϕ∗), ïðè÷åì
ρ∗ > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî r > 0 óðàâíåíèå (1) èìååò öèêë

x(t) = r sin(wmt) + rρ∗ cos(wnt+ ϕ∗) + o(r) (8)

ïåðèîäà 2π/w, áëèçêîãî ê 2π, ïðè íåêîòîðîì λ, áëèçêîì ê λ0. Ïåðèîä áîëüøå

2π, åñëè ∆∗
wa(λ0)>0, è ìåíüøå 2π, åñëè ∆∗

wa(λ0)<0. Öèêë ñóùåñòâóåò ïðè

λ<λ0, åñëè ∆∗
λa(λ0)<0, ïðè λ>λ0, åñëè ∆∗

λa(λ0)>0. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

λ=λ0+r
α−1∆∗

λ

a(λ0)

π(n2−m2)
+o(rα−1), w=1−rα−1∆∗

w

a(λ0)

π(n2−m2)
+o(rα−1).

Ðåøåíèå ñèñòåìû (7) ìîæåò áûòü èçîëèðîâàííûì, òîëüêî åñëè σ1, σ2 6= 0. Â
ýòîì ñëó÷àå íåèçâåñòíûå ∆∗

w,∆
∗
λ, êîòîðûå âõîäÿò â îñíîâíóþ ñèñòåìó ëèíåé-

íûì îáðàçîì, ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû è ñèñòåìà ïðèìåò âèä

Ψ1(ρ, ϕ) = 0, Ψ2(ρ, ϕ) = 0, (9)
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ãäå

Ψ1(ρ, ϕ) = σ−1
1 Φ2(ρ, ϕ)− σ−1

2 Φ4(ρ, ϕ),

Ψ2(ρ, ϕ) = m−2
(
Φ1(ρ, ϕ)− τ1σ

−1
1 Φ2(ρ, ϕ)

)
− n−2

(
Φ3(ρ, ϕ)− τ2σ

−1
2 Φ4(ρ, ϕ)

)
.

Ñë å ä ñ ò â è å 1. Ïóñòü L(·, λ) èìååò âèä (3), L1(ki, λ0) 6= 0 ïðè öåëûõ k

è σ1, σ2 6= 0. Ïóñòü ñèñòåìà (9) èìååò ïðîñòîå ðåøåíèå (ρ∗, ϕ∗) è ρ∗ > 0.
Òîãäà óðàâíåíèå (1) èìååò ïðè êàæäîì äîñòàòî÷íî ìàëîì r > 0 öèêë (8)
ïåðèîäà 2π/w ≈ 2π ïðè íåêîòîðîì λ ≈ λ0.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Ψ = (Ψ1,Ψ2) íà ïëîñêîñòè Π = {ρ, ϕ}. Îáîçíà÷èì
÷åðåç γ (Ψ, D) âðàùåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ Ψ íà ãðàíèöå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà
D (ñì. [2, 9]), ïðèíàäëåæàùåãî ïîëóïëîñêîñòè Π+ = Π ∩ {ρ > 0}.

Tå î ð åì à 2. Ïóñòü L(·, λ) èìååò âèä (3), L1(ki, λ0) 6= 0 ïðè öåëûõ k è

σ1, σ2 6= 0. Ïóñòü γ (Ψ, D) 6= 0, äëÿ íåêîòîðîãî îãðàíè÷åííîãî îòêðûòîãî

ìíîæåñòâà D ⊂ Π+. Òîãäà óðàâíåíèå (1) èìååò ïðè êàæäîì äîñòàòî÷íî

ìàëîì r > 0 öèêë (8) ïåðèîäà 2π/w ≈ 2π ïðè íåêîòîðîì λ ≈ λ0.

2.3. Óðàâíåíèå 4-ãî ïîðÿäêà. Ïóñòü L1(·, λ) ≡M(·, λ) ≡ 1. Òîãäà óðàâ-
íåíèå (1) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå ñòàíäàðòíîãî ÎÄÅ:(

p2+σ1(λ)p+m2+τ1(λ)
)(
p2+σ2(λ)p+n2+τ2(λ)

)
x=f(x, λ), p = d/dt. (10)

Ïî îïðåäåëåíèþ =mW1(w, λ0) = 0, <eW1(w, λ0) = 1 è ñèñòåìà (7) èìååò âèä

2m2∆w + τ1∆λ = ds,m(ρ, ϕ), σ1∆λ = dc,m(ρ, ϕ),

2n2∆w + τ2∆λ = −ρ−1ds,n(ρ, ϕ), σ2∆λ = −ρ−1dc,n(ρ, ϕ)

Ðàâåíñòâî (4) ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ýòó ñèñòåìó. Åñëè σ1σ2 > 0, òî ÷èñëî ρ∗

îïðåäåëèòñÿ ñðàçó: ρ∗ =
√
mσ1/nσ2. Åñëè σ1σ2 < 0 (êîðíè ïåðåñåêàþò ìíèìóþ

îñü íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó), òî ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò. Ïóñòü σ1 > 0 è σ2 > 0.
Ñèñòåìà èìååò ïðîñòîå ðåøåíèå, åñëè è òîëüêî åñëè ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

d(ϕ) = (n2τ1 −m2τ2)dc,m(ρ∗, ϕ)− σ1n
2ds,m(ρ∗, ϕ)− σ1m

√
mnσ1σ2 ds,n(ρ

∗, ϕ)

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíîãî çíàêà. Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîñëåäíåå óñëîâèå ìîæåò
áûòü âûïîëíåíî äëÿ îäíèõ σj, τj è íå âûïîëíåíî äëÿ äðóãèõ.

Tå î ð åì à 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ F (x) ÷åòíàÿ, ÷èñëî m ÷åòíîå, à ÷èñëî n

íå÷åòíîå. Ïóñòü σ1 > 0 è σ2 > 0, ïóñòü ôóíêöèÿ d(ϕ) íå ðàâíà íóëþ òîæäå-

ñòâåííî. Òîãäà äëÿ êàæäîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî r > 0 óðàâíåíèå (10) èìååò
ñóáãàðìîíèêó (8) ïåðèîäà 2π/w ≈ 2π ïðè íåêîòîðîì λ ≈ λ0.
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Òî÷íî ïîñ÷èòàòü ôóíêöèþ d(ϕ) íåâîçìîæíî. Îäíàêî, ýòî è íå íóæíî! Ïðè
èññëåäîâàíèè êîíêðåòíîãî óðàâíåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîñìîòðåòü (íà êîìïüþòåðå!)
äîâîëüíî ãðóáîå ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè d(ϕ). Êîíå÷íî, ïðè ýòîì
æåëàòåëüíû íåêîòîðûå îöåíêè òî÷íîñòè...

2.4. Ñèñòåìà ñ çàïàçäûâàíèåì. Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
íåëèíåéíîñòü èìååò âèä f(x(t), x(t− θ), λ) è ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(x, y, λ) = F (x, y, λ) + o
(
|x|α + |y|α

)
, (11)

ñëàãàåìîå F (x, y, λ) ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíî: F (rx, ry, λ)=rαF (x, y, λ), r>0.
Ïîëîæèì u(t; ρ, ϕ) = sin(mt) + r sin(nt+ ϕ) è ðàññìîòðèì ôóíêöèè

ds,m(ρ, ϕ) =

∫ 2π

0
sin(mt)F

(
u(t; ρ, ϕ), u(t− θ; ρ, ϕ), λ0

)
dt,

dc,m(ρ, ϕ) =

∫ 2π

0
cos(mt)F

(
u(t; ρ, ϕ), u(t− θ; ρ, ϕ), λ0

)
dt,

ds,n(ρ, ϕ) =

∫ 2π

0
sin(nt+ ϕ)F

(
u(t; ρ, ϕ), u(t− θ; ρ, ϕ), λ0

)
dt,

dc,n(ρ, ϕ) =

∫ 2π

0
cos(nt+ ϕ)F

(
u(t; ρ, ϕ), u(t− θ; ρ, ϕ), λ0

)
dt;

îíè çàâèñÿò îò çàïàçäûâàíèÿ θ, ìîãóò îáëàäàòü ñèììåòðèÿìè òèïà ïåðèîäè÷-
íîñòè è ÷åòíîñòè. Îïðåäåëèì ïî dγ ôóíêöèè Φj è ðàññìîòðèì ñèñòåìó (7).

Tå î ð åì à 4. Ïóñòü L(·, λ) èìååò âèä (3) è L1(ki, λ0) 6= 0 ïðè öåëûõ k.

Ïóñòü íåëèíåéíîñòü f(x, y, λ) èìååò âèä (11), ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

|F (x1, y1, λ)− F (x2, y2, λ)| ≤ C
(
|x1−x2|+ |y1−y2|

)
, x2

1 + y2
1 = x2

2 + y2
2 = 1.

Ïóñòü ñèñòåìà (7) èìååò ïðîñòîå ðåøåíèå (∆∗
w,∆

∗
λ, ρ

∗> 0, ϕ∗). Òîãäà óðàâ-
íåíèå L(p, λ)x(t) = M(p, λ)f

(
x(t), x(t − θ), λ

)
, èìååò äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî

ìàëûõ r > 0 öèêë (8) ïåðèîäà 2π/w ≈ 2π ïðè íåêîòîðîì λ ≈ λ0.

Àíàëîãè÷íûå òåîðåìû ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû äëÿ ñèñòåìû ñ íåëè-
íåéíîñòÿìè, ñîäåðæàùèìè ïðîèçâîäíûå è ðàçëè÷íûå çàïàçäûâàíèÿ, íàïðè-
ìåð, âèäà f

(
x(t), x(t−θ1), x

′(t), x′(t−θ1), . . . , λ)
)
. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4 òàêæå

ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ λ è w.
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2.5. Áèôóðêàöèè íà áåñêîíå÷íîñòè. Áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ ìîãóò
áûòü ìîäèôèöèðîâàíû äëÿ áèôóðêàöèé Õîïôà íà áåñêîíå÷íîñòè [7].

Ïóñòü íåëèíåéíîñòü ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí L(·, λ) èìååò âèä (3). Ìîãóò áûòü ñôîðìó-

ëèðîâàíû (ñì. [7]) àíàëîãè îïðåäåëåíèÿ 1 è óòâåðæäåíèÿ 1 î ñóùåñòâîâàíèè
öèêëîâ áîëüøîé àìïëèòóäû. Â óñëîâèÿõ ñëàáîãî ðåçîíàíñà ýòî îçíà÷àåò ñó-
ùåñòâîâàíèå ïî êðàéíåé ìåðå äâóõ âåòâåé öèêëîâ, îäíà ñîñòîèò èç öèêëîâ ñ
ïåðèîäîì, áëèçêèì ê 2π/m, äðóãàÿ � ê 2π/n. Òåîðåìà 5 ñîäåðæèò óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèåì âåòâè ñóáãàðìîíèê áîëüøîé àìïëèòóäû.

Ïîñòðîèì ñèñòåìó (7) ïî ôóíêöèÿì

ds,m(ρ, ϕ) =

∫ 2π

0
sin(mt) sign

(
sin(mt) + ρ sin(nt+ ϕ)

)
dt,

dc,m(ρ, ϕ) =

∫ 2π

0
cos(mt) sign

(
sin(mt) + ρ sin(nt+ ϕ)

)
dt,

ds,n(ρ, ϕ) =

∫ 2π

0
sin(nt+ ϕ) sign

(
sin(mt) + ρ sin(nt+ ϕ)

)
dt,

dc,n(ρ, ϕ) =

∫ 2π

0
cos(nt+ ϕ) sign

(
sin(mt) + ρ sin(nt+ ϕ)

)
dt.

Ïóñòü íåëèíåéíîñòü f(x, λ) èìååò âèä f(x, λ) = F (x, λ)+Φ(x, λ), ãäå F (x, λ)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íàñûùåíèÿ: ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
ξ→−∞

F (ξ, λ) = ψ−(λ), lim
ξ→+∞

F (ξ, λ) = ψ+(λ), (12)

à îñòàòî÷íûé ÷ëåí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

lim
x→±∞

sup
λ

∣∣∣1
x

∫ x

0
Φ(u, λ) du

∣∣∣ = 0. (13)

Ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè Φ(x) äîâîëüíî ÷àñòî èìåþò ñóáëèíåéíûå
ïåðâîîáðàçíûå (óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (13)). Íàïðèìåð, ãîäÿòñÿ âñå ïåðèîäè-
÷åñêèå è ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ñ íóëåâûì ñðåäíèì, ôóíêöèè sin(x|x|β)
ïðè β > −1, âñå ôóíêöèè ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè è ïð. Ôóíêöèÿ
sin(ln(1 + |x|)) sign(x) íå óäîâëåòâîðÿåò (13).

Tå î ð åì à 5. Ïóñòü L(·, λ) èìååò âèä (3) è ïóñòü L1(ki, λ0) ïðè öåëûõ k.
Ïóñòü ñèñòåìà (7) èìååò ïðîñòîå ðåøåíèå (∆∗

w,∆
∗
λ, ρ

∗ > 0, ϕ∗). Ïóñòü âû-

ïîëíåíû óñëîâèÿ (12), (13) è ψ−(λ0) 6= ψ+(λ0). Òîãäà äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî

áîëüøîãî r > 0 óðàâíåíèå (1) èìååò öèêë (8) ïåðèîäà 2π/w, áëèçêîãî ê 2π,
ïðè íåêîòîðîì λ, áëèçêîì ê λ0.
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3. Âûâîäû

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñóáãàðìîíèêàõ, òî åñòü êîëåáàíèÿõ âèäà

x(t) = r1 sin(wmt) + r2 sin(wnt+ ϕ) (14)

â ñèòóàöèè ñëàáîãî ðåçîíàíñà â áèôóðêàöèè Õîïôà. Ïðåäëàãàþòñÿ óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ êîëåáàíèé â îäíîêîíòóðíîé ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ.

Â êëàññè÷åñêèõ õîðîøî èçâåñòíûõ ñëó÷àÿõ íåëèíåéíîñòü èìååò ãëàâíûå ïî-
ëèíîìèàëüíûå íåëèíåéíûå ÷ëåíû è ñóáãàðìîíèêè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñóùåñòâó-
þò âíå óçêîãî êëþâà ñèíõðîíèçàöèè.

Åñëè íåëèíåéíîñòü èìååò ÍÅïîëèíîìèàëüíûå ãëàâíûå íåëèíåéíûå ÷ëåíû,
òî ñóáãàðìîíèêè ÷àñòî ñóùåñòâóþò. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ñâåäåíèÿ çà-
äà÷è î ñóáãàðìîíèêàõ ïðè ñëàáîì ðåçîíàíñå â áèôóðêàöèè Õîïôà ê èññëåäî-
âàíèþ ñèñòåìû äâóõ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé (9) ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. Òàêàÿ
ñèñòåìà ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà ñ äîñòàòî÷íîé òî÷-
íîñòüþ, òðåáóåìûå ñâîéñòâà ñèñòåìû äîñòàòî÷íî ðîáàñòíû.

Ìåòîä ïðèìåíèì ê èññëåäîâàíèþ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ, â òîì ÷èñ-
ëå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì, â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè.
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