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Â ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ óñëîâèÿ ðîæäåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé èç ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ äëÿ àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì. Ýòè óñëîâèÿ ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ
îò èçâåñòíûõ ðàíåå òåì, ÷òî ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ íåçàâèñèìîé îò ïàðàìåòðà è
âñåãäà âûðîæäåííîé, à ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì
ìàëûõ íåëèíåéíîñòåé â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëó÷åí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ ïðåäëîæåí îòíîñèòåëüíî ïðîñòîé ìåòîä ñâåäåíèÿ èñõîäíîé âûðîæäåííîé
â ðàçíûõ ñìûñëàõ çàäà÷è ê òîïîëîãè÷åñêè íåâûðîæäåííîé, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èññëåäî-
âàíà êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè òåîðèè âðàùåíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 2
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Çäåñü L(p, λ) è M(p, λ) � âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè, ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà L(p, λ), áîëüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà M(p, λ); ÷åðåç f(x, λ) îáîçíà-
÷åíà íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ íåëèíåéíîñòü, íå çàâèñÿùàÿ îò
âðåìåíè, çàòî çàâèñÿùàÿ îò ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà λ ∈ Λ = (a, b).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(0, λ) ≡ 0, ò. å. 0 � ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1).
Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ó óðàâíåíèÿ (1) ìàëûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé (çàðàíåå íåèçâåñòíîãî ïåðèîäà).

Îïð å ä å ë å í è å 1 ([3]). Íàçîâåì çíà÷åíèå λ0 ïàðàìåòðà òî÷êîé áèôóðêàöèè Õîïôà
èëè ïðîñòî, òî÷êîé áèôóðêàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ ÷àñòîòîé ω0, åñëè â ëþáîé îêðåñò-

íîñòè (λ0−ε, λ0+ε) ýòîé òî÷êè íàéäåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ, ÷òî ó óðàâíåíèÿ
(1) ïðè ýòîì λ íàéäåòñÿ íåíóëåâîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå àìïëèòóäû ìåíüøåé ε è ïå-

ðèîäà, îòëè÷àþùåãîñÿ îò 2π/ω0 ìåíüøå, ÷åì íà ε.

Èíà÷å ãîâîðÿ, λ0 � òî÷êà áèôóðêàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ ÷àñòîòîé ω0, åñëè äëÿ ñêîëü
óãîäíî áëèçêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà íàéäóòñÿ ðåøåíèÿ ñêîëü óãîäíî ìàëûõ àìïëèòóä ñ
ïåðèîäîì, ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê 2π/ω0.

Â [3] ïðèâîäèòñÿ òåîðåìà î òî÷êàõ áèôóðêàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ (1). Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ìíîãî÷ëåí L(p, λ) èìååò ïàðó êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé σ(λ) ± ω(λ)i, ïðè÷åì
σ(λ0) = 0; ÷èñëà kω(λ0)i ïðè k = 0, 2, 3, . . . íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà L(p, λ); â
êàæäîé îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 ôóíêöèÿ σ(λ) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî íåëèíåéíîñòü f(x, λ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ f(x, λ)x−1 → 0 ïðè
x→ 0. Òîãäà λ0 � òî÷êà áèôóðêàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ ÷àñòîòîé ω(λ0).

1Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì Ôîíäîì Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé (ãðàíòû NoNo 97-
01-00692 è 96-15-96048).

2Îá îïðåäåëåíèè ðåøåíèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ ñì. ëþáîé ó÷åáíèê ïî òåîðèè óïðàâëåíèÿ, íàïðèìåð, [1, 6].
×èòàòåëü, íå ïðèâûêøèé ê ïîäîáíûì óðàâíåíèÿì, ìîæåò ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí M(p) ðàâåí 1, ò. å.
ðàññìàòðèâàåòñÿ îáûêíîâåííîå êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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Ñôîðìóëèðîâàííûå óñëîâèÿ ðîæäåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé íèêàê íå èñïîëüçóþò
ïî÷òè íèêàêèõ ñâîéñòâ íåëèíåéíîñòè. Ýòî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ �õîðîøèì�
ñâîéñòâàì ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû, áîëåå ñëàáûå íåëèíåéíîñòè ðîëè íå èãðàþò. Â [5]
ïðèâåäåí ðÿä ðåçóëüòàòîâ î áèôóðêàöèÿõ Õîïôà, â òîì ÷èñëå äàí ïåðåâîä îðèãèíàëüíîé
ðàáîòû Õîïôà è åå îáñóæäåíèå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, â êîòîðîì ëèíåéíàÿ ÷àñòü ñèñòåìû âîîá-
ùå íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà è âûðîæäåíà, ò. å. ìíîãî÷ëåí L(p) èìååò ïàðó ÷èñòî ìíèìûõ
êîðíåé. Ïðè ýòîì âîçìîæíîñòü íàõîæäåíèÿ òî÷åê áèôóðêàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíè-
åì â íóëå ìàëûõ íåëèíåéíîñòåé. Ïðè ýòîì âàæíóþ ðîëü èãðàþò íå÷åòíûå êîìïîíåíòû
íåëèíåéíîñòè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ðàçðàáîòàí íîâûé ìåòîä ñâåäåíèÿ
èñõîäíîé âûðîæäåííîé çàäà÷è ê íåâûðîæäåííîé. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïðèìåíèì è ê äî-
êàçàòåëüñòâó èçâåñòíûõ ðàíåå òåîðåì î áèôóðêàöèè, èñïîëüçóþùèõ òîëüêî èíôîðìàöèþ
î ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû.

2. Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
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ñ íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ f(x, λ) : IR×Λ → IR è ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè
L(p) è M(p), íå çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðà.

Â ïîñëåäóþùèõ ïîñòðîåíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèè

fodd(x, λ) =
1

2
(f(x, λ)− f(−x, λ)), feven(x, λ) =

1

2
(f(x, λ) + f(−x, λ)).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íå÷åòíàÿ êîìïîíåíòà fodd(x, λ) íåëèíåéíîñòè èìååò â íóëå îäíî-
ðîäíûå �ñòàðøèå ÷ëåíû�:

(3) fodd(x, λ) = a(λ)x|x|α−1 + ψ0(x, λ),

ãäå α > 1, ψ0(x, λ)x−α → 0, è ÷òî ÷åòíàÿ êîìïîíåíòà feven(x, λ) èìååò âèä

(4) feven(x, λ) = ψ1(|x|, λ) + ψ2(|x|, λ),

ãäå ψ1(u, λ)u−α → 0, a äðóãîå ñëàãàåìîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(5) |ψ2(u, λ)| ≤ c uβ

è ñîãëàñîâàííîìó ñ íèì óñëîâèþ Ëèïøèöà

(6) |ψ2(u, λ)− ψ2(v, λ)| ≤ c (max{u, v})β−1|u− v|

ïðè íåêîòîðîì β > 1.
Åñòåñòâåííî, ôóíêöèÿ f(x, λ) â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èìååò â íóëå ïîðÿäîê min{α, β}.

Òèïè÷íûé ïðèìåð íåëèíåéíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé âñåì ïåðå÷èñëåííûì óñëîâèÿì ïðè
β < α � ýòî ôóíêöèÿ

f(x) = a(λ)x|x|α−1 + b(λ)|x|β + o(xα),

ãäå ÷åòíîñòü èëè íå÷åòíîñòü ñëàãàåìîãî o(xα) ðîëè íå èãðàåò, ýòîò ÷ëåí ìîæåò çàâèñåòü è
îò λ.

Òå î ð åì à 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Ìíîãî÷ëåíû L(pi) è =m [L(pi)M(−pi)] èìåþò ïàðó âåùåñòâåííûõ êîðíåé ±ω0 6= 0
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îäíîé è òîé æå íå÷åòíîé êðàòíîñòè.

2. Ìíîãî÷ëåí L(pi) íå èìååò êîðíåé âèäà ±kω0, k = 0, 2, 3, . . ..
3. Âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3) � (6), ïðè÷åì

(7) 2β > α + 1.

Ïóñòü ôóíêöèÿ a(λ) ïðè íåêîòîðîì λ0 îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïðè÷åì â êàæäîé îêðåñòíî-

ñòè òî÷êè λ0 ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îáîèõ çíàêîâ. Òîãäà λ0 � òî÷êà áèôóð-

êàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ (2) ñ ÷àñòîòîé ω0.

Êîíå÷íî, åñëè ôóíêöèÿ f(x, λ) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ïî ïåðåìåííîé x, òî åñòåñòâåííî
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåëè÷èíû α è β � öåëûå. Ê ñîæàëåíèþ, �îñíîâíîé� ñëó÷àé β = 2, α = 3
íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (7). Ïðèõîäèòñÿ ïðåäïîëàãàòü ëèáî, ÷òî α = 3 è β = 4, ëèáî,
÷òî α = 5 è β = 4. Ýòî ìèíèìàëüíûå âàðèàíòû äëÿ ãëàäêîé íåëèíåéíîñòè f(x, λ).

Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ ïðèìåíèìà òåîðåìà 1 � ýòî óðàâíåíèÿ

x′′′ + x′′ + x′ + x = λx3 + o(x3, λ), x′′′ + x′′ + x′ + x = b(λ)x4 + λx5 + o(x5, λ)

èëè óðàâíåíèÿ

x′′ + x =
d

dt

(
λx3 + o(x3, λ)

)
, x′′ + x =

d

dt

(
b(λ)x4 + λx5 + o(x5, λ)

)
.

Çäåñü ÷åðåç o(xs, λ) îáîçíà÷àþòñÿ çàâèñÿùèå îò λ ÷ëåíû èìåþùèå ïî x â íóëå ïîðÿäîê
âûøå s, ÷åðåç b(λ) îáîçíà÷åíà ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Âñå ýòè óðàâíåíèÿ
èìåþò òî÷êó áèôóðêàöèè λ = 0.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå 1 òåîðåìû âûïîëíåíî, òîëüêî åñëè õîòÿ áû îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ
L(p) è M(p) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé ÷ëåí ñ íå÷åòíûì ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè
(ýòî òîëüêî íåîáõîäèìîå óñëîâèå). Ïîýòîìó òåîðåìó 1 íåëüçÿ ïðèìåíèòü ê óðàâíåíèþ
x′′ + x = f(x, λ).

Ìíîãî÷ëåíû L(p) è M(p) ìîãóò çàâèñåòü îò ïàðàìåòðà òàê, ÷òîáû ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ
λ êîðíè ìíîãî÷ëåíà L(p) âåëè áû ñåáÿ êàê â òåîðåìå 1: îäíà è òà æå ïàðà ÷èñòî ìíèìûõ
êîðíåé, îáùàÿ äëÿ âñåõ λ, è îòñóòñòâèå êðàòíûõ ω0 êîðíåé. Êàê ñëåäóåò èç ïðèâîäèìîãî
íèæå äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷åíèå òåîðåìû ñîõðàíÿåòñÿ.

Ï Ð È Ë Î Æ Å Í È Å

1. Ñ õ åì à ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â à ò å î ð åìû 1. Âíà÷àëå ñäåëàåì â èçó÷àåìîì óðàâ-
íåíèè (2) çàìåíó âðåìåíè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû áóäåì èñêàòü ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ
ïåðèîäà 2π/ω, áëèçêîãî ê 2π/ω0. Çàäà÷à î 2π/ω-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (2)
ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ
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Ïðè ýòîì âåëè÷èíà ω, âõîäÿùàÿ â óðàâíåíèå, àïðèîðè íåèçâåñòíà è äîëæíà ðàññìàòðè-
âàòüñÿ â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé íåèçâåñòíîé.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí L(ωp) (ýòî ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííîé p) èìååò êîðíè ±i ïðè
ω = ω0, äðóãèõ êîðíåé âèäà ki ñ öåëûìè k ýòîò ìíîãî÷ëåí íå èìååò íå òîëüêî ïðè ω = ω0,
íî è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Ω ÷èñëà ω0, ïóñòü ìíîãî÷ëåí M(ωp) íå èìååò êîðíåé ±i ïðè
ω ∈ Ω.

Ìû áóäåì èñêàòü 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (Ï.1) â âèäå

(Ï.2) x(t) = r sin t+ z(t),
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ãäå z(t) � ýòî 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ãàðìîíèê ôóíêöèè x(t),
êðîìå sin t è cos t.

Íèæå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ïðè êàæäîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ïîëîæèòåëüíîì r íàéäóòñÿ
íåêîòîðûå ÷èñëà ω è λ è ôóíêöèÿ z(t) òàêèå, ÷òî x(t) = r sin t + z(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ.

Ïîä÷åðêíåì äâà âàæíûõ ìîìåíòà.
Âî-ïåðâûõ, êàæäîìó öèêëó àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò êîíòèíóóì ïåðèî-

äè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ìû èùåì ðåøåíèå â âèäå (Ï.2), õîòÿ ìîãëè áû èñêàòü åãî â âèäå
r sin(t+ φ) + z(t). Âûáîð ôàçû φ = 0 ôèêñèðóåò îäíî ðåøåíèå èç êîíòèíóóìà ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ðåøåíèé óêàçàííîãî âèäà.

Âî-âòîðûõ, èçíà÷àëüíî ìû èìåëè ïàðàìåòð λ è íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ x(t) íåèçâåñò-
íîãî ïåðèîäà 2π/ω. Íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ x(t) èìåëà íåèçâåñòíóþ êîìïîíåíòó z(t) è äâà
íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòà Ôóðüå (ïåðåä sin t è cos t). Ïðè ýòîì êàæäîå ðåøåíèå áûëî
âëîæåíî â íåêèé êîíòèíóóì. Òåïåðü âûáðàí äðóãîé ïàðàìåòð � àìïëèòóäà r, çàôèêñè-
ðîâàíà ôàçà, à ïàðàìåòð λ ïðåâðàòèëñÿ â íåèçâåñòíîå. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, òàêîé
âûáîð ïàðàìåòðà è íåèçâåñòíûõ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì, êîòîðûå ñðàâíèòåëüíî ëåãêî àíà-
ëèçèðîâàòü òîïîëîãè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè.

2. Â ñ ï îì î ã à ò å ë ü í î å ó ò â å ðæä å í è å. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òî-
ïîëîãè÷åñêóþ òåîðåìó î ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû èç äâóõ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé è îäíîãî
óðàâíåíèÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E.

Ëåììà 1 ([4]). Ïóñòü äàíà ñèñòåìà èç òðåõ óðàâíåíèé

(Ï.3) B1(ω, λ, z) = 0, B2(ω, λ, z) = 0, z = B3(ω, λ, z),

ñî ñêàëÿðíûìè íåèçâåñòíûìè ω ∈ Ω ⊂ IR è λ ∈ Λ ⊂ IR è íåèçâåñòíîé z ∈ E, ïðè÷åì
îïåðàòîðû B1, B2 : IR× IR×E → IR íåïðåðûâíû, à îïåðàòîð B3 : IR× IR×E → E âïîëíå

íåïðåðûâåí ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ. Ïóñòü îïåðàòîð B3 ïðåîáðàçóåò íåêîòîðóþ

îêðåñòíîñòü Z̃ ⊂ E íóëÿ â ñåáÿ ïðè êàæäûõ ω è λ. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Z ⊂ Z̃
ðåøåíèé z òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (Ï.3)3. Ïóñòü íàéäóòñÿ òàêèå îòðåçêè [ω1, ω2]
è [λ2, λ2] èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ ω è λ, ÷òî B1(ω1, λ, z) · B1(ω2, λ, z) < 0 ïðè âñåõ λ ∈ Λ
è z ∈ Z, à òàêæå B2(ω, λ1, z) · B1(ω, λ2, z) < 0 ïðè âñåõ ω ∈ Ω è z ∈ Z. Òîãäà ñèñòåìà

óðàâíåíèé (Ï.3) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå ω ∈ [ω1, ω2], λ ∈ [λ1, λ2], z ∈ E.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î ïðîèçâåäåíèè âðàùåíèé

[2, 4]. Âðàùåíèå ïîëÿ z − B3(ω, ξ, z) â ïðîñòðàíñòâå E íà ãðàíèöå îêðåñòíîñòè Z̃ ðàâíî
åäèíèöå, âðàùåíèå äâóìåðíîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè T ðàâíî ±1.
Ïîýòîìó âðàùåíèå ïîëÿ

{B1(ω, ξ, z), B2(ω, ξ, z), z −B3(ω, ξ, z)}

â ïðîñòðàíñòâå IR× IR×E íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà T ×{‖z‖E = ρ} (ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
ρ) ïî ìîäóëþ ðàâíî 1. Ñëåäîâàòåëüíî, âíóòðè ýòîãî ìíîæåñòâà åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíî
ðåøåíèå ñèñòåìû (Ï.3).

Òîíêèì ìîìåíòîì â óñëîâèÿõ ëåììû 1 ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ñïðàâåäëèâîñòè íåðà-
âåíñòâ Bj(. . . , z) ·Bj(. . . , z) < 0 ëèøü ïðè z ∈ Z (à íå ïðè âñåõ z ∈ Z̃). Ïðè èñïîëüçîâàíèè
ëåììû 1 ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ðàçëè÷íóþ àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ î âîçìîæíûõ ðå-
øåíèÿõ z, íàïðèìåð, ïðèíàäëåæíîñòü z áîëåå óçêèì ïðîñòðàíñòâàì, àïðèîðíûå îöåíêè è
ò.ä.

3Ìíîæåñòâî Z(ω, λ) ðåøåíèé z ýòîãî óðàâíåíèÿ íåïóñòî ïðè êàæäûõ ω è λ â ñèëó ïðèíöèïà Øàóäåðà.
Ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî Z � ýòî îáúåäèíåíèå âñåõ Z(ω, λ) ïðè ðàçëè÷íûõ ω è λ.
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3. Óð à â í å í è å z = B3(ω, ξ, z). ×åðåç E îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà
[0, 2π] ôóíêöèé z(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè z(0) = z(2π) è óñëîâèÿì
�îðòîãîíàëüíîñòè�:

2π∫
0

sin t z(t) dt =

2π∫
0

cos t z(t) dt = 0.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð A = A(ω)u, êîòîðûé ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé
ôóíêöèè u(t) ∈ E åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(t) ∈ E óðàâíåíèÿ L(ωp)x(t) = M(ωp)u(t). Ñó-
ùåñòâîâàíèå òàêîãî îïåðàòîðà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç íåñóùåñòâîâàíèÿ êðàòíûõ ω0

êîðíåé ó ìíîãî÷ëåíà L(pi). Ýòîò îïåðàòîð îïðåäåëåí íà âñåì ïðîñòðàíñòâå E, åãî ìîæíî
áûëî áû îïðåäåëèòü íà áîëåå øèðîêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, ýòîò îïåðàòîð ïðåîáðàçóåò íåïðå-
ðûâíûå ôóíêöèè â íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå, îí âïîëíå íåïðåðûâåí êàê îïåðàòîð
â E ñ ðàâíîìåðíîé íîðìîé, è íåïðåðûâåí êàê îïåðàòîð èç E ⊂ C â C1. Áîëåå òîãî,
íîðìû îïåðàòîðîâ A(ω) ïðè ðàçíûõ ω ∈ Ω âñå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Ïðîäîëæèì îïå-
ðàòîð A(ω) íà âñå ïðîñòðàíñòâî C0 ⊂ C íåïðåðûâíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïîëîæèâ
A(ω)x = A(ω)(I − P )x, ãäå P � èíâàðèàíòíûé ïðîåêòîð

Px(t)
def
=

1

π

2π∫
0

cos(t− s)x(s) ds

íà ïëîñêîñòü Π, íàòÿíóòóþ íà ôóíêöèè cos t, sin t, ïðîåêòîð I −P ïðîåêòèðóåò ïðîñòðàí-
ñòâî C0 íà E. Ïðîåêòîð P ïåðåâîäèò âñå ôóíêöèè z(t) ∈ E â íóëü, ïëîñêîñòü Π îñòàåòñÿ
íà ìåñòå. Âîîáùå-òî ïðîåêòîð P îïðåäåëåí íà âñåõ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèÿõ,
ìû ðàññìàòðèâàåì åãî íà C. Ïðîåêòîðû P è I − P êîììóòèðóþò ñ îïåðàòîðàìè A(ω).

Òàêèì îáðàçîì, òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (Ï.3) áóäåò èìåòü âèä

(Ï.4) z = A(ω)f(r sin t+ z(t), λ).

Óðàâíåíèå (Ï.4) â äàëüíåéøåì áóäåò èññëåäîâàòüñÿ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ r. Ïðè ïðè-
ìåíåíèè ëåììû 1 îêðåñòíîñòü Z̃ � ýòî øàð ‖z‖ ≤ r ⊂ E. Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîð
A(ω)f(r sin t + z(t), λ) ïåðåâîäèò ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ r òàêîé øàð â ñåáÿ. Íî, åñëè
‖z‖C ≤ r, òî èç îöåíêè (4) (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî β < α) âûòåêàåò,
÷òî

(Ï.5) ‖z‖C ≤ c rβ,

ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ c íå çàâèñèò íè îò ω, íè îò λ. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Z ñîäåðæèò
òîëüêî ôóíêöèè z(t), óäîâëåòâîðÿþùèå îöåíêå (Ï.5), íèæå ïðè èññëåäîâàíèè ñêàëÿðíûõ
óðàâíåíèé ìû ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî ýòà îöåíêà ñïðàâåäëèâà ïðè âñåõ ω è λ.

4. Ëèí å é í à ÿ ñ î ñ ò à â ë ÿþùàÿ ñ ê à ë ÿ ð íûõ óð à â í å í è é. Â ýòîì ïîäðàçäåëå
ïðèâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ïîëó÷àòñÿ, åñëè óðàâíåíèå (Ï.1) �óìíîæèòü íà sin t èëè
cos t è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ïåðèîäó [0, 2π]�.

Ëåììà 2. Åñëè ôóíêöèè x(t) = r sin t+ z(t) (z ∈ E) è u(t) óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

(Ï.6) L

(
ω
d

dt

)
x(t) = M

(
ω
d

dt

)
u(t),

òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(Ï.7) π<e L(ωi)

M(ωi)
r =

2π∫
0

sin t u(t) dt, π=m L(ωi)

M(ωi)
r =

2π∫
0

cos t u(t) dt.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Èç ðàâåíñòâà (Ï.6) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

L

(
ω
d

dt

)
(r sin t) = M

(
ω
d

dt

)
Pu(t),

êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

π<e [L(ωi)]r sin t+ π=m [L(ωi)]r cos t =

= (<e [M(ωi)] cos t−=m [M(ωi)] sin t)

2π∫
0

cos s u(s)ds+

+ (<e [M(ωi)] sin t+ =m [M(ωi)] cos t)

2π∫
0

sin s u(s)ds.

Îòñþäà

π<e [L(ωi)]r = −=m [M(ωi)]

2π∫
0

cos s u(s) ds+ <e [M(ωi)]

2π∫
0

sin s u(s) ds

è

π=m [L(ωi)]r = <e [M(ωi)]

2π∫
0

cos s u(s) ds+ =m [M(ωi)]

2π∫
0

sin s u(s) ds.

Óìíîæèì ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ íà <e [M(ωi)], âòîðîå � íà =m [M(ωi)] è ñëîæèì, ïîëó-
÷åííîå ðàâåíñòâî ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì ðàâåíñòâîì (Ï.7); óìíîæèì ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ
íà −=m [M(ωi)], âòîðîå � íà <e [M(ωi)] è ñëîæèì, ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ñîâïàäàåò ñî
âòîðûì ðàâåíñòâîì (Ï.7).

5. È ñ ñ ë å ä î â à í è å ñ ê à ë ÿ ð íûõ óð à â í å í è é. Â ñèëó ëåììû 2 çàäà÷à î 2π-
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (Ï.1) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå èç óðàâíåíèé

π<e L(ωi)

M(ωi)
r =

2π∫
0

sin t f(r sin t+ z(t), λ) dt(Ï.8)

π=m L(ωi)

M(ωi)
r =

2π∫
0

cos t f(r sin t+ z(t), λ) dt(Ï.9)

è óðàâíåíèÿ (Ï.4).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ïðè ëþ-

áûõ λ1 è λ2, ïðè êîòîðûõ a(λ1) · a(λ2) < 0, è ïðè ëþáûõ ω1 < ω0 < ω2 (ωj ∈ Ω) íàéäåòñÿ
òàêîå r0, ÷òî ïðè êàæäîì r < r0 âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1. Ìû íå áóäåì ïðèìåíÿòü
ëåììó 1 íåïîñðåäñòâåííî ê óðàâíåíèÿì (Ï.8) è (Ï.9), à ïðåäâàðèòåëüíî çàìåíèì èõ ýêâè-
âàëåíòíûìè.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ïðè íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì öåëîì γ ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

=m [L(ωi)M(−ωi)] = (ω − ω0)
KQ1(ω),

<e [L(ωi)M(−ωi)] = (ω − ω0)
K+γQ2(ω),

(Ï.10)
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ãäå ìíîãî÷ëåí Q1(ω) íå îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè ω = ω0, à ìíîãî÷ëåí Q2(ω) ëèáî òàêæå íå
îáðàùàåòñÿ â íóëü, ëèáî ðàâåí íóëþ òîæäåñòâåííî. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíèK � ýòî êðàòíîñòü
êîðíÿ ω0i ìíîãî÷ëåíà L(p).

Çàìåíèì â óðàâíåíèÿõ (Ï.8) è (Ï.9) ëåâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (Ï.10) ïðàâûìè ÷àñòÿìè ýòèõ
ðàâåíñòâ. Âûðàçèì (ω − ω0)

Kr èç óðàâíåíèÿ (Ï.9) è ïîäñòàâèì â (Ï.8).
Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå èìååò âèä

(ω − ω0)
γQ2(ω)

2π∫
0

cos tf(r sin t+ z(t), λ) dt =

= Q1(ω)

2π∫
0

sin tf(r sin t+ z(t), λ) dt.

(Ï.11)

Ïîäñòàâèì â ðàâåíñòâå (Ï.11) âìåñòî ôóíêöèè f(x, λ) åå êîìïîíåíòû

f(x, λ) = a(λ)x(t)|x(t)|α−1 + ψ1(|x|, λ) + ψ2(|x|, λ) + ψ0(x, λ).

Òàê êàê ∣∣∣∣∣∣
2π∫
0

g(t)
(
ψ2(|r sin t+ z|, λ)− ψ2(|r sin t|, λ)

)
dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ c1r
β−1‖z‖C ≤ c2r

2β−1

(g(t) = sin t èëè g(t) = cos t) è

2π∫
0

cos t sin t | sin t|α−1dt =

2π∫
0

cos t ψ2(|r sin t|) dt =

2π∫
0

sin t ψ2(|r sin t|) dt =0,

òî åäèíñòâåííîå ñëàãàåìîå â ðàâåíñòâå (Ï.11) èìååò ïî r ïîðÿäîê ìàëîñòè rα: ýòî ñëàãàåìîå

(Ï.12) rαQ1(ω)a(λ)

2π∫
0

| sin t|α+1 dt.

Âñå îñòàëüíûå ñëàãàåìûå, î÷åâèäíî, èìåþò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè â ñèëó îöåí-
êè (Ï.5). Ïîýòîìó çíàê ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (Ï.11) îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ìàëûõ r çíàêîì
ñëàãàåìîãî (Ï.12), ò. å. çíàêîì ôóíêöèè a(λ). À çíàê ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (Ï.9) îïðå-
äåëÿåòñÿ çíàêîì âåëè÷èíû ω − ω0.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (Ï.4), (Ï.9), (Ï.11) îáðàçóþò ñèñòåìó òèïà (Ï.3), äëÿ êîòî-
ðîé âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ëåììû 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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