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Â ÀÂÒÎÍÎÌÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß1

Ïðåäëàãàþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
áîëüøèõ àìïëèòóä äëÿ àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé òåîðèè óïðàâëåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì. Ñó-
ùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì îãðàíè÷åííûõ íåëèíåéíî-
ñòåé íà áåñêîíå÷íîñòè. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëàãàåìûõ ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåíî ïóòåì ñâåäå-
íèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ê äðóãîé, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè
òåîðèè âðàùåíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

1. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå2

(1) L

(
d

dt

)
x = M

(
d

dt

)
f(x(t), x(t− h)).

Çäåñü L(p) è M(p) � âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè,
ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà L(p) áîëüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà M(p); ÷åðåç f(x, y) : IR × IR → IR
îáîçíà÷åíà íåêîòîðàÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ íåëèíåéíîñòü.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ó óðàâíåíèÿ (1) ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé (çàðàíåå íåèçâåñòíîãî ïåðèîäà), àìïëèòóäû
êîòîðûõ (êîíå÷íûå äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ) íåîãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè.

Ïóñòü L(±i) = 0. Âåëè÷èíà

(2) β
def
= lim

ω→1

=m [L(ωi)M(−ωi)]

<e [L(ωi)M(−ωi)]

ìîæåò ïðèíèìàòü êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå çíà÷åíèå, íàïðèìåð, ÷èñëèòåëü èëè çíàìåíà-
òåëü äðîáè â (2) ìîæåò áûòü òîæäåñòâåííî ðàâíûì íóëþ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

(3) α = arctg β,

èç ïîñëåäóþùèõ ôîðìóëèðîâîê ÿñíî, ÷òî ïðè β = ∞ âñå ðàâíî êàêîå çíà÷åíèå +π/2 èëè
−π/2 èìååò ÷èñëî α; äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî, åñëè β = ∞, òî α = π/2.

1Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì Ôîíäîì Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé (ãðàíòû
NoNo 97-01-00692 è 96-15-96048).

2Îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â ëþáîì ó÷åáíèêå ïî òåîðèè
óïðàâëåíèÿ, íàïðèìåð, [1, 4]. ×èòàòåëü, íå ïðèâûêøèé ê ïîäîáíûì óðàâíåíèÿì, ìîæåò ñ÷èòàòü,
÷òî M(p) ≡ 1, ò.å. ðàññìàòðèâàåòñÿ îáûêíîâåííîå êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè. Ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ.
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Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà íàì ïîíàäîáèòñÿ ôóíêöèÿ

(4) Φ(ξ, α, ω)
def
=

2π∫
0

cos(t + α) f(ξ sin t, ξ sin(t− ωh)) dt.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà
ïî ïåðåìåííîé x, åñëè äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë δ è ∆ íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ ζ(u) =
ζδ,∆(u), óäîâëåòâîðÿþùàÿ

(5) lim
r→+∞

ζ(r) = 0,

òàêàÿ ÷òî

(6) |f(x1, y)− f(x2, y)| ≤ ζ(r) |x1 − x2|, δ r ≤ |x1|, |x2|, |y| ≤ ∆ r

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r. Àíàëîãè÷íî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) óäîâëå-
òâîðÿåò ïðàâèëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé y, åñëè äëÿ ëþáûõ δ è ∆ íàéäåòñÿ
ôóíêöèÿ ζ(u) = ζδ,∆(u), óäîâëåòâîðÿþùàÿ (5), òàêàÿ ÷òî

(7) |f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ ζ(r) |y1 − y2|, δ r ≤ |x|, |y1|, |y2| ≤ ∆ r

ïðè âñåõ r.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f(x, y) ïðàâèëüíî âåäåò ñåáÿ íà áåñêîíå÷-

íîñòè, åñëè ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû äâóõ ôóíêöèé, îäíà èç
êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé x, à äðóãàÿ � ïî
ïåðåìåííîé y.

Òèïè÷íûé ïðèìåð ôóíêöèè f(x, y), ïðàâèëüíî âåäóùåé ñåáÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, � ýòî
ôóíêöèÿ f1(x) + f2(y) ñ ïðîèçâîëüíûìè îãðàíè÷åííûìè f1 è f2.

Òå î ð åì à 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ×èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íå÷åòíîé êðàòíîñòè K ìíîãî÷ëåíà L(pi).
2. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ L(ki) 6= 0 ïðè k = 0, 2, 3, 4, . . ..
3. Ïðè êàæäîì R âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

(8) lim sup
ξ→∞

inf
|ω−1|≤Rξ−1/K

Φ(ξ, α, ω) > 0, lim inf
ξ→∞

sup
|ω−1|≤Rξ−1/K

Φ(ξ, α, ω) < 0,

ãäå α � ýòî ÷èñëî (3), à K � êðàòíîñòü êîðíÿ i.
4. Ôóíêöèÿ f(x, y) ïðàâèëüíî âåäåò ñåáÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Òîãäà óðàâíåíèå (1) èìååò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøå-

íèé, àìïëèòóäû ‖xn‖C ýòèõ ðåøåíèé ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ïåðèîäû ýòèõ ðåøå-

íèé ñòðåìÿòñÿ ê 2π.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè.
Îòäåëüíî ñôîðìóëèðóåì ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 1 äëÿ óðàâíåíèé áåç çàïàçäûâàíèÿ.

Ïóñòü óðàâíåíèå (1) èìååò âèä

(9) L

(
d

dt

)
x = M

(
d

dt

)
f(x).
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Ïîëîæèì

Ψ(ξ)
def
=

2π∫
0

sin t f(ξ sin t) dt = 4

π/2∫
0

sin t fodd(ξ sin t) dt.

Ýòà ôóíêöèÿ íå÷åòíàÿ, îíà öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ ïî íå÷åòíîé ÷àñòè fodd = (f(x) −
f(−x))/2 ôóíêöèè f(x).

Òå î ð åì à 2. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ×èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíîâ L(pi) è =m [L(pi)M(−pi)] îäíîé è òîé æå

íå÷åòíîé êðàòíîñòè.

2. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ L(ki) 6= 0 ïðè k = 0, 2, 3, 4, . . ..
3. Âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

lim sup
ξ→∞

Ψ(ξ) > 0, lim inf
ξ→∞

Ψ(ξ) < 0.

Òîãäà óðàâíåíèå (9) èìååò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøå-

íèé, àìïëèòóäû ‖xn‖C ýòèõ ðåøåíèé ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ïåðèîäû ýòèõ ðåøå-

íèé ñòðåìÿòñÿ ê 2π.

Èç óñëîâèÿ 1 òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí =m [L(pi)M(−pi)] íå ðàâåí íóëþ òîæ-
äåñòâåííî. Â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèìî, ÷òîáû õîòÿ áû îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ L(p) è M(p) íå
áûë ÷åòíûì.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ïðåäåë (2) îòëè÷åí îò íóëÿ, ïîýòîìó ÷èñëî (3) íå ðàâíî 0. Òàê
êàê âñåãäà

2π∫
0

cos t f(ξ sin t) dt = 0,

òî Φ(ξ, α, ω) = − sin α Ψ(ξ). Ïîýòîìó óñëîâèå 3 òåîðåìû 2 âëå÷åò óñëîâèå 3 òåîðåìû 1 è
òåîðåìà 2 ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.

Åñëè =m [L(pi)M(−pi)] ≡ 03, òî α = 0 è Φ(ξ, α, ω) ≡ 0. Ïîýòîìó óñëîâèÿ òåîðåìû 2 íå
ìîãóò áûòü âûïîëíåíû.

2. Çàìå÷àíèÿ

2.1. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàê âû÷èñëÿòü ôóíêöèè Φ(ξ, α, ω) è Ψ(ξ), òî÷íåå,
êàê îöåíèâàòü ïðåäåëû, âõîäÿùèå â óñëîâèå 3 òåîðåì 1 è 2?

Äëÿ ìíîãèõ ôóíêöèé f(x) ôóíêöèÿ Ψ(ξ) ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïðèìå-
ðàìè òàêèõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ âñå ÷åòíûå ôóíêöèè, ôóíêöèè ñ ïîäëèíåéíîé ïåðâîîáðàç-
íîé (íàïðèìåð, âñå ïåðèîäè÷åñêèå è ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ñ íóëåâûì ñðåäíèì,
ôóíêöèè ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè), ôóíêöèè sin x3 è sin x1/3. Ïðèìåðîì
ôóíêöèè f(x), ïðèâîäÿùåé ê îñöèëëèðóþùåé íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèè Ψ(ξ), ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ f0(x) = sin( sign (x) ln(1 + |x|)). Åñòåñòâåííî, ôóíêöèè f0(x) + �÷åòíàÿ ôóíêöèÿ�,
f0(x) + �ìàëåíüêàÿ ôóíêöèÿ�, f0(x)+a sin x+b sin x3 è ò.ä. òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
3 òåîðåìû 2.

3Ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, åñëè è òîëüêî åñëè îáà ìíîãî÷ëåíà L(p) è M(p) ÷åòíûå.
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Äëÿ ôóíêöèè Φ(ξ, α, ω) ñîäåðæàòåëüíûå ïðèìåðû ñòðîèòü â íåêîòîðîì ñìûñëå ëåã÷å
(ïðîìåæóòêè ìåæäó íóëÿìè íå îáÿçàòåëüíî ðàñòóò ýêñïîíåíöèàëüíî, êàê äëÿ ôóíêöèè
f0(x)). Ïðèâåäåì ëèøü îäèí ïðèìåð: ïóñòü h = π/2, K = 1 è

f(x, y) =
x√

1 + x2 + y2
sin 3

√
x2 + y2;

ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ èìååò ïðàâèëüíîå ïîâåäåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè. Ôóíêöèÿ
Φ(ξ, α, ω) íà áåñêîíå÷íîñòè âåäåò ñåáÿ êàê const · cos α sin(ξ)2/3 è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
òåîðåìû 1. Âûêëàäêè íå ñëîæíû, íî ãðîìîçäêè.

Ïðèâåäåì åùå îäíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâ (8).
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) óäîâëåòâîðÿåò ÷óòü áîëåå ñèëüíîìó ÷åì (7) óñëîâèþ Ëèïøèöà

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ d (min{|y1|, |y2|}) |y1 − y2|,

ïðè÷åì ôóíêöèÿ d(u) : [0,∞) → (0,∞) ìîíîòîííî óáûâàåò ê íóëþ ïðè u →∞.

Ïðå äë îæåíè å 1. Ïóñòü K = 1. Óñëîâèå (8) âûòåêàåò èç óñëîâèÿ

lim sup
ξ→∞

Φ(ξ, α, 1) > 0, lim inf
ξ→∞

Φ(ξ, α, 1) < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ñîâñåì ïðîñòî. Â ñèëó óñëîâèÿ Ëèïøèöà

|Φ(ξ, α, ω)− Φ(ξ, α, 1)| ≤ const ξ |ω − 1|
2π∫
0

d (min{|ξ sin t|, |ξ sin(t− ωh)|}) dt.

Òàê êàê ξ|ω − 1| ≤ R, òî íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
ïðè ξ →∞. Ìåðà òåõ t, ãäå îáå ôóíêöèè |ξ sin t|, |ξ sin(t− ωh)| ìàëû, ðàâíîìåðíî ìàëà, à
èíòåãðàë ïî äîïîëíèòåëüíîìó ìíîæåñòâó ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â ñèëó d(u) → 0 ïðè u →∞.

2.2. Ëåãêî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó 1 äëÿ íåëèíåéíîñòåé, çàâèñÿùèõ îò íåñêîëü-
êèõ çàïàçäûâàíèé. Àíàëîãè òåîðåìû 1 ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû òàêæå äëÿ ñèñòåì ñ
ïðîèçâîäíûìè è äëÿ êîìáèíèðîâàííûõ ñèñòåì è ñ çàïàçäûâàíèÿìè, è ñ ïðîèçâîäíûìè.

Ïðèâåäåì îäíó òåîðåìó â êà÷åñòâå ïðèìåðà. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(10) L

(
d

dt

)
x = M

(
d

dt

)
f(x(t), x(t− h), x′(t), x′(t− h)).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

(11) Φ∗(ξ, α, ω)
def
=

2π∫
0

cos(t + α) f(ξ sin t, ξ sin(t− ωh), ξω cos t, ξω cos(t− ωh)) dt,

ïîñòðîåííóþ ïî âåëè÷èíå (3).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëüíîìó

óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî îäíîé èç ïåðåìåííûõ, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ïî ýòîé ïåðåìåííîé
óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé, ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè (êàê â óñëîâèÿõ
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(6) è (7)). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f(x, y, u, v) ïðàâèëüíî âåäåò ñåáÿ íà
áåñêîíå÷íîñòè, åñëè ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû äâóõ ôóíêöèé
îäíà èç êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëüíûì óñëîâèÿì Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííûì x, u è v,
à äðóãàÿ � ïî ïåðåìåííûì y, u è v.

Òå î ð åì à 3. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà L(p) ïî êðàéíåé ìåðå íà 2 áîëüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà M(p).
2. Êîðåíü i ìíîãî÷ëåíà L(p) èìååò íå÷åòíóþ êðàòíîñòü K.

3. Ó ìíîãî÷ëåíà L(p) íåò êîðíåé âèäà ki ïðè k = 0, 2, 3, 4, . . ..
4. Ïðè âñåõ R âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

(12) lim sup
ξ→∞

inf
|ω−1|≤Rξ−1/K

Φ∗(ξ, α, ω) > 0, lim inf
ξ→∞

sup
|ω−1|≤Rξ−1/K

Φ∗(ξ, α, ω) < 0.

5. Ôóíêöèÿ f(x, y, u, v) ïðàâèëüíî âåäåò ñåáÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Òîãäà óðàâíåíèå (10) èìååò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-

øåíèé, àìïëèòóäû ýòèõ ðåøåíèé ‖xn‖C ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ïåðèîäû ýòèõ ðå-

øåíèé ñòðåìÿòñÿ ê 2π.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû íå ïðèâîäèì, îíî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-
ñòâó òåîðåìû 1.

Ïåðåïèøåì òåîðåìó 3 â ñëó÷àå ïðîñòåéøèõ ìíîãî÷ëåíîâ L(p) = p2 + 1 è M(p) = 1. Â
ýòîì ñëó÷àå K = 1, =m [L(ωi)M(−ωi)] ≡ 0, β = 0, α = 0 è òåîðåìà 3 èìååò ñëåäóþùèé
âèä.

Ñë å ä ñ ò â è å 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y, u, v) ïðàâèëüíî âåäåò ñåáÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ïóñòü ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (12) ïðè K = 1, ëþáîì R è

Φ∗(ξ, ω)
def
=

2π∫
0

cos t f(ξ sin t, ξ sin(t− ωh), ξω cos t, ξω cos(t− ωh)) dt.

Òîãäà óðàâíåíèå

x′′ + x =
d

dt

(
f(x(t), x(t− h), x′(t), x′(t− h))

)
èìååò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, àìïëèòóäû ýòèõ

ðåøåíèé ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ïåðèîäû ýòèõ ðåøåíèé ñòðåìÿòñÿ ê 2π.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ x′′ + x = f(x) ïðåäëàãàåìûìè ìåòîäàìè íå óäàëîñü ïîëó-
÷èòü óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ íåîãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøå-
íèé.

2.3. Âñå òåîðåìû ëåãêî ïåðåôîðìóëèðîâàòü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìíîãî÷ëåí L(p) èìååò
ïàðó êîìïëåêñíî - ñîïðÿæåííûõ êîðíåé ±w0i, îòëè÷íûõ îò ±i. Â ýòîì ñëó÷àå â ôîðìóëè-
ðîâêå òåîðåìû ñëåäóåò èçìåíèòü ëèøü ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà íà 2π/w0 è â ôîðìóëå
(2) ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ω âìåñòî 1 ïîñòàâèòü w0. Ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèé Φ(ξ, α, ω), Ψ(ξ)
íå ìåíÿþòñÿ.

Åñëè ó ìíîãî÷ëåíà L(p) åñòü äâå ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé, è óñëîâèÿ òåî-
ðåìû 1 âûïîëíåíû äëÿ îáåèõ ýòèõ ïàð (â ÷àñòíîñòè, ýòè êîðíè íå êðàòíû îäèí äðóãîìó),
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òî ó óðàâíåíèÿ (1) íàéäóòñÿ äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ âîçðàñòàþ-
ùèìè àìïëèòóäàìè. Îòëè÷àòüñÿ ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäóò ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè
ïåðèîäîâ.

Ï Ð È Ë Î Æ Å Í È Å

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

1. Âíà÷àëå ñäåëàåì â óðàâíåíèè (1) çàìåíó âðåìåíè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû áóäåì
èñêàòü ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïåðèîäà 2π/ω, áëèçêîãî ê 2π. Çàäà÷à î 2π/ω-ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (1) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ

(Ï.1) L

(
ω

d

dt

)
x = M

(
ω

d

dt

)
f(x(t), x(t− ωh)).

Ïðè ýòîì âåëè÷èíà ω, âõîäÿùàÿ â óðàâíåíèÿ, àïðèîðè íåèçâåñòíà è äîëæíà ðàññìàòðè-
âàòüñÿ â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé íåèçâåñòíîé.

Ìû áóäåì èñêàòü 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (Ï.1) â âèäå

(Ï.2) x(t) = ξ sin t + z(t),

ãäå z(t) � ýòî 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ãàðìîíèê ôóíêöèè x(t),
êðîìå sin t è cos t. Íèæå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ïðè êàæäîì ïîëîæèòåëüíîì ξ0 íàéäóòñÿ
íåêîòîðûå ÷èñëà ω ≈ 1 è ξ > ξ0 è ôóíêöèÿ z(t) òàêèå, ÷òî x(t) = ξ sin t + z(t) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (Ï.1).

Ïîä÷åðêíåì îäèí âàæíûé ìîìåíò. Êàæäîìó öèêëó àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò êîíòèíóóì ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ìû èùåì ðåøåíèå â âèäå (Ï.2), õîòÿ ìîãëè
áû èñêàòü åãî â âèäå ξ sin(t + φ) + z(t). Âûáîð ôàçû φ = 0 ôèêñèðóåò îäíî ðåøåíèå èç
êîíòèíóóìà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óêàçàííîãî âèäà.

2. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òîïîëîãè÷åñêóþ òåîðåìó î ðàçðåøèìîñòè ñè-
ñòåìû èç äâóõ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé è îäíîãî óðàâíåíèÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E.

Ëåììà 1. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà èç òðåõ óðàâíåíèé

(Ï.3) B1(ω, ξ, z) = 0, B2(ω, ξ, z) = 0, z = B3(ω, ξ, z)

ñî ñêàëÿðíûìè íåèçâåñòíûìè ω ∈ Ω ⊂ IR è ξ ∈ IR è íåèçâåñòíîé z ∈ E, ïðè÷åì îïå-

ðàòîðû B1, B2 : IR × IR × E → IR íåïðåðûâíû, à îïåðàòîð B3 : IR × IR × E → E âïîëíå

íåïðåðûâåí ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ. Ïóñòü îïåðàòîð B3 ïðåîáðàçóåò îáëàñòü îïðå-

äåëåíèÿ â îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü íàéäåòñÿ êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ T = {ξ ∈
[ξ∗, ξ

∗], ω ∈ [w1(ξ), w2(ξ)] ⊂ Ω}, îãðàíè÷åííàÿ íà ïëîñêîñòè {ω, ξ} ãðàôèêàìè äâóõ íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé w1(ξ) < w2(ξ) è ïàðàëëåëüíûìè îòðåçêàìè ξ = ξ∗, ω ∈ [w1(ξ∗), w2(ξ∗)]
è ξ = ξ∗, ω ∈ [w1(ξ

∗), w2(ξ
∗)] òàêàÿ, ÷òî B1(w1(ξ), ξ, z) · B1(w2(ξ), ξ, z) < 0 ïðè âñåõ ξ è

z ⊂ B3(Ω, IR, E), à òàêæå B2(ω, ξ∗, z) · B2(ω, ξ∗, z) < 0 ïðè âñåõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ω è

z ⊂ B3(Ω, IR, E). Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (Ï.3) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå

{ω, ξ} ∈ T, z ∈ E.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î ïðîèçâåäåíèè âðàùåíèé
[2, 3]. Èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ïîëÿ z − B3(ω, ξ, z) ðàâåí åäèíèöå, âðàùåíèå äâóìåðíîãî
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ïîëÿ íà ãðàíèöå êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè T ðàâíî ±1. Ïîýòîìó âðàùåíèå ïîëÿ

{B1(ω, ξ, z), B2(ω, ξ, z), z −B3(ω, ξ, z)}

â ïðîñòðàíñòâå IR× IR×E íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà T ×{‖z‖E = ρ} (ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
ρ) ïî ìîäóëþ ðàâíî 1. Ñëåäîâàòåëüíî, âíóòðè ýòîãî ìíîæåñòâà åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíî
ðåøåíèå ñèñòåìû (Ï.3).

Ìû áóäåì ïåðåïèñûâàòü óðàâíåíèå (Ï.1) â âèäå ñèñòåìû (Ï.3). Äëÿ ýòîãî óìíîæèì
îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà sin t è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îòðåçêó [0, 2π], ïîëó÷èì îäíî ñêàëÿðíîå
ðàâåíñòâî. Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà cos t è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ýòîìó æå îòðåç-
êó, ïîëó÷èì åùå îäíî ñêàëÿðíîå ðàâåíñòâî. Ðàâåíñòâî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

×åðåç E îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà [0, 2π] ôóíêöèé z(t), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè z(0) = z(2π) è óñëîâèÿì �îðòîãîíàëüíîñòè�

2π∫
0

sin t z(t) dt =

2π∫
0

cos t z(t) dt = 0.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð A = A(ω)u, êîòîðûé ñòàâèò êàæäîé ôóíêöèè u(t) ∈ E
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(t) ∈ E óðàâíåíèÿ L(ωp)x(t) = M(ωp)u(t). Ñóùåñòâîâàíèå òàêî-
ãî îïåðàòîðà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ 2. Ýòîò îïåðàòîð îïðåäåëåí íà âñåì
ïðîñòðàíñòâå E, åãî ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü íà áîëåå øèðîêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, ýòîò
îïåðàòîð ïðåîáðàçóåò íåïðåðûâíûå ôóíêöèè â íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå, îí âïîëíå
íåïðåðûâåí êàê îïåðàòîð â E ñ ðàâíîìåðíîé íîðìîé, è íåïðåðûâåí êàê îïåðàòîð èç E ⊂ C
â C1. Áîëåå òîãî, íîðìû îïåðàòîðîâ A(ω) ïðè ðàçíûõ ω ∈ Ω = [1 − w0, 1 + w0] (w0 > 0
äîñòàòî÷íî ìàëî, ÷òîáû M(ωi) 6= 0 è ÷òîáû ó ìíîãî÷ëåíà L(ωp) íå ïîÿâèëîñü êîðíåé òèïà
ki) âñå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, îïåðàòîð A(ω)z íåïðåðûâåí ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåí-
íûõ z ∈ E, ω ∈ Ω. Ïðîäîëæèì îïåðàòîð A(ω) íà âñå ïðîñòðàíñòâî C0 ⊂ C íåïðåðûâíûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïîëîæèâ A(ω)x = A(ω)(I−P )x, ãäå P � èíâàðèàíòíûé ïðîåêòîð

Px(t)
def
=

1

π

2π∫
0

cos(t− s) x(s) ds

íà ïëîñêîñòü Π, íàòÿíóòóþ íà ôóíêöèè cos t, sin t, ïðîåêòîð I −P ïðîåêòèðóåò ïðîñòðàí-
ñòâî C0 íà E. Ïðîåêòîð P ïåðåâîäèò âñå ôóíêöèè z(t) ∈ E â íóëü, ïëîñêîñòü Π îñòàåòñÿ
íà ìåñòå. Âîîáùå-òî ïðîåêòîð P îïðåäåëåí íà âñåõ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèÿõ,
ìû ðàññìàòðèâàåì åãî íà C. Ïðîåêòîðû P è I − P êîììóòèðóþò ñ îïåðàòîðàìè A(ω).

Òàêèì îáðàçîì, òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (Ï.3) áóäåò èìåòü âèä

z = A(ω)f(ξ sin t + z, ξ sin tωh + z(tωh)).

Çäåñü è íèæå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå tσ = t− σ, t ≥ σ, tσ = t− σ + 2π, t < σ.
Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå óñëîâèé ëåììû 1, ò. å. â âûáîðå

ñîîòâåòñòâóþùèõ îòðåçêîâ èçìåíåíèÿ íåèçâåñòíûõ ω è ξ òàê, ÷òîáû â êîíöàõ ýòèõ îòðåçêîâ
ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè ïðèíèìàëè áû çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ.
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3. ×åðåç g(t) íèæå îáîçíà÷åíà íåêîòîðàÿ ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ, âïîñëåäñòâèè áóäóò
èñïîëüçîâàíû êîíêðåòíûå âàðèàíòû g(t) = sin t è g(t) = cos t.

Ëåììà 2. Ïðè êàæäîì c > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(Ï.4)

lim
ξ→∞

sup
‖z‖C1≤c, σ∈[0,2π]

∣∣∣∣∣∣
2π∫
0

g(t)[f(ξ sin t + z(t), ξ sin tσ + z(tσ))− f(ξ sin t, ξ sin tσ)]dt

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y)
óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé y.

Âûáåðåì ε > 0 è äîêàæåì, ÷òî supremum â (Ï.4) íå ïðåâîñõîäèò ε äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ ξ:

(Ï.5) sup
‖z‖C1≤c, σ∈[0,2π]

∣∣∣∣∣∣
2π∫
0

g(t) [f(ξ sin t + z(t), ξ sin tσ + z(tσ))− f(ξ sin t, ξ sin tσ)] dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå σ ∈ [0, 2π]. Ðàçîáüåì èíòåðâàë [0, 2π] íà ïîäèíòåðâàëû. Â ïåðâóþ
ãðóïïó èíòåðâàëîâ âêëþ÷èì δ-îêðåñòíîñòè òî÷åê kπ/2 ïðè k = 0, 1, 2, 3, 4, à òàêæå âñå
òî÷êè, îáðàç êîòîðûõ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè t 7→ tσ ïîïàäàåò â ýòè δ-îêðåñòíîñòè. Ýòè èí-
òåðâàëû áóäåì îáîçíà÷àòü Ij. Èõ êîëè÷åñòâî çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÷èñëàìè σ è
δ, èõ ñóììàðíàÿ äëèíà íå ïðåâûøàåò 8δ. Äîïîëíåíèå [0, 2π]\⋃Ij ê ìíîæåñòâó

⋃
Ij � ýòî

òàêæå ñèñòåìà èç êîíå÷íîãî ÷èñëà èíòåðâàëîâ, èõ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü I ′j.
Èíòåðâàëû Ij ñîäåðæàò ìíîæåñòâî {t ∈ [0, 2π] : sin t cos t sin tσ cos tσ = 0}, âûáåðåì

äîñòàòî÷íî ìàëîå δ òàê, ÷òîáû

(Ï.6) 2 sup |f(x, y)|
∫
S

Ij

|g(t)| dt ≤ 16 δ sup |f(x, y)| sup |g(t)| < ε/2.

×èñëî δ ñ÷èòàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì äî êîíöà äîêàçàòåëüñòâà ëåììû. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

(Ï.7) inf
t∈
S

I′j

min{| sin t|, | cos t|, | sin tσ|, | cos tσ|} = δ0 > 0.

Ôóíêöèÿ sin t ñòðîãî ìîíîòîííà íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ I ′j. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
ξ ôóíêöèÿ ξ sin t + z(t) òàêæå ñòðîãî ìîíîòîííà è |ξ cos t + z′(t)| > 1/2 ξδ0. Ðàññìîòðèì
èíòåãðàëû

Ji =

∫
I′i

g(t)f(ξ sin t + z(t), ξ sin tσ + z(tσ)) dt.

Îáîçíà÷èì êîíöû èíòåðâàëà I ′i ÷åðåç ai è bi. Ñäåëàåì â èíòåãðàëå Ji çàìåíó ïåðåìåííûõ
t = t(τ) = t(ξ, τ) ïî ôîðìóëå ξ sin τ = ξ sin t + z(t):

Ji =

t−1(ξ,bi)∫
t−1(ξ,ai)

g(t(ξ, τ)) f
(

ξ sin τ, ξ sin tσ(ξ, τ) + z(tσ(ξ, τ))
)
t′τ (ξ, τ)dτ.
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Ôóíêöèÿ t(ξ, τ) âçàèìíî îäíîçíà÷íà, t(ξ, τ) → τ è t′τ (ξ, τ) → 1 ðàâíîìåðíî ïî τ ïðè ξ →∞.
Òåïåðü

t−1(ξ, ai) → ai, t−1(ξ, bi) → bi,

è g(t(ξ, τ)) → g(τ) â ñèëó ëèïøèöåâîñòè g(·). Ïî îïðåäåëåíèþ, |tσ(ξ, τ) − τσ| ≤ const ξ−1,
ïîýòîìó |ξ sin tσ(ξ, τ) + z(tσ(ξ, τ))− ξ sin τσ| ≤ const. Â ñèëó óñëîâèÿ Ëèïøèöà (7)

Ji −
bi∫

ai

g(τ)f(ξ sin τ, ξ sin τσ) dτ → 0

äëÿ âñåõ i. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå âìåñòå ñ (Ï.6) äîêàçûâàåò (Ï.5).

4. Â ýòîì ïîäðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ïîëó÷àòñÿ, åñëè óðàâíåíèå (1)
�óìíîæèòü íà sin t èëè cos t è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ïåðèîäó [0, 2π]�.

Ëåììà 3. Åñëè ôóíêöèè x(t) = ξ sin t+ z(t) (z ∈ E) è u(t) óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

(Ï.8) L

(
ω

d

dt

)
x(t) = M

(
ω

d

dt

)
u(t),

òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(Ï.9) π<e L(ωi)

M(ωi)
ξ =

2π∫
0

sin t u(t) dt, π=m L(ωi)

M(ωi)
ξ =

2π∫
0

cos t u(t) dt.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Èç ðàâåíñòâà (Ï.8) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

L

(
ω

d

dt

)
(ξ sin t) = M

(
ω

d

dt

)
Pu(t),

êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

π<e [L(ωi)]ξ sin t + π=m [L(ωi)]ξ cos t= (<e [M(ωi)] cos t−=m [M(ωi)] sin t)

2π∫
0

cos s u(s)ds+

+ (<e [M(ωi)] sin t + =m [M(ωi)] cos t)

2π∫
0

sin s u(s)ds.

Îòñþäà

π<e [L(ωi)]ξ = −=m [M(ωi)]

2π∫
0

cos s u(s) ds + <e [M(ωi)]

2π∫
0

sin s u(s) ds

è

π=m [L(ωi)]ξ = <e [M(ωi)]

2π∫
0

cos s u(s) ds + =m [M(ωi)]

2π∫
0

sin s u(s) ds.
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Óìíîæèì ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ íà <e [M(ωi)], âòîðîå � íà =m [M(ωi)] è ñëîæèì, ïîëó-
÷åííîå ðàâåíñòâî ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì ðàâåíñòâîì (Ï.9); óìíîæèì ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ
íà −=m [M(ωi)], âòîðîå � íà <e [M(ωi)] è ñëîæèì, ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ñîâïàäàåò ñî
âòîðûì ðàâåíñòâîì (Ï.9).

5. Â ýòîì ïîäðàçäåëå âûïèñûâàåòñÿ ñèñòåìà âèäà (Ï.3), ýêâèâàëåíòíàÿ çàäà÷å î 2π-
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (Ï.1), äâà ïåðâûõ óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû àíàëî-
ãè÷íû ðàâåíñòâàì (Ï.9). Îíè ïåðåïèñûâàþòñÿ â ýêâèâàëåíòîì âèäå, â êîòîðîì îíè óæå
íåïîñðåäñòâåííî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 1.

Èòàê, ðàññìîòðèì ñèñòåìó

(Ï.10)



π<e L(ωi)

M(ωi)
ξ =

2π∫
0

sin t f(ξ sin t + z(t), ξ sin tωh + z(tωh)) dt,

π=m L(ωi)

M(ωi)
ξ =

2π∫
0

cos t f(ξ sin t + z(t), ξ sin tωh + z(tωh)) dt,

z = A(ω)f(ξ sin t + z(t), ξ sin tωh + z(tωh)).

Â ñèëó ëåììû 3 è ïî ïîñòðîåíèþ îïåðàòîðà A(ω) êàæäîìó ðåøåíèþ {ω, ξ, z} ñèñòåìû
(Ï.10) ñ âåùåñòâåííûìè íåèçâåñòíûìè ξ > 0 è ω > 0 è íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé z(t) ∈ E
ñîîòâåòñòâóåò 2π/ω-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(t) = ξ sin ωt + z(ωt) óðàâíåíèÿ (1).

Èòàê, äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî íàéäóòñÿ
ñêîëü óãîäíî áîëüøîå ÷èñëî ξ, ñêîëü óãîäíî áëèçêîå ê 1 ÷èñëî ω è ôóíêöèÿ z ∈ E,
óäîâëåòâîðÿþùèå (Ï.10).

Âíà÷àëå ïåðåïèøåì äâà ïåðâûõ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (Ï.10) â äðóãîì âèäå. Ýòî óäîáíî
äåëàòü îòäåëüíî äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà β ðàâíî 0 èëè ∞ è êîãäà β 6= 0 � êîíå÷íîå ÷èñëî.

Ïóñòü β = 0. Ñëó÷àé β = ∞ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí è ìû åãî íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü.
Èòàê,

lim
ω→1

=m [L(ωi)M(−ωi)]

<e [L(ωi)M(−ωi)]
= 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì öåëîì r ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

(Ï.11) =m [L(ωi)M(−ωi)] = (ω − 1)K+rQ1(ω), <e [L(ωi)M(−ωi)] = (ω − 1)KQ2(ω),

ãäå ìíîãî÷ëåí Q2(ω) íå îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè ω = 1, à ìíîãî÷ëåí Q1(ω) ëèáî òàêæå íå
îáðàùàåòñÿ â íóëü, ëèáî ðàâåí íóëþ òîæäåñòâåííî. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè K � ýòî êðàòíîñòü
êîðíÿ i ìíîãî÷ëåíà L(p).

Ïåðåïèøåì äâà ïåðâûõ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (Ï.10) â âèäå

(Ï.12)


π(ω − 1)KQ2(ω)ξ − |M(ωi)|2

2π∫
0

sin t f(ξ sin t + z(t), ξ sin tωh + z(tωh)) dt = 0,

π(ω − 1)K+rQ1(ω)ξ − |M(ωi)|2
2π∫
0

cos t f(ξ sin t + z(t), ξ sin tωh + z(tωh)) dt = 0.
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Âûðàçèì âåëè÷èíó (ω−1)Kξ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (Ï.12) è ïîäñòàâèì ðåçóëüòàò âî âòîðîå
óðàâíåíèå. Çàïèøåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå â âèäå

(ω − 1)r Q1(ω)

Q2(ω)

2π∫
0

sin t f(ξ sin t + z(t), ξ sin tωh + z(tωh)) dt−

−
2π∫
0

cos t f(ξ sin t + z(t), ξ sin tωh + z(tωh)) dt = 0.

(Ï.13)

Â êà÷åñòâå äâóõ ïåðâûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (Ï.3) âîçüìåì óðàâíåíèå (Ï.13) è ïåðâîå óðàâ-
íåíèå èç (Ï.12).

Ïîëîæèì

(Ï.14) w1(ξ) = 1−Rξ−1/K , w2(ξ) = 1 + Rξ−1/K ,

ãäå ÷èñëî R îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

R = 4 sup
ω∈Ω

|M(ωi)|2

|Q2(ω)|
sup

x,y∈IR
|f(x, y)|.

Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèé wj(ξ) â ñèëó íå÷åòíîñòè K çíàê ëåâîé ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
èç (Ï.12) ïðè ω = wj(ξ) ðàâåí (−1)j signQ2(1).

Çíàê ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (Ï.13) íàäî îïðåäåëÿòü ïðè

z ∈
⋃

{ω,ξ}∈T, z∈E

A(ω)f(ξ sin t + z(t), ξ sin tωh + z(tωh)).

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ òàêèõ z ïðè íåêîòîðîì c > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖z‖C1 ≤ c. Â ñèëó
ëåììû 2 ïðè áîëüøèõ ξ è ω, áëèçêèõ ê 1, çíàê ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (Ï.13) îïðåäåëèòñÿ
çíàêîì âûðàæåíèÿ Φ(ξ, 0, ω). Âûáåðåì äîñòàòî÷íî áîëüøèå ξ∗ < ξ∗, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ
Φ(ξ, 0, ω) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ðàâíîìåðíî ïî ω â ñèëó
óñëîâèÿ 3 òåîðåìû 1. Ïîýòîìó áóäóò âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ëåììû 1 è ñèñòåìà (Ï.10)
èìååò ðåøåíèÿ ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè ξ. Ïî ïîñòðîåíèþ ïðè ξ → ∞ âîçìîæíûå ω(ξ)
ñòðåìÿòñÿ ê 1.

Äðóãîé ñëó÷àé, êîãäà êîíå÷íîå ÷èñëî β 6= 0, äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåðíî òàêæå. Ñíîâà
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (Ï.11), òîëüêî òåïåðü r = 0. Ñíîâà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (Ï.13),
íî òåïåðü r = 0, ÷èñëî β îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé β = Q1(1)/Q2(1). Â êà÷åñòâå äâóõ ïåðâûõ
óðàâíåíèé ñèñòåìû (Ï.3) âîçüìåì óðàâíåíèå (Ï.13) è ïåðâîå óðàâíåíèå èç (Ï.12). Ïðè
áîëüøèõ ξ è çíà÷åíèÿõ ω ∈ [w1(ξ), w2(ξ)], ïðè÷åì ÷èñëà wj îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (Ï.14),
ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (Ï.13) ñêîëü óãîäíî áëèçêà ê ôóíêöèè Φ(ξ, α, ω). Çàâåðøàþùèå
ïîñòðîåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ðàññóæäåíèÿìè ïðåäûäóùåãî àáçàöà.
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