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ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒßÌÈ ÐÅØÅÍÈÉ
Êðàñíîñåëüñêèé À.Ì.1 (Ìîñêâà), Ìàâåí Æ. (Ëóâåí)

Èçó÷àþòñÿ âûðîæäåííûå àñèìïòîòè÷åñêè ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ. Ïðåäëàãàþòñÿ
êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ íåîãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåøåíèé òàêèõ óðàâ-
íåíèé. Â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé âû÷èñëÿåòñÿ èíäåêñ íà áåñêî-
íå÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

1. Ðàññìîòðèì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E âïîëíå íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå
x−T (x). Ïóñòü T (x) = Ax+F (x), ãäå A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, à F (x) � îãðàíè÷åííàÿ
íåëèíåéíîñòü. Ïóñòü 1 � ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A, Ae = e, ‖e‖ = 1.
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïðîåêòîð P íà îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E1 =
{αe, α ∈ IR}, êîììóòèðóþùèé ñ A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p(x) : E → E1 ôóíêöèîíàë,
îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì Px = p(x)e. Ïóñòü â E âëîæåíî äðóãîå áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî Ẽ ⊂ E ñ áîëåå ñèëüíîé íîðìîé.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ψ(ξ) = p(F (ξe)), ïî íåé îïðåäåëèì 4 ÷èñëà

ψ± = lim inf
ξ→±∞

Ψ(ξ), ψ± = lim sup
ξ→±∞

Ψ(ξ).

ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Ïóñòü îïåðàòîð A äåéñòâóåò è íåïðåðûâåí èç E â Ẽ. Ïóñòü íåëè-
íåéíîñòü F (x) òàêæå äåéñòâóåò èç E â Ẽ è îãðàíè÷åíà â Ẽ: ‖F (x)‖Ẽ ≤ r, x ∈ E.
Ïóñòü äëÿ êàæäîãî c > 0

lim
|ξ|→∞

sup
‖h‖Ẽ≤c

|p(F (ξe+ h))− p(F (ξe))| = 0. (1)

Òîãäà åñëè ëèáî ψ+ < 0 < ψ−, ëèáî ψ
− < 0 < ψ+, òî èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ïîëÿ

Φ(x) îïðåäåëåí è | ind∞ Φ| = 1; åñëè ëèáî ψ− > 0 è ψ+ > 0, ëèáî ψ− < 0 è ψ+ < 0,
òî èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè îïðåäåëåí è ind∞ Φ = 0; åñëè âûïîëíåíî ïî êðàéíåé

ìåðå îäíî èç ñîîòíîøåíèé ψ− < 0 < ψ− èëè ψ+ < 0 < ψ+, òî èíäåêñ íå îïðåäåëåí:

ñóùåñòâóåò íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x = Tx.
2. Äëÿ óðàâíåíèé â àáñòðàêòíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ íåîäíîêðàòíûì âû-

ðîæäåíèåì ëèíåéíîé ÷àñòè ïîëó÷èòü ïðîñòûå àíàëîãè òåîðåìû 1 íå óäàëîñü. Òàêèå
àíàëîãè äîêàçàíû äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ êðàåâûõ çàäà÷. Ñôîðìóëèðóåì îäíó
èç âîçìîæíûõ òåîðåì.

Ðàññìîòðèì 2π-ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ

x′′ + n2x = f(x) + b(t), (2)

ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ôóíêöèÿ b(t) íåïðåðûâíà è 2π-ïåðèîäè÷íà, ôóíêöèÿ f(x)
íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà. Ïîëîæèì

Ψ(ξ) = 2

π∫
0

sin tf(ξ sin t) dt, ψ+ = lim inf
ξ→+∞

Ψ(ξ), ψ+ = lim sup
ξ→+∞

Ψ(ξ), b̄ =

2π∫
0

entib(t) dt.

ÒÅÎÐÅÌÀ 2. Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñîîòíîøåíèé ψ+ > |b̄| > ψ+ ≥ 0, −ψ+ >
|b̄| > −ψ+ ≥ 0, ψ+ > |b̄| > 0 ≥ ψ+, −ψ+ > |b̄| > 0 ≥ −ψ+, òî ñóùåñòâóåò íåîãðàíè-

÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2). Åñëè ψ+ > |b̄|
èëè −ψ+ > |b̄|, òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî òàêîå ðåøåíèå.
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