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Èçó÷àþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âûíóæäåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáà-
íèé â ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ. Ýòè óñëîâèÿ èñïîëüçóþò ÷àñòîòíûå ñâîéñòâà
ëèíåéíûõ çâåíüåâ è ñåêòîðíûå îöåíêè íåëèíåéíîñòåé; îñíîâíûå íåðàâåíñòâà
áëèçêè ê êðèòåðèþ Â.Ì. Ï�îïîâà äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì â òåîðèè àáñî-
ëþòíîé óñòîé÷èâîñòè. Ýòè óñëîâèÿ ïðèìåíèìû äëÿ ñèñòåì ñ ìåíÿþùèìèñÿ
âî âðåìåíè íåëèíåéíîñòÿìè èç íåêîòîðîãî îáùåãî êëàññà, êîòîðûé âêëþ÷à-
åò â ñåáÿ ñòàöèîíàðíûå íåëèíåéíîñòè êàê âàæíûé ÷àñòûé ñëó÷àé. Îòäåëüíî
èçó÷àþòñÿ ñèñòåìû ñ íåëèíåéíîñòÿìè ãèñòåðåçèñíîãî òèïà.
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1. Ââåäåíèå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, äèíàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
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)
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) (
f(t, x)

)
(1)

ñ T -ïåðèîäè÷åñêîé ïî t íåëèíåéíîñòüþ f(t, x) : f(t+T, x) ≡ f(t, x) è âåùåñòâåí-
íûìè âçàèìíî ïðîñòûìè ìíîãî÷ëåíàìè

L(p) = pl + a1p
l−1 + . . . + al, M(p) = b0p

m + b1p
m−1 + . . . + bm,

ïðè÷åì l = deg L(p) > m = deg M(p).
Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê ïåðâûå

êîìïîíåíòû ýêâèâàëåíòíûõ l-ìåðíûõ ñèñòåì ïåðâîãî ïîðÿäêà èëè êàê ðåøåíèÿ
ýêâèâàëåíòíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìû óïîìèíàåì ýòî ââèäó âîçìîæíîé
íåäîñòàòî÷íîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f(t, x).

Ïóñòü íåëèíåéíîñòü f(t, x) óäîâëåòâîðÿåò ñåêòîðíîé îöåíêå

−c + µ1|x| ≤ f(x) sign x ≤ µ2|x|+ c. (2)

Â (2) ìû ïîëàãàåì µ1 = −∞ äëÿ îäíîñòîðîííèõ îöåíîê f(t, x) sign x ≤
µ2|x| + c è µ2 = +∞ äëÿ îäíîñòîðîííèõ îöåíîê f(t, x) sign x ≥ µ1|x| − c. Ìû
áóäåì ïèñàòü f(t, x) ∈ M(µ1, µ2), −∞ ≤ µ1 < µ2 ≤ +∞, åñëè îäíà èç ýòèõ îöåíîê
âåðíà ïðè âñåõ t, x ∈ IR è íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì c ≥ 0. ×åðåç M(−∞, +∞)
îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ âñåõ íåïðåðûâíûõ íåëèíåéíîñòåé f(t, x).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
1) Ôóíêöèÿ f(t, x) ïåðèîäè÷íà ïî t ñ ïåðèîäîì T , íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè

ïåðåìåííûõ è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî t äëÿ âñåõ x;
2) Ïåðâîîáðàçíàÿ ïî x ôóíêöèè f ′t(t, x) íà áåñêîíå÷íîñòè ñóáêâàäðàòè÷íà:

lim
|x|→∞

x∫
0

f ′t(t, u) du

x2 = 0. (3)

Åñëè âûïîëíåíû îáà ýòè óñëîâèÿ è f(t, x) ∈ M(µ1, µ2), ìû áóäåì ïèñàòü
f(t, x) ∈ M ∗(µ1, µ2). Â ñèëó (3) äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé x(t)

lim
T∫

0

x2(t) dt →∞

T∫
0

x′(t) f(t, x(t)) dt

T∫
0

x2(t) dt

= 0. (4)

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
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Åñëè f(x) ∈ M(µ1, µ2) è b(t) ∈ C1, òî f(x) + b(t) ∈ M ∗(µ1, µ2). Åñëè f(x) ∈
M(µ1, µ2) è |g′t(t, x)|, |g(t, x)| ≤ const(|x|α + 1) (0 ≤ α < 1), òî f(x) + g(t, x) ∈
M ∗(µ1 + ε, µ2 − ε) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0.

Ïîëîæèì f(t, x) = x sin(t + x) + b(t), ãäå b(t) ∈ C1, è b(t + 2π) ≡ b(t). Ïðÿìûå
âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî f(t, x) ∈ M ∗(−1, 1). Áîëåå òîãî, åñëè f(t, x) = x ·
g(t, x), ïðè÷åì g äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ è g′t(t, x) èìååò ñóáëèíåéíóþ ïåðâîîáðàçíóþ,
ò.å.

lim
|x|→∞

1

x

x∫
0

g′t(t, u) du = 0,

òî èç |g(t, x)| ≤ k ñëåäóåò f(t, x) ∈ M ∗(−k, k). À g′t(t, x) èìååò ñóáëèíåéíóþ
ïåðâîîáðàçíóþ, åñëè, íàïðèìåð, îíà ïî÷òè ïåðèîäè÷íà ïî x (èëè ïåðèîäè÷íà
ïî x ñ ëþáûì ïåðèîäîì) è èìååò íóëåâîå ñðåäíåå. Ïðèâåäåì åùå ðîäñòâåííûå

ïðèìåðû x sin(x sin t) ∈ M(−1, 1) è x sin(x sin t) 6∈ M ∗(−1, 1); x sin(x +
sin t

1 + x2 ) ∈
M ∗(−1, 1).

Ïðèâåäåì åùå ïðèìåðû ñ ñèëüíûìè íåëèíåéíîñòÿìè: x3[2 + sin(x4 + t)] ∈
M ∗(µ,∞) äëÿ âñåõ µ; x + x3[1 + sin(x4 + t)] ∈ M ∗(1,∞). Âìåñòî ïîêàçàòåëÿ
ñòåïåíè 4 â ýòèõ ïðèìåðàõ ìîæíî ïîëîæèòü 2 + ε ñ ëþáûì ïîëîæèòåëüíûì ε.

Ôóíêöèÿ |x|3−ε sin(x +
sin t

1 + x2 ) ïðèíàäëåæèò êëàññó M ∗(−∞, +∞).

Êëàññû íåëèíåéíîñòåé M ∗(µ1, µ2) îáîáùàþò êëàññû M st(µ1, µ2) ñòàöèîíàðíûõ
íåëèíåéíîñòåé f(x), óäîâëåòâîðÿþùèõ (2) ñ c = 0, ðàññìàòðèâàåìûå (ñì., íàïðè-
ìåð, [1]) â êîíòåêñòå êðèòåðèÿ Ï�îïîâà â çàäà÷àõ óñòîé÷èâîñòè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íèæå ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ, î÷åíü áëèçêèõ ê ÷à-
ñòîòíîìó óñëîâèþ Ï�îïîâà. Ýòî óñëîâèå â òåîðèè àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè (äëÿ
àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷èâîñòè èëè äëÿ äèññèïàòèâíîñòè) îáû÷íî
ôîðìóëèðóåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå. Ïóñòü f(x) ∈ M st(µ1, µ2) è ïóñòü äëÿ íåêîòî-
ðîãî θ ∈ IR óñëîâèå

<
(

(1− µ1W (wi))(1− µ2W (−wi)) + θwiW (wi)
)

> 0 (5)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ w ∈ [−∞, +∞]. Òîãäà óñòîé÷èâîñòü èëè íåóñòîé÷èâîñòü ëè-
íåéíîé ñèñòåìû L(p)x = M(p)µx äëÿ íåêîòîðîãî µ ∈ (µ1, µ2) îïðåäåëÿåò àáñî-
ëþòíóþ óñòîé÷èâîñòü èëè íåóñòîé÷èâîñòü â êëàññå M st(µ1, µ2). Çäåñü (5) èìååò
åñòåñòâåííûé ñìûñë äëÿ áåñêîíå÷íûõ µ1, µ2 èëè w.

Îñíîâíîå óñëîâèå ôîðìóëèðóåìûõ íèæå ðåçóëüòàòîâ èìååò áëèçêóþ ôîð-
ìó: ïóñòü f(t, x) ∈ M ∗(µ1, µ2) è ïóñòü óñëîâèå (5) âûïîëíåíî äëÿ w = 2πn/T

è n ∈ IN+ = {0, 1, 2, . . .}, òîãäà ñèñòåìà (1) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Àáñîëþòíàÿ óñòîé÷èâîñòü â êëàññå M(µ1, µ2) (ïðè c = 0) îïðåäåëÿåòñÿ êðó-
ãîâûì êðèòåðèåì óñòîé÷èâîñòè. Ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ âûíóæäåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé: åñëè f(t, x) ∈ M(µ1, µ2)
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äëÿ íåêîòîðîãî c, òî ÷àñòîòíûå óñëîâèÿ, áëèçêèå ê êðóãîâîìó êðèòåðèþ ([2]),
îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé.

Îòäåëüíî îòìåòèì ðåçóëüòàòû Ãàðáåðà ïî îöåíêå ìèíèìàëüíîãî âîçìîæíîãî
ïåðèîäà àâòîêîëåáàíèé. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (5) äëÿ w = 0 è äëÿ w ≥ w0,
òî óðàâíåíèå L(p)x = M(p)f(x) íå èìååò ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ïåðèîäà T <

2π/w0 [3]. Ðåçóëüòàòû Ãàðáåðà ïðîäîëæàþò òåîðèþ Ëåâèíñîíà (ñì. [4]), íî áåç
âñÿêèõ óñëîâèé Ëèïøèöà íà íåëèíåéíîñòü.

Ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ ñâÿçü ìåæäó (5) è ìåòîäîì íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé (ñì.
[5, 6] è ïðèâåäåííóþ òàì áèáëèîãðàôèþ). Ëîãèêà ýòîé ñâÿçè òàêîâà: óñëîâèå (5)
ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà â ôîðìå Ëóðüå:

V (x) = (Hx, x) + θ
x∫

0

f(t, u)du,

ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåé ïî êðàéíåé ìå-
ðå â äèññèïàòèâíîì ñëó÷àå. Äëÿ íåäèññèïàòèâíîãî ñëó÷àÿ âîçìîæíî ïîñòðîåíèå
ïðàâèëüíîãî íàáîðà íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé. Ïîäõîä, ïðåäëàãàåìûé â íàñòîÿ-
ùåé ðàáîòå, íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé íå èñïîëüçóåò.

Âîçìîæíû è èíûå ïîäõîäû ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëàãàåìûõ ðåçóëüòàòîâ. Íà-
ïðèìåð, âîçìîæåí ïåðåõîä ê ýêâèâàëåíòíûì ñèñòåìàì 2, äëÿ êîòîðûõ êðóãîâîé
êðèòåðèé ñîâïàäàåò ñ (5). Îäíàêî, âû÷èñëåíèÿ ãðîìîçäêè, à îêîí÷àòåëüíûå ðå-
çóëüòàòû ñîäåðæàò äîïîëíèòåëüíûå òåõíè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ.

Âìåñòå ñ ìíîãî÷ëåíàìè L(p) è M(p) ðàññìîòðèì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ
W (p) = M(p)/L(p) è âåùåñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû

I(p) = I(p; L, M) def= < [piM(pi)L(−pi)],

Π(p) = Π(p; L, M) def= < [M(pi)L(−pi)] = < [M(−pi)L(pi)].
(6)

Ýòè ìíîãî÷ëåíû ñîäåðæàò òîëüêî ÷åòíûå ñòåïåíè àðãóìåíòà, ñòåïåíü deg I

ìîæåò áûòü íóëåâîé, òîëüêî åñëè I(p) ≡ 0, è îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ìåæäó 2
è l + m + 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàïðèìåð, åñëè l = m + 1, òî deg I = 2l. Â
òåðìèíàõ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ôîðìóëèðóþòñÿ âñå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

Ìíîãî÷ëåí I(p) òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, åñëè è òîëüêî åñëè îáà ìíîãî÷ëå-
íà L(p) è M(p) ñîäåðæàò òîëüêî ÷åòíûå ñòåïåíè àðãóìåíòà p. Ýòî ìîæåò áûòü
äîêàçàíî ïî èíäóêöèè.

Íèæå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå, I(p) 6≡ 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëè-
íåéíûé íîðìàëüíûé â L2 îïåðàòîð M(d/dt)L−1(d/dt) ñ T -ïåðèîäè÷åñêèìè êðàå-
âûìè óñëîâèÿìè íå ìîæåò áûòü ñàìîñîïðÿæåí.

Ôîðìàëüíî ïðèâîäèìûå òåîðåìû âåðíû è ïðè I(p) ≡ 0, íî â ýòîì ñëó÷àå
ðåçóëüòàòû áëèçêè ê êðóãîâîìó êðèòåðèþ, äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâåííî ïðîùå,

2Èäåÿ òàêîãî ïåðåõîäà ïðèâåäåíà, íàïðèìåð, â [7], ñ. 355, ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè
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âìåñòî íåëèíåéíîñòåé èç êëàññîâ M ∗(µ1, µ2) ìîæíî ðàññìîòðåòü áîëåå øèðîêèå
êëàññû M(µ1, µ2).

2. ×àñòîòíûå êðèòåðèè

2.1. Î ñ í î â í û å ò å î ð å ì û. Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî ïî êðàéíåé
ìåðå îäíà èç âåëè÷èí µ1 èëè µ2 êîíå÷íà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî µ1 = 0 è µ2 = k > 0. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå f(t, x) ∈ M(0, k) èìååò
âèä

−c ≤ f(t, x) sign x ≤ k|x|+ c (7)

äëÿ êîíå÷íûõ k è
−c ≤ f(t, x) sign x (8)

äëÿ k = ∞. ×àñòîòíîå óñëîâèå Ï�îïîâà ïðèîáðåòàåò âèä

k−1 −< [(1 + θwni)W (wni)] > 0, n ∈ IN+,

ãäå w = 2π/T � îñíîâíàÿ ÷àñòîòà è k−1 = 0 äëÿ k = ∞. Îíî ìîæåò áûòü
ïåðåïèñàíî â ýêâèâàëåíòíîé ïîëèíîìèàëüíîé ôîðìå:

π(n, k, θ) def= k−1|L(wni)|2 − Π(wn)− θI(wn) > 0. (9)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(t, x) ∈ M ∗(0, k) è ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî âåùåñòâåííîãî
θ óñëîâèå (9) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî n ∈ IN+ òàêîãî, ÷òî M(wni) 6= 0. Òîãäà
óðàâíåíèå (1) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.Óñëîâèå (9) ãàðàíòèðóåò, ÷òî L(wni) 6= 0 äëÿ n ∈ IN+. Åñëè k < ∞ è
M(wni) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî n, òî óñëîâèå (9) äëÿ ýòîãî n âûïîëíÿåòñÿ àâòî-
ìàòè÷åñêè.

Óñëîâèÿ òèïà (5) èëè (9) î÷åíü óäîáíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà
è íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé: ÷èñëî θ ÿâíî ó÷àñòâóåò â îêîí÷àòåëüíûõ ôîðìóëè-
ðîâêàõ. Íî åñëè èçâåñòíû êîýôôèöèåíò k, ïåðèîä è ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ è
íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü âûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ (9), òî íàäî îòûñêàòü ïîäõîäÿùåå
θ, åñëè ýòî âîçìîæíî. Â ñëåäóþùèõ äâóõ ðàçäåëàõ èçëàãàþòñÿ ïîäõîäû ê ïîèñêó
òàêîãî θ.

Äëÿ ñëó÷àÿ k < ∞ è θ = 0 ÷àñòîòíîå óñëîâèå (9) èìååò âèä

k sup
n∈IN+,M(wni)6=0

<W−1(wni) < 1. (10)

Îíî îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå âûíóæäåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé (çà-
êëþ÷åíèå òåîðåìû 1) äëÿ f(t, x) ∈ M(0, k) (à íå òîëüêî äëÿ f(t, x) ∈ M ∗(0, k))
[2].

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ µ1 = −∞ è µ2 = +∞. Ýòîò ñëó÷àé èçó÷àåòñÿ
òîëüêî ïðè M(0) = 0, âçàèìíàÿ ïðîñòîòà ìíîãî÷ëåíîâ L è M âëå÷åò L(0) 6= 0.
Çäåñü ÷àñòîòíîå óñëîâèå èìååò âèä

θI(wn) > 0, M(wni) 6= 0, (11)
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ìîäóëü âåëè÷èíû θ íå èãðàåò ðîëè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü M(0) = 0 è ëèáî deg I(p) > 2m, ëèáî deg I(p) = 2m è

|f(t, x)| ≤ c0 (1 + x2). (12)

Ïóñòü f(t, x) ∈ M ∗(−∞, +∞) è ïóñòü (11) âûïîëíåíî ïðè n ∈ IN+. Òîãäà
óðàâíåíèå (1) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Ýòà òåîðåìà ïðèìåíèìà äëÿ èçó÷åíèÿ ñèñòåì ñ òàõîìåòðè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿ-
çüþ ([3], ñ. 94).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè óñëîâèÿ (11) ìû íå èñïîëüçîâàëè íèêà-
êèõ ñåêòîðíûõ îöåíîê íåëèíåéíîñòè f(t, x), èñïîëüçîâàëèñü ëèøü ãëàäêîñòü è
ñóáêâàäðàòè÷íîñòü íà áåñêîíå÷íîñòè ïåðâîîáðàçíîé ïî x îò f ′t(t, x) (ñì. íà÷àëî
íàñòîÿùåé ðàáîòû).

Åñëè deg I(p) < 2m ìû íå ôîðìóëèðóåì íèêàêèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñèñòåì ñ
íåëèíåéíîñòÿìè èç êëàññîâ M ∗(−∞, +∞).

2.2. Ã ð à ô è ÷ å ñ ê è é ï î ä õ î ä. Â ýòîì è ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëàõ ïðåä-
ëàãàþòñÿ ïîäõîäû ê ïðîâåðêå óñëîâèÿ (9). Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î âûáîðå òàêîãî
θ, ÷òîáû ÷àñòîòíîå óñëîâèå áûëî âûïîëíåíî ïðè ìàêñèìàëüíîì âîçìîæíîì k.

Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè {x, y} òî÷êè

Zn = {xn, yn}, xn = < [W (wni)], yn = −wn= [W (wni)], M(wni) 6= 0,

n ∈ IN+. Ìíîæåñòâî Z = {Zn} ëåæèò íà êðèâîé

Γ = {< [W (wi)], −w= [W (wi)]}, w ∈ IR+.

Ýòà êðèâàÿ íà÷èíàåòñÿ íà îñè y = 0 è îêàí÷èâàåòñÿ íà îñè x = 0, îáû÷íî â
íà÷àëå êîîðäèíàò, íî åñëè m + 1 = l, òî îíà ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ è â íåêîòîðîé
íåíóëåâîé òî÷êå.

Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ ëèíèþ, êîòîðàÿ ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü òàê, ÷òîáû ìíîæå-
ñòâî {Zn} öåëèêîì ëåæàëî â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Ïóñòü
ýòà ïðÿìàÿ ëèíèÿ ïåðåñåêàåò ïîëóïðÿìóþ y = 0, x > 0. Àáñöèññà òî÷êè ïåðåñå-
÷åíèÿ ñîâïàäàåò ñ âîçìîæíûì k−1, íàêëîí ýòîé ïðÿìîé ñîâïàäàåò ñ θ. Êàæäàÿ
òàêàÿ ïðÿìàÿ äàåò âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ äîïóñòèìûõ âåëè÷èí k−1 è θ. Äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ íàèëó÷øåãî çíà÷åíèÿ k íàäî ïðîäåëàòü ñëåäóþùèå ïîñòðîåíèÿ. Âûáåðåì
ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç 2 òî÷êè ìíîæåñòâà Z òàê, ÷òîáû îñòàëüíûå òî÷êè
ýòîãî ìíîæåñòâà è íà÷àëî êîîðäèíàò ïîïàëè áû â îäíó ïîëóïëîñêîñòü, è ïåðå-
ñåêàþùóþ ïîëóïðÿìóþ y = 0, x > 0 êàê ìîæíî áëèæå ê íà÷àëó êîîðäèíàò.
Âûáåðåì íàèëó÷øóþ òàêóþ ïðÿìóþ, ò.å. ïðÿìóþ ñ ìèíèìàëüíîé àáñöèññîé k−1

∗
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ. Åñëè k < k∗, òî ñóùåñòâóþò âûíóæäåííûå ïåðèîäè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ.

Ãðàôè÷åñêèé ïîäõîä ê ïðîâåðêå ÷àñòîòíûõ êðèòåðèåâ îáû÷åí â òåîðèè àáñî-
ëþòíîé óñòîé÷èâîñòè.
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2.3. ß â í û å ô î ð ì ó ë û. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g1(n) è g2(n) � ýòî äâà
ìíîãî÷ëåíà íà IN+, ïðè÷åì g2(0) = 0. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

N0 = {n : g1(n) ≤ 0}, N+1 = {n : g2(n) ≥ 0}, N−1 = {n : −g2(n) ≤ 0}.

Ëåììà 1. Íåðàâåíñòâî

g1(n) + θg2(n) > 0, n ∈ IN+ (13)

âûïîëíåíî ïðè íåêîòîðîì θ, åñëè è òîëüêî åñëè ëèáî

N0 = ∅, (14)

ëèáî âåðíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

N0 6= ∅, sign g2(n) = const = τ, n ∈ N0, N0
⋂

Nτ = ∅, (15)

s0
def
= sup

n∈N0

∣∣∣∣∣∣g1(n)

g2(n)

∣∣∣∣∣∣ , sτ
def
= sup

n∈Nτ

∣∣∣∣∣∣g2(n)

g1(n)

∣∣∣∣∣∣ < ∞, (16)

s0sτ < 1. (17)

Ýòà ëåììà íåÿâíî ñîäåðæèò ìåòîä âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ êîýô-
ôèöèåíòà k. Ïóñòü g1(n, k) = k−1|L(wni)|2 − Π(wn) è g2(n) = −I(wn). Åñëè k

âîçðàñòàåò, òî è s0(k) è s1(k) òàêæå âîçðàñòàþò. Ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðîãî k = k∗
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî s0(k∗)s1(k∗) = 1, à ýòî è åñòü òðåáóåìîå êðèòè÷åñêîå çíà-
÷åíèå êîýôôèöèåíòà k: åñëè k < k∗, òî â ñèñòåìå ñóùåñòâóþò âûíóæäåííûå
ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ k∗ ñíîâà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ãðà-
ôè÷åñêèé ïîäõîä: íàðèñîâàòü ãðàôèê {x = k, y = s0(k)s1(k)}, îðäèíàòå y = 1
ñîîòâåòñòâóåò àáñöèññà k∗.

2.4. Â î ç ì î æ í û å ó ë ó ÷ ø å í è ÿ. Â ýòîì ïîäðàçäåëå ïðåäëîæåíà
òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè âûíóæäåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà ÷àñòîòíîå óñëîâèå (9) íè ïðè êàêîì θ íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè çàäàííîì k. Îêà-
çûâàåòñÿ, ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ìîæíî
óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé.

Ïóñòü k∗ � ýòî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äîïóñòèìîãî ïàðàìåòðà k â òåîðåìå 1 è
k∗ = W−1(wni). Òîãäà ëèíåéíûå êîíòðïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïàðàìåòð k äîë-
æåí áûòü ñòðîãî ìåíüøå k∗. Íî åñëè êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ W−1(wni) (îíè îïðå-
äåëÿþò êðèòè÷åñêóþ ïðÿìóþ â ãðàôè÷åñêîì ïîäõîäå) èìåþò íåíóëåâóþ ìíèìóþ
÷àñòü, òî çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 1 ìîæåò áûòü ñïðàâåäëèâî è ïðè k ≥ k∗.

Ïóñòü π(n0, k, θ) < 0 è π(n, k, θ) > 0 äëÿ n 6= n0. Ðàññìîòðèì ÷èñëà

τ1 =
|π(n0, k, θ)|
|M(wn0i)|2

, τ2 = inf
n 6=n0

|π(n, k, θ)|
|M(wni)|2

,
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ïóñòü τ2 > 0.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f(t, x) ∈ M ∗(0, k) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

|f(t, x)− f(t, y) + a(x− y)| ≤ L|x− y| (18)

ïðè íåêîòîðîì a ∈ IR. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî θ

π(n0, k, θ) < 0, π(n, k, θ) > 0, n 6= n0

è
(=W−1(wn0i))

2τ2 > τ1L
2. (19)

Òîãäà óðàâíåíèå (1) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Ñèòóàöèÿ, êîãäà π(n0, k, θ) < 0 è π(n, k, θ) > 0 äëÿ n 6= n0 ìîæåò âîçíèêàòü
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé θ è n0. Åñòåñòâåííî âûáèðàòü îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå θ

òàê, ÷òîáû îòíîøåíèå τ1/τ2 áûëî ìèíèìàëüíûì. Ýòî îïòèìàëüíîå (èëè ïî÷òè
îïòèìàëüíîå) θ òàêæå ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ ãðàôè÷åñêîãî ïîäõîäà.
Èíîãäà óäàåòñÿ âûáèðàòü θ �ïðîèçâîëüíî áîëüøèì�, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî π(n, k, θ) =
±I(wn). Â ñèòóàöèÿõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ âåëè÷èíû τ1 è τ2 çàâèñÿò îò k, åñëè
θ = ±∞, òî ýòî íå òàê.

Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïîëîæèì L(p) = p3 + 23p2 + 8p + 27 è M(p) = p. Åñëè
f(t, x) ∈ M(0, k), òî êðóãîâîé êðèòåðèé óñòàíàâëèâàåò ñóùåñòâîâàíèå âûíóæ-
äåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïðè k < kc = 65/7 ≈ 9, 286. Åñëè f(t, x) ∈
M ∗(0, k), òî òåîðåìà 1 óñòàíàâëèâàåò ñóùåñòâîâàíèå âûíóæäåííûõ ïåðèîäè÷å-
ñêèõ êîëåáàíèé ïðè k < kp = 130/7 ≈ 18, 571. Íàêîíåö, åñëè f(t, x) ∈ M ∗(0, k) è
|f(t, x)−f(t, y)−(k/2)(x−y)| ≤ (k/2)|x−y|, òî òåîðåìà 3 óñòàíàâëèâàåò ñóùåñòâî-
âàíèå âûíóæäåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïðè k < k∗ = 2

√
260 ≈ 32, 249.
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3. Ñèñòåìû ñ ãèñòåðåçèñîì

Âûøå ðàññìîòðåíû äåòåðìèíèðîâàííûå íåëèíåéíîñòè f(t, x). Çäåñü èçó÷àþò-
ñÿ êëàññû áîëåå ñëîæíûõ íåëèíåéíîñòåé, ýòè êëàññû îõâàòûâàþò ðàçíîîáðàçíûå
ãèñòåðåçèñíûå íåëèíåéíîñòè.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, äèíàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
L

(
d

dt

)
x = M

(
d

dt

) (
F (σ0, x) + b(t)

)
,

σ(t) = Θ(σ0, x(t)).

(20)

Çäåñü σ � ýòî ñîñòîÿíèå íåëèíåéíîñòè, ïåðâîå óðàâíåíèå � ýòî îáû÷íîå óðàâ-
íåíèå çàìêíóòîñòè ñèñòåìû, âòîðîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò äèíàìèêó ñîñòîÿíèÿ σ

íåëèíåéíîãî çâåíà. Âõîä b(t) ïðåäïîëàãàåòñÿ T -ïåðèîäè÷íûì è íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåëèíåéíîñòü F ñòàòè÷åñêàÿ (ò.å. åå ñâîéñòâà íå çàâè-
ñÿò îò ìàñøòàáà âðåìåíè) è ÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå σ0 = σ(0) è âõîä x(t) íà
íåëèíåéíîå çâåíî ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ñîñòîÿíèå íåëèíåéíîñòè σ(t) äëÿ t > 0.
Îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ îáû÷íà äëÿ ðàçíîîáðàçíûõ ãèñòåðåçèñíûõ íåëèíåéíîñòåé
(ñì., íàïðèìåð, [8]).

Ðåøåíèåì ïåðèîäà T ñèñòåìû (20) ÿâëÿåòñÿ ïàðà T -ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé
x(t) è σ(t) èëè, ÷òî òî æå, T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ x(t) è íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå
σ0 òàêîå, ÷òî σ(T ) = σ0.

Ìû ðàññìàòðèâàåì íàøó ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå W 1,1 àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé x(t) : [0, T ] → IR, èìåþùèõ èíòåãðèðóåìóþ ïðîèçâîäíóþ. Âû-
áîð ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ îáùèìè ñâîéñòâàìè ãèñòåðåçèñíûõ íåëèíåéíî-
ñòåé F (σ0, x), ìíîãèå ãèñòåðåçèñíûå íåëèíåéíîñòè íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì íåïðå-
ðûâíîñòè â C0, îäíàêî äåéñòâóþò èç W 1,1 â C0.

Ìû áóäåì ïèñàòü F (σ0, x) ∈ M ∗
+(0, k), åñëè äëÿ ëþáûõ ïåðèîäè÷åñêèõ x(t) ∈

C1 è σ(t) òàêèõ, ÷òî σ0 = σ(T ), âûïîëíåíà ñåêòîðíàÿ îöåíêà

T∫
0

x′F (σ0, x) dt ≥ 0, (21)

è åñëè äëÿ êàæäîãî âõîäà x è ñîñòîÿíèÿ σ

−c ≤ F (σ, x) sign x ≤ k|x|+ c.

Ñèñòåìà (20) îïèñûâàåò ïîâåäåíèå îäíîêîíòóðíîé ñèñòåìû, âêëþ÷àþùåé ãè-
ñòåðåçèñíóþ íåëèíåéíîñòü è ëèíåéíîå çâåíî ñ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ïåðåäàòî÷-
íîé ôóíêöèåé. Äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ ãèñòåðåçèñà ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ìîæåò
áûòü ðàçëè÷íûì, ÷àùå âñåãî E1 = IRN .
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Òåîðåìà 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî S âñåõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé
σ íåëèíåéíîñòè ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâîì íåêîòîðîãî
áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà E1. Äîïóñòèì, ÷òî îïåðàòîðû Θ(σ0, x(t)) : S×W 1,1 →
S è F (σ0, x) : S×W 1,1 → C0 íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ S×W 1,1.
Ïóñòü F (σ, x) ∈ M ∗

+(0, k). Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî θ > 0 óñëîâèå (9) âûïîëíåíî
äëÿ âñåõ n ∈ IN+ òàêèõ, ÷òî M(wni) 6= 0. Òîãäà ñèñòåìà (20) èìååò ïî êðàéíåé
ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Îñíîâíîå îòëè÷èå óñëîâèé ýòîé òåîðåìû îò óñëîâèé òåîðåìû 1 çàêëþ÷àåòñÿ
â ïîëîæèòåëüíîñòè ÷èñëà θ. Ýòî � ñëåäñòâèå ðàçëè÷èÿ ìåæäó ñîîòíîøåíèÿìè
(21) è (4). Ñëó÷àé θ = 0 âíîâü ñîâïàäàåò ñ êðóãîâûì êðèòåðèåì.

Óñëîâèå (21) îòðàæàåò îðèåíòàöèþ ïåòåëü ãèñòåðåçèñà �ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè�. Åñëè îðèåíòàöèÿ ýòèõ ïåòåëü �ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå�, òî íàäî ïðåäïîëàãàòü
âûïîëíèìîñòü (9) ñ θ < 0.

Êðèòåðèé Ï�îïîâà ñ θ > 0 äëÿ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè â ñèñòåìàõ ðåãóëèðîâàíèÿ ñ
ãèñòåðåçèñîì èçó÷àëñÿ â ðàáîòàõ Â.À.ßêóáîâè÷à (áèáëèîãðàôèþ ñì., íàïðèìåð,
â [9]).

Ï Ð È Ë Î Æ Å Í È Å

1. Î ï å ð à ò î ð í î å ó ð à â í å í è å. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P0 îðòîãîíàëü-
íûé â L2 = L2(0, T ) ïðîåêòîð íà 1-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Π0 ôóíêöèé � êîí-
ñòàíò, ÷åðåç Pn � îðòîãîíàëüíûé â L2 ïðîåêòîð íà 2-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
Πn = {α sin nwt + β cos nwt}. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

Au(t) =
∞∑

n=0
|W (wni)| · Un Pnu,

ãäå Un : Πn → Πn � ýòî èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð, äëÿ n > 0 � ýòî ïîâîðîò,
îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì

Un(ξen + ηgn) =

1

|W (wni)|
(

(=W (wni)η + <W (wni)ξ)en + (−=W (wni)ξ + <W (wni)η)gn

)
,

ãäå

e0 =
√

1/T , en(t) =
√

2/T cos wnt, gn(t) =
√

2/T sin wnt, n = 1, 2, . . . ,

à äëÿ n = 0 � ýòî îïåðàòîð U0e0 = [ sign W (0) ]e0. Îïåðàòîð A îïðåäåëåí, åñëè
è òîëüêî åñëè L(wni) 6= 0, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ l > m îïåðàòîð A äåéñòâóåò â
L2, âïîëíå íåïðåðûâåí è ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì

Au(t) =
T∫
0

G(t− s)u(s) ds.
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Çäåñü G(·) � ýòî èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ëèíåéíîãî çâåíà ñ ïåðåäàòî÷íîé
ôóíêöèåé W (p). Îïåðàòîð A äåéñòâóåò èç L1 â C0 í íåïðåðûâåí, îí âïîëíå
íåïðåðûâåí êàê îïåðàòîð èç L2 â C0 è èç C0 â W 1,1 3. Âñå ôóíêöèè èç AL2

àáñîëþòíî íåïðåðûâíû, AL2 ⊂ W 1,2.
Îïåðàòîð A êîììóòèðóåò ñ êàæäûì Pn è ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ: (APnu)′ = A(Pnu)′. Íàïîìíèì òîæäåñòâà4 (APnu, Pnu) = <W (wni) ‖Pnu‖2,

((APnu)′, Pnu) = < [wniW (wni)] ‖Pnu‖2 è ‖APnu‖ = |W (wni)| ‖Pnu‖. Îñíîâ-
íîå ñâîéñòâî îïåðàòîðà A ñëåäóþùåå: ôóíêöèÿ x = Au åñòü åäèíñòâåííîå T -
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ L(p)x(t) = M(p)u(t). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ (1) ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ òèïà Ãàììåðøòåéíà
x = Af(t, x).

2. Ï ð è í ö è ï Ë å ð å � Ø à ó ä å ð à. Ïóñòü â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå
E äåéñòâóåò âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð B.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü íàéäåòñÿ r > 0 òàêîå, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå x ∈ E

êàæäîãî óðàâíåíèÿ x = ξBx (0 ≤ ξ ≤ 1) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå ‖x‖E ≤ r. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x = Bx.

Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî â ìíîãî÷èñëåííûõ ìîíîãðàôèÿõ ïî ïðè-
ìåíåíèþ òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ â íåëèíåéíîì àíàëèçå (íàïðèìåð, [5, 6]). Îíî
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðèè ñòåïåíè, ýòî óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü âûâåäåíî è
èç ïðèíöèïà Øàóäåðà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4 ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
íåñóùåñòâåííîå îáîáùåíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíî åùå îäíî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî E1, è ïóñòü S ⊂ E1

� âûïóêëûé êîìïàêò. Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíûé ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ
îïåðàòîð Θ : S × E → S è âïîëíå íåïðåðûâíûé ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ
îïåðàòîð B : S × E → E.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü íàéäåòñÿ r > 0 òàêîå, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå x ∈ E

ñèñòåìû x = ξB(σ, x), σ = Θ(σ, x) ñ σ ∈ S è 0 ≤ ξ ≤ 1 óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå
‖x‖E ≤ r. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå σ∗, x∗ ñèñòåìû
x = B(σ, x), σ = Θ(σ, x).

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðèè ñòåïåíè: ñòåïåíè îáîèõ
îïåðàòîðîâ x − B(σ, x) è σ − Θ(σ, x) ðàâíû 1, ñòåïåíü âåêòîðíîãî îïåðàòîðà
{x − B(σ, x), σ − Θ(σ, x)} òàêæå ðàâíà 1. Ïîñëåäíèé ôàêò ñëåäóåò èç òåîðåì î
ïðîèçâåäåíèè ñòåïåíè ([5, 6]).

3. Ëåììà 2. Åñëè π(n, k, θ) > 0 äëÿ n ∈ IN+, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ε > 0 è
θ1, ÷òî π(n, k, θ1) > ε(n2 + 1)|M(wni)|2 ïðè n ∈ IN+.

Èç ïîñëåäóþùåãî äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî θ1 âñåãäà ìîæåò áûòü âûáðàíî
3Ìèíèìàëüíûå óëó÷øàþùèå ñâîéñòâà îïåðàòîð A èìååò, åñëè l = m + 1. Âîîáùå, A íåïðåðûâíî

äåéñòâóåò èç L1 â C l−m−1, èç C0 â C l−m è ò.ä.
4(·, ·) îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2, à ‖ · ‖ � ñîîòâåòñòâóþùóþ íîðìó, íîðìû â äðóãèõ

ïðîñòðàíñòâàõ îáîçíà÷åíû îñîáî
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òàê, ÷òîáû sign θ · θ1 6= −1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè deg π(n, k, θ) ≥ 2m + 2, òî çàêëþ÷åíèå ëåììû

ñïðàâåäëèâî ïðè θ1 = θ è äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0, áîëåå òîãî π(n, k, θ) ≥
ε(n deg π−2m + 1)|M(wni)|2. Ïóñòü deg π(n, k, θ) ≤ 2m. Òàêîå âîçìîæíî, ëèáî
åñëè θ 6= 0, deg θI(wn) = deg [k−1|L(wni)|2 − Π(wn)] ≥ 2m + 2, ëèáî åñëè
k = ∞, θ = 0, deg Π(wn) ≤ 2m.

Ïóñòü θ 6= 0. Ïîëîæèì θ1 = θ−ε1 sign (θI(∞)), ãäå ε1 > 0. Òåïåðü π(n, k, θ1) =
π(n, k, θ) + ε1θ

2I(wn) sign I(∞) è äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε1 âåðíû íåðàâåíñòâà
π(n, k, θ1) > 0 è deg π(n, k, θ1) ≥ 2m + 2.

Ïóñòü k = ∞, θ = 0, deg Π(wn) ≤ 2m. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ deg I(wn) ≥ 2m+2,
ïîëîæèì θ1 = −ε1 sign (I(∞)), ãäå ñíîâà ε1 > 0. Òåïåðü π(n, k, θ1) = π(n,∞, 0)+
ε1( sign I(∞))I(wn). Äëÿ ìàëûõ ε1 îïÿòü π(n, k, θ1) > 0 è deg π(n, k, θ1) ≥
2m + 2.

4. Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1. Óñëîâèå (9) ãàðàíòèðóåò, ÷òî
L(wni) 6= 0 äëÿ öåëûõ n. Ïîýòîìó îïðåäåëåí îïåðàòîð A. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè f(t, x) îïåðàòîð x(t) 7→ f(t, x(t)) äåéñòâóåò â C0 è íåïðåðûâåí. Ñëåäî-
âàòåëüíî, îïåðàòîð Bx(t) = Af(t, x(t)) äåéñòâóåò â C0 è âïîëíå íåïðåðûâåí. Â
ñèëó ïðèíöèïà Ëåðå�Øàóäåðà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
ñîîòâåòñòâóþùóþ àïðèîðíóþ îöåíêó.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îïåðàòîðû ðàññìàòðèâàþòñÿ â C0, íî îñíîâíàÿ ÷àñòü âû-
÷èñëåíèé ïðîâîäèòñÿ â L2. Ìû ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå â C0, à íå â L2 èç-çà
âîçìîæíîãî áûñòðîãî ðîñòà ôóíêöèè f(t, x) íà áåñêîíå÷íîñòè, åñëè k = ∞. Â
ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð x(t) 7→ f(t, x(t)) íå äåéñòâóåò â L2, íî äåéñòâóåò â C0.

Ïóñòü ôóíêöèÿ x(t) ∈ C0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ x = ξAf(t, x(t)) è
ξ ∈ [0, 1]. Ôóíêöèÿ f(t, x(t)) òàêæå íåïðåðûâíà, ïîýòîìó x(t) ∈ C1.

Ñëåäóÿ ëåììå 2, âûáåðåì âåëè÷èíû θ1 è ε > 0.
Â ñèëó (3) ñóùåñòâóåò c(ε) òàêîå, ÷òî∣∣∣∣∣∣∣θ1

x∫
0

f ′t(t, u) du

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
ε

3T
x2 + c(ε).

Â ñèëó (2) íàéäåòñÿ òàêîå d(ε), ÷òî

ξf(t, x)[ξk−1f(t, x)− x] ≤ ε

3T
x2 + d(ε).

Ïîëîæèì

V (x) = (ξf(t, x), ξk−1f(t, x)− x)− ξθ1(x
′, f(t, x)).

Òàê êàê

(x′, f(t, x)) =
T∫
0

x′f(t, x) dt =
T∫
0

d

dt

 x∫
0

f(t, u) du

 dt−
T∫
0

x∫
0

f ′t(t, u) du dt
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è äëÿ ëþáîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè x(t)

T∫
0

d

dt

 x(t)∫
0

f(t, u) du

 dt = 0,

òî âåëè÷èíà V (x) äîïóñêàåò îöåíêó ñâåðõó

(Ï.1) |V (x)| ≤ 2

3
ε‖x‖2 + T (c(ε) + d(ε)).

Òåïåðü ïðåîáðàçóåì âåëè÷èíó V (x). Òàê êàê

V (x) = ξ2k−1‖f(t, x)‖2 − ξ(x, f(t, x))− ξθ1(x
′, f(t, x)) =

=
∞∑

n=0

(
ξ2k−1‖Pnf(t, x)‖2 − ξ(Pnx, Pnf(t, x))− ξθ1(Pnx

′, Pnf(t, x))
)

è Pnx = ξAPnf(t, x), òî

V (x) =
∑

M(wni)6=0

(
k−1|W−1(wni)|2‖Pnx‖2 − ξ2(APnf(t, x), f(t, x))−

−ξ2θ1([APnf(t, x)]′, Pnf(t, x))
)

=
∑

M(wni)6=0

(
k−1|W−1(wni)|2‖Pnx‖2−

−ξ2 [<W (wni) + θ1< [iwnW (wni)]] ‖Pnf(t, x)‖2
)

=

=
∑

M(wni)6=0

(
k−1|W−1(wni)|2 −< [(1 + θ1wni)W−1(wni)]

)
‖Pnx‖2

=
∑

M(wni)6=0

π(n, k, θ1)

|M(wni)|2
‖Pnx‖2 ≥

∑
M(wni)6=0

ε(n2 + 1)‖Pnx‖2 = ε
∞∑

n=0
(n2 + 1)‖Pnx‖2.

Èç ïîñëåäíåé îöåíêè è (Ï.1) ñëåäóåò îöåíêà ‖x‖2 ≤ r1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

‖P0x‖2 +
1

w2‖x
′‖ ≤

∞∑
n=0

(n2 + 1)‖Pnx‖2 ≤ r2.

Òàê êàê ‖x‖C ≤ |P0x|+ ‖x′‖L1, òî ‖x‖C ≤ r3
√

r2, ãäå r3 çàâèñèò òîëüêî îò T .
Òðåáóåìàÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà äîêàçàíà.

5. Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 2. Â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû
ìíîãî÷ëåíîâ L(p) è M(p) áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
L(wni) 6= 0 äëÿ öåëûõ n: äëÿ íåêîòîðîãî a âñåãäà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíîå
óðàâíåíèå L(p)x = M(p)f(t, x) ê âèäó (L(p)+aM(p))x = M(p)(f(t, x)+ax) òàê,
÷òîáû ìíîãî÷ëåí L(p) + aM(p) íå èìåë êîðíåé âèäà wni. Ïðè ýòîì I(p; L, M) ≡
I(p; L + aM, M) è f(t, x) + ax ∈ M ∗(−∞, +∞) âìåñòå ñ f(t, x). Óðàâíåíèå
x = Af(t, x) ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèáî â L2, åñëè deg I = 2m, ëèáî â C0, åñëè
deg I > 2m.
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Ïóñòü deg I = 2m è ïóñòü íåëèíåéíîñòü f(t, x) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (12).
Îïåðàòîð x(t) 7→ f(t, x(t)) äåéñòâóåò èç L2 â L1 è íåïðåðûâåí. Îïåðàòîð A äåé-
ñòâóåò èç L1 â L2 è âïîëíå íåïðåðûâåí. Îïåðàòîð Af(t, x) âïîëíå íåïðåðûâåí â
L2. Àïðèîðíàÿ îöåíêà âñåõ ðåøåíèé x(t) ∈ L2 óðàâíåíèé x = ξAf(t, x) (ξ ∈ [0, 1])
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òî÷íî òàê æå, êàê è â òåîðåìå 1: ñ îäíîé ñòîðîíû âåëè÷èíà
ξ|(x′, f(t, x))| ñóáêâàäðàòè÷íà, ñ äðóãîé ñòîðîíû

(x′, ξf(t, x)) =
∑

M(wni)6=0

I(wn)

|M(wni)|2
‖Pnx‖2.

Åñëè deg I > 2m, òî àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü äîêàçàíà îöåíêà

∞∑
n=0

(n2 + 1)‖Pnx‖2 ≤ const,

èç êîòîðîé ñëåäóåò òðåáóåìàÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà ‖x‖C ≤const.
6. Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 3. Ñíîâà ðàññìàòðèâàåòñÿ ýêâè-

âàëåíòíîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå x = Af(t, x) è ê íåìó ïðèìåíÿåòñÿ óòâåðæäå-
íèå 1 â ïðîñòðàíñòâå C0. Àïðèîðíàÿ îöåíêà â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 äîêàçûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî deg π(n, k, θ) ≥ 2m + 2. Èíà÷å
ñëåäóåò âûáðàòü íîâîå çíà÷åíèå θ, âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 2.

Ðàññìîòðèì òó æå ñàìóþ âåëè÷èíó V (x) (θ1 = θ), ãäå x � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
x = ξAf(t, x). Ñíîâà, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó àïðèîðíîé îöåíêè â óñëîâèÿõ
òåîðåìû 1, ìîæíî äîêàçàòü îöåíêó

(Ï.2) τ1‖Pn0
x‖2 ≥

∑
M(wni) 6= 0,

n 6= n0

τ2‖Pnx‖2 + o(‖x‖2).

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó V1 = |< [wn0iW
−1(wn0i)] | ‖Pn0

x‖2. Òàê êàê

V1 = ξ|((Pn0
x)′, Pn0

f(t, x))| ≤

≤ |((Pn0
x)′, f(t, x)− f(t, Pn0

x))|+ |((Pn0
x)′, f(t, Pn0

x))|+ o(‖x‖2) =

= |((Pn0
x)′, f(t, x)− f(t, Pn0

x)− a
∑

n 6=n0

Pnx)|+ |((Pn0
x)′, f(t, Pn0

x))|+ o(‖x‖2) ≤

≤ ‖(Pn0
x)′‖L ‖

∑
n 6=n0

Pnx‖+ o(‖x‖2) = Lwn0‖Pn0
x‖ · ‖

∑
n 6=n0

Pnx‖+ o(‖x‖2),

è ïîýòîìó
|=W−1(wni)| ‖Pn0

x‖ ≤ L‖
∑

n 6=n0

Pnx‖+ o(‖x‖),

òî èç (19) â ñèëó (Ï.2) ñëåäóåò àïðèîðíàÿ îöåíêà â L2. Îöåíêà â C0 ñëåäóåò èç
îöåíêè â L2.
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7. Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 4. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðå-
ìû òàêæå áëèçêî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1; íåêîòîðûå ìîìåíòû ðàçëè÷íû,
íà íèõ ìû è îñòàíîâèìñÿ. Ðàññìîòðèì ýêâèâàëåíòíîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå
x = AF (σ0, x), σ0 = Θ(σ0, x)

∣∣∣
t=T

â ïðîñòðàíñòâå W 1,1 (âìåñòî C0). Â ñèëó óòâåð-
æäåíèÿ 2 (âìåñòî óòâåðæäåíèÿ 1) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü îöåíêó ‖x‖W 1,1 ≤const
äëÿ âñåõ ðåøåíèé {σ0, x} ñèñòåìû

x = ξAF (σ0, x), σ0 = Θ(σ0, x)
∣∣∣
t=T

.

Ýòà îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî àïðèîðíîé îöåíêå â òåîðåìå 1.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ëåììû 2 ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî sign θ1 =
sign θ. Âìåñòî (3) íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü (21).

8. Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë å ì ì û 1.
Ïóñòü (13) âåðíî ïðè íåêîòîðîì θ. Ïðåäïîëîæèì N0 6= ∅. Òîãäà, î÷åâèäíî,

θ 6= 0 è θg2(n) > 0 íà N0, à (15) âûïîëíåíî ñ τ = sign θ.
Åñëè s0 = ∞, òî äëÿ íåêîòîðûõ nk →∞, nk ∈ N0 âåðíî íåðàâåíñòâî |g1(nk)| >

k|g2(nk)| è ýòî ïðîòèâîðå÷èò g1(nk) < 0 è (13). Åñëè sτ = ∞, òî äëÿ äðóãèõ
nk →∞, nk ∈ Nτ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |g2(nk)| > k|g1(nk)| è ýòî ïðîòèâîðå÷èò
θg2(nk) < 0 è (13). Ïîýòîìó âåðíî (16).

Íåðàâåíñòâî (17) ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé |θ| · |g2(n)| > |g1(n)|, n ∈ N0 è
|θ| · |g2(n)| < |g1(n)|, n ∈ Nτ .

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ ëèáî (14), ëèáî (15) � (17). Åñëè âû-
ïîëíåíî (14), òî (13) ñïðàâåäëèâî ïðè θ = 0. Ïóñòü âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (15)
� (17). Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 íåðàâåíñòâî (ε + s0)sτ < 1 ñëåäóåò èç
(17). Ïóñòü sign θ = τ è |θ| = ε+s0. Òîãäà (13) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ n ∈ N0, òàê êàê
îíî èìååò âèä |θ| |g2(n)| > |g1(n)| è ñëåäóåò èç s0|g2(n)| > |g1(n)|; îíî âûïîëíÿåò-
ñÿ äëÿ n ∈ Nτ , òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå îíî èìååò âèä |θ| |g2(n)| < |g1(n)| è ñëåäóåò
èç sτ |g1(n)| > |g2(n)|; äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé n íåðàâåíñòâî (13) âûòåêàåò èç
ïîëîæèòåëüíîñòè îáåèõ ôóíêöèé g2(n) è g1(n).



16

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Ãåëèã À.Õ., Ëåîíîâ Ã.À., ßêóáîâè÷ Â.À. Óñòîé÷èâîñòü íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñ
íååäèíñòâåííûì ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ. Ì.: Íàóêà, 1978.

[2] Êðàñíîñåëüñêèé À.Ì. Àñèìïòîòèêà íåëèíåéíîñòåé è îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ.
Ì.: Íàóêà, 1992.

[3] Leonov G.A., Burkin I.M., Shepeljavyi A.I. Frequency methods in oscillation the-
ory. Kluwer: Basel, 1996.

[4] Yorke J. Periods of periodic solutions and the Lipschits constant // Proc. AMS.
1969. V. 22. P. 509�512.

[5] Bobylev N.A., Burman M.Yu., Korovin S.K. Approximation procedures in non-
linear oscillation theory. W. de Gruyter: Berlin, New York, 1994.

[6] Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À., Çàáðåéêî Ï.Ï. Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû íåëèíåéíîãî
àíàëèçà. Ì.: Íàóêà, 1975.

[7] Vidyasagar M. Nonlinear systems analysis, Prentice Hall: Englewood Cli�s, 1993.

[8] Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À., Ïîêðîâñêèé À.Â. Ñèñòåìû ñ ãèñòåðåçèñîì. Ì.: Íàóêà,
1983.

[9] Ñïðàâî÷íèê ïî òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ. Ïîä ðåä. À.Êðàñîâñêîãî,
Ì.: Íàóêà, 1987.


