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Â ñòàòüå ïðåäëàãàþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé è óñëîâèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà â ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ, ñîñòîÿùèõ èç ðåçî-

íàíñíîãî ëèíåéíîãî çâåíà è ôóíêöèîíàëüíîãî çâåíà ñ íåîãðàíè÷åííîé õàðàêòåðèñòè-

êîé ñïåöèàëüíîãî âèäà. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ òàêèõ (è áîëåå îáùèõ) ñèñòåì ïðåäëîæåí

ìåòîä ïîäñ÷åòà èíäåêñà íà áåñêîíå÷íîñòè âîçíèêàþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Ââåäåíî

ïîíÿòèå àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíîãî íåîãðàíè÷åííîãî íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Äëÿ

âïîëíå íåïðåðûâíûõ àñèìïòîòè÷åñêè ëèíåéíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, âûðîæäåííûõ â

ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè íà áåñêîíå÷íîñòè è èìåþùèõ íåîãðàíè÷åííóþ àñèìïòîòè÷å-

ñêè îäíîðîäíóþ íåëèíåéíóþ ÷àñòü, óêàçàíà îáùàÿ òåîðåìà îá èíäåêñå.

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà, äèíàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâåíèåì

(1) L(
d

dt
) = M(

d

dt
)[f(x) + g(x) + b(t)].

Çäåñü L(p) è M(p) � âçàèìíî ïðîñòûå äèôôåðåíöèàëüíûå ìíîãî÷ëåíû

L(p) = pl + a1p
l−1 + . . . + al, M(p) = b0p

m + b1p
m−1 + . . . + bm

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, l > m, b(t) � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ëîêàëüíî ñóììèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ. Åñëè ÷èñëà ki, ãäå k = 0, ±1, . . ., íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà L(p) è íåëè-
íåéíîñòü f(x) + g(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(2) lim
|x|→∞

f(x) + g(x)

x
= 0,

òî òàêàÿ ñèñòåìà âñåãäà èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî 2π-ïåðèîäè÷åñêîå êîëåáàíèå, ìíîæåñòâî
âñåõ òàêèõ êîëåáàíèé ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî (íàïðèìåð, â C).

∗Èíñòèòóò Ïðîáëåì Ïåðåäà÷è Èíôîðìàöèè ÐÀÍ, amk@ippi.ac.msk.su. Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàí-
òîì MD4300 Ìåæäóíàðîäíîãî Íàó÷íîãî Ôîíäà (ISF) è ãðàíòîì 93-01-00884 Ðîññèéñêîãî Ôîíäà Ôóíäàìåí-
òàëüíûõ Èññëåäîâàíèé.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ìíîãî÷ëåí L(p) èìååò ïàðó êîìïëåêñ-
íî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé âèäà ki ñ öåëûì k. Â [1] ïðèâåäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âûíóæ-
äåííûõ êîëåáàíèé è óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà â ñèñòåìàõ, îïèñûâàþ-
ùèõñÿ óðàâíåíèåì âèäà (1), â êîòîðîì g(x) ≡ 0, à íåëèíåéíîñòü f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì íàñûùåíèÿ (ñì. íèæå ðàâåíñòâà (3)). Ýòè óñëîâèÿ áëèçêè ê êëàññè÷åñêèì óñëîâèÿì
Ëàíäåñìàíà-Ëàçåðà (ñì., íàïðèìåð, [2]). Íåëèíåéíîñòü ñ íàñûùåíèåì ìîæåò áûòü çàìåíåíà
íà ðàçëè÷íûå ãèñòåðåçèñíûå íåëèíåéíîñòè è ôóíêöèîíàëüíûå çâåíüÿ ñ çàïàçäûâàíèåì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåëèíåéíîñòü f(x) íåïðåðûâíàÿ, îãðàíè÷åííàÿ
è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íàñûùåíèÿ

(3) lim
x→+∞

f(x) = f+, lim
x→−∞

f(x) = f−,

à íåïðåðûâíàÿ ÷åòíàÿ íåëèíåéíîñòü g(x) "íà áåñêîíå÷íîñòè"íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò, íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì îãðàíè÷åíèÿì:

(4) |g(x)| ≤ c(1 + |x|α), 0 < α < 1, |g′(x)| ≤ c(1 + |x|)−β, 0 < β.

Ïðèìåðàìè íåëèíåéíîñòåé g(x), óäîâëåòâîðÿþùèõ (4), ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè |x|α sin(|x|γ),
α + γ < 1. Â ýòîì ñëó÷àå β = 1− α− γ.

Íàðÿäó ñ (1) ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ ñî ñêàëÿðíûì ïàðàìåòðîì

(5) L(
d

dt
; λ) = M(

d

dt
; λ)[f(x; λ) + g(x; λ) + b(t; λ)].

Äëÿ ñèñòåì, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ýòèìè óðàâíåíèÿìè, ïðåäëàãàþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà.

×èñëî λ0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà äëÿ óðàâíåíèÿ (5), åñëè â ëþáîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 åñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøîé àìïëèòóäû.
Òî÷íåå ãîâîðÿ, ÷èñëî λ0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà äëÿ óðàâíåíèÿ (5), åñëè
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå λε, ÷òî |λε − λ0| < ε è ó óðàâíåíèÿ (5) ïðè λ = λε

íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñ àìïëèòóäîé íå ìåíüøå ε−1.
Òî÷êè íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà � ýòî àñèìïòîòè÷åñêèå òî÷êè áèôóðêàöèè (ñì., íàïðèìåð,
[3]) â çàäà÷å î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ òî÷åê íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà ïðèìåíÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèé ïðèíöèï
ñìåíû èíäåêñà, ïðåäëîæåííûé Ì.À. Êðàñíîñåëüñêèì â íà÷àëå 50õ ãîäîâ. Ïóñòü â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå E çàäàíî óðàâíåíèå x = Tλx ñ âïîëíå íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì Tλ. Ïóñòü â
êàæäîé îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 íàéäóòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðûõ îïðåäåëåí èíäåêñ
ind (I − Tλ) âåêòîðíîãî ïîëÿ x − Tλx íà áåñêîíå÷íîñòè (îïðåäåëåíèå ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 3,
ïîäðîáíåå ñì. [3]), ïðè÷åì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé èíäåêñà ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè.
Òîãäà λ0 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷êîé áèôóðêàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ x = Tλx: â ëþáîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 åñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x = Tλx ñêîëü óãîäíî áîëüøîé íîðìû.

Âàæíóþ èíôîðìàöèþ îá àñèìïòîòè÷åñêèõ òî÷êàõ áèôóðêàöèè àñèìïòîòè÷åñêè ëèíåéíûõ
ïîëåé ñîäåðæèò ãëàâíàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ëèíåéíàÿ ÷àñòü. Ïóñòü ïðè âñåõ λ âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî (2). Òîãäà íàëè÷èå ó ìíîãî÷ëåíà L(p; λ0) êîðíåé âèäà ki ïðè öåëûõ k ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà â òî÷êå λ0. Èç òåîðåì Ì.À.
Êðàñíîñåëüñêîãî î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ íå÷åòíîé êðàòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé êîðåíü
λ0 óðàâíåíèÿ al(λ) = 0, â îêðåñòíîñòè êîòîðîãî ôóíêöèÿ al(λ) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îáîèõ
çíàêîâ, ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà äëÿ (5).
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2 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ

Ïóñòü L(i) = 0 è L(ki) 6= 0 ïðè k = 0, ±2, ±3, . . .

Òåîðåìà 1 Ïóñòü ôóíêöèÿ g(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (4), ïðè÷åì

(6) α2 + α < β.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3) è

(7)

∣∣∣∣∫ 2π

0

eitb(t) dt

∣∣∣∣ < 2|f+ − f−|.

Òîãäà ó (1) åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíî 2π-ïåðèîäè÷åñêîå êîëåáàíèå.

Äâå ñëåäóþùèå òåîðåìû îòíîñÿòñÿ ê ñèñòåìàì ñ ïàðàìåòðîì. Ïóñòü L(i; λ0) = 0 è L(ki; λ0) 6=
0 ïðè k = 0, ±2, ±3, . . .

Òåîðåìà 2 Ïóñòü ôóíêöèÿ g(x) ≡ g(x; λ0) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (4), ïðè÷åì âûïîëíåíî
óñëîâèå (6). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ≡ f(x; λ0) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3). Ïóñòü â êàæäîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 íàéäóòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðûõ L(i; λ) 6= 0. Ïóñòü

(8)

∣∣∣∣∫ 2π

0

eitb(t; λ0) dt

∣∣∣∣ > 2|f+ − f−|.

Òîãäà λ0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà äëÿ ñèñòåìû (5).

Òåîðåìà 3 Ïóñòü L(i; λ) = 0 ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
Λ òî÷êè λ0. Ïóñòü ïðè êàæäîì λ ∈ Λ ôóíêöèÿ g(x) ≡ g(x; λ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (4),
ïðè÷åì âûïîëíåíî óñëîâèå (6). Ïóñòü ïðè êàæäîì λ ∈ Λ âûïîëíåíû óñëîâèÿ íàñûùåíèÿ (3):

lim
x→+∞

f(x; λ) = f+(λ), lim
x→−∞

f(x; λ) = f−(λ).

Ïóñòü ôóíêöèÿ

(9) ϕ(λ) =

∣∣∣∣∫ 2π

0

eitb(t; λ) dt

∣∣∣∣− 2|f+(λ)− f−(λ)|

îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êå λ0 è â êàæäîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
îáîèõ çíàêîâ. Òîãäà λ0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà äëÿ ñèñòåìû (5).

Óñëîâèÿ òåîðåìû 3 åñòåñòâåííî íàçâàòü óñëîâèÿìè âîçíèêíîâåíèÿ ðåçîíàíñà ïî àìïëèòó-
äå: åñëè àìïëèòóäà îñíîâíîé ãàðìîíèêè âõîäíîãî ñèãíàëà b(t; λ) ïðîõîäèò ÷åðåç êðèòè÷åñêîå
çíà÷åíèå, òî â ñèñòåìå âîçíèêàåò íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1 � 3 âûíåñåíî â ïðèëîæåíèå. Ýòè òåîðåìû ñëåäóþò èç îáùå-
ãî óòâåðæäåíèÿ îá èíäåêñå íà áåñêîíå÷íîñòè àñèìïòîòè÷åñêè ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ñ
àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíîé íåëèíåéíîé ÷àñòüþ. Ýòà òåîðåìà (âìåñòå ñ íåîáõîäèìûìè îïðå-
äåëåíèÿìè) ôîðìóëèðóåòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
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3 Àáñòðàêòíàÿ òåîðåìà

Çäåñü ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíîãî íåîãðàíè÷åííîãî íåëèíåéíîãî îïåðàòî-
ðà è ïðåäëàãàþòñÿ îáîáùåíèÿ òåîðåì òèïà Ëàíäåñìàíà-Ëàçåðà äëÿ óðàâíåíèé â àáñòðàêòíûõ
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïóñòü â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E çàäàíî âïîëíå íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå Φx. Ïóñòü
ýòî ïîëå àñèìïòîòè÷åñêè ëèíåéíî: Φx = x−Ax−Bx, ãäå A � ëèíåéíûé âïîëíå íåïðåðûâíûé
îïåðàòîð, à B � íåëèíåéíûé (è òàêæå âïîëíå íåïðåðûâíûé) îïåðàòîð, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèþ

lim
‖x‖→∞

‖Bx‖
‖x‖

= 0.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü èíäåêñ indΦ íà áåñêîíå÷íîñòè ïîëÿ Φx.

Îïðåäåëåíèå 1 ([3]) Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå Φx íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ‖x‖ > ρ, ãäå
ρ > 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî. Òîãäà èíäåêñîì íà áåñêîíå÷íîñòè íàçûâàåòñÿ âðàùåíèå ïîëÿ Φx
íà ñôåðàõ Sr = {x ∈ E : ‖x‖ = r} ïðè r > ρ.

Êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ (íåçàâèñèìîñòü âðàùåíèÿ îò r) ñëåäóåò èç íåâûðîæäåí-
íîñòè ïîëÿ Φx ïðè áîëüøèõ ‖x‖.

Åñëè 1 � ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà äëÿ îïåðàòîðà A, òî indΦ = (−1)σ, ãäå σ � ñóììà êðàòíîñòåé
âñåõ âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A, áîëüøèõ ÷åì 1.

Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 1 � ýòî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A è ÷òî åìó îòâå-
÷àåò êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E1 = Ker(I − A), ñîñòîÿùåå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
îïåðàòîðà A (ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ íåò), òî åñòü E1 = {e ∈ E : e = Ae}. ×åðåç E2

îáîçíà÷åíî èíâàðèàíòíîå äëÿ îïåðàòîðà A äîïîëíåíèå E1 äî E, ÷åðåç P1 è P2 îáîçíà÷àþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîåêòîðû.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåëèíåéíûé îïåðàòîð B äîïóñêàåò îöåíêó

(10) ‖Bx‖ ≤ c(1 + ‖x‖α), x ∈ E

ïðè íåêîòîðûõ c > 0 è α ∈ [0, 1). Åñòåñòâåííî, ïîêàçàòåëü ñòåïåíè â (10) ïðåäïîëàãàåòñÿ
âûáðàííûì "íàèëó÷øèì"âîçìîæíûì. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî ïðè α 6= 0 îïåðàòîð B
íåîãðàíè÷åííûé (ãëîáàëüíî).

Ïóñòü îïåðàòîð B òàêæå èìååò ãëàâíóþ ÷àñòü � ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûé ñ ïîêàçàòåëåì
îäíîðîäíîñòè 0 îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð Q:

Qλx = Qx, λ > 0, x ∈ E,

ïðè÷åì Cx = Bx−Qx óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ ìàëîñòè "íà áåñêîíå÷íîñòè": ïðè
ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì c

(11) lim
R→+∞

sup
e1∈E1, ‖e1‖=1, h∈E, ‖h‖≤cRα

‖P1C(Re1 + h)‖ = 0.

Íàçîâåì òàêîé íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîðB àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíûì (îòíîñèòåëüíî
E1 è α).

Îñíîâíûì ïðèìåðîì îãðàíè÷åííîãî (α = 0) àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíîãî îïåðàòîðà B
ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð Ãàììåðøòåéíà Bx = A f(t, x). Ïóñòü A � ëèíåéíûé âïîëíå íåïðåðûâíûé
îïåðàòîð â L2 = L2(G, IR1), à íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ t ∈ G, x ∈ IR1

ñêàëÿðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f(t, x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ëàíäåñìàíà-Ëàçåðà

lim
R→+∞

f(t, R) = f+(t), lim
R→−∞

f(t, R) = f−(t).
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Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé E1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(12) mes {t ∈ G : e(t) = 0} = 0, e(t) ∈ E1, e(t) 6≡ 0,

òî îïåðàòîð Ãàììåðøòåéíà Bx àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäåí. Ïðè ýòîì Qx = Aq(t, x), ãäå
q(t, x) = f+(t) ïðè x ≥ 0 è q(t, x) = f−(t) ïðè x < 0. Ýòîò ôàêò (èëè åãî ïåðåôîðìóëèðîâ-
êè) èñïîëüçîâàëñÿ â áîëüøèíñòâå ðàáîò ïî óðàâíåíèÿì ñ íåëèíåéíîñòÿìè òèïà Ëàíäåñìàíà-
Ëàçåðà.

Âàæíûì ïðèìåðîì íåîãðàíè÷åííîãî àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíîãî îïåðàòîðà Bx òàêæå
ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð Ãàììåðøòåéíà, íî ñ íåëèíåéíîñòüþ f(t, x) âèäà fLL(t, x) + g(x), ãäå îãðà-
íè÷åííîå ñëàãàåìîå fLL(t, x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ëàíäåñìàíà-Ëàçåðà, à g(x) � ÷åòíàÿ
íåîãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíûå îïåðàòîðû A, èìå-
þùèå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâà E1 ñ ôóíêöèÿìè, îáëàäàþùèìè íåêîåé ñèììåòðèåé. Íà-
ïðèìåð, òðåáóåìîé ñèììåòðèåé îáëàäàþò ôóíêöèè âèäà a sin(t+ϕ), t ∈ [0, 2π], ôóíêöèè âèäà
a sin kt, t ∈ [0, π] ïðè ÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ k.

Òåîðåìà 4 Ïóñòü íåîãðàíè÷åííûé îïåðàòîð B àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäåí. Ïóñòü êîíå÷-
íîìåðíîå íåïðåðûâíîå ïîëå P1Qe1 íåâûðîæäåíî íà ñôåðå

U = {e1 ∈ E1, ‖e1‖ = 1},

à îïåðàòîð Qx íåïðåðûâåí ïðè x ∈ U ⊂ E. Òîãäà îïðåäåëåí indΦ è

indΦ = (−1)σγ(P1Q; U)

ãäå σ � ñóììà êðàòíîñòåé âñåõ âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A, áîëü-
øèõ ÷åì 1.

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì îáîáùåíèåì îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà èç [4] â ðàçëè÷íûõ
íàïðàâëåíèÿõ. Îíà ïî ëîãèêå áëèçêà ê òåîðåìàì î âû÷èñëåíèè èíäåêñà îñîáîé òî÷êè ïî ñëå-
äóþùåìó çà ëèíåéíûì íåâûðîæäåííîìó ïðèáëèæåíèþ. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (12) ÿâëÿåòñÿ
óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà x(t) 7→ q(t, x(t)) íà ñôåðå U â ïðîñòðàíñòâå L2.

4 Çàìå÷àíèÿ

1. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü g(x) ìîæåò áûòü çàìåíåíà óñëîâèåì Ëèïøèöà

(13) |g(x)− g(y)| ≤ d(r)|x− y|, x, y > r > 0,

â êîòîðîì âåëè÷èíà d(r) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(14) lim sup
r→∞

rβd(r) < ∞.

2. Âìåñòî îöåíîê (4) ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû îãðàíè÷åíèÿ áîëåå îáùåãî âèäà

|g(x)| ≤ Θ(|x|), |g′(x)| ≤ Θ∗(|x|)

ñ îòëè÷íûìè îò ñòåïåííûõ ôóíêöèÿìè Θ(u) è Θ∗(u), óäîâëåòâîðÿþùèìè

(15) lim
u→∞

Θ(u)

u
= 0, lim

u→∞
Θ∗(u) = 0.
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Íàïðèìåð, òåîðåìû 1 � 3 ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû äëÿ ôóíêöèé Θ(u) = c uα logγ u è
Θ∗(u) = c[logr u] (1 + u)−β èëè âîîáùå äëÿ ôóíêöèé îáùåãî âèäà.

Àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèå âåðíî è äëÿ îïðåäåëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíîãî îïåðàòî-
ðà, è äëÿ ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 4. Âìåñòî îöåíêè (10) íàäî èñïîëüçîâàòü îöåíêó ‖Bx‖ ≤
Θ(‖x‖), x ∈ E. Â îïðåäåëåíèèè (11) ïðè ýòîì íàäî çàìåíèòü óñëîâèå ‖h‖ ≤ cRα íà
‖h‖ ≤ cΘ(R).

3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 äëÿ îòûñêàíèÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåí
ìåòîä ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà.

4. Çàìåíîé ïåðåìåííûõ òåîðåìû 1 � 3 ïðèâîäÿòñÿ ê ñîîòâåñòâóþùèì óòâåðæäåíèÿì î
ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ïðîèçâîëüíîãî ïåðèîäà T . Òåîðåìû 1 � 3 ìîãóò áûòü ñ íåçíà-
÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè (ìåíÿþòñÿ ëèøü ôîðìóëû (7), (8) è (9)) ñôîðìóëèðîâàíû äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà L(si) = 0 ïðè íàòóðàëüíîì s > 1 (èëè L(si; λ0) = 0 â òåîðåìàõ 2 è 3).

5. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 äîïóñêàåòñÿ, ÷òîáû ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ λ â îêðåñòíîñòè òî÷êè
λ0 áûëè ðàçíûìè ÷èñëà α è β. Ýòî ñëåäóåò èç ïðèâîäèìîãî íèæå äîêàçàòåëüñòâà.

6. Òåîðåìû 1 � 3 ìîãóò áûòü îáîáùåíû íà óðàâíåíèÿ (1) è (5) ñ íåëèíåéíîñòÿìè áîëåå
îáùåãî âèäà. Â ïðàâóþ ÷àñòü áåç èçìåíåíèÿ ôîðìóëèðîâîê ìîæíî äîáàâèòü íåïðåðûâíîå
ñëàãàåìîå ϕ(x(t), x(t − h)) ñ ϕ(x, y) → 0 ïðè |x| + |y| → ∞. Ìîæíî ðàññìîòðåòü âìåñòî
íåëèíåéíîñòè ñ íàñûùåíèåì f(x) íåëèíåéíîñòü ñ çàïàçäûâàíèåì ñïåöèàëüíîãî âèäà; ïðè
ýòîì ïîëó÷àòñÿ òåîðåìû, îáîáùàþùèå ðåçóëüòàòû èç [8].

Åñëè
g(x, y) ≡ g(−x,−y),

|g(x, y)| ≤ c(1 + |x|+ |y|)α

è
|g(x + ξ, y + η)− g(x, y)| ≤ d(r)(|ξ|+ |η|), |x|, |y| > r > 0,

ïðè÷åì d(r) ≤ c r−β è ÷èñëà α è β óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (6), òî îïåðàòîð x(t) 7→ g(x(t), x(t−
h)) àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäåí â L2 ñ íóëåâîé îäíîðîäíîé ÷àñòüþ íà∞. Ïîýòîìó g(x) ìîæíî
çàìåíèòü íà íåëèíåéíîñòü g(x(t), x(t − h)). Ôîðìóëèðîâêè òåîðåì 1 � 3 äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ
ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿþòñÿ.

7. Åñëè ìíîãî÷ëåí L(p) ñîäåðæèò òîëüêî ÷åòíûå ñòåïåíè ïåðåìåííîé p, òî ñïðàâåäëèâû
áîëåå îáùèå àíàëîãè òåîðåìû 2 (ñì. [9]), äîêàçûâàåìûå ïîòåíöèàëüíûìè ìåòîäàìè. Äëÿ
óðàâíåíèé ñ íåïîòåíöèàëüíûìè êîìïîíåíòàìè (çàïàçäûâàíèå, ìíîãî÷ëåí L(p) îáùåãî âèäà
è ïð.) ìîãóò áûòü óêàçàíû óòâåðæäåíèÿ î íåîáõîäèìîñòè óñëîâèé òèïà (7).

8. Åñòåñòâåííî, êàæäóþ ôóíêöèþ f(x) + g(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ôóíêöèé
f(x) è g(x), óäîâëåòâîðÿþùèõ (3), (4), íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Òàêàÿ íååäèíñòâåííîñòü
íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà óñëîâèÿ òåîðåì 1 � 3. Íàïðèìåð, âñå óñëîâèÿ òåîðåì èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî ñëàãàåìûõ�êîíñòàíò.
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A Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1 � 3.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Ñíà÷àëà ïåðåéäåì îò óðàâíåíèé âèäà (1) (èëè
(5)) ê ýêâèâàëåíòíûì îïåðàòîðíûì óðàâíåíèÿì x = Tx (x = Tλx) ñ âïîëíå íåïðåðûâíûì îïå-
ðàòîðîì T . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè
ïîëÿ x− Tx îòëè÷åí îò íóëÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 2 è 3 ïðèìåíÿåòñÿ ïðèíöèï ñìåíû
èíäåêñà [3]. Â óñëîâèÿõ ýòèõ òåîðåì èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ïîëåé x − Tλx ïðè çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðà èç îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 ïðèíèìàåò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ (0 è
±1). Âñå âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà ïðîâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 4. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýòîé òåîðå-
ìû íàäî ëèøü óñòàíîâèòü àñèìïòîòè÷åñêóþ îäíîðîäíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé íåëèíåéíîñòè.

Ïðîâåäåì ïåðåõîä ê îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ äëÿ óðàâíåíèÿ áåç ïàðàìåòðà. Ïóñòü ïðè
íåêîòîðîì γ ìíîãî÷ëåí L(p)− γM(p) íå èìååò êîðíåé âèäà ik ïðè öåëûõ k. Ñóùåñòâîâàíèå
òàêîãî γ ñëåäóåò èç âçàèìíîé ïðîñòîòû ìíîãî÷ëåíîâ L(p) è M(p). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Γu(t) =

∫ 2π

0

G(t− s)u(s) ds

ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ñóììèðóåìîé ôóíêöèè
u(t) 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(t) = Γu(t) ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ[

L(
d

dt
)− γM(

d

dt
)

]
x(t) = M(

d

dt
)u(t).

Ïî ïîâîäó îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ íåãëàäêèõ u(t) ñì., íàïðèìåð,
[6]. ßäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Γ ïîðîæäåíî èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé G(·) ëèíåé-
íîãî çâåíà ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé Wγ(p) = M(p)/[L(p) − γM(p)]. Îïåðàòîð Γ äåéñòâóåò
â ïðîñòðàíñòâàõ L2 = L2(0, 2π) è C = C(0, 2π) è âïîëíå íåïðåðûâåí, îí òàêæå äåéñòâóåò è
âïîëíå íåïðåðûâåí êàê îïåðàòîð èç L2 â C.

Çàäà÷à î 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (1) ýêâèâàëåíòíà îïåðàòîðíîìó óðàâíå-
íèþ

(16) x = Γ[−γx + f(x) + g(x) + b(t)].

Ó îïåðàòîðà Ax = −γΓx ÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì êðàòíîñòè 2. Ýòîìó
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò äâóìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E1 = {e(t) :
e(t) = a sin t + b cos t, a, b ∈ IR}.

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð Bx = Γ[f(x) + g(x) + b(t)] ÿâëÿåòñÿ â óñëîâèÿõ (3), (4) àñèìïòî-
òè÷åñêè îäíîðîäíûì â ïðîñòðàíñòâå C. Ïîëîæèì Qx(t) = Γq(t, x(t)), ãäå

q(t, x) =

{
f+ + b(t), x ≥ 0,
f− + b(t), x < 0.

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (11) äëÿ îïåðàòîðà Cx = Bx−Qx â ïðîñòðàíñòâå E = C.
Ïðîåêòîð P1 îïåðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(17) P1x(t) =
sin t

π

∫ 2π

0

sin τ x(τ) dτ +
cos t

π

∫ 2π

0

cos τ x(τ) dτ,

ýòî îðòîïðîåêòîð â L2 íà E1; AP1 = P1.
Äîêàçàòåëüñòâî (11) ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: èç ðàâåíñòâà

(18) lim
R→∞

sup
e∈E1, ‖e‖=1, ‖h‖≤cRα

‖P1[Γ(f(Re + h) + b(t))−Q(Re + h)]‖ = 0
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è ðàâåíñòâà

(19) lim
R→∞

sup
e∈E1, ‖e‖=1, ‖h‖≤cRα

‖P1[Γg(Re + h)]‖ = 0

Ðàâåíñòâî (18) äîêàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûìè ðàññóæäåíèÿìè1 ([6]):

‖P1[Γ(f(Re + h) + b(t))−Q(Re + h)]‖C ≤ c1‖f(Re + h) + b(t)− q(t, Re + h)‖L1 =

= c1

∫ 2π

0

|f(Re + h) + b(t)− q(t, Re + h)| dt ≤ c1

∫
{|h(t)|>Rα+ε}

. . . dt+

+c1

∫
{|Re(t)|≤2Rα+ε}

. . . dt + c1

∫
{|h(t)|≤Rα+ε, |Re(t)|>2Rα+ε}

. . . dt ≤

≤ c2 mes{t : |h(t)| > Rα+ε}+ c3 mes{t : |e(t)| ≤ 2Rα+ε−1}+

+c1

∫
{|h(t)|≤Rα+ε, |Re(t)|>2Rα+ε}

|f(Re + h) + b(t)− q(t, Re + h)| dt ≤

≤ c4(R
−2ε + Rα+ε−1) + c1

∫
{Re+h>Rα+ε}

|f(Re + h)− f+| dt+

+c1

∫
{Re+h<−Rα+ε}

|f(Re + h)− f−| dt → 0.

Ìàëîñòü ïîñëåäíèõ äâóõ èíòåãðàëîâ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè (3).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (19) îòìåòèì òîæäåñòâî:∫ 2π

0

sin(t + φ1)g[R sin(t + φ2)] dt ≡ 0,

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáîé ÷åòíîé ôóíêöèè g(x) ïðè ëþáûõ âåùåñòâåííûõ φ1, φ2 è R.
Â ñèëó (6) ìîæíî âûáðàòü α1 ∈ (α, 1), òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà 1− α1 > α1α

è α1β > α, ãäå α, β � ÷èñëà èç îöåíîê (4). Ïîëîæèì R1 = Rα1 . Òîãäà ïðè áîëüøèõ R∣∣∣∣∫ 2π

0

sin(t + φ1)g[R sin(t + φ2) + h(t)] dt

∣∣∣∣ ≡
≡

∣∣∣∣∫ 2π

0

sin(t + φ1){g[R sin(t + φ2) + h(t)]− g[R sin(t + φ2)]} dt

∣∣∣∣ ≤
≤

∫
{|R sin(t+φ2)|≤2R1}

|g[R sin(t + φ2) + h(t)]− g[R sin(t + φ2)]| dt+

+

∫
{|R sin(t+φ2)|>2R1}

|g[R sin(t + φ2) + h(t)]− g[R sin(t + φ2)]| dt = J1 + J2

Îöåíèì ñëàãàåìûå J1 è J2 èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû îòäåëüíî.
Îöåíêà ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé

J1 ≤ c5 Rα1α mes {|R sin(t + φ2)| ≤ 2R1} ≤ c6 Rα1α+α1−1 → 0.

1Â ïîñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ ε ∈ (0, 1− α), ci � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå
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Îöåíêà âòîðîãî � èç ñîîòíîøåíèé

J2 ≤ 2π sup
ξ>R1

|g′(ξ)| sup
t
|h(t)| ≤ c7 R−α1βRα = c7 Rα−α1β → 0.

Èòàê, ðàâåíñòâî (11) ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.
Ôóíêöèÿ q(t, x) ðàçðûâíà ïî ïåðåìåííîé x. Îäíàêî, îïåðàòîð x(t) 7→ q(t, x(t)) : L2 → L2

íåïðåðûâåí â òåõ òî÷êàõ x(t) ∈ L2, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî mes{t : x(t) = 0} = 0
(ñì. [7]). Äëÿ íåíóëåâûõ ôóíêöèé âèäà a sin(t + b) ýòî ðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, âåðíî. Îïåðàòîð
x(t) 7→ Γq(t, x(t)) íà òàêèõ ôóíêöèÿõ íåïðåðûâåí â C (è èç L2 â C).

Òàêèì îáðàçîì äëÿ ïîëÿ x−Ax−Bx âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 4. Äëÿ åå ïðèìåíåíèÿ
íàäî âû÷èñëèòü âðàùåíèå γ(P1Q; U). Çäåñü P1 � ïðîåêòîð (17), à U � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü
â E1. Òàêîå âû÷èñëåíèå ëåãêî ïðîâîäèòñÿ â ÿâíîì âèäå, îãðàíè÷èìñÿ ññûëêîé íà [4]. Åñëè
âûïîëíåíî óñëîâèå (7), òî | indΦ| = 1, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (8), òî indΦ = 0.

Òåîðåìà 1 ñëåäóåò èç indΦ 6= 0. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 â êàæäîé îêðåñòíîñòè λ0 åñòü
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ ãëàâíàÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü íåâûðîæäåíà è indΦ 6= 0, è åñòü
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ ãëàâíàÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü âûðîæäåíà, ïðèìåíèìà òåîðåìà
4 è indΦ = 0. Òåîðåìà 2 ñëåäóåò èç ïðèíöèïà ñìåíû èíäåêñà. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 ãëàâíàÿ
ëèíåéíàÿ ÷àñòü âûðîæäåíà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà, áëèçêèõ ê λ0. Òåîðåìà 3 òàêæå
ñëåäóåò èç ïðèíöèïà ñìåíû èíäåêñà è òåîðåìû 4.

B Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.

Â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì îäíî òîïîëîãè÷åñêîå óòâåðæäåíèå.
Ïóñòü Θ(u) ïðè u ≥ 0 � ïîëîæèòåëüíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ (15). Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå E = E1 × E2 çàäàíî íåîãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî

(20) Ω = {x = x1 + x2 : xi ∈ Ei, ‖x2‖ ≤ Θ(‖x1‖)} ⊂ E.

Êàæäîå ÷èñëî r > 0 îïðåäåëÿåò ïîäìíîæåñòâî Ωr ⊂ Ω ñîîòíîøåíèåì

(21) Ωr = Ω
⋂
{‖x1‖ ≤ r}.

Ãðàíèöåé ∂Ωr â E îáëàñòè Ωr ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

∂Ωr = {‖x2‖ = Θ(‖x1‖), ‖x1‖ ≤ r}
⋃
{‖x2‖ ≤ Θ(r), ‖x1‖ = r}.

Ðàññìîòðèì âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð A : Ωr → E èëè, ÷òî òî æå, âïîëíå íåïðå-
ðûâíûå îïåðàòîðû Ai(x1, x2) : Ωr → Ei, i = 1, 2. Îïåðàòîð A ïîðîæäàåò âïîëíå íåïðåðûâíîå
âåêòîðíîå ïîëå Φx = x − Ax, x ∈ Ωr. Íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëå Φx íåâûðîæäåíî íà
∂Ωr, ò.å. x 6= Ax ïðè x ∈ ∂Ωr. Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíî âðàùåíèå γ(Φ; Ω) âåêòîðíîãî ïîëÿ
Φx íà ∂Ω ([3, 5]).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(22)
x1 6= A1(x1 + x2), ‖x2‖ ≤ Θ(r), ‖x1‖ = r,
x2 6= A2(x1 + x2), ‖x2‖ = Θ(‖x1‖), ‖x1‖ ≤ r}.

Ïðè êàæäîì x1 ∈ Br
1 = {x1 : ‖x1‖ ≤ r} îïðåäåëåíî âðàùåíèå γ2 îïðåäåëåííîãî â E2

âåêòîðíîãî ïîëÿ x2 − A2(x1 + x2) íà ñôåðå Sρ
2 = {‖x2‖ = ρ}, ρ = Θ(‖x1‖). Âåëè÷èíà γ2 íå

çàâèñèò îò âûáîðà x1. Àíàëîãè÷íî, ïðè êàæäîì x2 ∈ B
Θ(r)
2 = {x2 : ‖x2‖ ≤ Θ(r)} îïðåäåëåíî

âðàùåíèå γ1 îïðåäåëåííîãî â E1 âåêòîðíîãî ïîëÿ x1 −A1(x1 + x2) íà ñôåðå Sr
1 = {‖x1‖ = r}.

Âåëè÷èíà γ1 íå çàâèñèò îò âûáîðà x2.
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Ëåììà 1 Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî γ(Φ; ∂Ωr) = γ1 × γ2.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Ïðîäîëæèì ïîëå Φ äî öèëèíäðà Ω∗
r = Br

1×B
Θ(r)
2 ïî ñëåäóþùåìó

ïðàâèëó. Íà ñîâïàäàþùåé ÷àñòè ìíîæåñòâ Ωr è Ω∗
r � ìíîæåñòâå Ωr � ïîëå Φ óæå îïðåäåëåíî.

Íà ìíîæåñòâå {‖x1‖ < r, Θ(‖x1‖) < ‖x2‖ ≤ Θ(r)} ïîëîæèì

A(x1, x2) =
‖x2‖

Θ(‖x1‖)
A(x1 + x2

Θ(‖x1‖)
‖x2‖

), Φx = x− Ax.

Î÷åâèäíî, òàêîå ïîëå òàêæå âïîëíå íåïðåðûâíî, íà ìíîæåñòâå Ω∗
r\Ωr òàêîå ïîëå íåâûðîæ-

äåíî. Ïîýòîìó âðàùåíèå γ(Φ; ∂Ωr) â ïðîñòðàíñòâå E ñîâïàäàåò ñ âðàùåíèåì γ(Φ; ∂Ω∗
r), à

âðàùåíèÿ ïîëÿ x2 − A2(x1, x2) ïðè êàæäîì x1 íà ãðàíèöå ñôåðû {‖x2‖ = Θ(r)} ⊂ E2 ñîâïà-
äàåò ñ γ2. Ðàññìîòðèì íåâûðîæäåííóþ íà ∂Ω∗

r ãîìîòîïèþ

Πλx = x− A1[x1 + λx2]− A2[λx1 + x2], x = x1 + x2 ∈ ∂Ω∗
r.

Ïðè λ = 1 âåðíî ðàâåíñòâî Πλx = Φx, ïðè λ = 0 � ðàâåíñòâî Πλx = x − A1(x1) − A2(x2).
Ïðè λ = 0 âðàùåíèå ïîëÿ Πλ íà ∂Ω∗

r ðàâíî γ1 · γ2 â ñèëó òåîðåì î ïðîèçâåäåíèè âðàùåíèé
(òåîðåìà 22.4 ñòð. 160 èç [3] èëè òåîðåìà 4.9 ñòð. 79 èç [5]). Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå
ëåììû 1.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4.
Ìû óêàæåì â ïðîñòðàíñòâå E ìíîæåñòâî Ωr, âíå êîòîðîãî íåò îñîáûõ òî÷åê âåêòîðíîãî

ïîëÿ Φx, è äëÿ âû÷èñëåíèÿ âðàùåíèÿ íà ãðàíèöå êîòîðîãî ïðèìåíèìà ëåììà 1 ñ Θ(u) =
c∗(1 + u)α.

Ýòî ìíîæåñòâî èìååò âèä (21), ãäå Ω � ìíîæåñòâî (20). ×èñëà c∗ è r âûáèðàþòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Âíà÷àëå âûáèðàåòñÿ òàêîå c∗, ÷òî âíå ìíîæåñòâà Ω ó óðàâíåíèÿ P2x =
AP2x + P2B(x1 + x2) íåò ðåøåíèé. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ÷èñëà c∗ ñëåäóåò èç îöåíêè (10) è
ñòðóêòóðû ñïåêòðà âïîëíå íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A. Äàëåå, âûáèðàåòñÿ òàêîå
÷èñëî ε > 0, ÷òîáû ‖P1Qe1‖ > ε (e1 6≡ 0). Ïî ÷èñëàì c∗ è ε âûáèðàåòñÿ òàêîå R0, ÷òîáû ïðè
âñåõ h (‖h‖ ≤ 2c∗(1 + r)α), e1 ∈ U è r ≥ R0 áûëè âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà ‖P1C(re1 + h)‖ < ε

3

(â ñèëó óñëîâèÿ (11)) è

‖P1Q(re1 + h)− P1Qe1‖ ≡ ‖P1Q(e1 +
h

r
)− P1Qe1‖ ≤

ε

3

(â ñèëó êîìïàêòíîñòè ñôåðû U è íåïðåðûâíîñòè Q íà U). Òîãäà íà ìíîæåñòâå Ωr âûïîëíåíû
âñå óñëîâèÿ ëåììû 1 è γ(Φx; ∂Ωr) = γ1 · γ2. Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâ γ2 = (−1)β, P1Φx = P1Bx è
γ1 = γ(P1Q; U) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4.
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