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Àííîòàöèÿ

Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä èññëåäîâàíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, âûðîæäåííûõ â ëè-

íåéíîì ïðèáëèæåíèè íà áåñêîíå÷íîñòè. Îí îñíîâàí íà âû÷èñëåíèè òîïîëîãè÷å-

ñêèõ õàðàêòåðèñòèê âïîëíå íåïðåðûâíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé è ïðèâîäèò ê íîâûì

óòâåðæäåíèÿì î ðàçðåøèìîñòè è î ñóùåñòâîâàíèè íåïðåðûâíûõ âåòâåé ðåøåíèé

îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé. Ïðåäëîæåíû ïðèìåðû ïðèëîæåíèé ê êîíêðåòíûì êðàå-

âûì çàäà÷àì è ê îáùèì îïåðàòîðíûì óðàâíåíèÿì. Ââåäåíî ïîíÿòèå àñèìïòîòè÷å-

ñêè îäíîðîäíîãî îãðàíè÷åííîãî íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Äëÿ âïîëíå íåïðåðûâíûõ

àñèìïòîòè÷åñêè ëèíåéíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, âûðîæäåííûõ â ëèíåéíîì ïðèáëèæå-

íèè íà áåñêîíå÷íîñòè è èìåþùèõ àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíóþ íåëèíåéíóþ ÷àñòü,

óêàçàíà îáùàÿ òåîðåìà îá èíäåêñå íà áåñêîíå÷íîñòè. Ýòà òåîðåìà îáîáùàåò ðÿä

èçâåñòíûõ óòâåðæäåíèé î êðàåâûõ çàäà÷àõ ñ íåëèíåéíîñòÿìè, óäîâëåòâîðÿþùè-

ìè óñëîâèÿì Ëàíäåñìàíà-Ëàçåðà, è îáúÿñíÿåò ðîëü ýòèõ óñëîâèé. Ïðåäëîæåí íî-

âûé òèï îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ íåëèíåéíîñòåé g(x) òàêèõ, ÷òî äëÿ ïîëåé
x−Ax−Ag(x(t)) óäàåòñÿ ïîñ÷èòàòü èõ èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè.
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1 Çàäà÷à î ïðîèçâåäåíèè âðàùåíèé

Ïóñòü áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî E ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì

E = E1 × E2 = {x : {x1, x2}, x1 ∈ E1, x2 ∈ E2}

äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ E1, E2 ⊂ E. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò x ∈ E äîïóñêàåò
ïðåäñòàâëåíèå x = x1 +x2, x1 ∈ E1, x2 ∈ E2. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå îïðåäåëÿåò ëèíåéíûå
íåïðåðûâíûå ïðîåêòîðû

P1x = x1, P2x = x2, x ∈ E, x1 ∈ E1, x2 ∈ E2

íà ïîäïðîñòðàíñòâà E1, E2; P1 + P2 = I, ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Íîðìà
‖ · ‖ â ïðîñòðàíñòâå E èíäóöèðóåò íîðìû ‖ · ‖i â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Ei, ïðåâðàùàÿ èõ â
áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü Ω1, Ω2 � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â ïðîñòðàíñòâàõ E1, E2, ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîëîæèì

Ω = Ω1 × Ω2 = {x = x1 + x2 : xi ∈ Ωi, i = 1, 2} ⊂ E.

Ãðàíèöåé ∂Ω â E îáëàñòè Ω ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

∂Ω = (∂Ω1 × Ω2)
⋃

(Ω1 × ∂Ω2).

×åðåç Ω, Ω1, Ω2 îáîçíà÷àþòñÿ çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâ Ω, Ω1, Ω2.
Ðàññìîòðèì âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð A : ∂Ω → E èëè, ÷òî òî æå, âïîëíå

íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû Ai(x1, x2) : ∂Ω → Ei, i = 1, 2. Îïåðàòîð A ïîðîæäàåò âïîëíå
íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå

Φx = x− Ax, x ∈ ∂Ω.

Íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëå Φx íåâûðîæäåíî íà ∂Ω, ò.å. x 6= Ax ïðè x ∈ ∂Ω. Â ýòîì
ñëó÷àå îïðåäåëåíî âðàùåíèå γ(Φ, Ω) âåêòîðíîãî ïîëÿ Φx íà ∂Ω. Âû÷èñëåíèå âðàùåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [1, 2, 3]) âàæíîé çàäà÷åé ïðè èçó÷åíèè óðàâíåíèÿ x = Ax. Îíî
èñïîëüçóåòñÿ ïðè èçó÷åíèè ðàçðåøèìîñòè è îöåíêå ÷èñëà ðåøåíèé, ïðè àíàëèçå áèôóð-
êàöèé è íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà, ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ ïðîöåäóð è
äð.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(1)
x1 6= A1(x1 + x2), x1 ∈ ∂Ω1, x2 ∈ Ω2,
x2 6= A2(x1 + x2), x1 ∈ Ω1, x2 ∈ ∂Ω2.

Òîãäà ïðè êàæäîì x1 ∈ Ω1 îïðåäåëåíî âðàùåíèå γ2(x1) îïðåäåëåííîãî â E2 âåêòîð-
íîãî ïîëÿ I−A2(x1+x2) íà ∂Ω2. Àíàëîãè÷íî, ïðè êàæäîì x2 ∈ Ω2 îïðåäåëåíî âðàùåíèå
γ1(x2) âåêòîðíîãî ïîëÿ I − A1(x1 + x2) íà ∂Ω1.

Íàøà îñíîâíàÿ çàäà÷à � óêàçàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âåðíû óòâåðæäåíèÿ:
- âðàùåíèå γ2(x1) ïðèíèìàåò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå γ2 ïðè âñåõ x1 ∈ Ω1;
- âðàùåíèå γ1(x2) ïðèíèìàåò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå γ1 ïðè âñåõ x2 ∈ Ω2;
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- ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(2) γ1 · γ2 = γ(Φ, ∂Ω).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâà Ω1 è Ω2 ñîãëàñîâàíû ñ îïåðàòîðîì A, åñëè âåð-
íû âñå ýòè óòâåðæäåíèÿ. Ìíîæåñòâà Ω1 è Ω2 ñîãëàñîâàíû ñ îïåðàòîðîì A, íàïðèìåð,
åñëè îïåðàòîð A1 çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííîé x1 è íå çàâèñèò îò x2 è îïåðàòîð A2

çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííîé x2 è íå çàâèñèò îò x1. Â ýòîì ñëó÷àå òðåòüå óòâåðæäåíèå
ñôîðìóëèðîâàíî â [4], ñòð. 160 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáëàñòåé Ω1 è Ω2.

Åñëè îáëàñòè Ω1 è Ω2 ñâÿçíû, òî äâà ïåðâûõ óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç îáùèõ ñâîéñòâ
âðàùåíèÿ ([5]). Ñâÿçíîñòü ìíîæåñòâà G çäåñü è íèæå ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî
êàæäóþ ïàðó òî÷åê x, y ∈ G ìîæíî ñîåäèíèòü íåïðåðûâíîé êðèâîé, öåëèêîì ëåæàùåé
â G.

Çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ A1(x1 + x2) ïðè x ∈ ∂Ω\{x1 ∈ ∂Ω1, x2 ∈ Ω2} è A2(x1 + x2)
ïðè x ∈ ∂Ω\{x1 ∈ Ω1, x2 ∈ ∂Ω2} "íå èãðàþò ðîëè"â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Åñëè äâà ïîëÿ
x−Ax è x−Bx óäîâëåòâîðÿþò (1) è A1(x1 + x2) ≡ P1B(x1 + x2) ïðè x1 ∈ ∂Ω1, x2 ∈ Ω2,
A2(x1 + x2) ≡ P2B(x1 + x2) ïðè x1 ∈ Ω1, x2 ∈ ∂Ω2, òî ýòè ïîëÿ ãîìîòîïíû íà ∂Ω.

2 Òåîðåìà î ïðîèçâåäåíèè âðàùåíèé

Îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî G â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçîâåì ñòÿãèâàå-
ìûì, åñëè ìîæíî óêàçàòü íåïðåðûâíóþ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ z ∈ G, λ ∈ [0, 1]
ôóíêöèþ Ψ(z, λ) ñî çíà÷åíèÿìè â G, äëÿ êîòîðîé

Ψ(z, 0) ≡ z, Ψ(z, 1) ≡ z∗, z ∈ G,

ãäå z∗ ∈ G � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà. Ñòÿãèâàåì êàæäûé øàð, çàìûêàíèå
êàæäîé âûïóêëîé èëè çâåçäíîé îáëàñòè. Íå ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàåìûì êîëüöî íà ïëîñêîñòè.
Ñâÿçíîñòü � íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñòÿãèâàåìîñòè.

Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü çàìûêàíèÿ Ω1 è Ω2 äâóõ îáëàñòåé Ω1 è Ω2 ñòÿãèâàåìû.
Òîãäà ýòè îáëàñòè Ω1 è Ω2 ñîãëàñîâàíû ñ îïåðàòîðîì A.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Â ñèëó ñòÿãèâàåìîñòè (è, ïîýòîìó, ñâÿçíîñòè) ìíîæåñòâ
Ω1 è Ω2 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî (2). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ôóíêöèè Ψi(xi, λ) : Ωi ×
[0, 1] → Ωi (i = 1, 2), äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Ψi(xi, 0) ≡ xi, Ψi(xi, 1) ≡ x∗i , xi ∈ Ωi, i = 1, 2,

ãäå x∗i ∈ Ωi � íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå ýëåìåíòû. Ïðîäîëæèì îïåðàòîð A ïðîèçâîëü-
íûì îáðàçîì (âïîëíå íåïðåðûâíûì) íà âñå ìíîæåñòâî Ω. Ðàññìîòðèì ïðè λ ∈ [0, 1]
ñåìåéñòâî âïîëíå íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ

Γλx = A1[x1 + Ψ2(x2, λ)] + A2[Ψ1(x1, λ) + x2], x = x1 + x2 ∈ ∂Ω.

Â ñèëó (1) ñåìåéñòâî âïîëíå íåïðåðûâíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé x − Γλx íåâûðîæäåíî íà
∂Ω. Ïîýòîìó âðàùåíèå íà ∂Ω ýòèõ ïîëåé îïðåäåëåíî è îäèíàêîâî ïðè âñåõ λ ∈ [0, 1].
Ïðè λ = 0 ïîëå x− Γλx ñîâïàäàåò ñ Φx. Ïðè λ = 1 ïîëå x− Γλx èìååò âèä

x− A1(x1 + x∗2)− A2(x
∗
1 + x2).
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Ýòî ïîëå íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðîäîëæåíèÿ îïåðàòîðà A âíóòðü îáëàñòè. Âðàùåíèå
ïîñëåäíåãî ïîëÿ íà ∂Ω ñîâïàäàåò ñ γ1 · γ2 â ñèëó óæå óïîìèíàâøåéñÿ òåîðåìû èç [4].

3 Îáîáùåíèå òåîðåìû 1

Ïóñòü òåïåðü îïåðàòîð A îïðåäåëåí íà Ω, ãäå Ω = Ω1 × Ω2 è ïóñòü ìíîæåñòâî Ω2

ñâÿçíî â E2. Ïóñòü ïðè êàæäîì x2 ∈ Ω2 âïîëíå íåïðåðûâíîå â E1 âåêòîðíîå ïîëå
x1 − A1(x) (x = x1 + x2) íåâûðîæäåíî íà ∂Ω1 è

γ1 = γ1(x1 − A1(x), ∂Ω1) 6= 0.

Îáîçíà÷èì ïðè êàæäîì x2 ∈ Ω2 ÷åðåç G(x2) ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x1 = A1(x);
î÷åâèäíî G(x2) 6= ∅ � êîìïàêò â E1 ïðè êàæäîì x2 ∈ Ω2.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðîå îïðåäåëåííîå íà ∂Ω2 âïîëíå íåïðåðûâíîå íåâûðîæ-
äåííîå ïîëå x2 −Ψ(x2) : ∂Ω2 → E2.

Ò å î ð å ì à 2. Ïóñòü çàìûêàíèÿ îáåèõ îáëàñòåé Ω1 è Ω2 ñòÿãèâàåìû. Ïóñòü
ñóùåñòâóåò âïîëíå íåïðåðûâíûé ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ îïåðàòîð F (x1, x2; λ) :
G(x2)× ∂Ω2 × [0, 1] → E2, äëÿ êîòîðîãî x2 6= F (x1, x2; λ), Ψ(x2) = F (x1, x2; 0) è A2(x) =
F (x1, x2; 1). Òîãäà

γ(x− Ax, ∂Ω) = γ1 · γ(x2 −Ψ(x2), ∂Ω2).

Åñëè òàêîé îïåðàòîð F (x1, x2; λ) ñóùåñòâóåò ïðè Ω1 × ∂Ω2 × [0, 1], òî óòâåðæäåíèå
òåîðåìû 2 ÿâëÿåòñÿ ëèøü çàïóòàííîé ïåðåôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû 1. Åñëè (â óñëîâèÿõ
òåîðåìû 2) γ(x2 − Ψ(x2), ∂Ω2) 6= 0, òî óðàâíåíèå x − Ax èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî
ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

F̃ (x1, x2; λ) =


F (x1, x2; λ), x1 ∈ G(x2), x2 ∈ ∂Ω2, λ ∈ [0, 1];
A2(x), x1 ∈ Ω1, x2 ∈ ∂Ω2, λ = 1;
Ψ(x2), x1 ∈ Ω1, x2 ∈ ∂Ω2, λ = 0.

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà çàìêíóòà, â ñèëó òåîðåìû 18.3 èç [4] ñóùåñòâóåò
ïðîäîëæåíèå îïåðàòîðà F̃ äî âïîëíå íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà (ñîõðàíèì çà ïðîäîëæå-
íèåì îáîçíà÷åíèå F̃ ), îïðåäåëåííîãî íà Ω∗ = {x1 ∈ Ω1, x2 ∈ ∂Ω2, λ ∈ [0, 1]}.

Ðàññìîòðèì ãîìîòîïèþ Φ(x, λ) = Φ1(x, λ) + Φ2(x, λ) ñ êîìïîíåíòàìè

Φ1(x, λ) = x1 − A1(x), Φ2(x, λ) = x2 − F̃ (x1, x2; λ).

Ýòà ãîìîòîïèÿ, î÷åâèäíî, íåâûðîæäåíà íà Ω∗, åå âòîðàÿ êîìïîíåíòà îïðåäåëÿåò ãî-
ìîòîïèþ ïîëåé x2 − A2(x) è x2 − Ψ(x2) íà ∂Ω2. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 ñëåäóåò èç
îáùèõ ïðèíöèïîâ òåîðèè âðàùåíèÿ, òàê êàê x − Φ(x, 1) = x − Ax, à ïîëå x − Φ(x, 0)
óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 1.
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4 Íåïðåðûâíûå âåòâè ðåøåíèé

Ïîñòðîåíèÿ ýòîãî ðàçäåëà ïðîâîäÿòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Λ×E, ãäå Λ = [a, b] � ýòî êîíå÷-
íûé îòðåçîê âåùåñòâåííîé îñè, à E � íåêîòîðîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ñïðàâåäëèâû
îáîáùåíèÿ íà áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà Λ � ýòî ïðîèçâîëüíûé ñâÿçíûé êîìïàêò.

Ïóñòü G ⊂ E � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî íà ãðàíèöå êîòîðîãî ∂G îïðåäåëåí âïîëíå
íåïðåðûâíûé îïåðàòîð A : ∂G → E, íå èìåþùèé íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ïàðå {A, G}
ñîïîñòàâèì öåëîå ÷èñëî

µ(A, G) =

{
0, åñëè int G = ∅;
γ(I − A, ∂[ int G]), åñëè int G 6= ∅.

Çäåñü γ(I − A, ∂[ int G]), êàê îáû÷íî, � âðàùåíèå âïîëíå íåïðåðûâíîãî ïîëÿ I − A íà
ãðàíèöå îáëàñòè int G. Åñëè G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, òî µ(A, G) = γ(I − A, ∂G).

Ïóñòü ïðè êàæäîì λ ∈ Λ îïðåäåëåíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Ωλ ∈ E, ïðè÷åì âñå
ìíîæåñòâà Ωλ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû: Ωλ ∈ B, ãäå B ∈ E � íåêîòîðûé øàð.

Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå Λ× E îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî

Ω = {{λ, x} : λ ∈ Λ, x ∈ Ωλ}.

Ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ìíîæåñòâåííîçíà÷íîé ôóíêöèè λ 7→ Ωλ.
Ïóñòü íà ∂Ω ⊂ Λ× E çàäàí âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð A(λ, x) : Λ× E → E.

Ò å î ð å ì à 3. Ïóñòü A(λ, x) 6= x ïðè {λ, x} ∈ ∂Ω. Òîãäà õàðàêòåðèñòèêà
µ(A, Ωλ) íå çàâèñèò îò λ ∈ Λ.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íèêàêàÿ "íåïðåðûâíîñòü"ôóíêöèè λ 7→ Ωλ â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3
íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Óñëîâèå A(λ, x) 6= x íà ∂Ω (ãðàíèöà áåðåòñÿ â Λ×E) ñèëüíåå óñëîâèÿ
x 6= A(λ, x) íà ∂Ωλ ïðè êàæäîì λ (ãðàíèöà áåðåòñÿ â E).

Ïóñòü îïåðàòîð A(λ, x) îïðåäåëåí íà âñåì Ω (à íå òîëüêî íà ∂Ω). Ïóñòü A(λ, x) 6= x
íà ∂Ω, òîãäà îïðåäåëåíà õàðàêòåðèñòèêà µ = µ(A, Ωλ); â ñèëó òåîðåìû 3 îíà íå çàâèñèò
îò λ. Ïóñòü µ 6= 0. Òîãäà ïðè êàæäîì λ ∈ Λ íåïóñòî ìíîæåñòâî G(λ) ⊂ int Ωλ íóëåé
ïîëÿ x− A(λ, x).

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî V ⊂ Λ × E íàçûâàåòñÿ ([4]) íåïðåðûâíîé âåòâüþ ïî λ
(ñîåäèíÿþùåé ìíîæåñòâà {a, Ωa} è {b, Ωb}), åñëè íåïóñòî ïåðåñå÷åíèå V ñ ãðàíèöåé
ëþáîé îáëàñòè â Λ× E, ñîäåðæàùåé {a, Ωa} è íå ïåðåñåêàþùåé {b, Ωb}.

Ò å î ð å ì à 4. Ìíîæåñòâî {{λ, x} : λ ∈ Λ, x ∈ G(λ)} îáðàçóåò íåïðåðûâíóþ
âåòâü.

5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 3 è 4

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå λ0 ∈ Λ.

Ë å ì ì à 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 cóùåñòâóåò ε = ε(λ0) > 0 òàêîå, ÷òî ïðè
|λ− λ0| < ε, λ ∈ Λ õàðàêòåðèñòèêà µ(A, Ωλ) îäèíàêîâà.

Òåîðåìà 3 ñëåäóåò èç ëåììû 1 â ñèëó êîìïàêòíîñòè îòðåçêà: ïîêðîåì Λ îêðåñòíî-
ñòÿìè ðàäèóñà ε(λ0), âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, íà âñåõ îêðåñòíîñòÿõ âðàùåíèå
îäèíàêîâî. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî âîîáùå íå çàâèñèò îò λ.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Ïðîäîëæèì îïåðàòîð A(λ, x) ñ ãðàíèöû ∂Ω âíóòðü íà âñå
Ω; ñîõðàíèì çà ïðîäîëæåíèåì îáîçíà÷åíèå A(λ, x).

Äîïóñòèì, ÷òî ó îïåðàòîðà A(λ0, x) íåò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà Ωλ0 (G(λ0) = ∅).
Òîãäà ïðè íåêîòîðîì ε > 0

x 6= A(λ, x), |λ− λ0| < ε, λ ∈ Λ, x ∈ Ωλ.

Â ïðåäïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λn → λ0 è xn ∈ Ωλn òàêèå,
÷òî ‖xn−A(λn, xn)‖ → 0. Ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A(λn, xn) áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ. Ïîýòîìó xn ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó x∗ è A(λ0, x

∗) = x∗.
Óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ î÷åâèäíî: µ(A, Ωλ) ≡ 0 â ñîîòâåòñòâóþùåé

îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0.
Ïóñòü òåïåðü G(λ0) 6= ∅. Òàê êàê A(λ, x) 6= x íà ∂Ω, òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

G(λ0) ⊂ int Ωλ0 . Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòüGδ(λ0) êîìïàêòàG(λ0). Ïî ïðåäïî-
ëîæåíèþ ïðè ìàëûõ δ > 0 Gδ(λ0) íàõîäèòñÿ íà ïîëîæèòåëüíîì ðàññòîÿíèè îò ∂Ω, ñïðà-
âåäëèâî âêëþ÷åíèå Gδ(λ0) ⊂ int Ωλ0 . Íà ìíîæåñòâå int Ωλ0\Gδ(λ0) îïåðàòîð A(λ0, x) íå
èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ïîýòîìó ïðè λ áëèçêèõ ê λ0

A(λ, x) 6= x, x ∈ int Ωλ\Gδ(λ0).

Íî ïðè λ áëèçêèõ ê λ0 è äîñòàòî÷íî ìàëîì δ îêðåñòíîñòü Gδ(λ0) ëåæèò âíóòðè int Ωλ.
Ïî ïîñòðîåíèþ A(λ, x) 6= x, x ∈ ∂Gδ(λ0). Ïîýòîìó

µ(A, Ωλ) = γ(x− A(λ, x), ∂Gδ(λ0)).

Âñå ïîëÿ x− A(λ, x) èìåþò íà ∂Gδ(λ0) îäèíàêîâîå âðàùåíèå: îíè ãîìîòîïíû, èõ ãîìî-
òîïèÿ çàäàíà ïîëÿìè x− A(λ, x).

Òåîðåìà 4 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 3. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îá-
ëàñòü Π, ñîäåðæàùóþ {a, Ωa} è íå ïåðåñåêàþùóþñÿ ñ {b, Ωb}. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâåí-
íîçíà÷íûé îïåðàòîð λ 7→ Ωλ ∩ Π è ïðèìåíèì ê íåìó òåîðåìó 3. Ïóñòü {{λ, x} : λ ∈
Λ, x ∈ G(λ) ∩ ∂Π} = ∅. Ïðè λ = a õàðàêòåðèñòèêà µ(A, Ωλ ∩ Π) íåíóëåâàÿ, à ïðè
λ = b ìíîæåñòâî Ωλ∩Π ïóñòî è µ(A, Ωλ∩Π) = 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
òåîðåìó 4.

6 Ïðèìåð

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2 óäîáíî èññëåäîâàòü âûðîæäåííûå â ãëàâíûõ ïðèáëèæåíèÿõ óðàâ-
íåíèÿ. Ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ

(3) x′′ = sin
√
|x|+ b(t).

Èññëåäîâàíèå ýòîé çàäà÷è íà áåñêîíå÷íîñòè çàòðóäíÿåòñÿ âûðîæäåííîñòüþ ëèíåéíîé
÷àñòè x′′ è íåâûïîëíåíèåì óñëîâèé òèïà Ëàíäåñìàíà-Ëàçåðà äëÿ íåëèíåéíîñòè sin

√
|x|.

Ò å î ð å ì à 5. Ïóñòü

|b| =
∣∣∣∣ 1

2π

∫ 2π

0

b(t) dt

∣∣∣∣ < 1.
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Òîãäà çàäà÷à (3) èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L2 = L2([0, 2π], R1). Ýòî ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâèì â âèäå
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ îäíîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà E2 ôóíêöèé êîíñòàíò è åãî îð-
òîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ E1. Çàäà÷à î 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ (3) ýêâèâàëåíòíà
óðàâíåíèþ

(4) x = Γ
(
x− sin

√
|x| − b(t)

)
.

Çäåñü

(5) Γu(t) =
1

2π

∫ 2π

0

u(t) dt +
1

π

∞∑
k=1

1

k2 + 1

∫ 2π

0

cos k(t− s)u(s) ds

� ëèíåéíûé îïåðàòîð, ñòàâÿùèé â ñîîòâåñòâèå ñóæåíèþ íà îòðåçîê [0, 1] êàæäîé 2π-
ïåðèîäè÷åñêîé ñóììèðóåìîé ôóíêöèè u(t) ñóæåíèå íà ýòîò æå îòðåçîê åäèíñòâåííîãî
2π-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ −x′′ + x = u(t). Ýòîò îïåðàòîð äåéñòâóåò èç L2

â C è âïîëíå íåïðåðûâåí.
Ïóñòü Pi � îðòîïðîåêòîðû íà Ei;

P2x =
1

2π

∫ 2π

0

x(t) dt, P1x = x− P2x.

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà ΓP2 = P2Γ = P2 è ΓP1 = P1Γ; P2b(t) = b.
Óðàâíåíèå (4) â ïðîåêöèÿõ íà ïîäïðîñòðàíñòâà Ei ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

(6)

{
P2x = P2x− P2(sin

√
|x|)− b,

P1x = ΓP1x− ΓP1(sin
√
|x|+ b(t)).

Ðàññìîòðèì â L2 öèëèíäð Ωn = Ω1 × Ωn
2 , ãäå Ω1 � øàð â E1 íåêîòîðîãî áîëüùîãî

ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, à Ωn
2 � îòðåçîê[

(2nπ +
π

2
)2, (2nπ +

3π

2
)2

]
.

Òàê êàê êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû (6) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖P1x‖C < r = 1 + ‖Γ‖L2→C · ‖(I − ΓP1)
−1‖E1→E1 · ‖1 + |b(t)| ‖L2 ,

òî íà ∂Ω1 ïîëå P1x− ΓP1x + ΓP1(sin
√
|x|+ b(t)) íåâûðîæäåíî.

Äëÿ ìàëîãî ëþáîãî ε > 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n, è ‖h(t)‖C ≤ r
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

−ε +
π

2
+ 2nπ <

√
|(2nπ +

π

2
)2 + h(t)| < 2nπ +

π

2
+ ε

è

−ε +
3π

2
+ 2nπ <

√
|(2nπ +

3π

2
)2 + h(t)| < 2nπ +

3π

2
+ ε,
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ïîýòîìó èç |b| < 1 ñëåäóþò ïðè b < cos ε íåðàâåíñòâà∫ 2π

0

sin

√
|(2nπ +

π

2
)2 + h(t)| dt + b > 0,

∫ 2π

0

sin

√
|(2nπ +

3π

2
)2 + h(t)| dt + b < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, îäíîìåðíîå ïîëå P2 sin
√
|x|+ b íà ∂Ωn

2 ïðè P1x, óäîâëåòâîðÿþùèõ (6),
ãîìîòîïíî ïîëþ "+1 â ëåâîì êîíöå,−1 â ïðàâîì èìåþùåì âðàùåíèå−1. Â ñèëó òåîðåìû
2 ïðè âñåõ áîëüøèõ íàòóðàëüíûõ n â öèëèíäðå Ωn åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíî 2π-
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3).

7 Îá àáñòðàêòíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèÿõ, ãëàâíàÿ

ëèíåéíàÿ ÷àñòü êîòîðûõ âûðîæäåíà íà áåñêîíå÷íî-

ñòè

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäëàãàþòñÿ îáîáùåíèÿ òåîðåì òèïà Ëàíäåñìàíà-Ëàçåðà äëÿ óðàâíå-
íèé â àáñòðàêòíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, îíè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê ñëåäñòâèÿ
òåîðåìû 1.

Ïóñòü â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E çàäàíî âïîëíå íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå Φx.
Ïóñòü ýòî ïîëå àñèìïòîòè÷åñêè ëèíåéíî è ïðåäñòàâèìî â âèäå Φx = x−Ax−Bx, ãäå A
� ëèíåéíûé âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, à B � íåëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé (è òàêæå
âïîëíå íåïðåðûâíûé). Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü èíäåêñ indΦ íà áåñêîíå÷íîñòè (ñì. [4])
ïîëÿ Φx.

Åñëè 1 � ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà äëÿ îïåðàòîðà A, òî indΦ = (−1)β, ãäå β � ñóììà
êðàòíîñòåé âñåõ âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A, áîëüøèõ 1.

Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 1 � ýòî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A è ÷òî åìó
îòâå÷àåò êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E1 = Ker(I − A), ñîñòîÿùåå èç ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ îïåðàòîðà A (ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ íåò), òî åñòü E1 = {e ∈ E : e = Ae}.
×åðåç E2 îáîçíà÷åíî èíâàðèàíòíîå äëÿ îïåðàòîðà A äîïîëíåíèå E1 äî E, ÷åðåç P1 è P2

îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîåêòîðû.
Ïóñòü îïåðàòîð B òàêæå èìååò ãëàâíóþ ÷àñòü � ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûé ñ ïîêà-

çàòåëåì îäíîðîäíîñòè 0 îïåðàòîð L:

Lλx = Lx, λ > 0, x ∈ E;

ïðè÷åì Cx = Bx−Lx óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ ìàëîñòè "íà áåñêîíå÷íîñòè":
ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì c

(7) lim
R→+∞

sup
e1∈E1, ‖e1‖=1, h∈E, ‖h‖<c

‖P1C(Re1 + h)‖ = 0.

Íàçîâåì òàêîé îïåðàòîð B àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíûì (îòíîñèòåëüíî E1).
Îñíîâíûì ïðèìåðîì àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíîãî îïåðàòîðà B ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð

Ãàììåðøòåéíà Bx = A f(t, x). Ïóñòü A � ëèíåéíûé âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â
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L2 = L2(G, IR1), à íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ t ∈ G, x ∈ IR1 ñêàëÿð-
íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f(t, x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ëàíäåñìàíà-Ëàçåðà

lim
R→+∞

f(t, R) = f+(t), lim
R→−∞

f(t, R) = f−(t).

Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé E1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(8) mes {t ∈ G : e(t) = 0} = 0, e(t) ∈ E1, e(t) 6≡ 0,

òî îïåðàòîð Ãàììåðøòåéíà Bx àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäåí. Ïðè ýòîì Lx = Al(t, x), ãäå
l(t, x) = f+(t) ïðè x > 0, l(t, x) = f−(t) ïðè x < 0 è l(t, 0) = f(t, 0). Ýòîò ôàêò (èëè
åãî ïåðåôîðìóëèðîâêè) èñïîëüçîâàëñÿ â áîëüøèíñòâå ðàáîò ïî óðàâíåíèÿì ñ íåëèíåé-
íîñòÿìè òèïà Ëàíäåñìàíà-Ëàçåðà.

Â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ áóäóò ïðèâåäåíû íîâûå ïðèìåðû àñèìïòîòè÷åñêè îäíî-
ðîäíûõ îïåðàòîðîâ òèïà Ãàììåðøòåéíà, âîçíèêàþùèõ â íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷àõ.

Âåðíåìñÿ ê èçó÷åíèþ ïîëÿ Φx.

Ò å î ð å ì à 6. Ïóñòü êîíå÷íîìåðíîå íåïðåðûâíîå ïîëå P1Le1, îïðåäåëåííîå íà
ñôåðå U = {e1 ∈ E1, ‖e1‖ = 1}, íåâûðîæäåíî, à îïåðàòîð Lx íåïðåðûâåí ïðè x ∈ U ⊂ E.
Òîãäà îïðåäåëåí indΦ è

indΦ = (−1)βγ(P1L, U).

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì îáîáùåíèåì îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà èç [6]. Îíà
ïî ëîãèêå áëèçêà ê òåîðåìàì î âû÷èñëåíèè èíäåêñà îñîáîé òî÷êè ïî ñëåäóþùåìó çà
ëèíåéíûì íåâûðîæäåííîìó ïðèáëèæåíèþ. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (8) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì
íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà l(t, x(t)) íà ñôåðå U â ïðîñòðàíñòâå L2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óêàæåì öèëèíäð â ïðîñòðàíñòâå E, âíå êîòîðîãî çàâåäîìî íåò
îñîáûõ òî÷åê âåêòîðíîãî ïîëÿ Φx, è äëÿ âû÷èñëåíèÿ âðàùåíèÿ íà ãðàíèöå êîòîðîãî
ïðèìåíèìà òåîðåìà 1. Ýòîò öèëèíäð ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ øàðîâ Bi, ñ öåíòðà-
ìè â íà÷àëå êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà Ei. Ðàäèóñû øàðîâ âûáèðàþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíà÷àëå âûáèðàåòñÿ òàêîé øàð B2 = {‖x2‖ ≤ c} ⊂ E2 â ïðîñòðàí-
ñòâå E2, âíå êîòîðîãî ó óðàâíåíèÿ P2x = AP2x + P2B(x1 + x2) íåò ðåøåíèé ïðè ëþáîì
x1 ∈ E1. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ÷èñëà c ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà B, è
ñòðóêòóðû ñïåêòðà âïîëíå íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A. Äàëåå, âûáèðàåòñÿ
òàêîå ÷èñëî ε > 0, ÷òîáû ‖P1Le1‖ > ε (e1 6≡ 0). Ïî ÷èñëàì c è ε âûáèðàåòñÿ òàêîå R0,
÷òîáû ïðè âñåõ h (‖h‖ ≤ c), e1 ∈ U è R ≥ R0 áûëè âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

‖P1C(Re1 + h)‖ <
ε

3

(â ñèëó óñëîâèÿ (7)) è

‖P1L(Re1 + h)− P1Le1‖ ≡ ‖P1L(e1 +
h

R
)− P1Le1‖ ≤

ε

3

(â ñèëó êîìïàêòíîñòè ñôåðû U). Òîãäà íà öèëèíäðå B2 × B1 (B1 = {‖x1‖ ≤ R} ⊂ E1)
âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è

γ(Φx, ∂(B2 ×B1)) = γ(P1Φ, ∂B1) γ(P2Φ, ∂B2).

Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâ γ(P2Φ, ∂B2) = (−1)β, P1Φx = P1Bx è γ(P1Φ, ∂B1) = γ(P1L, U)
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 6.
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8 Ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû 6.

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû äâà ïðèìåðà ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû 6 ê òåîðåìàì ñóùåñòâîâà-
íèÿ. Ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû òàêæå òåîðåìû îá àñèìïòîòè÷åñêèõ òî÷êàõ áèôóð-
êàöèè äëÿ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì, âûòåêàþùèå èç òåîðåìû 6 è ïðèíöèïà ñìåíû èíäåêñà
(ñì. [4]).

Ðàññìîòðèì 2π-ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ

(9) x′′ + x = g(x) + f(x) + b(t), b(t) ≡ b(2π + t).

Ïóñòü íåëèíåéíîñòü g(x) � ýòî îãðàíè÷åííàÿ ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, à (òàêæå îãðàíè÷åííàÿ)
íåëèíåéíîñòü f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ëàíäåñìàíà-Ëàçåðà

(10) lim
R→+∞

f(R) = f+, lim
R→−∞

f(R) = f−.

Ïóñòü g(x) óäîâëåòâîðÿåò �íà áåñêîíå÷íîñòè� ñëåäóþùåìó óñëîâèþ Ëèïøèöà

(11) |g(x)− g(y)| ≤ d(r)|x− y|, x, y > r > 0,

ïðè÷åì

(12) lim
r→∞

d(r) = 0.

Ïðèìåðàìè îãðàíè÷åííûõ íåëèíåéíîñòåé g(x), óäîâëåòâîðÿþùèõ (11), (12) è íå çàòó-
õàþùèõ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ôóíêöèè sin |x|α, 0 < α < 1.
Åñëè ôóíêöèÿ g(x) ãëàäêàÿ ïðè áîëüøèõ x, òî óñëîâèÿ (11), (12) ýêâèâàëåíòíû g′(x) →
0, x →∞.

Ë å ì ì à 2. Ïóñòü P1 � ýòî îðòîïðîåêòîð â L2(0, 2π) íà äâóìåðíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî E1 ôóíêöèé âèäà a sin(t + ϕ). Òîãäà îïåðàòîð Cx = g(x(t)) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (7).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Ñíà÷àëà îòìåòèì "ïî÷òè òðèâèàëüíîå"òîæäåñòâî

(13)

∫ 2π

0

sin(t + ϕ1) g(R sin(t + ϕ2)) dt = 0,

ñïðàâåäëèâîå ïðè âñåõ r, ϕ1 è ϕ2. Ýòî òîæäåñòâî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà∫ π

0

sin(t + ϕ1) g(R sin(t + ϕ2)) dt = −
∫ 2π

π

sin(t + ϕ1) g(R sin(t + ϕ2)) dt.

Ïóñòü ‖h(t)‖L2 ≤ c, |g(x)| ≤ c1. Ðàâåíñòâî (7) ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé∣∣∣∣∫ 2π

0

sin(t + ϕ1) g(R sin(t + ϕ2) + h(t)) dt

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∫ 2π

0

sin(t + ϕ1) [g(R sin(t + ϕ2) + h(t))− g(R sin(t + ϕ2))] dt

∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣∣
∫
{|h(t)|>

√
R}

+

∫
{|h(t)|≤

√
R, | sin(t+ϕ2)|≤ 2√

R
}
+

∫
{|h(t)|≤

√
R, | sin(t+ϕ2)|> 2√

R
}

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 2c1

c2

R
+ 2c1 mes {t : | sin(t + ϕ2)| ≤

2√
R
}+

+

∫
{|h(t)|≤

√
R, | sin(t+ϕ2)|> 2√

R
}
|g(R sin(t + ϕ2) + h(t))− g(R sin(t + ϕ2))| dt ≤

≤ c1
c2

R
+ O(

1√
R

) + 2π d(
√

R) → 0.

Ëåììà 2 ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü ðàçëè÷íûå óòâåðæäåíèÿ î 2π-ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷å
äëÿ óðàâíåíèÿ (9). Äëÿ ýòîãî íàäî ïåðåéòè îò ýòîé çàäà÷è ê îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ
x = Γ(2x − f(x) − g(x) − b(t)) (ãäå Γ � ýòî îïåðàòîð (5)) è ïðèìåíèòü òåîðåìó 6 äëÿ
âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà íà áåñêîíå÷íîñòè ïîëÿ x− Γ(2x− f(x)− g(x)− b(t)). Âû÷èñëåíèå
âðàùåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî äâóìåðíîãî ïîëÿ ïðîâåäåíî â [6].

Ïðèâåäåì îäèí êîíêðåòíûé ïðèìåð (äëÿ ñëó÷àÿ g(t) ≡ 0 ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåð-
æäåíèå áûëî ïðèâåäåíî â [7]).

Ò å î ð å ì à 7. Ïóñòü f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (10), à ÷åòíàÿ îãðàíè÷åííàÿ
ôóíêöèÿ g(x) � óñëîâèÿì (11), (12), ïðè÷åì

|
∫ 2π

0

b(t) eit dt| < 2|f+ − f−|.

Òîãäà óðàâíåíèå (9) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâóõòî÷å÷íóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

(14) x′′ + 4x = g(x) + f(x) + b(t), x(0) = x(π) = 0.

Ò å î ð å ì à 8. Ïóñòü f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (10), à ÷åòíàÿ îãðàíè÷åííàÿ
ôóíêöèÿ g(x) � óñëîâèÿì (11), (12), ïðè÷åì

(15)

∣∣∣∣∫ π

0

b(t) sin 2t dt

∣∣∣∣ < |f+ − f−|.

Òîãäà çàäà÷à (14) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8 äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî (7) äëÿ îïåðàòîðà
Cx = g(x(t)) è îðòîïðîåêòîðà P1 íà îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E1 ôóíêöèé âèäà
a sin 2t, t ∈ [0, π] è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 6. Ðàâåíñòâî (7) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî
ëåììå 2, îíî ñëåäóåò èç òîæäåñòâà

(16)

∫ π

0

sin 2t g(R sin 2t) dt = 0,

àíàëîãè÷íîãî (13), â ñèëó óñëîâèé (11) è (12).
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Ïðè ïðèìåíåíèè òåîðåìû 6 íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü íåðàâåíñòâî γ(P1L, U) 6= 0. Â

ñëó÷àå îäíîìåðíîãî E1 ñôåðà U ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê ±e1, ãäå e1 =
√

2
π

sin 2t, è

P1L(±e1) =

[√
2

π

∫ π

0

b(t) sin 2t dt± (f+ − f−)

]
e1.

Ïîýòîìó óñëîâèå (15) ãàðàíòèðóåò íåðàâåíñòâî γ(P1L, U) 6= 0.
Âìåñòî (14) ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó

x′′ + n2x = g(x) + f(x) + b(t), x(0) = x(π) = 0.

ñ ÷åòíûìè íàòóðàëüíûìè n 6= 2. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àé íå÷åòíîãî n è ïðàâîé ÷àñòè âèäà
"÷åòíàÿ + íåëèíåéíîñòü Ëàíäåñìàíà-Ëàçåðà"íå óäàåòñÿ: ïðè íå÷åòíûõ n íåò àíàëîãà
òîæäåñòâà (16). Òåîðåìà 8 äëÿ ñëó÷àÿ g(x) ≡ 0 èçâåñòíà äàâíî (ñì., íàïðèìåð, [8]).
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