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1. Ïðåäëàãàåòñÿ îáùèé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà â ñè-

ñòåìàõ óïðàâëåíèÿ, âêëþ÷àþùèõ ëèíåéíîå çâåíî è íåëèíåéíîå çâåíî ñ ãèñòå-

ðåçèñîì. Èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíîå ñâîéñòâî íåëèíåéíûõ çâåíüåâ, êîòîðûì

îáëàäàþò âàæíûå êëàññû ãèñòåðåçèñíûõ íåëèíåéíîñòåé. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ âûíóæäåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé è (äëÿ ñèñòåì ñ ïà-

ðàìåòðîì) óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà íà áåñêîíå÷íîñòè.

Â íà÷àëå 70õ ãîäîâ áûëè ïîëó÷åíû ïåðâûå ðåçóëüòàòû (E.N.Landesman

è A.C.Lazer [1]) î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé, âûðîæäåííûõ íà áåñêîíå÷íîñòè

â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ôîðìóëèðîâàëèñü â òåð-

ìèíàõ ïîâåäåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè îãðàíè÷åíûõ íåëèíåéíîñòåé. Ýòà îáëàñòü

íåëèíåéíîãî àíàëèçà ðàçâèâàëàñü òðóäàìè ìíîãèõ ó÷åíûõ (ñì., íàïðèìåð, S.

Fu�cik [2], J. Mawhin è M. Willem [3]). Â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàëèñü óðàâíå-

íèÿ ñ îïåðàòîðîì ñóïåðïîçèöèè x(t) 7→ f(t, x(t)), ïîðîæäåííûì ôóíêöèåé f ,

óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì Ëàíäåñìàíà-Ëàçåðà

lim
x→+∞

f(t, x) = f+(t), lim
x→−∞

f(t, x) = f−(t).

Äëÿ òàêèõ íåëèíåéíîñòåé âûïîëåíî ñëåäóþùåå îñíîâíîå ñâîéñòâî:

lim
R→∞

sup
‖h(t)‖E1

≤c

‖f [t, Re(t) + h(t)]− F (t)‖E2
= 0. (1)
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Ýòî ñâîéñòâî (ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ôóíêöèé e(t) è F (t) = F (t; e) è ïðî-

ñòðàíñòâE1 èE2) èãðàåò îñíîâíóþ ðîëü ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðàçëè÷íûõ óòâåð-

æäåíèé äëÿ óðàâíåíèé ñ íåëèíåéíîñòüþ f(t, x) è ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü òîïî-

ëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé (èíäåêñ íà

áåñêîíå÷íîñòè). Ýòè õàðàêòåðèñòèêè îïðåäåëÿþò âàæíûå ñâîéñòâà èçó÷àå-

ìûõ ñèñòåì.

Ôóíêöèè e(t) â ôîðìóëå (1) îïðåäåëÿþòñÿ ãëàâíîé ëèíåéíîé ÷àñòüþ èçó÷à-

åìûõ óðàâíåíèé. Â ïðèëîæåíèÿõ ê çàäà÷å î T -ïåðèîäè÷åñêèõ âûíóæäåííûõ

êîëåáàíèÿõ ðàâåíñòâî (1) âàæíî ïðè e(t) = const è e(t) = sin(kωt+ϕ). Çäåñü

è äàëåå k � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ω = 2πT−1 � âåäóùàÿ ÷àñòîòà.

Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé e(t) áóäóò ñôîðìóëèðîâàííû ñîîòâåòñâóþùèå òåîðåìû.

Ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû è äðóãèå ôóíêöèè e(t), íåîáõîäèìà ëèøü ñïðàâåäëè-

âîñòü óñëîâèé òèïà mes{t : e(t) = 0} = 0 èëè mes{t : ė(t) = 0} = 0. Àíàëîãè

(1) âåðíû äëÿ ðàçëè÷íûõ ãèñòåðåçèñíûõ ìîäåëåé (îáùàÿ òåîðèÿ ïîñòðîåíà â

[4]). Ïåðâûå ðåçóëüòàòû î âûíóæäåííûõ T -ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ñ ãè-

ñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè òèïà Ëàíäåñìàíà-Ëàçåðà áûëè ïðèâåäåíû â

[5]. Ðàññìîòðåííûå òàì ãèñòåðîíû ñ íàñûùåíèåì óäîâëåòâîðÿþò åñòåñòâåí-

íîìó àíàëîãó (1) (ñì. ðàçäåë 2 íàñòîÿùåé ñòàòüè).

Íèæå èçó÷àþòñÿ ðåçîíàíñíûå çàäà÷è î âûíóæäåííûõ T -ïåðèîäè÷åñêèõ

êîëåáàíèÿõ â ñèñòåìàõ, äèíàìèêà êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì L(p)x =

M(p)G(x) + b(t), p = d/dt ñ íåëèíåéíîñòüþ G (îíà ìîæåò áûòü ãèñòåðå-

çèñíîãî èëè ôóíêöèîíàëüíîãî òèïà, âêëþ÷àòü çàïàçäûâàíèÿ è ïðîèçâîäíûå)

óäîâëåòâîðÿþùåé àíàëîãó (1). Îáû÷íûìè ìåòîäàìè (ñì., íàïðèìåð, [2, 6])

óäàåòñÿ âû÷èñëèòü èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðíûõ ïî-

ëåé; ýòî ïðèâîäèò ê òåîðåìàì î ñóùåñòâîâàíèè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé è î

íåëèíåéíîì ðåçîíàíñå.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü ñòàòüè ñîñòîèò â îïèñàíèè êîíêðåòíûõ êëàññîâ ìîäåëåé

ãèñòåðåçèñà, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâàì òèïà (1). Îïèñàíû ãèñòåðîíû ñ

íàñûùåíèåì, ðàññìîòðåíà ãèñòåðåçèñíàÿ ìîäåëü ñóõîãî òðåíèÿ, ïðåäëîæåí-
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íàÿ Ï.-À. Áëèìàíîì è Ì. Ñîðèíîì [8]. Äàëåå, ðàññìîòðåíû îáûêíîâåííûé

óïîð, íåèäåàëüíîå ðåëå è ìîäåëè Ïðåéñàõà. Äëÿ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñ òàêèìè

íåëèíåéíîñòÿìè âîçìîæíî ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ î âûíóæäåííûõ êîëåáàíè-

ÿõ. Ñòàòüÿ çàâåðøàåòñÿ òåîðåìàìè ñóùåñòâîâàíèÿ è òåîðåìàìè î íåëèíåéíîì

ðåçîíàíñå äëÿ ñèñòåì ñ ñóõèì òðåíèåì è ñèñòåì ñ óïîðîì.

Â (1) â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâ E1 è E2 èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðîñòðàí-

ñòâà ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà [0, T ] (íàïðèìåð, Lp, Ck, W k,p). Âûáîð êîí-

êðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ãè-

ñòåðåçèñà. Ýêâèâàëåíòíûå îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ îáû÷íî èìåþò äâå êîìïî-

íåíòû: óðàâíåíèå çàìêíóòîñòè ñèñòåìû è óðàâíåíèå ïåðèîäè÷íîñòè ñîñòîÿ-

íèÿ ãèñòåðåçèñà (ïî ïîâîäó ýêâèâàëåíòíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé ñì. [7]).

2. Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåé ãèñòåðåçèñíîé íåëèíåéíîñòè � ãèñòåðîíà. Ðàñ-

ñìîòðèì íà ïëîñêîñòè {x, g} ãðàôèêè äâóõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé H1(x)

è H2(x) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî H1(x) < H2(x) (x ∈ R). Ïóñòü ìíîæåñòâî

Ω = {{x, g} : x ∈ R, H1(x) ≤ g ≤ H2(x)} ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîí-

òèíóàëüíîãî ñåìåéñòâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãðàôèêîâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

gα(x), ãäå α � íåêîòîðûé ïàðàìåòð. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ gα(x) ïðåäïîëàãàåòñÿ

îïðåäåëåííîé íà ñâîåì èíòåðâàëå [η1
α,η

2
α] (η1

α < η2
α äëÿ êàæäîãî α), ïðè÷åì

gα(η1
α) = H1(η

1
α), gα(η2

α) = H2(η
2
α). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîíöû ãðàôèêîâ ôóíê-

öèé gα(x) ëåæàò íà ãðàôèêàõ ôóíêöèé H1(x) è H2(x).

Âûõîä H(g0)x(t) (t ≥ 0) (îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ è ñîñòîÿíèåì ãèñòåðîíà â

ìîìåíò âðåìåíè t) îïðåäåëåí äëÿ ìîíîòîííûõ ïðè t ≥ t0 âõîäàõ ôîðìóëîé

H(g0)u(t) =


gα(u(t)), åñëè η1

α ≤ u(t) ≤ η2
α,

H1(u(t)), åñëè u(t) ≤ η1
α,

H2(u(t)), åñëè η2
α ≤ u(t).

Çíà÷åíèå α âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî g0 = gα(u(t0)). Äëÿ êóñî÷íî ìîíîòîííûõ

âõîäîâ âûõîä êîíñòðóèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëóãðóïïîâîãî òîæäåñòâà. Êóñî÷íî

ìîíîòîííûå âõîäû ïëîòíû â C0, îïåðàòîð H(g0)u(t) ïðîäîëæàåòñÿ íà âñå C0

ïî íåïðåðûâíîñòè. Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè ýòîé ïðîöåäóðû ñì. â [4].
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Ãèñòåðîí H(g0)u(t) îïðåäåëåí äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî âõîäà è äëÿ ëþáîãî

äîïóñòèìîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ g0 ∈ [H1(x(t0)), H2(x(t0))]; îí íåïðåðûâåí

êàê îïåðàòîð èç R× C0 â C0.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

u∗(t) = u∗(t, ϕ, k) =

{
sin(kωt + ϕ), k ≥ 1,
1, k = 0,

uR(t) = uR(t, ϕ, h, k) = Ru∗(t, ϕ, k) + h(t),
d1(R) = H1(uR(0, ϕ, h)), d2(R) = H2(uR(0, ϕ, h)).

Tå î ð åì à 1. Ïóñòü ôóíêöèè H1(x) è H2(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

íàñûùåíèÿ

lim
x→±∞

H1(x) = lim
x→±∞

H2(x) = g± (2)

äëÿ íåêîòîðûõ âåùåñòâåííûõ g+ è g−. Òîãäà

lim
R→∞

sup
‖h(t)‖L1≤c, g0∈[d1(R),d2(R)]

‖H(g0)uR(t)− f(t)‖L1 = 0 (3)

ãäå

f(t) =
g+ + g−

2
+

g+ − g−
2

sgn u∗(t, ϕ, k).

Ñóïðåìóì ïî íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ g0 â (3) áåðåòñÿ ïî âñåì äîïóñòèìûì

äëÿ âõîäà Ru∗(t, ϕ, k) + h(t) íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèÿì g0 ∈ [d1, d2]. Äîêàçà-

òåëüñòâî òåîðåìû 1 áëèçêî ê äîêàçàòåëüñòâó àíàëîãè÷íûõ óòâåðæäåíèé äëÿ

ôóíêöèîíàëüíûõ íåëèíåéíîñòåé (ñì. [2, 6]).

3. Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ãèñòåðåçèñíàÿ ìîäåëü ñóõîãî òðåíèÿ

(ñì. [8]). Â ýòîé ìîäåëè ñîñòîÿíèå x ãèñòåðåçèñíîé íåëèíåéíîñòè � ýòî n-

ìåðíûé âåêòîð, âõîä è âûõîä � ñêàëÿðû.

Ðàññìîòðèì óñòîé÷èâóþ êâàäðàòíóþ n × n ìàòðèöó Ã è äâà n-ìåðíûõ

âåêòîðà b è c. ×åðåç (·, ·) îáîçíà÷åíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn.

Ïóñòü äàíû àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé ñêàëÿðíîçíà÷íûé âõîä u(t), t ≥ 0

è íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x0 ∈ Rn. Âûõîä F(x0)u(t) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùè-

ìè ôîðìóëàìè. Ïóñòü x(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ = Ãx(t)|u̇(t)| + u̇(t) b,

óäîâëåòâîðÿþùåå x(0) = x0. Òîãäà F(x0)u(t) = (c,x(t)).
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Tå î ð åì à 2. Ïðè k ≥ 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

lim
R→∞

sup
‖x0‖,‖h(t)‖

W1,1
≤c

‖F(x0)(Ru∗(t) + h(t)) + (c, Ã−1b) sgn u̇∗(t)‖L1 = 0.

4. Ãèñòåðîí (ñì. ðàçäåë 2) íàçûâàåòñÿ îáûêíîâåííûì óïîðîì, åñëè

H1(x) ≡ −1, H2(x) ≡ 1; gα = x− α, α− 1 ≤ x ≤ α + 1, α ∈ R.

×åðåç S(g0) îáîçíà÷åí ñîîòâåòñòâóþùèé ãèñòåðåçèñíûé îïåðàòîð. Ïðîñòðàí-

ñòâî ñîñòîÿíèé g óïîðà ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì [−1, 1].

Tå î ð åì à 3. Ïðè k ≥ 1 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

lim
R→∞

sup
‖h(t)‖

W1,1
≤c, g0∈[−1,1]

‖S(g0)uR(t)− sgn u̇∗(t)‖L1 = 0.

5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R = R(α, β) íåèäåàëüíîå ðåëå ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè â ïî-

ëîæåíèÿõ α è β. Ðåëå îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ íåïðåðûâíûõ âõîäîâ è íà÷àëüíûõ

ñîñòîÿíèé r0 ∈ {0, 1} ïîñðåäñòâîì ôîðìóë

R(α, β)u(t) =


0, åñëè u(t) ≤ β;
1, åñëè u(t) ≥ α;
0, åñëè u(t) ∈ (β, α) è u(τ) = β;
1, åñëè u(t) ∈ (β, α) è u(τ) = α

ãäå τ = sup{s : s ≤ t, u(s) = β èëè u(s) = α} � ýòî çíà÷åíèå âðåìåíè

ïîñëåäíåãî ïåðåêëþ÷åíèÿ. Åñëè ýòî τ íå îïðåäåëåíî (òî åñòü u(s) ∈ (β, α) äëÿ

âñåõ s < t), òî R(α, β)u(t) ≡ r0. Òàê êàê Ru(t) = 1 ïðè u(t) > α è Ru(t) = 0

ïðè u(t) < β, òî âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Tå î ð åì à 4. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

lim
R→∞

sup
α,β,‖h(t)‖L1≤c

‖RuR(t)− 1

2
(1 + sgn u∗(t, ϕ, k))‖L1 = 0.

Íåèäåàëüíîå ðåëå îáëàäàåò ðÿäîì "ïëîõèõ"ñâîéñòâ, çàòðóäíÿþùèõ èçó÷å-

íèå óðàâíåíèé ñ ðåëå: ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé íåâûïóêëî, R íå äåéñòâóåò â

C0, R ðàçðûâåí êàê îïåðàòîð èç Cr â Lp è ò.ä.
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Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò åå àíàëîã äëÿ ìîäåëè Ïðåéñàõà.

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè {α, β}. Ïóñòü
íà Ω çàäàíà íåêîòîðàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ρ(α, β). Âûõîä èç îïåðàòîðà, îïèñû-

âàþùåãî ìîäåëü Ïðåéñàõà, çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

P(x)u(t) =

∫
Ω

ρ(α, β) R(α, β)u(t) dα dβ.

Ñîñòîÿíèÿìè x ïðåîáðàçîâàòåëÿ Ïðåéñàõà ìîãóò áûòü âûáðàíû ñîñòîÿíèÿ

âñåõ ðåëå R(α, β), òî åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ïîäìíîæåñòâ Ω (âîç-

ìîæíû è äðóãèå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé, ñì. [9]).

Tå î ð åì à 5. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

lim
R→∞

sup
‖h(t)‖L1≤c

‖P(x0)uR(t)− 1

2
(1 + sgn u∗(t, ϕ, k))

∫
Ω

ρ(α, β) dα dβ‖L1 = 0.

6. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, äèíàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

L(
d

dt
)x = M(

d

dt
) [G(g0)x(t) + b(t)] (4)

èëè àíàëîãè÷íûì óðàâíåíèåì ñ ïàðàìåòðîì

L(
d

dt
; λ)x = M(

d

dt
; λ) [Gλ(g0)x(t) + b(t; λ)] . (5)

Çäåñü L è M � ýòî âåùåñòâåííûå âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû ñ ïîñòîÿííû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè:

L(p) = pl + a1p
l−1 + . . . + al, M(p) = b0p

m + b1p
m−1 + . . . + bm,

ïðè÷åì l > m. ×åðåç G îáîçíà÷åíà îäíà èç ãèñòåðåçèñíûõ íåëèíåéíîñòåé,

ðàññìîòðåííûõ âûøå.

Â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (5) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ

íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò λ è íåëèíåéíîñòü íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðå-

ìåííûõ "âõîä + íà÷àëüíîå çíà÷åíèå + ïàðàìåòð". Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî

â ýòîì ñëó÷àå ïåðèîä T � îáùèé äëÿ âñåõ çíà÷åíèé λ. Ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå

ìîæåò áûòü ñíÿòî çàìåíîé âðåìåíè t.
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Åñëè ìíîãî÷ëåí L(p) íå èìååò êîðíåé âèäà 2kπi
T ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ k è

i2 = −1, òî (ñì., íàïðèìåð, [10, 11]) óðàâíåíèå (4) ñ íåïðåðûâíîé íåëèíåéíî-

ñòüþ G èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå è ìíîæåñòâî

âñåõ òàêèõ ðåøåíèé a priori îãðàíè÷åíî.

Ïóñòü ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé ãèñòåðåçèñà G(g0) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷-

íîìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì Rq (q = n äëÿ G = F; q = 1 äëÿ G = S).

Tå î ð åì à 6. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí L(p) èìååò ïàðó êîðíåé ±2sπi
T , ãäå s �

íàòóðàëüíîå ÷èñëî, è ïóñòü îí íå èìååò äðóãèõ êîðíåé òàêîãî âèäà. Ïóñòü

G = F è
π

T
|
∫ T

0
b(t)e

2sπi
T tdt| < 2|(c, Ã−1b)|.

Òîãäà óðàâíåíèå (4) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Ïóñòü G = S è

π

T
|
∫ T

0
b(t)e

2sπi
T tdt| < 2.

Òîãäà óðàâíåíèå (4) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

7. Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäëîæåíû òåîðåìû î íåëèíåéíîì ðåçîíàíñå â ñèñòåìàõ

óïðàâëåíèÿ ñ ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè, ñ ñóõèì òðåíèåì è ñ óïîðîì.

Âíà÷àëå íàïîìíèì îïðåäåëåíèå àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷êè áèôóðêàöèè, ïðåä-

ëîæåííîå â íà÷àëå 50õ Ì.À. Êðàñíîñåëüñêèì (ñì. [10]).

Îïð å ä å ë å í è å 1. Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå x = F (x; λ) ñ âåùåñòâåííûì

ïàðàìåòðîì λ ∈ Λ = (λ1, λ2) â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Çíà÷åíèå λ0 ∈
Λ ïàðàìåòðà íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷êîé áèôóðêàöèè, åñëè äëÿ

êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò λ = λ(ε) ∈ Λ
⋂

(λ− ε, λ + ε) òàêîå, ÷òî óðàâíå-

íèå x = F (x; λ) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå xλ, óäîâëåòâîðÿþùåå

‖xλ‖ > ε−1.

Ì.À. Êðàñíîñåëüñêèé ïðåäëîæèë âàæíûé òîïîëîãè÷åñêèé ìåòîä àíàëèçà

àñèìïòîòè÷åñêèõ òî÷åê áèôóðêàöèè � ïðèíöèï ñìåíû èíäåêñà. Ñ ïîìîùüþ
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ýòîãî ïðèíöèïà äîêàçàí ðÿä òåîðåì î âîçíèêíîâåíèè â ñèñòåìàõ íåëèíåéíîãî

ðåçîíàíñà.

Ïóñòü îïÿòü âõîä b(t; λ) â ñèñòåìó (5) T -ïåðèîäè÷åñêèé.

Tå î ð åì à 7. Ïóñòü ñâîáîäíûé ÷ëåí al(λ) ìíîãî÷ëåíà L(p; λ) ðàâåí íó-

ëþ ïðè λ = λ0 è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îáîèõ çíàêîâ â êàæäîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè λ0. Ïóñòü ãèñòåðåçèñíàÿ íåëèíåéíîñòü G íåïðåðûâíà èç W 1,1 â C0

è ïóñòü ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé íåëèíåéíîñòè G ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåð-

íûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Òîãäà λ0 � ýòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ òî÷êà

áèôóðêàöèè äëÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ (5).

Â óñëîâèÿõ ýòîé òåîðåìû äëÿ λ = λ0 ÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà-

÷åíèåì íå÷åòíîé êðàòíîñòè äëÿ âåäóùåé (íà áåñêîíå÷íîñòè) ëèíåéíîé ÷àñòè

çàäà÷è è ïîýòîìó òåîðåìà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê ñëåäñòâèå îáùèõ òåîðåì

Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî [10].

Íèæå ìû ôîðìóëèðóåì òåîðåìû äëÿ óðàâíåíèé ñ ñóõèì òðåíèåì è ñ óïî-

ðîì. Â óñëîâèÿõ ýòèõ òåîðåì îò ïàðàìåòðà çàâèñÿò òîëüêî êîýôôèöèåíòû

ìíîãî÷ëåíîâ L è M è âõîä b(t). Ýòè òåîðåìû ìîãóò áûòü ìîäèôèöèðîâàíû

äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íåëèíåéíîñòü òàêæå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà. Îáå ïîñëåäóþ-

ùèå òåîðåìû îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà ìíîãî÷ëåí L(p; λ0) èìååò ïàðó êîðíåé

âèäà ±2sπi
T äëÿ íàòóðàëüíîãî s è íå èìååò äðóãèõ êîðíåé òàêîãî âèäà. Â ýòîì

ñëó÷àå ïðè λ = λ0 ãëàâíàÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü èìååò 2-ìåðíîå âûðîæäåíèå è çà-

äà÷à î íåëèíåéíîì ðåçîíàíñå íå ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà îáùèìè ìåòîäàìè.

Tå î ð åì à 8. Ïóñòü L(2sπi
T ; λ) ≡ 0 ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà èç íåêîòî-

ðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0. Ïóñòü ôóíêöèÿ

ϕF
s (λ) =

π

T
|
∫ T

0
b(t; λ)e

2sπi
T t dt| − 2|(c, Ã−1b)|

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îáîèõ çíàêîâ â êàæäîé îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0. Òîãäà

λ0 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷êîé áèôóðêàöèè äëÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé çà-
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äà÷è äëÿ (5) c G = F. Ïóñòü ôóíêöèÿ

ϕS
s(λ) =

π

T
|
∫ T

0
b(t; λ)e

2sπi
T t dt| − 2

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îáîèõ çíàêîâ â êàæäîé îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0. Òîãäà

λ0 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷êîé áèôóðêàöèè äëÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé çà-

äà÷è äëÿ (5) ñ G = S.

Tå î ð åì à 9. Ïóñòü L(2sπi
T ; λ) 6= 0 ïðè 0 < |λ− λ0| < ε.

Ïóñòü ϕF
s (λ0) > 0. Òîãäà λ0 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷êîé áèôóð-

êàöèè äëÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ (5) ñ G = F.

Ïóñòü ϕS
s(λ0) > 0. Òîãäà λ0 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷êîé áèôóð-

êàöèè äëÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ (5) ñ G = S.
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