
Àííîòàöèÿ

Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ñèñòåìàõ ñ çàïàçäû-
âàåíèåì è âûðîæäåííûõ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè íà áåñêîíå÷íîñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
îñíîâíîé ñëó÷àé äâóìåðíîãî âûðîæäåíèÿ. Ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âûíóæ-
äåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Èññëåäóåòñÿ ÿâëåíèå íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà â çàäà÷àõ
ñ ïàðàìåòðîì.
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Íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ

çàïàçäûâàíèåì

Êðàñíîñåëüñêèé À.Ì. ∗

13 äåêàáðÿ 2007 ã.

1 Ââåäåíèå

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñèñòåìû, äèíàìèêà êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè âèäà

(1) L(
d

dt
)x = M(

d

dt
)f [t, x(t), x(t− h)]

è àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì

(2) L(
d

dt
;λ)x = M(

d

dt
;λ)f{t, x(t), x[t− h(λ)];λ}.

Çäåñü L è M � âåùåñòâåííûå âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè

(3)
L(p) = pl + a1p

l−1 + . . . + al,
M(p) = b0p

m + b1p
m−1 + . . . + bm,

ïðè÷åì l > m; íåëèíåéíîñòü f(t, x, y) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è óäîâëå-
òâîðÿåò äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì, ïðèâîäèìûõ íèæå; çàïàçäûâàíèå h ïîñòîÿííî.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåëèíåéíîñòü ïåðèîäè÷íà ïî t ñ íåêîòîðûì ïåðèîäîì T > 0:

f(t + T, x, y) ≡ f(t, x, y), −∞ < t, x, y < ∞.

Åñëè èçó÷àåòñÿ óðàâíåíèå (2), òî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ (3)
íåïðåðûâíî çûâèñÿò îò λ, íåëèíåéíîñòü íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, çà-
ïàçäûâàíèå íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ïåðèîä T
îáùèé äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà; ýòî îãðàíè÷åíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü ñíÿòî
çàìåíîé âðåìåíè.

Ïóñòü íåëèíåéíîñòü f(t, x, y) îãðàíè÷åíà.
Åñëè ÷èñëà wki, ãäå

(4) wk = 2kπT−1, k = 0,±1,±2, . . . ,

íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà L(p), òî ìíîæåñòâî âñåõ T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (1) íåïóñòî è îãðàíè÷åíî (ãëàäêîñòü íåëèíåéíîñòè íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ïî
ïîâîäó ïîíÿòèÿ T -ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òèïà (1) ñì., íàïðèìåð, [1, 2]).
Ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè ([3]) ìîãóò áûòü ïîñ÷èòàíû òîïîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè

∗Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè ïîääåðæêå Ãðàíòà # 93-012-884 Ðîññèéñêîãî Ôîíäà Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èññëå-

äîâàíèé
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ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Çíà÷åíèÿ ýòèõ
õàðàêòåðèñòèê äàþò îòâåòû íà ðàçëè÷íûå âîïðîñû î T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ óðàâ-
íåíèÿ (1).

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ìíîãî÷ëåí L(p) èìååò ïàðó êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûõ êîðíåé wsi è −wsi, ãäå s � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, è íå èìååò
äðóãèõ êîðíåé âèäà wki ïðè öåëûõ k. Ðàíåå ([4]) áûëè èçó÷åíû ñèñòåìû ñ äâóêðàòíûì
âûðîæäåíèåì ëèíåéíîé ÷àñòè áåç çàïàçäûâàíèé, íåëèíåéíîñòü â êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿ-
ëà óñëîâèÿì òèïà Ëàíäåñìàíà-Ëàçåðà (ñèñòåìû ñ íàñûùåíèåì). Âïåðâûå òåîðåìû î ðàç-
ðåøèìîñòè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òàêèìè íåëèíåéíîñòÿìè (äëÿ äðóãèõ çàäà÷) áûëè
ïðåäëîæåíû â [5] (ïîäðîáíåå ñì. [6]). Äëÿ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü
áîëåå ñëîæíûå óñëîâèÿ è ïîäõîäû ê âû÷èñëåíèþ òîïîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê.

2 Îñíîâíîå îãðàíè÷åíèå íà íåëèíåéíîñòü

Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ F (t, u, v), îïðåäåëåííàÿ ïðè âñåõ t è u2 +
v2 = 1. Ïóñòü

(5) lim
R→∞

sup
t, u2+v2=1

|f(t, Ru,Rv)− F (t, u, v)| = 0.

Ðàâåíñòâî (5) îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîìåðíîãî ïðåäåëà çíà÷åíèé íåëèíåéíîñòè
f(t, x, y) íà áåñêîíå÷íîñòè â íàïðàâëåíèè ëó÷åé, íà÷èíàþùèõñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ýòî
ðàâåíñòâî âûïîëíåíî, åñëè íåëèíåéíîñòü èìååò âèä

f(t, x, y) = F

(
t,

x√
x2 + y2

,
y√

x2 + y2

)
+ f1(t, x, y),

ïðè÷åì f1(t, x, y) → 0 ïðè |x|+ |y| → ∞.
Ïðè ôîðìóëèðîâêå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ

ξ(ϕ) =

T∫
0

e
wsti

F

(
t,

sin(wst + ϕ)
n(t, ϕ)

,
sin(ws(t− h) + ϕ)

n(t, ϕ)

)
dt,

n(t, ϕ) =
√

sin2(wst + ϕ) + sin2(ws(t− h) + ϕ).

Ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå îïðåäåëåíî âñþäó ïðè ϕ ∈ [0, T ] ïðè íåñîèçìåðèìûõ ñ T
çíà÷åíèÿõ h (n(t, ϕ) 6= 0) è âñþäó, êðîìå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, ïðè ðàöèîíàëü-
íûõ h/T . Ïðè ϕ ∈ [0, T ] çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ξ(ϕ) îïðåäåëÿþò êðèâóþ Θ = Θ(F, s, T ) íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Â ïðèëîæåíèè îïèñàíî âàæíîå ïîíÿòèå ïîðÿäêà òî÷êè îòíîñèòåëüíî êðèâîé (ïî-
äðîáíåå ñì. [7]). Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ ýòîãî
ïîíÿòèÿ.

Â äàëüíåéøåì ïîðÿäîê íà÷àëà êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî êðèâîé Θ íàçûâàåòñÿ ñòåïå-
íüþ ôóíêöèè F (t, u, v) è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç θ. Ñòåïåíü θ îïðåäåëåíà, åñëè ôóíêöèÿ ξ(·)
íå îáðàùàåòñÿ â 0, ò.å. êðèâàÿ Θ íå ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Åñëè èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà çàâèñèò îò ïàðàìåòðà (ò.å. ìû èçó÷àåì óðàâíåíèå (2)), òî è
ñòåïåíü ôóíêöèè F (t, u, v;λ) çàâèñèò îò λ : θ = θ(λ). Ñòåïåíü θ(λ) îïðåäåëåíà ïðè òåõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ ξ(·;λ) íå îáðàùàåòñÿ â 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè êîíêðåòíûõ ôóíêöèÿõ F (t, u, v) ñòåïåíü θ ìîæåò áûòü ëåãêî ïîñ÷è-
òàíà ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà. Â ïðèìåðàõ ÷àùå âñåãî êðèâàÿ Θ íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé
è ëèáî θ = 0 (íà÷àëî êîîðäèíàò íå îõâà÷åíî êðèâîé Θ), ëèáî θ = ±1 (íàîáîðîò).
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3 Íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ (îïðåäåëåíèå)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (2). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè λ0 ïàðàìåòðà
λ â óðàâíåíèè ïðîèñõîäèò íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ, åñëè ïðè ñêîëü óãîäíî áëèçêèõ ê λ0

çíà÷åíèÿõ λ ó óðàâíåíèÿ (2) åñòü ðåøåíèÿ ñ ïðîèçâîëüíî áîëüøèìè àìïëèòóäàìè.
Ãîâîðÿ ôîðìàëüíî, ïðè λ = λ0 ïðîèñõîäèò íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ, åñëè äëÿ ëþáîãî

ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå λ = λ(ε), |λ − λ0| < ε, ÷òî ïðè ýòîì λ óðàâíåíèå (2) èìååò ïî
êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå ñ íîðìîé â C, áîëüøåé ÷åì ε−1.

Ïîíÿòèå íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà áëèçêî ê ââåäåííîìó â [3] áîëåå îáùåìó ïîíÿòèþ
àñèìïòîòè÷åñêèõ òî÷åê áèôóðêàöèè. Óñëîâèÿ ïîÿâëåíèÿ íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà â ñè-
ñòåìàõ ñ íàñûùåíèåì áûëè ïðèâåäåíû â [4]. Áîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ àñèìï-
òîòè÷åñêèõ òî÷åê áèôóðêàöèè â ñëó÷àå äâóêðàòíîãî âûðîæäåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ëè-
íåéíîé ÷àñòè äëÿ íåëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé îáùåãî âèäà, ñîäåðæàòñÿ â [9].

4 Ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Òåîðåìà 1 Ïóñòü íåëèíåéíîñòü f(t, x, y) óäîâëåòâîðÿåò îñíîâíîìó îãðàíè÷åíèþ (5),
à ñòåïåíü θ îïðåäåëåíà è îòëè÷íà îò íóëÿ. Òîãäà ó óðàâíåíèÿ (1) åñòü ïî êðàéíåé ìåðå
îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Ïîñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê óñëîâèÿì ïîÿâëåíèÿ â ñèñòåìàõ, îïèñûâàåìûõ
óðàâíåíèåì (2), íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü íåëèíåéíîñòü f(t, x, y;λ) ïðè λ = λ0 óäîâëåòâîðÿåò îñíîâíîìó îãðà-

íè÷åíèþ

(6) lim
R→∞

sup
t, u2+v2=1

|f(t, Ru,Rv;λ)− F (t, u, v;λ)| = 0;

îïðåäåëåíà ñòåïåíü θ(λ0) è θ(λ0) 6= ±1. Ïóñòü â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 ñóùå-

ñòâóþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðûõ ÷èñëî wsi íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

L(p;λ). Òîãäà â òî÷êå λ0 ó óðàâíåíèÿ (2) ïðîèñõîäèò íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ.

Òåîðåìà 3 Ïóñòü ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0

âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

a. Íåëèíåéíîñòü f(t, x, y;λ) óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ (6);
á. L(wsi;λ) ≡ 0. Ïóñòü â êàæäîé îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 ñòåïåíü θ(λ) ïðèíèìàåò íå ìå-

íåå äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé. Òîãäà â òî÷êå λ0 ó óðàâíåíèÿ (2) ïðîèñõîäèò íåëèíåéíûé
ðåçîíàíñ.

Óñëîâèþ "â êàæäîé îêðåñòíîñòè . . ."òåîðåìû 3 ìîæíî äàòü ñëåäóþùóþ ãåîìåòðè-
÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ: ïóñòü ïðè λ = λ0 îñü x = y = 0 â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
{x, y, λ} ïåðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü λ = Θ(λ).

5 Ýêâèâàëåíòíîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå è ïðèí-

öèï ñìåíû èíäåêñà

Ïóñòü ÷èñëî α âûáðàíî òàê, ÷òî âñå ÷èñëà wki ïðè öåëûõ k íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî-
÷ëåíà L(p)− αM(P ). Çàäà÷à î T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (1) ýêâèâàëåíòíà
îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ

(7) x(t) = Aα {f [t, x(t), Shx(t)]− αx(t)} .
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Çäåñü Aα � èíòåãðàëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð

Aαx(t) =
∫ T

0
Gα(t, τ)x(τ)dτ,

ÿäðî êîòîðîãî Gα(t, τ) îïðåäåëÿåòñÿ èìïóëüñíî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé ëèíåéíîãî
çâåíà ñ äðîáíî ðàöèîíàëüíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé Wα(p) = M(p)/[L(p) − αM(p)].
Ýòîò îïåðàòîð ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ñóììèðóåìîé (íà ïðîìåæóòêå [0, T ]) T -ïå-
ðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè u(t) åäèíñòâåííîå T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

[L(
d

dt
)− αM(

d

dt
)]x(t) = M(

d

dt
)u(t).

×åðåç Sh îáîçíà÷åí îïåðàòîð

Shx(t) =
{

x(t− h), 0 ≥ t ≥ h,
x(t− h + T ), h ≥ t ≥ T.

Îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå L2 = L2([0, T ]) è âïîëíå íåïðåðûâåí, ëèíåé-
íûé îïåðàòîð Sh äåéñòâóåò â ýòîì ïðîñòðàíñòâå è èçîìåòðè÷åí, îïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè,
ïîðîæäåííûé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé f(t, x, y) òàêæå íåïðåðûâåí. Ïîýòîìó îïåðàòîð

Bx(t) = Aα {f [t, x(t), Shx(t)]− αx(t)}

äåéñòâóåò â L2 è âïîëíå íåïðåðûâåí. Ðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ x = Bx èëè,
÷òî òî æå, íåïîäâèæíûå òî÷êè îïåðàòîðà B, ÿâëÿþòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè
óðàâíåíèÿ (1).

Òåîðåìà 4 Âðàùåíèå γ âåêòîðíîãî ïîëÿ ([3]) x−Bx íà ãðàíèöå êàæäîé ñôåðû {‖x‖ =
r} äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà r íå çàâèñèò îò r è ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàåò

ñî ñòåïåíüþ θ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 âûíåñåíî â ïðèëîæåíèå.
åñëè ìíîãî÷ëåí L(p) íå èìååò êîðíåé âèäà wki ïðè öåëûõ k, òî âðàùåíèå γ ïîëÿ

x−Bx îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíîé ÷àñòüþ x− αAαx è ðàâíî ±1 ([3]).
Òåîðåìà 1 ñëåäóåò èç îáùèõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ è òåîðåìû 4. Òåîðåìû 2 è 3

âûòåêàþò èç ïðèíöèïà ñìåíû èíäåêñà ([3]). Ôîðìóëèðîâêà ýòîãî ïðèíöèïà ïðèâåäåíà â
ïðèëîæåíèè.

6 Çàìå÷àíèÿ

1. Ïðåäïîëîæåíèå î íåïðåðûâíîñòè íåëèíåéíîñòè ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ìîæåò
áûòü îñëàáëåíî. Íàïðèìåð, åñëè f(t, x, y) = f(x, y) + b(t), òî äîñòàòî÷íî íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè f(x, y) è ñóììèðóåìîñòè âõîäà b(t).

2. Âìåñòî óðàâíåíèé ñ íåëèíåéíîñòÿìè âèäà f [t, x(t), x(t − h)] ìîãóò áûòü ðàññìîò-
ðåíû óðàâíåíèÿ ñ íåëèíåéíîñòÿìè áîëåå îáùåãî âèäà f [t, x(t), x(t − h1), . . . , x(t − hn)]
ñî ìíîãèìè çàïàçäûâàíèÿìè. Îáùèå ôîðìóëèðîâêè ïðè ýòîì ñîõðàíÿþòñÿ, ñëåäóåò çà-
ìåíèòü ëèøü îñíîâíîå îãðàíè÷åíèå íà íåëèíåéíîñòü è ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ êðèâîé Θ,
îïðåäåëÿþùåé ñòåïåíü θ.

3. Àíàëîãè÷íûå òåîðåìû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äëÿ òî÷åê íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà,
äëÿ ñëó÷àÿ âûðîæäåíèÿ áîëåå âûñîêîé ÷åì 2 êðàòíîñòè (êîãäà ìíîãî÷ëåí L(p;λ) ïðè
íåêîòîðîì λ èìååò áîëåå äâóõ êîðíåé âèäà wk ïðè öåëûõ k). Ôîðìóëèðîâêè ïðè ýòîì
ðåçêî óñëîæíÿþòñÿ.
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4. Ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè óæå äëÿ óðàâíåíèÿ

x′′ + ax = f [t, x(t), x(t− h)].

Ï.1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4

Ïðèâåäåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4. Â ýòîé ñõåìå âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5 Ïðè ëþáîì c > 0 è ϕ ∈ [0, 2π] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(8) lim
R→∞

sup
g(t)∈L2; ‖g‖≤c

‖z1(t, ϕ;R, h)− z2(t;ϕ)‖L1 = 0.

Çäåñü

z1(t;ϕ;R, g) = f [t, uR(t), ShuR(t)] ,

ãäå

uR(t) = Ru(t) + g(t), u(t) = sin(wst + ϕ),

è

z2(t;ϕ) = F

(
t,

u(t)
n(t, ϕ)

,
Shu(t)
n(t, ϕ)

)
,

à îáîçíà÷åíèå n(t, ϕ) îïðåäåëåíî â ðàçäåëå 2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà èç [9]. Ïðè
ýòîì òåîðåìà 5 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ëåììû 1.

Âíà÷àëå óðàâíåíèå x = Bx â L2 ðàçáèâàåòñÿ â ñèñòåìó ðàâåíñòâ äâóõ ïðîåêöèé:
Px = PBx è Qx = QBx. Çäåñü P è Q � îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû ñîîòâåòñòâåííî íà
äâóìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E0 ôóíêöèé âèäà a sinwst + b cos wst è îðòîãîíàëüíîå ê E0

äîïîëíåíèå E⊥
0 .

Èç óðàâíåíèÿQx = QBx ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âûòåêàåò îöåíêà ‖Qx‖L2 ≤
const. Ýòà îöåíêà îçíà÷àåò, ÷òî âñå îñîáûå òî÷êè âåêòîðíîãî ïîëÿ x − Bx ëåæàò â öè-
ëèíäðå {‖Qx‖ ≤ c} ⊂ L2. Èç ‖Px‖ → ∞ â ñèëó òåîðåìû 5 è ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì,
÷òî êðèâàÿ Θ, çàäàâàåìàÿ ôóíêöèåé ξ(·), íå ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî ‖Px− PBx‖ 6= 0. Ïîýòîìó íîðìû âñåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê x∗ îïåðàòîðà B
äîïóñêàþò àïðèîðíóþ îöåíêó ‖x∗‖ ≤ const. Ñëíäîâàòåëüíî, âðàùåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ
x − Bx íà ñôåðàõ ‖x‖ = r áîëüøèõ ðàäèóñîâ r ñîâïàäàåò ñ âðàùåíèåì ýòîãî ïîëÿ íà
ïîâåðõíîñòè îãðàíè÷åííûõ öèëèíäðîâ {‖Qx‖ ≤ c, ‖Px‖ ≤ r}. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âðà-
ùåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ýòîãî öèëèíäðà ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà î ïðîèçâåäåíèè âðàùåíèÿ
([9, 10]). Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî âðàùåíèå ïîëÿ x−Bx íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà
ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñîâïàäàåò ñ âðàùåíèåì ïðåäåëüíîãî ïîëÿ Pz2(t, ϕ) íà îêðóæíîñòè
sin(wst + ϕ) (ϕ ∈ [0, T ]) â ïëîñêîñòè E0, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñî ñòåïåíüþ θ.
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Ï.2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

Ω1(R) = {t : t ∈ [0, T ], |u(t)| ≤ 2
√

R−1},

Ω2(R) = {t : t ∈ [0, T ], |Shu(t)| ≤ 2
√

R−1},

Ω3(R) = {t : t ∈ [0, T ], |g(t)| ≥
√

R},

Ω4(R) = {t : t ∈ [0, T ], |Shg(t)| ≥
√

R},

Ω(R) = Ω1(R) ∪ Ω2(R) ∪ Ω3(R) ∪ Ω4(R).

Ïðè t ∈ [0, T ]\Ω(R) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà |uR|, |ShuR| ≥
√

R.
Òàê êàê

‖z1 − z2‖L1 =

T∫
0

|z1(t, ϕ;R, g)− z2(t;ϕ)|dt =

=
∫

Ω(R)

|z1(t, ϕ;R, g)− z2(t;ϕ)|dt+

+
∫

[0,T ]\Ω(R)

|z1(t, ϕ;R, g)− z2(t;ϕ)|dt ≤

≤ const ·mes Ω(R) +
∫

[0,T ]\Ω(R)

|z1(t, ϕ;R, g)− z2(t;ϕ)|dt,

òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñòðåìëåíèå ê íóëþ ïðè R → ∞
îáîèõ ñëàãàåìûõ ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ òàê êàê mes Ωi(R) → 0 ïðè i = 1, 2 â ñèëó ÿâíûõ
ôîðìóë äëÿ ôóíêöèè u(t) è mes Ωi(R) → 0 ïðè i = 3, 4 â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà.

Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ñëàãàåìîãî âîñïîëüçóåìñÿ î÷åâèäíûì íåðàâåíñòâîì∫
[0,T ]\Ω(R)

|z1(t, ϕ;R, g)− z2(t;ϕ)|dt ≤

≤
∫

[0,T ]\Ω(R)

[|z1(t, ϕ;R, g)− z3(t)|+ |z3(t)− z2(t;ϕ)|] dt,

ãäå

z3(t) = z3(t, ϕ;R, g) = F

(
t,

uR(t)
nR(t, ϕ; g)

,
ShuR(t)

nR(t, ϕ; g)

)
,

nR(t, ϕ; g) =
√

[uR(t)]2 + [ShuR(t)]2

Íî ïðè t ∈ [0, T ]\Ω(R) èç îñíîâíîãî îãðàíè÷åíèÿ íà íåëèíåéíîñòü è |uR|, |ShuR| ≥
√

R
âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

|z1(t, ϕ;R, g)− z3(t, ϕ;R, g)| → 0

ðàâíîìåðíî ïðè R →∞, à ðàâåíñòâî

T∫
0

[|z3(t, ϕ;R, g)− z2(t;ϕ)|] dt → 0
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ñëåäóåò èç îáùèõ òåîðåì î íåïðåðûâíîñòè íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà ñóïåðïîçèöèè ([3]).

Ï.3. Ïîðÿäîê òî÷êè îòíîñèòåëüíî êðèâîé

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ëîêàëüíî ïðîñòóþ îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ Γ íà ïëîñ-
êîñòè (ñì. Ðèñ. 1).

Îíà ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü â îáúåäèíåíèå íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà îáëàñòåé. Â ïðèìåðå
íà Ðèñ. 1 òàêèõ îáëàñòåé ÷åòûðå. Îäíà èç ýòèõ îáëàñòåé (îáîçíà÷àåìàÿ G0) íåîãðà-
íè÷åíà. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé îáëàñòè G öåëîå ÷èñëî k(G) ïî ñëåäóþùåìó
ïðàâèëó.

Ïîëîæèì k(G0) = 0. Äàëåå, ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííóþ êðèâóþ Π, êîòîðàÿ íà÷è-
íàåòñÿ â G0, ïåðåñåêàåò êðèâóþ Γ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ (êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé Γ), ïåðåñåêàåò íåêîòîðûå èç îáëàñòåé è îêàí÷èâàåòñÿ â íåêîòî-
ðîé îáëàñòè Gi. Ìû áóäåì çàäàâàòü ÷èñëà k(Gi) ïî èíäóêöèè, äâèãàÿñü âäîëü êðèâîé Π.
Â íà÷àëüíîé îáëàñòè G0 ïîëîæèì k = 0. Åñëè Π ïåðåñåêàåò Γ è îðèåíòàöèÿ íà Γ â òî÷êå
ïåðåñå÷åíèÿ "ñëåâà íàïðàâî òîãäà ñëåäóþùàÿ îáëàñòü èìååò k = k(ñëåäóþùåé îáëàñòè)
ðàâíîå k(ïðåäûäóùåé îáëàñòè)+1, åñëè îðèåíòàöèÿ íà Γ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ � "ñïðàâà
íàëåâî òî ñëåäóþùàÿ îáëàñòü èìååò k = k(ñëåäóþùåé îáëàñòè) ðàâíîå k(ïðåäûäóùåé
îáëàñòè)�1. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå êðèâûå Π, ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñëî k
äëÿ êàæäîé îáëàñòè. Ìîæíî äîêàçàòü (ñì. [7]), ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî (k(G) íå
çàâèñèò îò âûáîðà êðèâûõ Π).

Ïîðÿäîê kM (Γ) òî÷êè M îòíîñèòåëüíî êðèâîé Γ îïðåäåëåí äëÿ êàæäîé M 6∈ Γ è
ðàâåí k(G), ãäå G 3 M .

Åñëè êðèâàÿ Γ ÿâëÿëàñü îáðàçîì åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ∂B(0, 1) ïðè äåéñòâèè íåêî-
òîðîãî ëîêàëüíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Φ : ∂B(0, 1) → IR2, òîãäà deg(Φ, ∂B(0, 1), 0) =
k(G) (G ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò). Çäåñü deg(Φ, ∂B(0, 1), 0) � ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ
Φ åäèíè÷íîãî øàðà B(0, 1) îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò (ïî ïîâîäó òåîðèè ñòåïåíè
ñì., íàïðèìåð, [8]).

Ï.4. Ïðèíöèï ñìåíû èíäåêñà ([3])

Ïóñòü â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E çàäàí îïåðàòîð çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà Aλx (x ∈
E) è âïîëíå íåïðåðûâíûé ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.

×èñëî λ0 íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷êîé áèôóðêàöèè óðàâíåíèÿ x = Aλx, åñëè
êàæäîìó ε > 0 îòâå÷àåò òàêîå λ (|λ0 − λ| < ε), ïðè êîòîðîì ýòî óðàâíåíèå èìååò ïî
êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå ñ íîðìîé, áîëüøåé ÷åì ε−1.

Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ λ óðàâíåíèå x = Aλx íå èìååò ðåøåíèé íà ñôåðàõ
‖x‖ = r äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàäèóñîâ r. Òîãäà îïðåäåëåíî âðàøåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ
x − Aλx íà âñåõ òàêèõ ñôåðàõ è ýòî âðàùåíèå íå çàâèñèò îò ðàäèóñà r. Ýòî îáùåå
âðàùåíèå íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì íà áåñêîíå÷íîñòè ïîëÿ x−Aλx è îáîçíà÷àåòñÿ ind(λ).

Åñëè ïðè λn → λ0, n →∞ èíäåêñû ind(λn) ñîâïàäàþò, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç ind(λ0|λn)
÷èñëî ind(λn).

Ïðèíöèï ñìåíû èíäåêñà. Åñëè íàéäóòñÿ òàêèå äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λn,1 → λ0, λn,2 →
λ0, n →∞, ÷òî

ind(λ0|λn,1) 6= ind(λ0|λn,2),

òî λ0 � àñèìïòîòè÷åñêàÿ òî÷êà áèôóðêàöèè óðàâíåíèÿ x = Aλx.
Â ïðèíöèïå ñìåíû èíäåêñà äîïóñêàåòñÿ ñîâïàäåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ îäíîé èç ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé ñ λ0. Åñëè ïðè âñåõ ìåíüøèõ λ0 è áëèçêèõ ê λ0 çíà÷åíèÿõ λ èíäåêñ
îäèíàêîâ, òî îáçíà÷èì åãî ÷åðåç ind(λ0 − 0). Åñëè ïðè âñåõ áîëüøèõ λ0 è áëèçêèõ ê λ0

çíà÷åíèÿõ λ èíäåêñ îäèíàêîâ, òî îáçíà÷èì åãî ÷åðåç ind(λ0 + 0).
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Åñëè ñðåäè òðåõ ÷èñåë ind(λ0 − 0), ind(λ0) è ind(λ0 + 0) åñòü ïî êðàéíåé ìåðå äâà
ðàçëè÷íûõ, òî λ0 � àñèìïòîòè÷åñêàÿ òî÷êà áèôóðêàöèè óðàâíåíèÿ x = Aλx.
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ÓÄÊ 62-50 Ðåôåðàò

Êðàñíîñåëüñêèé À.Ì.
Íåëèíåéíûé ðåçîíàíñ â ñèñòåìàõ ñ çàïàçäûâàíèåì

Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ êâàçèëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàåíèåì, âûðîæäåííûõ íà áåñêîíå÷íîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ îñíîâíîé ñëó÷àé äâóìåðíîãî âûðîæäåíèÿ. B ñèñòåìàõ, îïèñûâàåìûõ
òàêèìè óðàâíåíèÿìè, ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âûíóæäåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
êîëåáàíèé, èõ íååäèíñòâåííîñòè, èññëåäóåòñÿ ÿâëåíèå íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà â çàäà÷àõ
ñ ïàðàìåòðîì.

Krasnosel'skii A.M.
Nonlinear resonance in systems with delays
A method is introduced for analysis of problems on periodic solutions of equations de-

generated in linear at in�nity. The most importent case of two-dimensional degeneration is
considered. In systems describing by such equations conditions are presented of existence
of forced periodic oscillations and of their multiplicity, for problems with a parameter the
nonlinear resonance phenomenon is studied.


