
Àííîòàöèÿ

Èçó÷àåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòî-
ÿíèé. Àíàëèç òàêèõ ñèñòåì âàæåí â ñâÿçè ñ èñïîëüçîâàíèåì öèôðîâûõ óñòðîéñòâ è
ñåòåé ÝÂÌ äëÿ ðåàëèçàöèè ðàñïàðàëëåëåííûõ àëãîðèòìîâ. Ðàññèíõðîíèçàöèÿ ðàáî-
òû îòäåëüíûõ áëîêîâ ïðèâîäèò ê ìîäåëÿì, àíàëîãè÷íûì ïðîöåäóðàì ñ íåïîëíûìè
êîððåêöèÿìè, ïðåäëîæåííûì â [1] (ñì. òàêæå [2, 3]). Ðàññìîòðåííûå àñèíõðîííûå
èòåðàöèè îáîáùàþò êëàññè÷åñêèå ïðîöåäóðû Ãàóññà-Çåéäåëÿ è äðóãèå ïåðèîäè÷åñêèå
ãðóïïîâûå ïàðàëëåëüíûå ïðîöåäóðû, èçó÷åííûå â [4, 5]. Â ïðåäëàãàåìûõ è èçó÷àåìûõ
èòåðàöèîííûõ ñõåìàõ äëÿ ïåðåõîäà ê íîâîé èòåðàöèè äîëæíû áûòü èçâåñòíû ëèøü
íåêîòîðûå èç êîìïîíåíò íåâÿçêè. Èñïîëüçóåòñÿ òåðìèíîëîãèÿ è íåêîòîðûå ïîñòàíîâ-
êè èç êíèãè [4]. Â ýòîé æå êíèãå ïðåäëîæåíà èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ â òåðìèíàõ
òåîðèè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, ïðèâåäåíû èíòåðåñíûå ïðèìåðû, óêàçàíà îáøèðíàÿ áèá-
ëèîãðàôèÿ. Ïðåäëîæåííûé â [4] ìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ñèñòåì ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì ñîñòîÿíèé ïðèâîäèò ê óñëîâèÿì ñõîäèìîñòè íåïîëíûõ êîððåêöèé â áóëåâñêèõ
ñèñòåìàõ è ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.
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1. Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü E = {0, 1}n � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n èç 0 è 1.

Òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþò áóëåâñêèìè âåêòîðàìè èëè ïðîñòî âåêòîðàìè.

×åðåç ∅ îáîçíà÷èì âåêòîð {0, 0, . . . , 0}, ÷åðåç I � âåêòîð {1, 1, . . . , 1}, ÷åðåç (x)i îáî-

çíà÷åíà i-àÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà x, (x)i ∈ {0, 1}. Ðàññìîòðèì òðè ñëåäóþùèå îïåðàöèè

â E:

x + y � áóëåâñêàÿ ïîêîìïîíåíòíàÿ ñóììà, 1 + 1 = 1;

x · y � ïîêîìïîíåíòíîå ïðîèçâåäåíèå;

x̄ � ïîêîìïîíåíòíîå îòðèöàíèå, x · x̄ = ∅, x + x̄ = I

à òàêæå îòíîøåíèå ïîðÿäêà ≤ (x ≤ y îçíà÷àåò x · y = x).

Ïóñòü (aij) = A � ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×n, aij ∈ {0, 1}. Îïðåäåëåíà

îáû÷íàÿ îïåðàöèÿ Ax ∈ E óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð, â êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ

áóëåâñêîå ñëîæåíèå. Åñëè x ≤ y, òî Ax ≤ Ay.

Ðàññìîòðèì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå X =
∏n

i=1 Xi, ñîñòàâëåííîå èç n êîíå÷íûõ ìíî-

æåñòâ Xi. Íà X îïðåäåëåíà áóëåâñêàÿ ìåòðèêà |x − y| ∈ E. Âåêòîð |x − y| èìååò

êîìïîíåíòû

(|x− y|)i =
{

0, åñëè (x)i = (y)i â Xi,
1, åñëè (x)i 6= (y)i â Xi

i = 1, . . . , n.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå (îïåðàòîð) F , äåéñòâóþùåå â X. äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîì-

ïîíåíò âåêòîðà F (x) èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ (F (x))i = fi(x) = fi((x)1, . . . , (x)n).

Îòîáðàæåíèþ F ñîïîñòàâèì åãî ìàòðèöó èíöèäåíòíîñòè B = B(F ) = (bij), ãäå

bij = 0, åñëè ôóíêöèÿ θ 7→ fi(. . . , (x)i−1, θ, (x)i+1, . . .)
ïîñòîÿííà íà Xi äëÿ âñåõ (x)k ∈ Xk, k 6= i,

bij = 1 â äðóãèõ ñëó÷àÿõ.

Âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå Ëèïøèöà (ñì. [4]):

(1) |F (x)− F (y)| ≤ B|x− y|, x, y ∈ X.

Ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè � ìèíèìàëüíàÿ ìàòðèöà, ïðè êîòîðîé ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî (1).

Äëÿ êàæäîé ìàòðèöû B îïðåäåëåí åå áóëåâñêèé ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ.
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Åñëè Bu = ∅ äëÿ íåêîòîðîãî u 6= ∅, òî 0 íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàò-

ðèöû B; åñëè Bu = u äëÿ íåêîòîðîãî u 6= ∅, òî 1 íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

B. Ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ρ(B) ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 1, åñëè 1 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

B, èíà÷å ρ(B) = 0.

Óòâåðæäåíèå 1 ([4], ñòð.48). Ñëåäóþùèå òðè ïðåäëîæåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

ρ(B) = 0; Bp ≡ 0 äëÿ íåêîòîðîãî p ≤ n; ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà P , ÷òî

P tBP ñòðîãî íèæíåòðåóãîëüíàÿ (âñå åäèíèöû ñòîÿò ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ).

Îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ ñæàòèåì, åñëè ρ(B(F )) = 0.

Óòâåðæäåíèå 2 ([4], ñòð.58-59). Ïóñòü F ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò òàêîå ξ ∈ X, ÷òî ξ = F p(x) äëÿ âñåõ x ∈ X (çíà÷åíèå p îïðåäåëåíî â ñèëó

óòâåðæäåíèÿ 1). Ýòî ξ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæå-

íèÿ F . Ïðè êàæäîì x0 ∈ X èòåðàöèè xr+1 = F (xr) ñòàáèëèçèðóþòñÿ â ξ (òî åñòü

xr = ξ ïðè r = p, p + 1, . . .).

Îòîáðàæåíèåì Ãàóññà-Çåéäåëÿ G = G(F ) íàçûâàþò îòîáðàæåíèå ñ êîìïîíåíòàìè

(G(x))1 = f1((x)1, . . . , (x)n),
(G(x))i = fi((G(x))1, . . . , (G(x))i−1, (x)i, . . . , (x)n),

i = 2, . . . , n.

Óòâåðæäåíèå 3 ([4], òåîðåìà 3, ñòð.65-66). Åñëè îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ

ñæàòèåì, òî îòîáðàæåíèå Ãàóññà-Çåéäåëÿ G òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì. Èòåðà-

öèè xr+1 = G(xr) ñòàáèëèçèðóþòñÿ â åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êå ξ îòîá-

ðàæåíèÿ F íå áîëåå ÷åì ÷åðåç p øàãîâ (p îïðåäåëÿåòñÿ ïî F â ñèëó óòâåðæäåíèÿ

2).

Óòâåðæäåíèå 3 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ãà-

óññà-Çåéäåëÿ â åñòåñòâåííîì ñìûñëå ëó÷øå ïðèáëèæàþò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷åì

ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ F (êîíå÷íî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

óòâåðæäåíèÿ 3).

2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ðàññìîòðèì äâà ýëåìåíòà x, y ∈ X. Äëÿ êàæäîãî λ ∈ E îáîçíà÷èì ÷åðåç λ̄x ⊕ λy

ýëåìåíò z ñ êîìïîíåíòàìè (z)i = (x)i, åñëè (λ)i = 0, è (z)i = (y)i, åñëè (λ)i = 1.

Ýòî îáîçíà÷åíèå åñòåñòâåííî ïðè Xi = {0, 1} è X = E = {0, 1}n, â ýòîì ñëó÷àå
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λ̄x⊕ λy = λ̄ · x + λ · y.

Îòìåòèì ïðîñòûå ñâîéñòâà îïåðàöèè ⊕:

(i). λ̄x⊕ λx = x;

(ii). |(λ̄x⊕ λy)− (λ̄v ⊕ λw)| = λ̄ · |x− v|+ λ · |y − w|.

Ñâîéñòâà (i) è (ii) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ðàññìîòðåííóþ îïåðàöèþ: åñëè íåêî-

òîðîå îòîáðàæåíèå z(x, y) : X × X → X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì z(x, x) = x è

|z(x, y)− z(v, w)| = λ̄ · |x− v|+ λ · |y − w| ïðè íåêîòîðîì λ ∈ E, òî z(x, y) = λ̄x⊕ λy.

Îïåðàöèÿ⊕ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà è äðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Íàïðèìåð, åñëè

îòîáðàæåíèå z(x, y) : X×X → X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ |z(x, y)−x| · |z(x, y)−y| = ∅,

òî z(x, y) = λ̄x⊕ λy ïðè íåêîòîðîì λ ∈ E.

Ïîñòðîèì ïî íåêîòîðîìó x0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(2) xr+1 = λ̄rxr ⊕ λrF (xr).

Çäåñü λr � íåêîòîðûå âåêòîðû èç E.

Èòåðàöèè (2) ïðåäëîæåíû â [1] äëÿ îïåðàòîðîâ F , äåéñòâóþùèõ â ôóíêöèîíàëü-

íûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Çäåñü èçó÷àþòñÿ áóëåâñêèå àíàëîãè.

Åñëè

λ0 = {1, 0, 0, . . .}, λ1 = {0, 1, 0, . . .}, . . . , λn−1 = {. . . , 0, 0, 1},
λn = λ0, λn+1 = λ1, etc.

òî ïðèáëèæåíèÿ (2) ïðè r = 0, n, 2n, . . . ñîâïàäàþò ñ ïðèáëèæåíèÿìè Ãàóññà-Çåéäåëÿ

x0, G(x0), G2(x0) . . .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ρ(B) = 0 è Bp = 0. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λj ∈ E,

óäîâëåòâîðÿþùóþ ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ k óñëîâèþ

(3)
∑
j≥k

λj = I.

Òîãäà îïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

d0 = 0, dk = inf{d :
d−1∑

j=dk−1

λj = I},

ïðè âñåõ r ≥ dp ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî xr = ξ, ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì k âåðíà

îöåíêà |ξ − xdk | ≤ BkI.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 âûíåñåíî â ïðèëîæåíèå. Òåîðåìà 1 îáîáùàåò óòâåðæäå-

íèå 3 è åãî ãðóïïîâûå ïàðàëëåëüíûå àíàëîãè ([4]).

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Y ⊂ X. Ïóñòü F (Y ) ⊂ Y è ïóñòü ñóùåñòâóåò

ìíîæåñòâî Λ ⊂ E òàêîå, ÷òî ïðè êàæäîì λr ∈ Λ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå λ̄rx ⊕

λrF (x) ∈ Y, x ∈ Y . Ïåðåôîðìóëèðóåì òåîðåìó 1 äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ.

Ïóñòü

|F (x)− F (y)| ≤ B|x− y|, x, y ∈ Y,

ãäå B � íåêîòîðàÿ áóëåâñêàÿ ìàòðèöà, è Bp = 0. Ìàòðèöà B â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå

íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé èíöèäåíòíîñòèB(F ); áîëåå òîãî, åñëè ìíîæåñòâî Y

� ïðàâèëüíàÿ ÷àñòü ìíîæåñòâà X, òî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî B ìåíüøå B(F ). Ðàññìîò-

ðèì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λj ⊂ Λ, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ k âåðíî ðàâåíñòâî

(3). Òîãäà âåðíî çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 1.

Óêàæåì åùå îäíî îáîáùåíèå òåîðåìû 1.

Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (áåç ñòðóêòóðû ïðÿìîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ). Îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå d(x, y), ãäå x, y ∈ X, d(x, y) ∈ E = {0, 1}n ïðè íåêîòîðîì

n. Ïóñòü d(x, y) = ∅, åñëè è òîëüêî åñëè x = y.

Íàëè÷èå íà X ñòðóêòóðû ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòîÿíèå îáëàäà-

åò ñâîéñòâàìè

d(x, y) = {0, . . .}
d(x, z) = {1, . . .}

}
⇒ d(y, z) = {1, . . .},

d(x, y) = {0, . . .}
d(x, z) = {0, . . .}

}
⇒ d(y, z) = {0, . . .}.

Åñëè d(x, y) îáëàäàåò ýòèìè ñâîéñòâàìè (ïî âñåì êîìïîíåíòàì), òî íà X ìîæíî óñòà-

íîâèòü ñòðóêòóðó ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ïóñòü çàäàí îïåðàòîð F : X → X è

d(Fx, Fy) ≤ B d(x, y), x, y ∈ X

äëÿ íåêîòîðîé áóëåâñêîé ìàòðèöû B.

Åñëè ρ(B) = 0, òî F èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó ξ, ïðè êàæäîì x0

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xr+1 = Fxr ñòàáèëèçèðóåòñÿ â ξ.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè êàæäîì λ ∈ Λ ⊂ E îïðåäåëåí îïåðàòîð (x, y) 7→ x⊕λy ∈ X,

òî åñòü êàæäîìó λ ∈ Λ ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííàÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå D(λ) ⊂

X ×X áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ x⊕λ y.

Ïóñòü

(i)∗ x⊕λ x = x, x ∈ X

è

(ii)∗ d(x⊕λ y, v ⊕λ w) ≤ λ̄ · d(x, v) + λ · d(y, w), (x, y), (v, w) ∈ D(λ).

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xr+1 = xr ⊕λr Fxr îïðåäåëåíà (òî

åñòü ïðè âñåõ r âåðíî (xr, Fxr) ∈ D(λr)). Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî è

â ýòîì ñëó÷àå äëÿ xr ñïðàâåäëèâû çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû 1.

3. Áûñòðîòà ñòàáèëèçàöèè

Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé (2) ñî ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè

ïðèáëèæåíèé xr+1 = F (xr).

Ïóñòü ξ � íåêîòîðàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ F (íå ïðåäïîëàãàþòñÿ âû-

ïîëíåíûìè óñëîâèÿ òåîðåìû 1, F ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-

ñèÿ). Ðàññìîòðèì èíâàðèàíòíîå äëÿ F ìíîæåñòâî N ⊂ E. Êîíå÷íî, â ýòîì ñëó÷àå

F r(x) ∈ N ïðè x ∈ N .

Îïåðàòîð F : E → E íàçîâåì ξ-ìîíîòîííûì, åñëè |F (x) − ξ| ≤ |F (y) − ξ| ïðè

|x− ξ| ≤ |y − ξ|; ξ-íåðàñòÿãèâàþùèì, åñëè |F (x)− ξ| ≤ |x− ξ| ïðè âñåõ x ∈ N .

Ïàðó îïåðàòîðîâ G è F íàçîâåì ξ-óïîðÿäî÷åííûìè (G � F ), åñëè |G(x) − ξ| ≤

|F (x)− ξ| ïðè êàæäîì x ∈ N .

Êàê ïîêàçàíî â [4], åñëè îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ ξ-ìîíîòîííûì è ξ-íåðàñòÿãèâà-

þùèì, òî â åñòåñòâåííîì ñìûñëå èòåðàöèè Gr(x) ïðèáëèæàþò ξ ëó÷øå ÷åì èòåðàöèè

F r(x), ãäå G � îòîáðàæåíèå Ãàóññà-Çåéäåëÿ. Òåîðåìà 2 óòâåðæäàåò, ÷òî èòåðàöèè (2)

òàêæå ëó÷øå ÷åì F r(x). Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ:

(4) gλ(x) = λ̄x⊕ λF (x),

Gi = g
λ

mi−1
i

◦ g
λ

mi−2
i

◦ . . . ◦ gλ0
i
,
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è, íàêîíåö,

Gk = Gk ◦Gk−1 ◦ . . . ◦G1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ξ = F (ξ). Ïóñòü îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ ξ-ìîíîòîííûì è

ξ-íåðàñòÿãèâàþùèì. Ïóñòü

(5)

dk+1−1∏
j=dk

λ̄j
i = ∅, i = 1, . . . , k.

Òîãäà

1. Îòîáðàæåíèÿ Gi òàêæå ξ-ìîíîòîííûå;

2. Åñëè F (x) = ξ, òî Gi(x) = ξ;

3. Gi � F ;

4. Gk � F k, k = 1, 2, . . .;

5. Åñëè |F p(x)− ξ| = ∅, òî |Gp(x)− ξ| = ∅.

Òåîðåìà 2 îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Gk(x) ñòàáèëèçèðóåòñÿ â ïîëîæåíèè

ðàâíîâåñèÿ îòîáðàæåíèÿ F áûñòðåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè F k(x). Äîêàçàòåëüñòâî òåî-

ðåìû 2 ïðèâåäåíî â ïðèëîæåíèè.

4. Àñèíõðîííûå âû÷èñëåíèÿ

Ïóñòü â E = {0, 1}n çàäàí íåêîòîðûé îïåðàòîð F : E → E è íåêîòîðîå íà-

÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x0 ∈ E. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ íîâûõ ñîñòîÿíèé

xr+1 = F (xr), r = 0, 1, 2, . . . ïîñðåäñòâîì äâóõ ïðîöåññîðîâ, ñîåäèíåííûõ ñ öåí-

òðàëüíîé ïàìÿòüþ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî E = E1 × E2 (E1 = {0, 1}n1 , E2 = {0, 1}n2 , n1 + n2 = n),

ïîýòîìó êàæäûé x ∈ E èìååò âèä {x1, x2}, ãäå x1 ∈ E1, x2 ∈ E2. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

∅i = {0, . . . , 0} ∈ Ei; Ii = {1, . . . , 1} ∈ Ei; i = 1, 2,
F (x) = F (x1, x2) = {f1(x1, x2), f2(x1, x2)}.

Ïðîöåññîð íîìåð i (i = 1, 2) âû÷èñëÿåò íîâîå çíà÷åíèå xi, ïåðåñûëàåò ýòî íîâîå

çíà÷åíèå xi â öåíòðàëüíóþ ïàìÿòü è ÷èòàåò çíà÷åíèÿ îñòàëüíîé ÷àñòè âåêòîðà x.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîöåññîðû ðàáîòàþò áåç ñèíõðîíèçàöèè.

Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ìîæåò áûòü îïèñàíî âåêòîðîì â ïðîñòðàíñòâå Ẽ = {0, 1}2n

(2n= (êîëè÷åñòâî ïðîöåññîðîâ) × n), òî åñòü äâóìÿ âåêòîðàìè {xi1, xi2} (i = 1, 2)
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èç E. Ýòè âåêòîðû � ñîñòîÿíèÿ, èçâåñòíûå i-ìó ïðîöåññîðó. Ñîñòîÿíèå öåíòðàëüíîé

ïàìÿòè ñîâïàäàåò ñ äèàãîíàëüíûì âåêòîðîì {x11, x22}.

Äèíàìèêà ñèñòåìû ìîæåò áûòü îïèñàíà ðàâåíñòâîì

wr+1 = λ̄r · wr + λr · F(wr), wr ∈ Ẽ.

Çäåñü w = {x11, x12, x21, x22}, xsi ∈ Ei (s � íîìåð ïðîöåññîðà, i � íîìåð Ei),

F(w) = {f1(x11, x12), f2(x21, x22), f1(x11, x12), f2(x21, x22)},

λr = {I1, I2, ∅1, ∅2}, åñëè øàã r � ðåçóëüòàò ðàáîòû êîìïüþòåðà 1,
λr = {∅1, ∅2, I1, I2}, åñëè øàã r � ðåçóëüòàò ðàáîòû êîìïüþòåðà 2.

Ïóñòü ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè B = B(F ) èìååò âèä

B =
[

B11 B12

B21 B22

]
.

Â ýòîì ðàçäåëå âñå ìàòðèöû ñ èíäåêñàìè i è s èìåþò ðàçìåðû ni × ns (â ÷àñòíîñòè,

ìàòðèöû 0is, ñîñòîÿùèå èç íóëåé).

Ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè B îòîáðàæåíèÿ F èìååò âèä

B =


B11 B12 011 012

021 022 B21 B22

B11 B12 011 012

021 022 B21 B22

 .

Òåîðåìà 3. Åñëè ρ(B) = 0, òî ρ(B) = 0, åñëè Bp = 0, òî Bp = 0.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷å-

ñòâà ïðîöåññîðîâ.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3 âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé

BI′ = {BI, BI}, BkI′ = {BkI, BkI},

ãäå I′ = {1, . . . , 1} ∈ Ẽ, òàê êàê AI′ = {∅, ∅} ýêâèâàëåíòíî A = 0.

5. Ïîêîìïîíåíòíîå ðåøåíèå

Ïðèáëèæåíèÿ (2) õîðîøî îïèñûâàþò ñïåöèàëüíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê � ìåòîä ïîêîìïîíåíòíîãî ðåøåíèÿ. (ñì. [5]).
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Èùåòñÿ ðåøåíèå âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ

x = Fx, x ∈ X =
m∏

i=1

Xi, Xi =
mi∏
j=1

Xij ; n =
∑

i

mi.

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû èç m óðàâíåíèé

(6) xi = fi(x1, . . . , xm), xi ∈ Xi

ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Ïóñòü ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè B(F ) èìååò íóëåâîé ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ. Òîãäà

êàæäîå óðàâíåíèå (6) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

x∗i = x∗i (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xm)

. ×åðåç F ∗ îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàòîð {x1, . . . , xm} 7→ {x∗1, . . . , x∗m}. Åñëè

B(F ) =


B11 B12 . . . B1m

B21 B22 . . . B2m

. . . . . . . . . . . .
Bm1 Bm2 . . . Bmm

 ,

òî

B(F ∗) =


011 A1B12 . . . A1B1m

A2B21 022 . . . A2B2m

. . . . . . . . . . . .
AmBm1 AmBm2 . . . 0mm

 ,

ãäå Aj = Ijj + Bjj + B2
jj + . . .

Åñëè ρ(B(F )) = 0, òî ρ(B(F ∗)) = 0. Ýòîò ôàêò ñëåäóåò èç äâîéñòâåííîãî óòâåð-

æäåíèÿ: åñëè ρ(B(F ∗)) = 1, òî ρ(B(F )) = 1. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü

ïðîâåðåíî íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè: åñëè B(F ∗)x = x äëÿ íåêîòîðîãî íåíó-

ëåâîãî x, òî äëÿ ýòîãî æå x âûïîëíåíî ðàâåíñòâî B(F )x = x.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xr+1 = F ∗xr ïðè êàæäîì x0 ñòàáè-

ëèçèðóåòñÿ â åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êå ξ îïåðàòîðà F ∗. Ýòà òî÷êà ξ òàêæå

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé äëÿ F ([5]).

Ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè B(F ∗) èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëüøå íóëåé ÷åì ìàòðèöà

B(F ) â ñëåäóþùåì åñòåñòâåííîì ñìûñëå. Ïóñòü

D =


011 B12 . . . B1m

B21 022 . . . B2m

. . . . . . . . . . . .
Bm1 Bm2 . . . 0mm

 , K =


B11 012 . . . 01m

021 B22 . . . 02m

. . . . . . . . . . . .
0m1 0m2 . . . Bmm

 .
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Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ B(F ) = D+K, B(F ∗) = (I +K +K2 + . . .)D. Åñëè (D+K)p = 0,

òî êàæäîå ïðîèçâåäåíèå p ìàòðèö D èëè K â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé

ìàòðèöåé. Íî [B(F ∗)]p = [(I +K +K2+ . . .)D]p � ýòî ñóììà ðàçëè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé,

ñîäåðæàùèõ áîëåå ÷åì p ìàòðèö D èëè K êàæäîå. Çíà÷èò, èç [B(F )]p = 0 âûòåêàåò

ðàâåíñòâî [B(F ∗)]p = 0. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

p(F ) = min
p
{[B(F )]p = 0} > min

p
{[B(F ∗)]p = 0} = p(F ∗).

Íàïðèìåð, ïóñòü B(F ) = diag[B1, . . . , Bn] � áëî÷íî äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà è âñå áó-

ëåâñêèå ìàòðèöû Bi èìåþò íóëåâîé ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ. Òîãäà

p(F ) = max
i

min
pi

{[Bi]pi = 0};

p(F ) > 1 (åñëè F 6= const) è p(F ∗) = 1. Íåâûðîæäåííûå ïðèìåðû (êîãäà p(F ∗) < p(F ))

ñòîëü æå ïðîñòû.

Òàê êàê âû÷èñëåíèå x∗i ïðîöåññîðîì íîìåð i òðåáóåò êîíå÷íîãî ÷èñëà îáû÷íûõ ïî-

ñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, òî åñòåñòâåííà ñëåäóþùàÿ ñõåìà íàõîæäåíèÿ ξ ìóëü-

òèïðîöåññîðíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìîé. Ïðîöåññîð i èòåðèðóåò xr+1
i = fi(x1, . . . , x

r
i , . . . , xm)

äî òåõ ïîð, ïîêà xr+1
i = xr

i . Çàòåì îí ñâÿçûâàåòñÿ ñ öåíòðàëüíîé ïàìÿòüþ, êëàäåò íî-

âîå çíà÷åíèå xi â íåêîòîðûé îáùèé áóôåð è ÷èòàåò îñòàëüíóþ ÷àñòü âåêòîðà x. Ýòà

ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì àñèíõðîííûõ èòåðàöèé, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäû-

äóùèõ ðàçäåëàõ. Îíà ðåàëèçóåò àñèíõðîííîå âû÷èñëåíèå ξ ñ "ìàëûì"êîëè÷åñòâîì

îáðàùåíèé ïðîöåññîðîâ ñ öåíòðàëüíîé ïàìÿòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

zr+1 = λ̄r · zr + λr ·Bzr, z0 = I.

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ

(7) |ξ − xr| ≤ zr, r = 0, 1, . . . ,

(8) Bzr ≤ zr+1 ≤ zr r = 0, 1, . . .

è

(9) zdk+1 ≤ Bzdk k = 0, 1, . . . , p− 1.
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Íåðàâåíñòâî (8) îçíà÷àåò, ÷òî

z0 ≥ z1 ≥ z2 ≥ . . . ≥ zr ≥ zr+1 ≥ . . .
\
∨

\
∨

\
∨

\
∨

Bz0 ≥ Bz1 ≥ . . . ≥ Bzr−1 ≥ Bzr ≥ . . .

Èç (7-9) âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1, òàê êàê |ξ − xdp | ≤ zdp ≤ BpI = ∅.

Îöåíêó (7) äîêàæåì ïî èíäóêöèè. Ïðè r = 0 îöåíêà (7) èìååò âèä |ξ − x0| ≤ z0 è

âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê z0 = I. Åñëè (7) âåðíî ïðè r = m, òî

|ξ − xm+1| = |ξ − (λ̄mxm ⊕ λmF (xm))| =
= |(λ̄mξ ⊕ λmξ)− (λ̄mxm ⊕ λmF (xm))| =

= λ̄m · |ξ − xm|+ λm · |ξ − F (xm)| =
= λ̄m · |ξ − xm|+ λm · |F (ξ)− F (xm)| ≤

≤ λ̄m · |ξ − xm|+ λm ·B|ξ − xm| ≤ λ̄m · zm + λm ·Bzm = zm+1.

Ïîýòîìó ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè âûïîëíåíî ïðè r = m + 1.

Îöåíêó (8) òàêæå äîêàæåì ïî èíäóêöèè. Íåðàâåíñòâî z1 ≤ z0 ñëåäóåò èç z0 = I.

Òàê êàê λ̄0 · z0 + λ0 ·Bz0 = z1, òî

Bz0 = BI = λ̄0 ·BI+ λ0 ·BI ≤ λ̄0 · I+ λ0 ·BI = z1.

Ïðè r = 0 íåðàâåíñòâî (8) äîêàçàíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî âåðíî ïðè r = m è

äîêàæåì åãî ïðè r = m + 1. Ñîîòíîøåíèÿ Bzm ≤ zm+1 ≤ zm âëåêóò Bzm+1 ≤ Bzm ≤

zm+1. Ïîýòîìó
Bzm+1 = λ̄m+1 ·Bzm+1 + λm+1 ·Bzm+1 ≤

≤ λ̄m+1 · zm+1 + λm+1 ·Bzm+1 =
= zm+2 ≤ λ̄m+1 · zm+1 + λm+1 · zm+1 = zm+1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (9) îòìåòèì âíà÷àëå î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ

zdk+1 = λ̄dk · zdk + λdk ·Bzdk ≤ λ̄dk · zdk + Bzdk ,
zdk+2 = λ̄dk+1 · zdk+1 + λdk+1 ·Bzdk+1 ≤

≤ λ̄dk+1 · (λ̄dk · zdk + Bzdk) + λdk+1 ·Bzdk+1 ≤
≤ λ̄dk+1 · λ̄dk · zdk + λ̄dk+1 ·Bzdk + λdk+1Bzdk =
= λ̄dk+1 · λ̄dk · zdk + Bzdk ,
. . .

zdk+m ≤ λ̄dk+m−1 · λ̄dk+m−2 · . . . λ̄dk+1 · λ̄dk · zdk + Bzdk .

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé è ðàâåíñòâà íóëþ ïîêîìïîíåíòíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
∏dk+1−1

j=dk
λ̄j

âûòåêàåò íåîáõîäèìîå íåðàâåíñòâî

zdk+1 ≤
dk+1−1∏
j=dk

λ̄j · zdk + Bzdk = Bzdk .
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü |x− ξ| ≤ |y − ξ|. Òîãäà |Fx− ξ| ≤ |Fy − ξ| â

ñèëó ξ-ìîíîòîííîñòè F . Ïîýòîìó

|gλ(x)− ξ| = |(λ̄x⊕ λFx)− (λ̄ξ ⊕ λξ)| = λ̄ · |x− ξ|+ λ|Fx− ξ| ≤
≤ λ̄ · |y − ξ|+ λ|Fy − ξ| = |(λ̄y ⊕ λFy)− (λ̄ξ ⊕ λξ)| = |gλ(y)− ξ|.

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ λ ∈ E îòîáðàæåíèå gλ(x) ξ-ìîíîòîííîå.

Ïîýòîìó ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ Gi.

Ïóñòü F (x) = ξ. Èç ðàâåíñòâ

|gλ(x)− ξ| = |(λ̄x⊕ λF (x))− ξ| = |(λ̄x⊕ λξ)− ξ| = λ̄ · |x− ξ|,

ñëåäóåò |gλ(x) − ξ| ≤ |x − ξ|. Òàê êàê ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ ξ-

ìîíîòîííîñòè âëå÷åò |F (gλ(x)) − ξ| ≤ |F (x) − ξ| = ∅, òî F (gλ(x)) = ξ. Îòñþäà è

èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ Gi ñëåäóåò âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.

Ïóñòü x ∈ N . Òîãäà

|gλ(x)− ξ| = |(λ̄x⊕ λF (x))− ξ| = λ̄ · |x− ξ|+ λ · |F (x)− ξ| ≤ |x− ξ|.

Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî λ ∈ E îòîáðàæåíèå gλ(x) ÿâëÿåòñÿ ξ-íåðàñòÿãèâàþùèì.

Èç îïðåäåëåíèÿ (4) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

(10) |gλ0
i
(x)− ξ| ≤ λ̄0

i · |x− ξ|+ |F (x)− ξ|.

Ïóñòü λ, λ∗ ∈ E, x ∈ N è

(11) |y − ξ| ≤ λ̄∗ · |x− ξ|+ |F (x)− ξ|.

Íåðàâåíñòâî (11) âëå÷åò |y − ξ| ≤ |x − ξ|. Ïîýòîìó |F (y) − ξ| ≤ |F (x) − ξ| è èç

ñîîòíîøåíèé
|gλ(y)− ξ| = λ̄ · |y − ξ|+ λ · |F (y)− ξ| ≤

≤ λ̄∗ · λ̄ · |x− ξ|+ λ̄ · |F (x)− ξ|+
+λ · |F (x)− ξ| ≤ λ̄∗ · λ̄ · |x− ξ|+ |F (x)− ξ|.

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî |gλ(y)− ξ| ≤ λ̄∗ · λ̄ · |x− ξ|+ |F (x)− ξ|, èç êîòîðîãî â ñèëó (10) ïî

èíäóêöèè âûòåêàåò îöåíêà

|Gi(x)− ξ| ≤
dk+1−1∏
j=dk

λ̄j
i |̄x− ξ|+ |F (x)− ξ|.

Òðåòüå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 ñïðàâåäëèâî â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (5).
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×åòâåðòîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 � ñîîòíîøåíèå Gk � F k ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè.

Äëÿ k = 1 óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç (11). Ïóñòü |Gi(x)− ξ| ≤ |F i(x)− ξ|. Ââåäåì

îáîçíà÷åíèÿ y = Gi(x), z = F i(x) ∈ N . Òàê êàê |y − ξ| ≤ |z − ξ| è z ∈ N , òî

|Gi+1(z) − ξ| ≤ |f(z) − ξ| ñëåäóåò èç (11) è ξ-ìîíîòîííîñòüGi âëå÷åò |Gi+1(y) − ξ| ≤

|Gi+1(z)− ξ|. Íåðàâåíñòâî

|Gi+1(x)− ξ| ≤ |F i+1(x)− ξ|

ñëåäóåò èç äâóõ ïðåäûäóùèõ íåðàâåíñòâ.

Ïÿòîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ÷åòâåðòîãî.
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