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Àííîòàöèÿ

Ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ ñõåìà âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ è, â ÷àñòíîñòè, èíäåêñà
Ïóàíêàðå.

1 Ââåäåíèå

Ïîíÿòèå òîïîëîãè÷åñêîãî èíäåêñà è èíäåêñà Ïóàíêàðå ñòàíîâèòñÿ ýôôåêòèâíûì èíñòðó-
ìåíòîì èññëåäîâàíèÿ ðÿäà çàäà÷ òåîðèè óïðàâëåíèÿ, âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, òåîðèè
óñòîé÷èâîñòè, òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Ïðèâåäåì òðè ïðèìåðà.

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèåì

dx

dt
= f(x), x ∈ IRn, (1)

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà ñèñòåìà èìååò èçîëèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x0. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç γ(ε) ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ

Φ(x) =
f(x)
‖f(x)‖

ñôåðû S(ε, x0) = {x : ‖x− x0‖ = ε} â åäèíè÷íóþ ñôåðó S ⊂ IRn. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ
ε õàðàêòåðèñòèêà γ(ε) íå çàâèñèò îò ε. Ýòî îáùåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû γ(ε) íàçûâàåòñÿ
èíäåêñîì Ïóàíêàðå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1) è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ind(x0). Â
ñëó÷àå, êîãäà x0 � àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî ind(x0) = (−1)n. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Â óñëîâèÿõ ñëàáîé âûðîæäåííîñòè ñèñòåìû â
îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ x0 ýòî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îòûñêàíèè T -ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-
æèìîâ â ñèñòåìå àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ

L(
d

dt
)x = M(

d

dt
)f(t, x), (2)

ãäå, êàê îáû÷íî,
L(p) = pl + a1p

l−1 + . . . + al,
M(p) = b0p

m + b1p
m−1 + . . . + bm

� âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, l > m, à íåëèíåé-
íîñòü f(t, x) ïåðèîäè÷íà ïî t ñ ïåðèîäîì T . Ïóñòü ÷èñëà 2kπi

T (k = 0,±1, . . .) íå ÿâëÿþòñÿ
êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà L(p). Ïðåäïîëîæèì, äàëåå, ÷òî ñèñòåìà (2) èìååò èçîëèðîâàííûé
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T -ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì x∗ = x∗(t). Òîãäà îïðåäåëåí åãî èíäåêñ Ïóàíêàðå ind(x∗) ïî
îòíîøåíèþ ê âïîëíå íåïðåðûâíîìó âåêòîðíîìó ïîëþ

Ψ(x) = x(t)−
∫ T

0
H(t− s)f [s, x(s)]ds,

ãäå H(t) � èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ëèíåéíîãî çâåíà ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé

W (p) =
M(p)
L(p)

.

Åñëè ind(x∗) 6= 0, òî äëÿ îòûñêàíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà x∗(t) ïðèìåíèì ìåòîä ãàð-
ìîíè÷åñêîãî áàëàíñà: ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k (k � ÷èñëî ãàðìîíèê â ïðîöåäóðå)
óðàâíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà ðàçðåøèìû è èõ ðåøåíèÿ ñõîäÿòñÿ ïðè k → ∞ ê
îòûñêèâàåìîìó ïåðèîäè÷åñêîìó ðåæèìó x∗(t) (ñì. [1]).

Íàêîíåö, â êà÷åñòâå òðåòüåãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîí-
íîãî èñ÷èñëåíèÿ:

f(u) =
∫

Ω
F (x, u,∇u)dx −→ min, u(x)

∣∣∣∣∣
dΩ

= 0.

Ïóñòü u∗ = u∗(x) � ýêñòðåìàëü ôóíêöèîíàëà f(u). Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà ßêîáè ïîçâî-
ëÿåò ïðîâåñòè àíàëèç íà ìèíèìóì ýòîé ýêñòðåìàëè, åñëè èçâåñòíà èíôîðìàöèÿ î ñïåêòðå
âòîðîé âàðèàöèè ∇2f(u∗). À èìåííî, åñëè ñïåêòð ïîëîæèòåëåí, òî U∗ ðåàëèçóåò ëîêàëü-
íûé ìèíèìóì, à åñëè ó îïåðàòîðà ∇2f(u∗) åñòü õîòÿ áû îäíà îòðèöàòåëüíàÿ òî÷êà ñïåê-
òðà, òî u∗ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà.

Òåîðåìà ßêîáè íå ïðèìåíèìà, åñëè ýêñòåìàëü u∗ âûðîæäåíà, ò.å. ñïåêòð îïåðàòîðà
∇2f(u∗) íåîòðèöàòåëåí è ñîäåðæèò íîëü. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â âûðîæäåííûõ ñèòóàöèÿõ
ïîëíûé àíàëèç ýêñòðåìàëè u∗ ìîæíî ïðîâåñòè, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå èíäåêñà Ïóàíêàðå
ýòîé ýêñòðåìàëè ïî îòíîøåíèþ ê ãðàäèåíòíîìó ïîëþ ∇f(u): äëÿ òîãî, ÷òîáû ýêñòðå-
ìàëü áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà f(u) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èíäåêñ
Ïóàíêàðå ind(u∗) ýòîé ýêñòðåìàëè áûë ðàâåí 1.

Âû÷èñëåíèå òîïîëîãè÷åñêîãî èíäåêñà â îïèñàííîé âûðîæäåííîé ñèòóàöèè ñâîäèòñÿ
ê ïîñòðîåíèþ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë: íîìåð è çíàê 1-ãî
íåíóëåâîãî ÷ëåíà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ind(u∗) ([2]).

2 Êëàññè÷åñêèå ñõåìû ââåäåíèÿ ñòåïåíè îòîáðà-

æåíèÿ

Ïóñòü M è N � n-ìåðíûå îðèåíòèðîâàííûå ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ áåç êðàÿ, ïðè÷åì M

êîìïàêòíî, à N ñâÿçíî. ×åðåç TMx è TNy íèæå îáîçíà÷àþòñÿ n-ìåðíûå êàñàòåëüíûå
ïðîñòðàíñòâà ê ìíîãîîáðàçèÿì M è N ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü, äàëåå, f : M → N �
ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ M â N. Òî÷êà x ∈ M íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé

îòîáðàæåíèÿ f , åñëè ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f ′x : TMx → TNf(x) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèç-
ìîì. Íåðåãóëÿðíûå òî÷êè íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè îòîáðàæåíèÿ f . Åñëè
C ⊂M � ýòî ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ , òî ìíîæåñòâî f(C) ⊂N íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâîì êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Äîïîëíåíèå N \f(C) ê
ìíîæåñòâó êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé îòîá-
ðàæåíèÿ f . Â ñèëó òåîðåìû Ñàðäà (ñì., íàïðèìåð, [10, 8]) n-ìåðíàÿ ëåáåãîâà ìåðà ìíî-
æåñòâà êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f ðàâíà íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, â
÷àñòíîñòè, ÷òî ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ f íåïóñòî.

Îäíà èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ñõåì ââåäåíèÿ ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ îñíîâàíà
íà ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè. Ïóñòü y ∈N � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f è x ∈
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f−1(y). Îïðåäåëèì ÷èñëî signf ′x ðàâíûì 1, åñëè ëèíåéíûé èçîìîðôèçì f ′x : TMx →
TNy ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, è ðàâíûì −1, åñëè ýòîò èçîìîðôèçì ìåíÿåò îðèåíòàöèþ.
Ïîëîæèì

deg(f ; y) =
∑

x∈f−1(y)

signf ′x. (3)

Ïîñêîëüêó y � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f , òî â ñèëó òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíê-
öèè ïîëíûé ïðîîáðàç f−1(y) òî÷êè y ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê. À òàê êàê M

êîìïàêòíî, òî êîëè÷åñòâî òî÷åê â ïðîîáðàçå f−1(y) êîíå÷íî. Ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü â
(3) îïðåäåëåíà êîððåêòíî. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî deg(f ; y), îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé
(3), íå çàâèñèò îò âûáîðà ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ y îòîáðàæåíèÿ f . Ýòî îáùåå çíà÷åíèå
íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ îòîáðàæåíèÿ f : M → N è îáîçíà÷àåòñÿ degf .

Âòîðîé (òàêæå âåñüìà ðàñïðîñòðàíåííûé) ïîäõîä ê ââåäåíèþ ïîíÿòèÿ ñòåïåíè îòîá-
ðàæåíèÿ ñâÿçàí ñ èíòåãðèðîâàíèåì äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçè-
ÿõ. Ïðèâåäåì ñõåìó ýòîãî ïîäõîäà.

Ïóñòü ωn � äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîãîîáðàçèè N. Îòîáðàæå-
íèå f : M → N åñòåñòâåííûì îáðàçîì èíäóöèðóåò äèôôåðåíöèàëüíóþ n-ôîðìó ωn ◦ f ,
îïðåäåëåííóþ íà ìíîãîîáðàçèè M. Ýòà ôîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:
åñëè x ∈M, y = f(x) ∈N, h ∈TMx, f ′x ◦ h ∈TNy, òî

(ωn ◦ f)(x) ◦ h = ωn(y) ◦ (f ′x ◦ h). (4)

Åñëè U ⊂ M, V ⊂ N è f : U → V � ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçì, òî∫
U

ωn ◦ f =
∫

V
ωn.

Åñëè f : U → V ìåíÿåò îðèåíòàöèþ, òî∫
U

ωn ◦ f = −
∫

V
ωn.

Ýòè ôîðìóëû � àíàëîãè êëàññè÷åñêèõ ôîðìóë î çàìåíå ïåðåìåííûõ â êðàòíîì èíòå-
ãðàëå. Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè signf ′x, ââåäåííîé âûøå, ýòè ôîðìóëû ìîæíî îáúåäèíèòü â
îäíó: ∫

U
ωn ◦ f = signf ′x

∫
V

ωn, (5)

ãäå x � ëþáàÿ òî÷êà îêðåñòíîñòè U .
Äèôôåðåíöèàëüíóþ n-ôîðìó ωn, îïðåäåëåííóþ íà ìíîãîîáðàçèè M, íàçûâàþò äî-

ïóñòèìîé äëÿ òî÷êè y ∈N, åñëè íîñèòåëü suppωn ôîðìû ωn ëåæèò â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè V ⊂N, ãîìåîìîðôíîé n-ìåðíîìó øàðó, è∫

N
ωn = 1. (6)

Ïóñòü ωn � äîïóñòèìàÿ äëÿ òî÷êè y ∈N n-ôîðìà. Ïîëîæèì

deg(f ; y) =
∫

M
ωn ◦ f. (7)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî deg(f ; y) íå çàâèñèò îò âûáîðà äîïóñòèìîé äëÿ y ôîðìû ωn.
Ïîýòîìó õàðàêòåðèñòèêà deg(f ; y) îïðåäåëåíà êîððåêòíî. Ýòà õàðàêòåðèñòèêà íåïðåðûâ-
íî çàâèñèò îò òî÷êè y è ëîêàëüíî ïîñòîÿííà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y0 ∈N � íåêîòîðàÿ
òî÷êà ìíîãîîáðàçèÿ N è ωn � ôîðìà, äîïóñòèìàÿ äëÿ òî÷êè y0, òî ýòà ôîðìà áóäåò
äîïóñòèìîé è äëÿ êàæäîé òî÷êè y1 ∈N, äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê y0. Ïîýòîìó

deg(f ; y0) = deg(f ; y1) =
∫

M
ωn ◦ f.
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Ïîñêîëüêî ìíîãîîáðàçèå N ñâÿçíî, òî deg(f ; y) � êîíñòàíòà íà N. Ýòó êîíñòàíòó íàçû-
âàþò ñòåïåíüþ îòîáðàæåíèÿ f : M → N.

Îïèñàííûå âûøå äâå êîíñòðóêöèè îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå õàðàêòåðèñòèêó. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü y ∈N � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f : M → N. Ðàññìîòðèì
ïîëíûé ïðîîáðàç òî÷êè y : f−1(y) = {x1, . . . , xk}. Òàê êàê ïðîèçâîäíûå f ′xi

: TMxi →
TNy (i = 1, . . . , k) � ýòî èçîìîðôèçìû êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ TMxi íà TNy, òî â ñè-
ëó òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè íàéäóòñÿ òàêèå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè
Ui ⊂M òî÷åê xi, ÷òî ñóæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f íà Ui ÿâëÿþòñÿ äèôôåîìîðôèçìàìè Ui íà
Vi = f(Ui) (i = 1, . . . , k). Ïîëîæèì

V =
k⋂

i=1

Vi.

Ïóñòü ωn � äîïóñòèìàÿ äëÿ òî÷êè y ôîðìà ñ íîñèòåëåì, ëåæàùèì â V . Òîãäà â ñèëó (5)
è (6) ∫

M
ωn ◦ f =

k∑
i=1

∫
Ui

ωn ◦ f =
k∑

i=1

signf ′xi

∫
Vi

ωn =

=
k∑

i=1

signf ′xi

∫
N

ωn =
k∑

i=1

signf ′xi
.

Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà ôîðìóëû (3) è (7).
Íèæå ìû îïèøåì ñõåìó ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

ïðîìåæóòî÷íîé ìåæäó îïèñàííûìè âûøå.

3 Îñíîâíûå òåîðåìû

Ïóñòü m � öåëîå ÷èñëî è 0 ≤ m < n. Ðàññìîòðèì êàêîå-ëèáî m-ìåðíîå ñâÿçíîå çà-
ìêíóòîå ãëàäêîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå Nm, ëåæàùåå â ìíîæåñòâå ðåãóëÿðíûõ
çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ f : M→N. Ðàññìîòðèì, äàëåå, ïîëíûé ïðîîáðàç f−1(Nm) ìíîãî-
îáðàçèÿ Nm. Ïîñêîëüêî Nm ëåæèò â ìíîæåñòâå ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ f ,
òî ìíîæåñòâî f−1(Nm) ⊂M ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ãëàäêèì çàìêíóòûì ìíîãîîáðàçèåì.
Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Mm.

Ïóñòü, äàëåå, Mm
1 , . . . ,Mm

k � ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèÿ Mm. Ñóæåíèå îòîá-
ðàæåíèÿ f íà êàæäîå ìíîãîîáðàçèå Mm

i (i = 1, ..., k) ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Mm
i

íà Nm.
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y ∈Nm, ïóñòü x1, . . . , xk ∈M � åå ïðîîáðàçû. Î÷å-

âèäíî, xi ∈ Mm
i , à êîëè÷åñòâî ïðîîáðàçîâ íå çàâèñèò îò y è ðàâíî ÷èñëó k ñâÿçíûõ

êîìïîíåíò Mm
i ìíîãîîáðàçèÿ Mm. Âûáåðåì, äàëåå, îðèåíòàöèþ êàæäîé êîìïîíåíòû

Mm
i òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äèôôåîìîðôèçì f : Mm

i →Nm ñîõðàíÿë îðèåíòàöèþ, åñëè
èçîìîðôèçì f ′xi

: TMxi → TNy ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, è ìåíÿë áû îðèåíòàöèþ, åñëè
ìåíÿåò îðèåíòàöèþ èçîìîðôèçì f ′xi

: TMxi → TNy. Ââåäåííàÿ òàêèì îáðàçîì îðè-
åíòàöèÿ êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèÿ Mm ïîðîæäàåò îðèåíòàöèþ âñåãî
ìíîãîîáðàçèÿ Mm.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç fMm : Mm→Nm ñóæåíèå íà Mm îòîáðàæåíèÿ f : M→N.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü ìíîæåñòâî Nm îäíîñâÿçíî. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

deg f = deg fMm . (8)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âûíåñåíî â ïðèëîæåíèå.
Ìíîãîîáðàçèå Nm íàçîâåì ñòÿãèâàåìûì â òî÷êó, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ñå-

ìåéñòâî ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé Nm
λ (0 ≤ λ ≤ 1) òàêîå, ÷òî Nm

0 =Nm, Nm
1 = y0 (y0 ∈N) è

ïðè λ ∈ [0, 1) ìíîãîîáðàçèÿ Nm
λ äèôôåîìîðôíû äðóã äðóãó.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü ìíîæåñòâî Nm ñòÿãèâàåìî â íåêîòîðóþ òî÷êó y0 â ìíîæåñòâå

ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ f . Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (8).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû òàêæå ïðèâåäåíî â ïðèëîæåíèè.
Òåîðåìû 1 è 2 ìîãóò òðàêòîâàòüñÿ êàê èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ñòåïåíè îòîáðàæå-

íèÿ.

4 Ïðèìåð (ïîíèæåíèå ðàçìåðíîñòè)

Ïóñòü íà åäèíè÷íîé ñôåðå S â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå {x1, x2, x3} çàäàíî âåêòîðíîå
ïîëå A= {A1, A2, A3}. Ïóñòü ìíîæåñòâî íóëåé ñêàëÿðíîçíà÷íîé ôóíêöèè A3(x, y, z) ïå-
ðåñåêàåòñÿ ñ ñôåðîé S ïî ñâÿçíîé ãëàäêîé êðèâîé Γ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé è ðàçáèâàåò
ñôåðó íà äâà ïîäìíîæåñòâà

M+ = {u : u ∈ S, A3(u) > 0}, M− = {u : u ∈ S, A3(u) < 0}.

Ïóñòü ìíîæåñòâî M+ ðàñïîëîæåíî â "âåðõíåé"ïîëóñôåðå ñôåðû S. ×åðåç P îáîçíà÷èì
îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà ïëîñêîñòü {x, y, 0}; ÷åðåç P−1{x, y} (x2 + y2 < 1) � òî÷êó
âåðõíåé ïîëóñôåðû, ëåæàùóþ íàä òî÷êîé {x, y, 0}.

Â ýòîì ïðèìåðå âìåñòî ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýêâèâàëåíòíîå
ïîíÿòèå âðàùåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ([5]).

Óòâåðæäåíèå 1 Âðàùåíèå òðåõìåðíîãî ïîëÿ A íà ñôåðå S ðàâíî âðàùåíèþ ïëîñêîãî

ïîëÿ
{
A1(x, y, P−1{x, y}), A2(x, y, P−1{x, y})

}
íà êðèâîé PΓ.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 2, îíî ìîæåò áûòü îáîáùåíî â ðàçëè÷íûõ íà-
ïðàâëåíèÿõ.

5 Áèáëèîãðàôè÷åñêèé êîììåíòàðèé

Êëàññè÷åñêàÿ ñõåìà ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ, îñíîâàííàÿ íà ïðîöåäó-
ðå ñèìïëèöèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ, âîñõîäèò ê ðàáîòàì Áðàóåðà [4] è Êðîíåêåðà [6]. Ìî-
äèôèêàöèè ýòîé ñõåìû, áàçèðóþùèåñÿ íà ïîíÿòèÿõ êóáèçàöèè è êëåòî÷íîãî ðàçáèå-
íèÿ ìíîãîîáðàçèÿ, ìîæíî íàéòè â [3, 5]. Àêñèîìàòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå òåîðèè ñòåïåíè
îòîáðàæåíèÿ ïðåäëàãàë Å.Öàéäëåð [12]. Îñíîâíûå êîíñòðóêöèè, ñâÿçàííûå ñ ïðîöåäó-
ðîé ââåäåíèÿ ñòåïåíè, îñíîâàííîé íà ïîíÿòèè ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ, ïðè-
íàäëåæàò Ì.Íàãóìî [9]. Ýòà ñõåìà ââåäåíèÿ ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ áëåñòÿùå ïðèìåíåíà
Äæ.Ìèëíîðîì [7]. Ïîäõîä ê ïîíÿòèþ ñòåïåíè, ñâÿçàííûé ñ èíòåãðèðîâàíèåì äèôôåðåí-
öèàëüíûõ ôîðì âîçõîäèò ê Ý.Õàéíñó ([11]).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 ïðåäïîøëåì âñïîìîãàòåëü-
íîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2 Ïóñòü M è N � ãëàäêèå çàìêíóòûå ìíîãîîáðàçèÿ îäèíàêîâîé ðàç-

ìåðíîñòè, ïðè÷åì M êîìïàêòíî è ñâÿçíî, à N îäíîñâÿçíî. Òîãäà êàæäûé ëîêàëüíûé

äèôôåîìîðôèçì f ìíîãîîáðàçèÿ M íà N ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåð-
æäåíèå ëåììû íå âåðíî. Òîãäà íàéäóòñÿ äâå íå ñîâïàäàþùèå òî÷êè x0, x1 ∈M äëÿ êîòî-
ðûõ f(x0) = f(x1). Òàê êàê M ñâÿçíî, òî íàéäåòñÿ ïðîñòàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ x(t) (0 ≤ t ≤
1), ëåæàùàÿ â M äëÿ êîòîðîé x(0) = x0, x(1) = x1. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè t ∈ (0, 1) âåðíî ñîîòíîøåíèå x(t) 6= y0, ãäå y0 = f(x0). Ðàññìîòðèì
îáðàç y(t) = f(x(t)) êðèâîé x(t). Êðèâàÿ y(t) ∈N � ãîìåîìîðôíûé îáðàç îêðóæíîñòè.
Ïîëíûé ïðîîáðàç êðèâîé y(t) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòûõ äóã (ãî-
ìåîìîðôíûõ îáðàçîâ îòðåçêà) è ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ (ãîìåîìîðôíûõ îáðàçîâ
îêðóæíîñòè). Îäèí èç ýëåìåíòîâ ïîëíîãî ïðîîáðàçà � êðèâàÿ x(t) (0 ≤ t ≤ 1).

Ïîñêîëüêî ìíîãîîáðàçèå N îäíîñâÿçíî, òî êðèâóþ y(t) ìîæíî ñòÿíóòü â N â òî÷êó,
ò.å. ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî yλ(t) (0 ≤ t ≤ 1, 0 ≤ λ ≤ 1) íåïðåðûâíî
çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà λ ∈ [0, 1] ëåæàùèõ â N ãîìåîìîðôíûõ îáðàçîâ îêðóæíîñòè,
äëÿ êîòîðîãî y0(t) = y(t), y1(t) ≡ y1 (0 ≤ t ≤ 1). Ýëåìåíò ïîëíîãî ïðîîáðàçà êðèâîé
yλ(t), íåïðåðûâíûé ïî λ è ïåðåõîäÿùèé ïðè λ = 0 â êðèâóþ x(t), îáîçíà÷èì ÷åðåç xλ(t).
Ïàðàìåòðèçàöèþ âûáåðåì òàêîé, ÷òîáû

yλ(0) = yλ(1). (9)

Òàê êàê f(x1(t)) = y1, òî ïðè íåêîòîðûõ λ ∈ [0, 1] òî÷êè xλ(0) è xλ(1) áëèçêè è ðàçëè÷íû.
Ïîñêîëüêî f � ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì, òî ïðè ýòèõ λ

f(xλ(0)) 6= f(xλ(1)).

Íî f(xλ(0)) = yλ(0), f(xλ(1)) = yλ(1). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó (9). Ëåììà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 1 òåïåðü äîêàçûâàåòñÿ ïðîñòî. Òàê êàê ñòåïåíü äèôôåîìîðôèçìà ðàâíà ëèáî

+1, ëèáî −1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî ñîõðàíÿåò èëè íåò äèôôåîìîðôèçì îðèåíòàöèþ, òî
â ñèëó ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè ñòåïåíè

deg fMm =
k∑

i=1

deg fMm
i

=
k∑

i=1

sign f ′xi
= deg f.

Ðàâåíñòâî (8) ÿâëÿåòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå èíòåðïîëèðóþùèì ìåæäó (3) è (7).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mm

λ ïîëíûé ïðîîáðàç ìíîãîîáðàçèÿ
Nm

λ . Îïðåäåëèì àíàëîãè÷íî îðèåíòàöèè ìíîãîîáðàçèÿ Mm îðèåíòàöèè ìíîãîîáðàçèé
Mm

λ ïðè 0 < λ ≤ 1. Ñòåïåíü degf îòîáðàæåíèé f :Mm
λ →Nm

λ (0 < λ ≤ 1) � ýòî íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà λ. Òàê êàê ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà ñâÿçíîì ìíîæåñòâå
(0, 1] è ïðèíèìàåò öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, òî îíà ïîñòîÿííà, ò.å. íå çàâèñèò îò λ. Ïðè
ìàëûõ λ îòîáðàæåíèå êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû Mm

λ,i ìíîãîîáðàçèÿ Mm
λ ÿâëÿåòñÿ

äèôôåîìîðôèçìîì.
Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ïîñòðîåíèÿìè, ïðîâåäåííûìè ïðè äîêàçàòåëü-

ñòâå òåîðåìû 1.
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Áîáûëåâ Í.À., Äåìåíòüåâà À.Ì., Êðàñíîñåëüñêèé À.Ì.
Îá èíäåêñå Ïóàíêàðå â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ è îïòèìèçàöèè

Ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ ñõåìà âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ è, â ÷àñòíîñòè, èíäåêñà
Ïóàíêàðå. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî èíäåêñà è èíäåêñà Ïóàí-
êàðå â çàäà÷àõ òåîðèè óïðàâëåíèÿ, âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, òåîðèè óñòîé÷èâîñòè,
òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷.

Bobylev N.A., Dement'eva A.M., Krasnosel'skii A.M.
On Poincar�e index in control and optimization problems

The new scheme is presented of mapping degree calculation particularly of Poincar�e index.
The examples are given of topological index and Poincar�e index application to problems of
control theory, stability theory, theory of optimization.


