
�ðàíèöû ìèíèìàëüíîãî êîäîâîãîðàññòîÿíèÿ äëÿ íåäâîè÷íûõ êîäîâ íàäâóäîëüíûõ ãðà�àõÀ.À. Ôðîëîâ, Â.Â. ÇÿáëîâÈíñòèòóò ïðîáëåì ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè èì. À.À. Õàðêåâè÷à �ÀÍ{alexey.frolov, zyablov}�iitp.ruÀííîòàöèÿÈññëåäóåòñÿ ìèíèìàëüíîå êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäîâ íà äâóäîëü-íûõ ãðà�àõ (Ä�-êîäîâ) íàä ïîëåì GF (q). Ïîëó÷åíà íîâàÿ âåðõíÿÿãðàíèöà ìèíèìàëüíîãî êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿ Ä�-êîäîâ. Ïîêàçàíî,÷òî ýòà ãðàíèöà ëåæèò íèæå ãðàíèöû Âàðøàìîâà��èëáåðòà (Â�) ïðè
q > 32. Ïîñêîëüêó êîäû íà áàçå äâóäîëüíûõ ãðà�îâ-ðàñøèðèòåëåé(Ä��-êîäû) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì Ä�-êîäîâ, à ïîëó÷åííàÿ ãðà-íèöà ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî Ä�-êîäà, òî îíà òàêæå ñïðàâåäëèâà èäëÿ Ä��-êîäîâ. Òàêèì îáðàçîì, íåäâîè÷íûå (q > 32) Ä�-êîäû õó-æå ëó÷øèõ èç èçâåñòíûõ ëèíåéíûõ êîäîâ. Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿêëþ÷åâûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû. Òàêæå ïîëó÷åíû íèæíÿÿ ãðàíèöà ìè-íèìàëüíîãî êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿ Ä�-êîäîâ ñ êîäîì-êîìïîíåíòîì�èäà�Ñîëîìîíà è íèæíÿÿ ãðàíèöà êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿ êîäîâ ñìàëîé ïëîòíîñòüþ ïðîâåðîê (ÌÏÏ-êîäîâ) ñ êîäîì-êîìïîíåíòîì �èäà�Ñîëîìîíà. Íèæíÿÿ ãðàíèöà äëÿ ÌÏÏ-êîäîâ áëèçêà ê ãðàíèöå Â� èëåæèò âûøå âåðõíåé ãðàíèöû ìèíèìàëüíîãî êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿÄ�-êîäîâ.1 ÂâåäåíèåÂ ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåäâîè÷íûå êîäû íà äâóäîëüíûõ ãðà�àõ.Èäåÿ êîäîâ íà ãðà�àõ áûëà ïðåäëîæåíà Òàííåðîì â [1℄. Ïîçæå Ñèïñåð èÑïèëìàí â [2℄ èñïîëüçîâàëè ãðà�û-ðàñøèðèòåëè, ÷òîáû ïîëó÷èòü àñèìïòî-òè÷åñêè õîðîøèå êîäû ñ ïðîñòûì äåêîäèðîâàíèåì (ïîä �àñèìïòîòè÷åñêè õî-ðîøèìè� ìû ïîíèìàåì êîäû, ÷üè ñêîðîñòü è îòíîñèòåëüíîå êîäîâîå ðàññòî-ÿíèå îäíîâðåìåííî îòñòîÿò îò íóëÿ). Îíè íàçâàëè ýòè êîäû êîäàìè íà áàçåãðà�îâ-ðàñøèðèòåëåé1. Íàðÿäó ñî ñëó÷àéíûìè ãðà�àìè-ðàñøèðèòåëÿìè âðàáîòå [2℄ èñïîëüçîâàëèñü è ÿâíûå êîíñòðóêöèè ãðà�îâ ñ õîðîøèì êîý��è-öèåíòîì ðàñøèðåíèÿ [3, 4℄, íàçûâàåìûå ãðà�àìè �àìàíóäæàíà. Â ðàáîòàõ[5,6℄ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé êîíñòðóêöèè Ñèïñåðà-Ñïèëìàíà,â êîòîðîé ãðà� �àìàíóäæàíà ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ÿâëÿ-åòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì Ä�-êîäîâ. Â ýòîé ðàáîòå ìû èññëåäóåì ìèíèìàëüíîåêîäîâîå ðàññòîÿíèå Ä�-êîäîâ.1â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí �expander 
odes�1



Íèæíèå îöåíêè êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿ äâîè÷íûõ Ä�-êîäîâ ïîëó÷åíûâ [7, 8℄. Êðîìå òîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [9, 10℄, ãäåïîëó÷åíû íèæíèå îöåíêè äëÿ îáîáùåííûõ äâîè÷íûõ ÌÏÏ-êîäîâ. Âñå ýòèðåçóëüòàòû ìîæíî ëåãêî îáîáùèòü íà ñëó÷àé íåäâîè÷íûõ Ä�-êîäîâ. Îäíà-êî íàì íå óäàëîñü íàéòè íè îäíîé ðàáîòû, ãäå áûëà áû ïîëó÷åíà âåðõíÿÿîöåíêà êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿ Ä�-êîäîâ. Â ðàáîòå [11℄ ïîëó÷åíû âåðõíèåîöåíêè êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿ äâîè÷íûõ ÌÏÏ-êîäîâ. Îäíàêî àâòîðàìóäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ èìè âåðõíÿÿ îöåíêà ëåæèò íèæå ãðà-íèöû Â� òîëüêî ïðè î÷åíü âûñîêèõ ñêîðîñòÿõ (R > 0.975), íà îñòàâøåéñÿ÷àñòè èíòåðâàëà ýòà îöåíêà ëèøü óëó÷øàåò îáùèå âåðõíèå îöåíêè, ñïðà-âåäëèâûå äëÿ âñåõ ëèíåéíûõ êîäîâ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåðõíåé îöåíêè ìûâîñïîëüçóåìñÿ îäíèì èç ìåòîäîâ, îïèñàííûõ â ðàáîòå [11℄.Â ýòîé ðàáîòå ïîëó÷åíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêà êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿäëÿ Ä�-êîäîâ íàä ïîëåì GF (q). Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ëþáîì q > 32 èìååòñÿðàñøèðÿþùèéñÿ ñ ðîñòîì q èíòåðâàë (íå íà âûñîêèõ ñêîðîñòÿõ), ãäå ïî-ëó÷åííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ëåæèò íèæå ãðàíèöû Âàðøàìîâà��èëüáåðòà, èòåì ñàìûì äîêàçàí �óíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò, çàêëþ÷àþùèéñÿ â òîì,÷òî íåäâîè÷íûå Ä�-êîäû õóæå ëó÷øèõ èç èçâåñòíûõ ëèíåéíûõ êîäîâ. Ïðèýòîì ïîêàçàíî, ÷òî íèæíÿÿ ãðàíèöà êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿ ÌÏÏ-êîäîâñ êîäîì-êîìïîíåíòîì �èäà�Ñîëîìîíà î÷åíü áëèçêà ê ãðàíèöå Â� è ëåæèòâûøå âåðõíåé ãðàíèöû äëÿ Ä�-êîäîâ.Êàçàëîñü áû, â ýòîé ðàáîòå ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, ïðîòèâîðå÷àùèé ðåçóëü-òàòó ðàáîòû [12℄, ãäå ïðèâîäèòñÿ êîíñòðóêöèÿ êîäîâ (êîòîðûå òàêæå íà-çâàíû Ä��-êîäàìè), ìèíèìàëüíîå êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîòîðûõ ñ ðîñòîì
q ïðèáëèæàåòñÿ ê ãðàíèöå Ñèíãëòîíà, îäíàêî êîíñòðóêöèè êîäîâ âñå-òàêèðàçëè÷íû, à êàæóùååñÿ ïðîòèâîðå÷èå � ðåçóëüòàò íåêîòîðîé ïóòàíèöû âòåðìèíîëîãèè.Â �2 ìû îïèøåì ñòðóêòóðó Ä�-êîäîâ. Â �3 áóäåò ïðåäëîæåíà è äîêàçà-íà íîâàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ìèíèìàëüíîãî êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿ Ä�-êîäîâ.Â �4 ïîëó÷åíû íèæíèå îöåíêè. Â �5 ïðèâåäåíû ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðå-çóëüòàòû.2 Ñòðóêòóðà êîäàÏóñòü G = (V1 : V2, E) � ýòî íåíàïðàâëåííûé ñâÿçíûé äâóäîëüíûé ãðà�ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = V1

⋃
V2 (V1

⋂
V2 = ∅) è ìíîæåñòâîì ðåáåð E.Ïóñòü deg (ui) = ∆1 ∀ui ∈ V1, deg (vj) = ∆2 ∀vj ∈ V2, |E| = n, òîãäà |V1| = b1,

|V2| = b2, ãäå b1 = n
∆1

, b2 = n
∆2

.Ïóñòü Fq � ýòî ïîëå �àëóà ñ q ýëåìåíòàìè. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèåêàæäîé âåðøèíå ui ∈ V1, i = 1, b1 ëèíåéíûé (∆1, R1∆1) êîä C
(1)
i íàä ïîëåìFq; êàæäîé âåðøèíå vj ∈ V2, j = 1, b2 � ëèíåéíûé (∆2, R2∆2) êîä C

(2)
j íàäòåì æå ïîëåì. Äàëåå êîäû C

(i)
j áóäåì íàçûâàòü êîìïîíåíòíûìè êîäàìè.Äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ∈ V îáîçíà÷èì ÷åðåç E (u) ìíîæåñòâî ðåáåð,èöèäåíòíûõ åé. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðåáðà èç E íåêîòîðûì îáðàçîì çà-íóìåðîâàíû è ýòîò ïîðÿäîê �èêñèðîâàí. Äëÿ ëþáîãî u ∈ V ïîðÿäîê íà

E (u) èíäóöèðóåòñÿ ïîðÿäêîì íà E. Ïóñòü z = (ze)e∈E , òîãäà ÷åðåç (z)E(u)îáîçíà÷èì ïîäáëîê z, â êîòîðûé âõîäÿò ýëåìåíòû ñ èíäåêñàìè èç E (u).Òåïåðü ìû ãîòîâû äàòü îïðåäåëåíèå Ä�-êîäà:2



Îïðåäåëåíèå 1 . Êîä C ÿâëÿåòñÿ Ä�-êîäîì, åñëè
C =

{
c ∈ F|E|

q :
(
(c)E(ui)

∈ C
(1)
i ∀ui ∈ V1

)
∧

(
(c)E(vj)

∈ C
(2)
j ∀vj ∈ V2

)}Ä�-êîä C ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì êîäîì, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ìîæíî çàäàòüïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé. ÏóñòüH(1)
i � ýòî ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà êîäà-êîìïîíåíòà

C
(1)
i , H(2)

j � ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà êîäà-êîìïîíåíòà C(2)
j , òîãäà ïðîâåðî÷íàÿìàòðèöà H êîäà C âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H =



 π1

(
diag

(
H

(1)
1 ,H

(1)
2 , . . . ,H

(1)
b1

))

π2

(
diag

(
H

(2)
1 ,H

(2)
2 , . . . ,H

(2)
b2

))



 , (1)ãäå
diag

(
H

(i)
1 ,H

(i)
2 , . . . ,H

(i)
bi

)
=




H
(i)
1 0 · · · 0

0 H
(i)
2 · · · 0... . . . . . . ...

0 0 · · · H
(i)
bi




(1−Ri)n×n

,

πi � ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ ìàòðèöû diag
(
H

(i)
1 ,H

(i)
2 , . . . ,H

(i)
bi

) îäíîçíà÷-íî îïðåäåëÿåìàÿ ãðà�îì G è �èêñèðîâàííûì ïîðÿäêîì ðåáåð íà E.Çàìå÷àíèå 1 . �àçìåð H � ((1−R1) + (1−R2))n× n.Òåïåðü îïðåäåëèì ïàðàìåòðû ïîëó÷åííîãî êîäà. Äëèíà n êîäà C ðàâíà
|E|, ñêîðîñòü êîäà C óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

R > R1 +R2 − 1 (2)�àâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå ïîëíîãî ðàíãà ìàòðèöû H.3 Âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìèíèìàëüíîãî êîäîâîãî ðàñ-ñòîÿíèÿ äëÿ Ä�-êîäîâÏóñòü C′ � ýòî Ä�-êîä. Ïóñòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè R1 6 R2. Ïðîâå-ðî÷íàÿ ìàòðèöà (1) êîäà C′ ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ê âèäó:
H =



 diag
(
H

(1)
1 ,H

(1)
2 , . . . ,H

(1)
b1

)

π−1
1 π2

(
diag

(
H

(2)
1 ,H

(2)
2 , . . . ,H

(2)
b2

))



 .Ïóñòü êîä C ñîîòâåòñòâóåò ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöå H. Êîäû C è C′ ýê-âèâàëåíòíû, ñëåäîâàòåëüíî, îíè èìåþò îäèíàêîâûå ìèíèìàëüíûå êîäîâûåðàññòîÿíèÿ. Òåïåðü ïîëüçóÿñü ñòðóêòóðîé ïåðâîãî ñëîÿ äîêàæåì ñëåäóþ-ùóþ òåîðåìó: 3
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�èñ. 1: Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà êîäà C̃Òåîðåìà 1 . Ïóñòü C � ýòî Ä�-êîä, òîãäà
d (C) 6 min

b1>b′>
(R1−R)

R1
b1+

1
R1∆1

{
qk̃−1 (q − 1)

qk̃ − 1
b′∆1

}
,ãäå k̃ = b′R1∆1 − (R1 −R)n, b′ ∈ N.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì êîä C̃ äëèíû ñ = b′∆1, b′ ∈ N. Ïðîâå-ðî÷íàÿ ìàòðèöà H̃ ýòîãî êîäà ïîêàçàíàíà íà �èñ. 1. Ýòîò êîä ñîîòâåòñòâóåòïîäêîäó C′′ êîäà C. Äåéñòâèòåëüíî, íóæíî ëèøü äîáàâèòü ïðå�èêñ èç n− ñíóëåé ê ñëîâó c̃ êîäà C̃, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñëîâî c′′ êîäà C′′, ò.å.

c′′ = (0 c̃) .Òàêèì îáðàçîì,
d (C) 6 d (C′′) = d

(
C̃
)
.ßñíî, ÷òî èçáûòî÷íîñòü êîäà C̃ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ (÷å-ðåç k̃ îáîçíà÷èì ðàçìåðíîñòü êîäà C̃):

ñ− k̃ 6 (R1 −R)n+ b′ (1−R1)∆1,ñëåäîâàòåëüíî,
k̃ > b′R1∆1 − (R1 −R)n.Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå k̃ > 1 äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëî-âèÿ:
b′R1∆1 − (R1 −R)n > 1.4



Îòñþäà ïîëó÷èì óñëîâèå íà b′:
b′ >

R1 −R

R1
b1 +

1

R1∆1
.Ïðèìåíèâ ãðàíèöó Ïëîòêèíà [13℄ ïîëó÷èì íåîáõîäèìûé ðåçóëüòàò. NÇàìå÷àíèå 2 . Âìåñòî ãðàíèöû Ïëîòêèíà ìîæíî ïðèìåíèòü ëþ-áóþ èç èçâåñòíûõ ãðàíèö äëÿ q-è÷íûõ ëèíåéíûõ êîäîâ (íàïðèìåð, ãðà-íèöó Áàññàëûãî-Ýëàéåñà [14℄ èëè ãðàíèöó Ìàê-Ýëèñà��îäåìè÷à��àìñåÿ�Âåë÷à [15℄), íî äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî óæå è ãðàíèöû Ïëîòêèíà.Â ñëåäóþùåé òåîðåìå áóäåò ïðèâåäåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìà âåðõíåéãðàíèöû ìèíèìàëüíîãî êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ:Òåîðåìà 2 . Ïóñòü {Ci}

∞
i=1 � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ä�-êîäîâ ñîñêîðîñòÿìè R (Ci) = R è äëèíàìè n (Ci) = i×ÍÎÊ(∆1,∆2), òîãäà

δ = lim
i→∞

(
d (Ci)

n (Ci)

)
6

q − 1

q

(
1−R

1 +R

)Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì
b′ =

⌈
b1

(
R1 −R

R1

)⌉
+ f (n) ,ãäå f (n) → ∞ ïðè n → ∞ è f (n) = o (n), òîãäà

d (C) 6
qR1∆1f(n)−1 (q − 1)

qR1∆1f(n) − 1

((
R1 −R

R1

)
n+ (f (n) + 1)∆1

)�àçäåëèâ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà n è ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïðè i → ∞,ïîëó÷èì
δ 6

q − 1

q

(
R1 −R

R1

)
. (3)Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèÿìè R1 6 R2 è (2), ïîëó÷èì, ÷òî

R1 6
R1 +R2

2
6

1 +R

2
. (4)Ïîäñòàâèâ (4) â (3) ïîëó÷èì íåîáõîäèìûé ðåçóëüòàò

δ 6
q − 1

q

(
1−R

1 +R

)
.

NÇàìå÷àíèå 3 . Îòìåòèì, ÷òî õóäøèé ñëó÷àé äîñòèãàåòñÿ ïðè R1 =
R2. Ýòî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (4). Â ñëó÷àå R1 < R2 âåðõíÿÿ ãðàíèöàïðîéäåò åùå íèæå.4 Íèæíèå ãðàíèöû ìèíèìàëüíîãî êîäîâîãî ðàñ-ñòîÿíèÿÂ ýòîì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì íèæíèå ãðàíèöû ìèíèìàëüíîãî êîäîâîãî ðàñ-ñòîÿíèÿ äëÿ äâóõ àíñàìáëåé êîäîâ. �åçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ÿâëÿþòñÿ5



ìîäè�èêàöèðîâàííûìè âåðñèÿìè ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [7�10, 16℄. Òàê êàê îò-ëè÷èÿ (õîòü è íåáîëüøèå) âñå-òàêè ïðèñóòñòâóþò ìû ðåøèëè ïîëíîñòüþïðèâåñòè âñå íåîáõîäèìûå äîêàçàòåëüñòâà.Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçóåìûé â äàííîé ðàáîòå ìåòîä òðåáóåò çíàíèÿ ïîë-íûõ ðàñïðåäåëåíèé âåñîâ êîäîâûõ ñëîâ êîìïîíåíòíûõ êîäîâ. Îäíîâðåìåí-íî ñ ýòèì, ñòàòüè [7℄ (äëÿ äâîè÷íûõ êîäîâ íà äâóäîëüíûõ ãðà�àõ) è [17℄(äëÿ äâîè÷íûõ îáîáùåííûõ ÌÏÏ-êîäîâ èëè, êàê èõ åùå íàçûâàþò, êîäîâíà ãèïeðãðà�àõ) ïðåäëàãàþò äðóãîé ñïîñîá îöåíêè ìèíèìàëüíîãî êîäîâîãîðàññòîÿíèÿ, äëÿ êîòîðîãî íóæíî ëèøü êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîìïîíåíòíûõêîäîâ. �åçóëüòàòû, ïîëó÷àåìûå ïðè òàêîì ïîäõîäå, ñëàáåå, òàê êàê èñïîëü-çóåòñÿ ìåíüøå èí�îðìàöèè î êîìïîíåíòíûõ êîäàõ, íî â íåêîòîðûõ ñèòóà-öèÿõ ýòî ìîæåò áûòü ïîëåçíî.Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê êîíêðåòíûì àíñàìáëÿì êîäîâ, ââåäåì íåîáõîäè-ìûå îáîçíà÷åíèå è äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ, ñïðàâåäëèâûå äëÿ ëþáîãî àíñàì-áëÿ êîäîâ.Ïóñòü E � ýòî àíñàìáëü êîäîâ, èìåþùèõ äëèíó n. ×åðåç A (W ) îáîçíà-÷èì ñðåäíåå ïî êîäàì ÷èñëî êîäîâûõ ñëîâ âåñà W , ò.å.
A (W ) =

1

|E |

|E |∑

i=1

Ai (W ),ãäå Ai (W ) � ýòî ÷èñëî ñëîâ âåñà W â êîäå Ci ∈ E .Òåîðåìà 3 (�àëëàãåð, [16℄). Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
d∑

W=1

A (W ) < 1,òî â àíñàìáëå E ñóùåñòâóåò êîä C, òàêîé ÷òî d (C) > d.Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî d∑
W=1

A (W ) < 1 ⇒
d∑

W=1

|E |∑
i=1

Ai (W ) <

|E |, à ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóììàðíîå ÷èñëî êîäîâûõ ñëîâ âåñà ìåíüøå ëèáîðàâíîãî W â àíñàìáëå E ìåíüøå ÷èñëà êîäîâ, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ êîä
C ∈ E , íè îäíîãî èç ýòèõ ñëîâ íå ñîäåðæàùèé:

d (C) > d

NÇàìå÷àíèå 4 . Îòìåòèì, ÷òî åñëè d∑
W=1

A (W ) = β < 1, òî â àíñàì-áëå E íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå (1− β) |E | êîäîâ Ci, òàêèõ ÷òî d (Ci) > d.Çàìå÷àíèå 5 . Îòìåòèì, ÷òî
A (W ) =

1

|E |

|E |∑

i=1

Ai (W ) =
1

|E |

|VW |∑

j=1

N
(
E ,v

(W )
j

)
, (5)ãäå VW =

{
v(W) ∈ Fn

q :
∣∣v(W )

∣∣ = W
}, N (E ,v) � ýòî ÷èñëî êîäîâ èç àíñàì-áëÿ E , ñîäåðæàùèõ êîäîâîå ñëîâî v.Òåïåðü ïåðåéäåì ê êîíêðåòíûì àíñàìáëÿì.6



4.1 Àíñàìáëü Ä�-êîäîâ�àññìîòðèì áëî÷íóþ äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó
Hb =




H0 0 · · · 0

0 H0 · · · 0... . . . . . . ...
0 0 · · · H0




(1−R0)n×n

,íà ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîé íàõîäÿòñÿ b ïðîâåðî÷íûõ ìàòðèö H0 ëèíåé-íîãî (∆0, R0∆0) êîäà íàä ïîëåì Fq. �àçìåðHb � (1−R0)n× n, ãäå n = ∆0b.×åðåç ϕ (Hb) îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç ìàòðèöû Hb ïðîèçâîëü-íîé ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ è óìíîæåíèåì èõ íà ïðîèçâîëüíûå íåíóëåâûåýëåìåíòû ïîëÿ Fq. Òîãäà ìàòðèöà
H =

(
ϕ1 (Hb)
ϕ2 (Hb)

)

2(1−R0)n×n

,ñîñòàâëåííàÿ èç äâóõ òàêèõ ìàòðèö êàê ñëîåâ, ÿâëÿåòñÿ ðàçðåæåííîé ïðî-âåðî÷íîé ìàòðèöåé êîäà èç àíñàìáëÿ E1 (∆0, b).Îïðåäåëèì àíñàìáëü E1 (∆0, b) òàê:Îïðåäåëåíèå 2 . Ýëåìåíòû àíñàìáëÿ E1 (∆0, b) ïîëó÷àþòñÿ ïóòåìíåçàâèñèìîãî âûáîðà ïåðåñòàíîâîê πi è íåíóëåâûõ êîíñòàíò ci,j , i = 1, 2; j =
1, 2, . . . , n, íà êîòîðûå óìíîæàþòñÿ ñòîëáöû ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòåïåðåñòàíîâîê ìàòðèö ñëîåâ.Çàìå÷àíèå 6 . Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò îïðåäåëåíèÿ àíñàìáëÿäëÿ äâîè÷íûõ êîäîâ çäåñü äîáàâëÿåòñÿ óìíîæåíèå íà êîíñòàíòû, íå ðàâ-íûå íóëþ.Çàìå÷àíèå 7 . Êàæäûé êîä èç àíñàìáëÿ E1 (∆0, b) ÿâëÿåòñÿ Ä�-êîäîì(∆1 = ∆2 = ∆0, R1 = R2 = R0), ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî èç íèõ ñïðàâåäëèâàâåðõíÿÿ ãðàíèöà ìèíèìàëüíîãî êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ èç �3, |E1 (∆0, b)| =

(n!(q − 1)n)2.Ëåììà 1 . Ñðåäíåå ïî êîäàì ÷èñëî êîäîâûõ ñëîâ âåñà W â àíñàìáëå
E1 (∆0, b)

A (W ) =
(A1 (W ))

2

(q − 1)W
(

n

W

) ,ãäå A1 (W ) � ÷èñëî êîäîâûõ ñëîâ âåñà W â ïåðâîì ñëîå.Äîêàçàòåëüñòâî.�àññìîòðèì �èêñèðîâàííûé âåêòîð v(W ) äëèíû n, ∥∥v(W )
∥∥ = W . Â ñîîò-âåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (5) íóæíî âû÷èñëèòü N

(
E1 (∆0, b) ,v

(W )
). �àññìîò-ðèì îòäåëüíî àíñàìáëè ïåðâûõ (L1) è âòîðûõ (L2) ñëîåâ. Åñëè ìû çíà-åì ÷èñëî ïåðâûõ ñëîåâ, äëÿ êîòîðûõ êîìáèíàöèÿ v(W ) ÿâëÿåòñÿ êîäîâîé(N (L1,v

(W )
)) è ÷èñëî âòîðûõ ñëîåâ, äëÿ êîòîðûõ êîìáèíàöèÿ v(W ) ÿâëÿ-åòñÿ êîäîâîé N

(
L2,v

(W )
), òî

N
(
E1 (∆0, b) ,v

(W )
)
= N

(
L1,v

(W )
)
N
(
L2,v

(W )
)
,7



( )1 bπ H ( )2 bπ H ( )
1

bL
π H

Кодовое?

Кодовое?

Кодовое?

...

... ⇔

bH

...

Кодовое?

Кодовое?

...

Кодовое?

v ( )1

1
π

−
v ( )1

2
π

−
v ( )

1

1

L
π

−
v

�èñ. 2: Ïîäñ÷åò N
(
L1,v

(W )
)ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïåðåñòàíîâêè è íåíóëåâûå ìíîæèòåëè äëÿ ñëîåââûáèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíî è íåçàâèñèìî. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå L1 = L2, ñëå-äîâàòåëüíî,

N
(
E1 (∆0, b) ,v

(W )
)
=
(
N
(
L1,v

(W )
))2

.Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü N
(
L1,v

(W )
) çà�èêñèðóåì îäèí êîíêðåòíûéñëîé, à ïåðåñòàíîâêè è óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòû áóäåì ïðîèçâîäèòü ñ ýëå-ìåíòàìè âåêòîðà v(W ), à íå ñî ñòîëáöàìè ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû. Òàê êàêâñå ñëîè ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, ïóñòü ýòî áóäåò ñëîé ñ òîæäåñòâåííûìîòîáðàæåíèåì ϕ = id. Âñå ñêàçàííîå ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà �èñ. 2.Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâàìè îòîáðàæåíèé ϕi ñðåäè âåêòîðîâ {ϕi

−1
(
v(W )

)}|L1|

i=1åñòü âñå âîçìîæíûå âåêòîðà, ïðè÷åì êàæäûé èç íèõ ïîâòîðÿåòñÿK ðàç, ãäå
K = W ! (n−W )!(q − 1)

n−W
.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

N
(
L1,v

(W )
)
= A1 (W )K = A1 (W )W ! (n−W )!(q − 1)

n−W
.È îêîí÷àòåëüíî,

N
(
E1 (∆0, b) ,v

(W )
)
=
(
A1 (W )W ! (n−W )!(q − 1)

n−W
)2

.Êàê ïîêàçûâàåò ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå N
(
E1 (∆0, b) ,v

(W )
) îäèíàêîâîäëÿ âñåõ âåêòîðîâ âåñà W , ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ (5) ïîëó÷èì:

A (W ) = (q − 1)
W

(
n

W

)
(
A1 (W )W ! (n−W )!(q − 1)n−W

)2

((q − 1)
n
n!)

2

=
(A1 (W ))2

(q − 1)
W

(
n

W

) ,÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.8



NÂ ñëåäóþùåé ëåììå ìû ïîëó÷èì îöåíêó A (W ).Ëåììà 2 . Ñðåäíåå ïî êîäàì ÷èñëî êîäîâûõ ñëîâ âåñà W â àíñàìáëå
E1 (∆0, b)

A (W ) 6 q−nF1(δ,∆0),ãäå
F1 (δ,∆0) = hq (δ) + δlogq (q − 1)

+ 2max
s>0

(
δlogq (s)−

1

∆0
logq (g0 (s,∆0))

)
,

δ = W
n
, hq (δ) = −δlogq (δ) − (1− δ) logq (1− δ) � �óíêöèÿ q-è÷íîé ýíòðî-ïèè, à g0 (s,∆0) � ýòî ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ âåñîâ êîäîâûõ ñëîâ êîäà-êîìïîíåíòà.Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîì ñëîå ìíîæåñòâà ïîçèöèé, çà-íÿòûõ êîäîâûìè ñèìâîëàìè êîìïîíåíòíûõ êîäîâ, íå ïåðåñåêàþòñÿ. Â òî æåâðåìÿ âñå ïîçèöèè ïîêðûòû, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ñëîÿ

G (s) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà òàê:
G (s) = g0

n
∆0 (s,∆0) ,òîãäà

A1 (W ) =
[
sW
] (

g0
n

∆0 (s,∆0)
)Âîñïîëüçîâàâøèñü î÷åâèäíîé îöåíêîé,

A1 (W ) 6 min
s>0

(
g0

n
∆0 (s,∆0)

sW

)
,íåðàâåíñòâîì ( n

W

)
6 qnhq(δ) è ëåììîé 1 ïîëó÷èì íåîáõîäèìûé ðåçóëüòàò.

N Òåîðåìà 4 . Åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü(îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé δ) óðàâíåíèÿ
F1 (δ,∆0) = 0 (6)òîãäà â àíñàìáëå E1 (∆0, b) ñóùåñòâóþò êîäû {Ci}

N1(b)
i=1

(
lim
b→∞

N1(b)
|E1(∆0,b)|

= 1

),òàêèå ÷òî d (Ci) > (δ1 − ε)n, ãäå ε � ñêîëü óãîäíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå÷èñëî; δ1 � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (6).Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 4
lim
n→∞




⌊(δ1−ε)n⌋∑

W=1

A (W )


 = 0.Èç çàìå÷àíèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî

|E1 (∆0, b)|



1−

⌊(δ1−ε)n⌋∑

W=1

A (W )



 6 N1(b) 6 |E1 (∆0, b)| ,÷òî è çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. N9



4.2 Àíñàìáëü ÌÏÏ-êîäîâ�àññìîòðèì ìàòðèöó
H =




ϕ1 (Hb)
ϕ2 (Hb)...
ϕℓ (Hb)




ℓ(1−R0)n×nñîñòîÿùóþ èç ℓ ñëîåâ (îáîçíà÷åíèå ϕ (Hb) áûëî ââåäåíî â �4.1). Ýòà ðàçðå-æåííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé êîäà èç àíñàìáëÿ E2 (∆0, b).Îïðåäåëåíèå 3 . Ýëåìåíòû àíñàìáëÿ E2 (∆0, b) ïîëó÷àþòñÿ ïóòåìíåçàâèñèìîãî âûáîðà ïåðåñòàíîâîê πi è íåíóëåâûõ êîíñòàíò ci,j , i = 1, 2, . . . , ℓ; j =
1, 2, . . . , n, íà êîòîðûå óìíîæàþòñÿ ñòîëáöû ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòåïåðåñòàíîâîê ìàòðèö ñëîåâ.Çàìå÷àíèå 8 . Çäåñü â îòëè÷èå îò àíñàìáëÿ E1 (∆0, b) ïðîâåðî÷íàÿìàòðèöà ñîñòîèò íå èç äâóõ, à èç ℓ ñëîåâ.Çàìå÷àíèå 9 . Ýòè êîäû íå ÿâëÿþòñÿ Ä�-êîäàìè è, ñëåäîâàòåëüíî,âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ íèõ íå ñïðàâåäëèâà, ìû ïðèâîäèì ýòîò àíñàìáëü äëÿñðàâíåíèÿ.Âñå äîêàçàòåëüñòâà â ýòîì ðàçäåëå àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâàì èç �4.1,ìû ïðèâåäåì òîëüêî îñíîâíîé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 5 . Åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü(îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé δ) óðàâíåíèÿ

F2 (δ,∆0) = 0 (7)òîãäà â àíñàìáëå E2 (∆0, b) ñóùåñòâóþò êîäû {Ci}
N2(b)
i=1

(
lim
b→∞

N2(b)
|E2(∆0,b)|

= 1

),òàêèå ÷òî d (Ci) > (δ2 − ε)n, ãäå ε � ñêîëü óãîäíî ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿâåëè÷èíà; δ2 � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (7),
F2 (δ,∆0) = (ℓ− 1)

(
hq (δ) + δlogq (q − 1)

)

+ ℓmax
s>0

(
δlogq (s)−

1

∆0
logq (g0 (s,∆0))

)
.5 ×èñëåííûå ðåçóëüòàòûÂ êà÷åñòâå êîìïîíåíòíîãî êîäà áóäåì èñïîëüçîâàòü óêîðî÷åííûé êîä �èäà�Ñîëîìîíà äëèíû ∆0 6 q. Îïèøåì, êàê åãî ïîñòðîèòü. Ïóñòü α � ýòî ïðèìè-òèâíûé ýëåìåíò ïîëÿ Fq. �àññìîòðèì ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó óäëèíåííîãî

(q, q − d0 + 1) êîäà �èäà�Ñîëîìîíà
H =




1 α α2 . . . α(q−2) 1
1 α2 α4 . . . α2(q−2) 0... ... ... . . . ... ...
1 αd0−1 α2(d0−1) . . . α(d0−1)(q−2) 0


 ,10



ãäå d0 � ýòî ìèíèìàëüíîå êîäîâîå ðàññòîÿíèå. Òîãäà (∆0,∆0 − d0 + 1) êîä�èäà�Ñîëîìîíà ïîëó÷àåòñÿ óêîðî÷åíèåì íà q−∆0 èí�îðìàöèîííûõ ñèìâî-ëîâ, ò.å. ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà ýòîãî êîäà ñîñòîèò èç ∆0 ñòîëáöîâ ìàòðèöû
H. Ïîñòðîåííûé êîä òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîäîì ñ ìàêñèìàëüíûì äîñòèæèìûìðàññòîÿíèåì (ÌÄ�-êîäîì), ò.å. d0 = (1−R0)∆0 + 1.Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî êîäîâûõ ñëîâ âåñà W â ÌÄ�-êîäå ìîæíî îöåíèòüñëåäóþùèì îáðàçîì:

a (W ) 6

(
∆0

W

)
(q − 1)W−d0+1Òàêèì îáðàçîì, ïðè s > 0 äëÿ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè âåñîâ êîäîâûõñëîâ êîìïîíåíòíîãî êîäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

g0 (s,∆0) 6 1 +

∆0∑

i=d0

((
∆0

i

)
(q − 1)

i−d0+1
si
)
.Äëÿ àíñàìáëÿ Ä�-êîäîâ ïðè çàäàííûõ R è ∆0 ïîëó÷èì

d0 = (1−R0)∆0 + 1 =
1−R

2
∆0 + 1.Äëÿ àíñàìáëÿ ÌÏÏ-êîäîâ çà�èêñèðóåì d0 = 2, òàêèì îáðàçîì ïðè çà-äàííûõ R è ∆0 ïîëó÷èì

ℓ = (1−R)∆0.Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âûáåðåì ∆0 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü îòíî-ñèòåëüíîå êîäîâîå ðàññòîÿíèå.Íà �èñ. 3, �èñ. 4, �èñ. 5 ïðèâåäåíû ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ q = 64,
q = 256, q = 1024 ñîîòâåòñòâåííî. ×èñëåííûå äàííûå äàþòñÿ â Òàáë. 1,Òàáë. 2 è Òàáë. 3. Íà êàæäîì èç ðèñóíêîâ ïîêàçàíû ÷åòûðå çàâèñèìîñòè:

• Çàâèñèìîñòü δV G (R) � ãðàíèöà Âàðøàìîâà��èëáåðòà.
• Çàâèñèìîñòü δupper (R) � âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìèíèìàëüíîãî êîäîâîãî ðàñ-ñòîÿíèÿ äëÿ Ä�-êîäîâ.
• Çàâèñèìîñòü δlower (R) � íèæíÿÿ ãðàíèöà ìèíèìàëüíîãî êîäîâîãî ðàñ-ñòîÿíèÿ äëÿ Ä�-êîäîâ ñ êîìïîíåíòíûì êîäîì �èäà�Ñîëîìîíà (∆0ïîäáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå;Ïîëó÷èâøèåñÿ çíà÷åíèÿ ∆0 ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ).
• Çàâèñèìîñòü δLDPC (R) � íèæíÿÿ ãðàíèöà ìèíèìàëüíîãî êîäîâîãîðàññòîÿíèÿ äëÿ ÌÏÏ-êîäîâ ñ êîìïîíåíòíûì êîäîì �èäà�Ñîëîìîíà(∆0 ïîäáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíîå çíà-÷åíèå; Ïîëó÷èâøèåñÿ çíà÷åíèÿ ∆0 è ℓ ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ).Â ñëó÷àå q = 64 âåðõíÿÿ îöåíêà ìèíèìàëüíîãî êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿÄ�-êîäîâ ëåæèò íèæå ãðàíèöû Â� ïðè R ∈ (0, 25; 0, 89). Ýòîò èíòåðâàëðàñøèðÿåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì q, äëÿ q = 256 èíòåðâàë òàêîé � (0, 10; 0, 97), àäëÿ q = 1024 � (0, 05; 0, 99). 11
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�èñ. 3: �åçóëüòàòû äëÿ q = 64Òàáëèöà 1: �åçóëüòàòû äëÿ q = 64R δV G (R) δupper (R) δlower (R) ;∆0 δLDPC (R) ;∆0; ℓ1/8 0,7400 0,7656 0,6905; 64 0,7355; 16; 141/4 0,5894 0,5906 0,4395; 64 0,5860; 12; 93/8 0,4608 0,4474 0,2440; 64 0,4585; 24; 151/2 0,3462 0,3281 0,1180; 64 0,3445; 28; 145/8 0,2427 0,2272 0,0475; 64 0,2415; 40; 153/4 0,1492 0,1406 0,0135; 64 0,1480; 52; 137/8 0,0665 0,0656 0,0010; 64 0,0575; 64; 86 Çàêëþ÷åíèåÏðè q > 32 ñóùåñòâóåò èíòåðâàë, â êîòîðîì ïîëó÷åííàÿ âåðõíÿÿ îöåí-êà ëåæèò íèæå ãðàíèöû Âàðøàìîâà��èëáåðòà, ñëåäîâàòåëüíî, íåäâîè÷íûåÄ�-êîäû õóæå, ÷åì ëó÷øèå èç èçâåñòíûõ íåäâîè÷íûõ êîäîâ. Ïîëó÷åííàÿíèæíÿÿ ãðàíèöà äëÿ àíñàìáëÿ Ä�-êîäîâ ñ êîìïîíåíòíûì êîäîì �èäà�Ñîëîìîíà ñèëüíî õóæå âåðõíåé. Ïîëó÷åííàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà äëÿ àíñàìáëÿÌÏÏ-êîäîâ ñ êîìïîíåíòíûì êîäîì �èäà�Ñîëîìîíà î÷åíü áëèçêà ê ãðàíèöåÂàðøàìîâà��èëáåðòà è ëåæèò âûøå âåðõíåé ãðàíèöû äëÿ Ä�-êîäîâ.
12
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�èñ. 4: �åçóëüòàòû äëÿ q = 256Òàáëèöà 2: �åçóëüòàòû äëÿ q = 256R δV G (R) δupper (R) δlower (R) ;∆0 δLDPC (R) ;∆0; ℓ1/8 0,7807 0,7747 0,6950; 240 0,7795; 8; 71/4 0,6318 0,5977 0,4050; 248 0,6310; 16; 123/8 0,5004 0,4528 0,2020; 240 0,4995; 16; 101/2 0,3805 0,3320 0,0885; 256 0,3800; 28; 145/8 0,2700 0,2299 0,0330; 224 0,2695; 40; 153/4 0,1684 0,1423 0,0095; 192 0,1680; 60; 157/8 0,0764 0,0664 0,0015; 240 0,0760; 136; 17Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÂ ýòîò ïðèëîæåíèè ìû èññëåäóåì ñâîéñòâà �óíêöèè
G (δ) = F2 (δ,∆0) = (ℓ− 1)

(
hq (δ) + δlogq (q − 1)

)

+ ℓmax
s>0

(
δlogq (s)−

1

∆0
logq (g0 (s,∆0))

)
.Ïóñòü �óíêöèÿ g0 (s,∆0) = 1 +

∆0∑
i=d0

a(i)si óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì13
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�èñ. 5: �åçóëüòàòû äëÿ q = 1024Òàáëèöà 3: �åçóëüòàòû äëÿ q = 1024R δV G (R) δupper (R) δlower (R) ;∆0 δLDPC (R) ;∆0; ℓ1/8 0,8036 0,7770 0,6590; 224 0,8035; 16; 141/4 0,6573 0,5994 0,3350; 248 0,6570; 16; 123/8 0,5252 0,4541 0,1440; 320 0,5250; 24; 151/2 0,4028 0,3330 0,0545; 332 0,4025; 28; 145/8 0,2884 0,2305 0,0180; 352 0,2880; 40; 153/4 0,1817 0,1427 0,0045; 224 0,1810; 60; 157/8 0,0835 0,0666 0,0005; 128 0,0795; 96; 12îãðàíè÷åíèÿì: {
a(i) > 0 ∀i ∈ [d0,∆0]
a(d0) > 0

(8)Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ âûðàæåíèÿ, êîòîðîå íóæíî ìàêñèìèçèðîâàòü,ïîëó÷èì:
δ =

1

∆0

sg′0 (s,∆0)

g0 (s,∆0)
.Òàêèì îáðàçîì, s = f−1 (δ), ãäå f (s) = 1

∆0

sg′

0(s,∆0)
g0(s,∆0)

.Â ñëåäóþùåé ëåììå ìû ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ f−1 (δ) íåïðåðûâíà íàïîëóèíòåðâàëå [0,+∞). 14



Ëåììà 3 . Ôóíêöèÿ f−1 (δ), ãäå f (s) = 1
∆0

sg′

0(s,∆0)
g0(s,∆0)

, íåïðåðûâíà íà ïî-ëóèíòåðâàëå [0,+∞).Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî �àêòà äîñòàòî÷íî ïîêà-çàòü, ÷òî f (s) ñòðîãî âîçðàñòàåò íà ïîëóèíòåðâàëå [0,+∞). Âû÷èñëèì ïðî-èçâîäíóþ f (s):
f ′ (s) =

1

∆0

(
(sg′0)

′
g0 − s (g′0)

2
)

g20Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî (sg′0)
′
g0 − s (g′0)

2
> 0. Ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèåê âèäó:

s (sg′0)
′
g0 − (sg′0)

2
.Òåïåðü

[
∆0∑

i=d0

(i)2a (i) si

][
1 +

∆0∑

i=d0

a (i) si

]
−

[
∆0∑

i=d0

ia (i) si

]2
.�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x =

{
i
√
a (i) si

}∆0

i=d0

è y =
{√

a (i) si
}∆0

i=d0(ìû ìîæåì ýòî ñäåëàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè (8) è òåì �àêòîì, ÷òî
s > 0). Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x,y) òàê:

(x,y) =

∆0∑

i=d0

xiyi,òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî:
[

∆0∑

i=d0

(xi)
2

][
∆0∑

i=d0

(yi)
2

]
>

[
∆0∑

i=d0

xiyi

]2
.Ïîäñòàâèâ íàøè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷èì

[
∆0∑

i=d0

(i)2a (i) si

][
∆0∑

i=d0

a (i) si

]
−

[
∆0∑

i=d0

ia (i) si

]2
> 0,ñëåäîâàòåëüíî, â ñâÿçè ñ óñëîâèÿìè (8)

[
∆0∑

i=d0

(i)2a (i) si

][
1 +

∆0∑

i=d0

a (i) si

]
−

[
∆0∑

i=d0

ia (i) si

]2
> 0,÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. NÑëåäñòâèå 1 . Èññëåäóåìàÿ �óíêöèÿ

G (δ) = (ℓ− 1)
(
hq (δ) + δlogq (q − 1)

)

+ ℓ

(
δlogq

(
f−1 (δ)

)
−

1

∆0
logq

(
g0
(
f−1 (δ) ,∆0

)))
,íåïðåðûâíà íà (0,+∞) ââèäó òîãî, ÷òî f−1 (δ) íåïðåðûâíà è f−1 (δ) > 0ïðè δ > 0. 15



Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü ëåììó:Ëåììà 4 . Åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü(îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé δ) óðàâíåíèÿ
G (δ) = 0 (9)òî

lim
n→∞




⌊(δ0−ε)n⌋∑

W=1

q−nG(δ)


 = 0,ãäå δ0 � ýòî íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (9), ε � ñêîëüóãîäíî ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà.Äîêàçàòåëüñòâî.Âûáåðåì ñêîëü óãîäíî ìàëóþ âåëè÷èíó ε è ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå äâàïðåäåëà:

lim
n→∞




⌊εn⌋∑

W=1

q−nG(δ)



 (10)è
lim
n→∞




⌊(δ0−ε)n⌋∑

⌈W=εn⌉

q−nG(δ)


 . (11)Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðåäåë (11):Ôóíêöèÿ G (δ) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [ε, δ0 − ε], ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-ñòâóåò min

δ∈[ε,δ0−ε]
G (δ) = G0. G0 > 0, òàê êàê G (δ) > 0 ïðè δ ∈ [ε, δ0 − ε].Òåïåðü
0 6 lim

n→∞

⌊(δ0−ε)n⌋∑

W=⌈εn⌉

q−nG(δ)
6 lim

n→∞

⌊(δ0−ε)n⌋∑

W=⌈εn⌉

q−nG0

= lim
n→∞

(
(⌊(δ0 − ε)n⌋ − ⌈εn⌉+ 1) q−nG0

)
= 0Òàêèì îáðàçîì,

lim
n→∞




⌊(δ0−ε)n⌋∑

⌈W=εn⌉

q−nG(δ)


 = 0.Òåïåðü âåðíåìñÿ ê ïðåäåëó (10)Ââåäåì �óíêöèþ G∗ (δ):

G∗ (δ) = (ℓ− 1)
(
hq (δ) + δlogq (q − 1)

)

+ ℓ

(
δlogq

(
δ

1
d0

)
−

1

∆0
logq

(
g0

(
δ

1
d0 ,∆0

)))
.

16



Îíà ïîëó÷àåòñÿ èç �óíêöèè G (δ) çàìåíîé s íà δ
1
d0 . Î÷åâèäíî, ÷òî

G (δ) > G∗ (δ) ,ñëåäîâàòåëüíî,
lim
n→∞

⌊εn⌋∑

W=1

q−nG(W
n ) 6 lim

n→∞

⌊εn⌋∑

W=1

q−nG∗(W
n )Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè (8) �óíêöèÿ g0 (s, n0) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

g0 (s, n0) = 1 + a(d0)s
d0 + . . . .Çàìåòèì, ÷òî

logq

(
g0

(
δ

1
d0 ,∆0

))
6

1

ln q

(
g0

(
δ

1
d0 ,∆0

)
− 1
)
.Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ �óíêöèè G (δ)

G (δ) > G∗ (δ) = −

(
ℓ− 1−

ℓ

d0

)
δ logq δ +O (δ)Ïóñòü ℓ > d0

d0−1 , d0 > 2, òîãäà
G (δ) > −c1δ logq δ + c2δ + o (δ) , c1 > 0,è

lim
n→∞

⌊εn⌋∑

W=1

q−nG(W
n ) 6 lim

n→∞

⌊εn⌋∑

W=1

qnc1
W
n

logq
W
n

−nc2
W
n

= lim
n→∞

⌊εn⌋∑

W=1

(
W

n

)c1W

q−c2W

6 lim
n→∞

⌊εn⌋∑

W=1

(
(ε)

c1 q−c2
)W

=
(ε)c1 q−c2

1− (ε)
c1 q−c2

= 0Çàìåòèì, ÷òî çíàê c2 íå âàæåí, òàê êàê ìû âñåãäà ìîæåì ñäåëàòü ïîëó-÷èâøååñÿ çíà÷åíèå ñêîëü óãîäíî ìàëûì, ïðàâèëüíî ïîäîáðàâ ε.Òàê êàê îáà ïðåäåëà ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû, òî
lim
n→∞

⌊(δ0−ε)n⌋∑

W=1

q−nG(W
n ) = 0

N 17
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