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Изучаются свойства бесконечных двоичных последовательностей 
инвариантные относительно алгоритмической эквивалентности последо
вательностей. При этом отождествляются любые два свойства, различаю
щиеся на множестве, некоторая естественная мера которого равна 0. 
Показано, что класс всех вычислимых и класс всех случайных после
довательностей нельзя разделить такими свойствами на нетривиальные 
подклассы. Основные технические результаты работы связаны с изуче
нием инвариантных свойств, которыми могут обладать невычислимые 
последовательности алгоритмически не эквивалентные никаким случай
ным последовательностям. 

§ 1. Основные определения 

В этой работе мы по возможности будем придерживаться обозначений 
и терминологии, принятых в [1, 2 ] . Эти же работы рекомендуются чита
телю в качестве основных предварительных источников. 

1.1. Основные множества. Основные множества, с которыми мы будем 
иметь дело, это множество N всех натуральных чисел, множество Q всех 
рациональных чисел, множество R+ всех неотрицательных действитель
ных чисел, множество Q всех бесконечных последовательностей, 
состоящих из 0 и 1, и множество Q* всех, конечных двоичных последова
тельностей, причем пустая последовательность Л также принадлежит Q*. 
Символом 1{х) обозначаем длину последовательности х (количество чле
нов х), Хг обозначает i-й член последовательности х, {x)n=xix2... хп. По
следовательность у продолжает последовательность х (обозначение х^у), 
если 1(х)^1(у) и Xi=y{ при l ^ i ^ Z ( x ) . Последовательности х и у согла
сованы, если х^у или z/c=x. В дальнейшем будут рассматриваться только 
двоичные последовательности. 

Множество Q будет рассматриваться как топологическое пространство 
с базой, состоящей из всевозможных интервалов Гх={соШ|;гс:о)}, где 
x£Q*. Топологическое пространство Q компактно. 

Основные сведения по теории рекурсивных функций содержатся в [1] . 
Бесконечная последовательность а называется вычислимой, если функция 
g(n)=an рекурсивна. 

1.2. Рекурсивно-перечислимые полумеры. Понятие рекурсивно-пере
числимой полумеры (полувычислимой меры па Q*UQ) впервые рассматри
валось в [2]. 

Функция Р, определенная на Q* и принимающая неотрицательные 
действительные значения, называется полумерой, если она удовлетворяет 
условиям 

Р(Л)<1, 
Р(х)>Р(х0)+Р(х1) 

для всех х. Здесь xi обозначает последовательность, полученную из х до
бавлением еще одного члена L Полумера Р называется мерой, если Р(х) = 

4* 
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=Р(хО)+Р(х1) для всех х. Меру Р можно рассматривать на о-ал-
гебре борелевских подмножеств Q, если определить Р(Тх)=Р(х) и далее 
распространить Р обычным образом. В алгоритмической теории информа
ции рассматриваются рекурсивно-перечислимые (далее р.п.) полумеры. 
Произвольная функция g из Q* в R+ называется рекурсивно-перечислимой, 
если {(г, x)\r<g(x), r£Q, x£Q*} является р.п. множеством. Заметим, что 
если р.п. полумера Р является мерой и Р(А)=1 (т. е. Р нормирована), 
то множество {(г, х)\г>Р(х)} является р.п. так же, как и множество1 

{(г, х) \г<Р(х)}. Используя перечислимость каждого из этих множеств* 
нетрудно указать алгоритм, позволяющий вычислять значения Р (х) с лю
бой степенью точности. Р. п. мера также будет называться вычислимой. 
Самый известный пример вычислимой меры — равномерная мера Лебега 
L(x)=2~l(x\ соответствующая последовательности независимых испытаний 
с равной вероятностью исходов 0 и 1. 

Алгоритмическим оператором называется р.п. множество пар A^Q*X 
XQ*, удовлетворяющее условию: если {х, z/), (x\ у')^А и х согласовано 
с х\ то у согласовано с у'. Для произвольной последовательности a£Q*UQ 
и любых (х, г/), (#', у')£А, из условий х^а и х'с^а следует, что у согласо
вано с у'. Исходя из этого свойства, в качестве значения А (а) берется по
следовательность, полученная объединением всех таких г/, что (#, у) £А 
и х<=а. 

Легко видеть, что для любых вычислимой меры Ф и алгоритмического 
оператора А функция Р(х)=Ф( U Г2) является р.п. полумерой. В даль-

X(ZA(z) 
нейшем мы будем использовать следующие два утверждения из [2, 3 ] . 

Т е о р е м а 1.1 [2]. Для любой р.п. полумеры Р такой, что Р(А)-=1Т 
существует такой алгоритмический оператор А, что P(x)=L( [} Tz) для 

xaA(z) 

всех х. 
Т е о р е м а 1.2 [2, 3 ] . Существует такая р.п. полумера М, что для лю

бой р.п. полумеры Р найдется такая константа С, что неравенство СМ(х)^ 
^Р(х) выполнено для всех х. 

В дальнейшем f(x)=^g(x) будет обозначать тот факт, что существует 
такая константа С, что неравенство f(x)^Cg(x) выполнено для всех х. 
Пишем f(x)Xg(x), если f(x)=^g(x) и g(x)=^f(x). 

Фиксируем одну из полумер М, удовлетворяющих условию теоре
мы 1.2. М называется универсальной р.п. полумерой [3] . М (х) ^=Р(х) для 
любой р.п. полумеры Р. 

Для технических целей нам будет удобно с произвольной полумерой Р 
связывать максимальную не превосходящую ее меру Р, которая, как не
трудно показать, связана с Р соотношением 

(1.1) P ( * ) = inf У Р.(У). 
х с у , 1(у)=п 

Легко видеть, что Р=Р, если_Р — мера. Множество В называется су
щественно сингулярным, если М(В)=0. Из М(х)^=Р(х) следует, что 
М(х)^=Р(х) для любой р.п. полумеры Р. Поэтому если В — существенно 
сингулярно, то Р(В)=0 для любой jp.n. полумеры Р, т. е. мера Р абсолют
но непрерывна относительно меры М. 

1 Так как г>Р (я) тогда и только тогда, когда 

1-г< V Р(у). 
Ну)=1(х),уФх 
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Произвольный алгоритмический оператор А применим к последова
тельности coGQ, если А (со)Ш. В дальнейшем мы обычцо будем рассматри
вать ограничение оператора А на множество {со|4(со)£Й}. При таком по
нимании А из теоремы 1.1 нетрудно получить, что для любой р.п. полу
меры Р, Р(Л) = 1 , найдется такой алгоритмический оператор А, что 
(1.2) P(X)=L(A-i(X)) для любого борелевского X^Q. 

1.3. Пренебрежимые множества. Существование последовательностей с 
некоторыми свойствами можно доказывать различными неконструктивны
ми методами. Свойства могут быть при этом довольно экзотическими. На
пример, в теории степеней неразрешимости [4] доказывается существо
вание последовательностей, обладающих следующим свойством недели
мости информации: по определению такая последовательность а 
невычислима и по любой невычислимой р, полученной в виде $=F(a), 
где F — некоторый алгоритмический оператор, можно восстановить а, т. е. 
a=G($) для некоторого алгоритмического оператора G. Это свойство мо
жет интерпретироваться как то, что информация, заключающаяся в а, 
бесконечна и эквивалентна, с точностью до конечных описаний переко
дирующих алгоритмов, любой алгоритмически выделенной из нее беско
нечной части. 

С другой стороны, на практике мы часто имеем дело с достаточно длин
ными кусками последовательностей, полученных в реальных физических 
процессах. Примеры таких процессов — серия бросаний симметричной мо
неты со сторонами 0 и 1, алгоритм, вырабатывающий неограниченную вы
числимую последовательность, а также комбинации подобных процессов. 

Для того чтобы оценить, соответствуют ли последовательности со свой
ствами, подобными свойству неделимости, каким-либо реальным природ
ным последовательностям, в настоящей работе вводится понятие пренебре-
жимого множества. Множество A^Q называется недостижимым, если 
F(ay)^A при (й&А для любого алгоритмического оператора F. Множество 
В называется пренебрежимым, если оно является подмножеством недости
жимого множества А, равномерная мера L которого равна 0. Так как 
F^i(A)^A для любого алгоритмического оператора F, из (1.1) следует, что 
Р(А)=0 для любой р. п. полумеры Pj_ В частности, М(А)=0, откуда 
М(В)=0. Верно_и обратное^_т. е. если М(В)=0, то В пренебрежимо. Дей
ствительно, из М(В)=0 и М(х)^=Р(х), где Р — произвольная р. п. полу
мера, следует, что Ь(Р~*(В))=0 для любого алгоритмического операто
ра F. Поэтому В является подмножеством недостижимого множества 
UF""1 (В) меры L, равной 0, т. е. В пренебрежимо. Таким образом, класс 
пренебрежимых множеств совпадает с классом существенно сингулярных 
множеств. 

Возможна следующая интерпретация пренебрежимых множеств. Пусть 
некоторое записанное в каком-либо формальном языке свойство Ф опреде
ляет пренебрежимое множество последовательностей В. По определению, 
В^А, где А недостижимо и L(A)=0. Так как М(А)=0, то Р(А)=0 для 
любой вычислимой меры Р. Отсюда можно утверждать, что вероятность 
получения последовательности из А в случайном процессе с «простым» 
(вычислимым) распределением вероятностей равна 0. Никакую последо
вательность из А нельзя также получить как результат алгоритмического 
преобразования последовательности, лежащей вне А. Так как В^А, можно 
утверждать, что никакая последовательность, имеющая свойство Ф, не 
может быть получена ни в каком процессе, сводящемся к комбинации де
терминированных ж случайных процессов с вычислимыми распределения
ми вероятностей. Возможно, однако, что неконструктивными методами 
можно доказать существование таких последовательностей. Реальные фор-
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мальные языки имеют не более чем счетные множества символов, поэтому 
в каждом таком языке можно определить не более чем счетное число пре-
небрежимых множеств. Можно доказать, что свойство неделимости инфор
мации определяет пренебрежимое множество последовательностей. 

Читатель может соглашаться или не соглашаться с приведенной интер
претацией. Математические результаты § 2 и 3 не зависят от нее. Для того 
чтобы это подчеркнуть, в математических рассуждениях мы употребляем 
термин «существенно сингулярное множество», а в неформальных коммен
тариях к ним — термин «пренебрежимое множество». 

Впервые подобные вопросы рассматривались в [5]. 
Простейшим примером существенно сингулярного множества является 

множество, состоящее из одной невычислимой последовательности. Дейст
вительно, пусть Л/"'({«})>0. Тогда найдется рациональное г>0 такое, что 
М((а)п)>г для всех п. Легко видеть, что среди всех х таких, что М(х)>г, 
имеется только конечное число попарно несогласованных. Поэтому можно 
выбрать такое &, что из (а)к^х и М (х)>г следует, что х<=а. Отсюда сле
дует, что а можно вычислять, перечисляя все такие х, что (a)ft<=:# и 
М(х)>г. 

Для читателя, знакомого с понятием вероятностной машины [6—8], 
заметим, что существенная сингулярность множества В эквивалентна 
тому, что с помощью вероятностной машины неразрешима задача получе
ния последовательности из В. В частности, существенная сингулярность 
множества {а} для невычислимой а составляет содержание известной тео
ремы де Леу, Мура, Шеннона и Шапиро о том, что вероятностная машина 
не может выработать невычислимую последовательность [8]. 

1.4. Алгебра инвариантных свойств. Последовательность а алгоритми
чески сводится к последовательности [3, если a=F($) для некоторого 
алгоритмического оператора F. Последовательности а и р алгоритмически 
эквивалентны, если а сводится к р и (J сводится к а; обозначается это сх=(3. 

Множество А называется (алгоритмически) инвариантным, если из 
а^А и $=а следует, что $<^А для любых а и (3. 

Пусть / — класс всех инвариантных борелевских подмножеств Q. Мно
жество / является полной булевой алгеброй относительно теоретико-мно
жественных операций пересечения, объединения и дополнения. 

Множества А и В из / назовем эквивалентными, если множество 
(A\B)U (В\А) существенно сингулярно. Легко видеть, что перечисленные 
выше теоретико-множественные операции согласованы с этим отношением 
эквивалентности. Буквой £ обозначим фактор-алгебру алгебры / по вве
денному отношению эквивалентности. 

Свойство бесконечных последовательностей, сохраняющееся при пере
ходе к эквивалентным последовательностям, является по существу свойст
вом массивов информации, определяемых этими последовательностями. 
Каждое такое свойство определяет инвариантное множество последователь
ностей, им обладающих. В рамках приведенной в разделе 1.3 интерпрета
ции, если два сформулированных в некотором формальном языке подобных 
свойства отличаются только на пренебрежимое множество, то эти свойства 
неразличимы на «природных» последовательностях. Ненулевые элементы 
8 соответствуют инвариантным свойствам «природных» последователь
ностей. 

Пусть элемент а алгебры й представляет собой класс всех множеств из 
^эквивалентных А. В этом случае пишем а=_[Л]. Пусть В={а\ Зо)(оа^ 
е5&со=а)}. Будем говорить, что элемент Ь= [В] порождается последова
тельностями из множества В. __ 

._ Для любых A(=8L и A'<=3L имеем М((А\А')[)-(А'\А))=0, так что 
P((A\A')\J (A'\A))=0 для любой р. п. полумеры Р. Поэтому для любой 
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р. п. полумеры Р можно определить Р(а)=Р(А), где А—произвольный 
элемент а. 

Простейшие элементы 8 — это нулевой элемент 0 = [ф], представляю
щий собой класс всех существенно сингулярных множеств, и единичный 
элемент 1 = [Q]. 

§ 2. Элементы 8, порожденные полными последовательностями 

2.1. Определение и свойства полных последовательностей. Последова
тельность co'^Q называется полной, если М((со)п)ХР((со)„) для некоторой 
вычислимой меры Р. Понятие полной последовательности натуральных 
чисел введено в [3] . Из результатов [9] следует, что М(((д)п)ХР(((д)п) 
тогда и только тогда, когда со случайна в смысле Мартин-Лефа относитель
но вычислимой меры Р (о случайных последовательностях см. [10—12] )2. 

Приводим без доказательства некоторые важные свойства полных 
последовательностей, полученные в [2, 3 ] . 

Т е о р е м а 2.1 [2,3]. 1. Любая вычислимая нормированная мера мно
жества всех полных последовательностей равна 1. 

2. Множество всех полных последовательностей замкнуто относительно 
применения любого всюду применимого алгоритмического оператора F 
(г. е. такого, что F(a))^Q для любой со^Й). 

Эта теорема показывает, что в случайных процессах с вычислимыми 
распределениями вероятностей могут быть получены только полные после
довательности и, более того, только полные последовательности могут быть 
получены в любых комбинациях таких случайных и всюду применимых 
алгоритмических процессов. 

Легко видеть, что любая вычислимая последовательность полна. Для 
доказательства надо рассмотреть вычислимую меру 

_ , ч ( 1 , если xd со, Р (х) — { 
(0, в противном случае. 

Тогда P ( ( c o ) n ) = l ^ i / ( ( c o ) n ) > P ( ( ( o ) n ) , т. е. М((со)п)ХР((со)п) . 
Последовательность со случайна по мере Лебега тогда и только тогда,, 

когда М( (со)п)Х2-п . 
Т е о р е м а 2.2 [2]. Каждая полная последовательность вычислима или 

эквивалентна последовательности, случайной по мере Лебега L. 
В работах [2,3] величина КМ(х) =[—log2 M (х)] рассматривается в ка

честве сложности (энтропии) конечной последовательности3 х. Если со 
случайна по мере Лебега, то КМ((со)п) с точностью до аддитивной Констан
ты совпадает с п. Это значит, что информация, заключающаяся в со, зако
дирована оптимальным образом. Если со вычислима, то со эквивалентна ко
нечной последовательности. Из всего этого следует, что теорема 2.2 может 
интерпретироваться так, что любая полная последовательность допускает 
оптимальное уплотнение. Последовательности, эквивалентные полным, 
будем называть стандартными. 

2.2. Естественные элементы 8. Пусть С — множество всех вычислимых 
последовательностей, с = [С]. Легко видеть, что Ж ( с ) > 0 . Так как все 
элементы С алгоритмически эквивалентны, с не может быть разложен в 
объединение двух непересекающихся ненулевых элементов 8, т. е. с 
является атомом алгебры 8. 

2 В дальнейшем такую со также будем называть случайной по мере Р. 
3 Здесь [%] обозначает целую часть действительного числа %. 
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Пусть R — множество всех невычислимых полных последовательностей, 
г = [ Л ] . По теореме 2.1, Р(г )=1 для любой вычислимой нормированной 
меры Р. 

В следующей теореме полностью описаны все элементы й, порожден
ные стандартными последовательностями. Эту теорему нетрудно получить 
в качестве следствия из сформулированных без доказательства результа
тов работы [5]. 

Т е о р е м а 2.3 г — атом й. Таким образом, любой элемент й, порож
денный стандартными последовательностями, совпадает с О, с, г или cUr. 

Предварительно докажем одну лемму и следствие из нее. Пусть Р — 
произвольная р. п. полумера. Так как Р абсолютно непрерывна относитель
но меры М, по теореме Радона — Никодима [13] существует однозначно-
определенная с точностью до множества М-меры 0 функция (dP/ 
fdM) (со) — производная Радона — Никодима меры Р по мере М, для кото-

г dP _ _ 
ройР,(Х) = -—^ (co)dM(co) для любого X. Кроме того, для М-почти всех 

«J dM 
со будет (dP/dM) (a) =lim P((а)п)/И({а)п). 

• п _ 
Л е м м а 2.1. Пусть B^Q и для любой оэеД выполнено (dP/dM) (со) =7̂ 0. 

Тогда если Р(В) =0, то В существенно сингулярно. __ 
г dP _ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из соотношения 0=Р(В)= - = - (со)сШ(о) 
J dM 
в 

и того, что (dP/dM) (со)^0 при со^#, легко следует, что М(В)=0. 
С л е д с т в и е 2.1. Пусть Р — некоторая вычислимая мера, а множество 

В состоит из случайных по мере Р последовательностей. Тогда если 
Р(В)=0, то В существенно сингулярно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любой co^S существует С>0 такое, что 
Р((со)п)/Л/(((о)п)^Р((со)гг)/Л/((соп)^Сдля_всехдг. Отсюда (dP/dM)(a)¥= 
=5̂0 для .М-почти всех со^В. По лемме 2.1 М (5)=0, что и требовалось до
казать. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.3. Допустим, что r=allb, где аПЬ=0 
и а^О, Ь^О. Пусть R =AUS, где 4 ^ а и В^Ъ, причем можно считать, что 
АС\В=ф. Пусть R' — множество всех случайных по мере Лебега L последо
вательностей, A'=AC\R', B'=BC\R'. Из М(А)>0 и М(В)>0 следует, что 
L(\JF"i(A))'>0 и L(UF~l(B))>01 где объединение берется по всем алго-
<? F 

ритмическим операторам. Из теоремы 2.2 следует, что UF"1 (Af) =\)F~l (A) 
F F 

и UF-^B^^UF-^B), поэтому М(А')>0 и М(В')>0. Отсюда по след-
F F 

ствию 2.1 получаем, что L(Af)'>0 и L(B')>0. Отметим еще одно свойство 
этих множеств. Каждое из них вместе с любой последовательностью содер
жит все последовательности, ей эквивалентные, в том числе и все, отличаю
щиеся от нее в конечном числе знаков. С помощью закона 0 или 1 
А. Н. Колмогорова [14] покажем, что эти свойства противоречивы. Нам 
будет удобно использовать формулировку этого закона из [15]. 

Пусть /i, / 2 , . . . , / п , . . . — последовательность независимых случайных 
величин в некотором вероятностном пространстве с распределением Р. Для 
произвольного п с последовательностью /п, / п + 1 , . . . связывается наимень
шая о-алгебра, относительно которой все эти случайные величины изме
римы. Пересечение всех таких о-алгебр называется остаточной о-алгеброй 
последовательности fu /2, . . ., /п, •. • • Закон 0 или 1 утверждает, что для 
любого множества X, лежащего в остаточной о-алгебре последовательности 
A, h • • •, /», • • •, будет Р(Х) =0 или Р(Х) = 1 . 

Для применения этого закона к вероятностному пространству Q с рас-
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пределением L рассмотрим независимые случайные величины /г(со)=о)г 
при г=1, 2 , . . . . Из свойства инвариантности множеств А' и Вг относитель
но изменения в конечном числе знаков следует, что каждое из них лежит 
в остаточной о-алгебре последовательности Д, /2, . . . , /п, . . . . Поэтому мера 
L каждого из них равна 0 или 1, что противоречит тому, что А'Г\В'=ф и 
L(A')>0, L(B')>0. Полученное противоречие доказывает, что г — атом. 

Легко видеть, что г — единственный атом, равномерная мера L которого 
равна 1. 

Существует одна интересная интерпретация теоремы 2.3. Специалистам 
по теории информации известно, что информация в наиболее плотной своей 
кодировке неотличима от случайного шума, а поэтому единственной ее 
инвариантной характеристикой является ее количество — конечное или 
бесконечное. Теорема 2.3 хорошо согласуется с этим фактом. 

Из теоремы 2.1 следует, что с помощью вероятностных процессов и 
всюду применимых алгоритмических операторов можно получать только 
стандартные последовательности. Поэтому из теоремы 2.3 следует, что если 
при определении пренебрежимого множества ограничиться только всюду 
применимыми алгоритмическими операторами, то аналогичным образом 
определенная алгебра состояла бы только из четырех элементов: нулевого, 
единичного и двух элементов, порожденных вычислимыми и случайными 
последовательностями соответственно. Однако использование не всюду 
применимых операторов существенно усложняет ситуацию. Свойства 
нестандартных последовательностей будут изучаться в следующем пара
графе. 

§ 3. Элементы в, порожденные 
нестандартными последовательностями 

Результаты этого параграфа основаны на том, что множество всех 
нестандартных последовательностей не является существенно сингуляр
ным. Впервые это было доказано в работе автора [16]. 

Нестандартная последовательность — это последовательность, не экви
валентная никакой полной последовательности. Поэтому такая последова
тельность не допускает оптимального кодирования. Любая вычислимая 
мера множества всех нестандартных последовательностей равна 0, и нестан
дартную последовательность нельзя получить в качестве значения всюду 
применимого алгоритмического оператора на полной последовательности. 
Это значит, что для получения нестандартных последовательностей сущест
венно необходимы не всюду применимые алгоритмические операторы. 

В этом параграфе будут построены бесконечная последовательность 
атомов и безатомные элементы, порожденные нестандартными последова
тельностями. 

3.1. Сети и потоки. Каждая из конструируемых в этом параграфе полу
мер будет определяться стандартным образом по некоторому бесконечному 
графу с размеченными ребрами. Приведем соответствующие определения. 

Путем на Q* называется любая пара (х, у), где х, у&£1* и #<=?/, причем 
хФу. Если а=(х, у), вводим обозначения он=х, ок=г/. Число 1(c) =* 
=1(о")—1(он) называется длиной пути о. Далее W={o\l(a)=l}. 

Рекурсивная функция д, определенная на Q*XQ*, принимающая неот
рицательные рациональные значения и удовлетворяющая условию 

(3.1) £g(o)«£l 

для любого х&&*, будет называться сетью. 
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Пусть g — произвольная сеть; g-потоком называется наименьшая по
лумера Р, удовлетворяющая неравенству P^R, где функция R опреде
ляется условиями: 
(3.2) Д(Л)=1, 

# Ы = YJ ^(о)л(аН) ПРИ УФА-
о.а К=у 

Легко видеть, что R — общерекурсивная функция. Заметим, что Р свя
зана с R следующим образом. Конечное множество D^Q* называется сече
нием над xGQ*, если все элементы D попарно несогласованы и x^z при 
z^D. Пусть пх — множество всех сечений над х. Нетрудно доказать, что 
(3.3) Р{х) = sup У R(z). 

Из этого соотношения следует, что Р — р.п. полумера. 
С сетью g нам будет удобно связывать ассоциированное множество 

Gq=*{o\l(o)>2 и д(о)>0}. 
Сеть q называется элементарной, если q(o)=l/2 для почти всех (т. е. 

для всех, кроме конечного числа) o^W. Из условия (3.1) следует, что Gq 

конечно для элементарной сети q. Для произвольной сети q сеть gn опре
деляется так: #n(o)=g(o), если Z(oft)<rc, и для остальных о gn(o)==V2, 
если G&W, и qn (о) =0 при 1(о) >2. 

Пусть Л̂ ип — множество всех элементарных сетей. 
3.2. Общая часть конструкции. Нам будет удобно выделить общую тех

ническую часть из конструкций §, 3. Мы укажем конструкцию сети, зави
сящую от произвольного рекурсивного отношения B(i, g, о), где №N, 
qfiNnn и а — путь. Конструкция также зависит от общерекурсивной функ
ции р из N в N. В разделе 3.3 можно взять р(п)=22п+\ в разделе 3.4 
p(^) = (^+2)2. 

Фиксируем общерекурсивную функцию р из N в N такую, что для лю
бого п множество {i\p(i)=n} бесконечно и p(i+l)¥=p(i) для всех i. Если 
G — множество путей, то 
(3.4) G(i) = {oeG\p(l(o«))=p(l(o"))=i}. 

Пусть q — элементарная сеть, G — ассоциировано с g, i&N. Определим 
u?(*,g)=>min {n\p(n)=i&V]'Vo(j<i&o£G(j)-+n>l(oK))}. 

Для произвольной сети q положим w (£, q) = sup w (i, qn). 

С отношением В связывается функция4 

P(g,ar)=min{a|oH^&p(/(oK))==/?(Z(a:))&S(/?(Z(a:)),g,a)}. 
Легко видеть, что р имеет рекурсивный график. 

.С произвольной сетью q нам будет удобно связывать ассоциированную 
функцию sq(x)=l—q(x, x0)—q(x, xi). 

Индукцией по п определим последовательность элементарных сетей qn. 
Полагаем д°(0)=72 при/(о)=1 и д°(о)=0при 1{а)>2. 
Пусть сеть gn_1 уже определена, Gn~l — ассоциированное с д71"1 мно

жество, 5П-1 — ассоциированная с gn_1 функция и 1(ок)<п при o£Gn~\ 
Предварительно определим множество Gn и функцию sn. Их определение 
распадается на два случая. 

4 Здесь и далее используется лексикографическое упорядочение множеств Q* 
и Q*XQ\ 
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С л у ч а й 1. w(p(n), qn~l)=n. В этом случае полагаем sn(y) = 1/р(тг), 
если 1(у)=п, и sn (у) =sn~i (у) в противном случае. Полагаем Gn=Gn~l. 

С л у ч а й 2. w(p(n), qn~i)<n. Пусть 

Cn={x\w(p(n), qn-i)<l(x)<n&0<sn-l(x)<l& 
&l{$"(qn-\x))=n&VG(oK=x-*o<lGn-1)}. 

Для каждого х^Сп определим sn($K(qn~\ х) ) = 0 и определим sn(y) = 
=5n _ 1(^)/[ l—sn~ i(x)] для остальных у таких, что х^у и 1(у)=п. Пола
гаем sn(у) = 5 П - 1 (у) для всех остальных у; 

Gn=Gn-i\}{^{qn-\x) \x£Cn}. 

После разбора случаев определим 

(V2(l - * > " ) ) При 1(G) = 1, 
qn(a)=\ 5n(aH) при o£Gr\ 

[О для остальных а. 

Определим g = l i m g n . Из эффективности конструкции следует, что 
п 

q — общерекурсивная функция. Нетрудно проверить, что функция q удов
летворяет условию (3.1). Пусть множество G и функция s ассоциированы 
с сетью q. Легко видеть, что G= (J Gn и s=Hm sn. 

n n 
Л е м м а З.1. G(i) конечно и w(i, q)<°° для любого i. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что если G(j) конечно для каждого 

j<i, то w(i, q)<°°. Поэтому достаточно доказать, что G(i) конечно для 
любого i. Допустим противное. Пусть i — наименьшее, для которого G(i) 
бесконечно. Так как G(j) конечно при /<г, то w(i, q)<°°. Определим 

(l/s((x)m), если s((x)m)^0 и l(x)^w(i, q), где 
m = max ({I (aK) | a 6 G (i) & aH С x & I (aK) < 

K(x)={ <Цх)} U M * . ? ) » . 
p(w(i,q)), если I (x)<^w(i,q), 

О для остальных х. 

Нетрудно проверить, что К — всюду определенная функция из Q* в N, 
удовлетворяющая условию: для любых х и у таких, что х^у, будет 
К(х)^К(у), причем если К(х)Ж(у), то K(x)>K(z) для каждого z, для 
которого xczz и l(z) =l(y). 

Определим при со^£2 

Z( (o )=min {n\Vi{i>n+K((<b)i)=K((to)n))}. 

Легко видеть, что К определена на всем Q и непрерывна. Так как 
Q — компакт, функция К ограничена некоторым числом гп. Тогда при 
l(x)>m будет К(х)=К((х)т). 

Из конструкции легко видеть, что если существует путь o^G(i) такой, 
что 1(ок)=п, то найдется хотя бы одно х^Сп из случая 2, для которого 
К(у)<К((у)п-1) для всех у таких, что х^у и 1(у)=п. Тогда существова
ние такого т противоречит бесконечности G(i). Полученное противоречие 
доказывает лемму. 

Последовательность a^Q называется ^-продолжением последовательно
сти x^Q\ если х^а и B(i, qn~\ о), где п=1(а*), выполнено для почти всех а 
таких, что оя =х и о к ^а . Последовательность a^Q будем называть i-от-
брошенной, если s ( ( a ) n ) = l для некоторого п такого, что p(n)=i. Заметим, 
что если G<^G(i), то В(i, qn~\ о) выполнено, п=1(ок). 
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Л е м м а 3.2. Пусть для любого фрагмента (со)п последовательности 
о)££2 найдется i-продолжение. Тогда либо со будет i-отброшена, либо най
дется путь o^G(i) такой, что ок<=со. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть со не г-отброшена. По лемме 3.1 сущест
вует максимальное m такое, что p(m)=i и s((co))m)>0. Так как (со)т 
имеет j-продолжение и s((co)m)<l, то по случаю 2 конструкции будет 
построен путь ((со)™, y)^G(i). По конструкции будет s(y)=0 и s(z)=H=0 
при ((x))maz, l(z)=l(y), z¥=y. Отсюда по выбору m z/<=co. Лемма доказана. 

3.3. Атомы 8. В этом разделе будет построена бесконечная последова
тельность атомов 6, отличных от с и г. Напомним, что ненулевой элемент 
а алгебры ft называется атомом, если не существует разложения a=bUe, 
где Ы1е=0 и Ь^О, е^О. Множество последовательностей, порождающее 
атом, не может быть разделено на две непренебрежимые части никаким 
инвариантным свойством. 

Т е о р е м а 3.1. Множество всех атомов 8 счетно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Нетрудно показать, что множество всех атомов 

алгебры 6 не более чем счетно. Для каждого атома а находим такое мно
жество /)а , представляющееся в виде объединения конечного числа интер
валов, что M((^\Da)U(JDa\-4))<1/4iW r(а) для любого А^а. Если а и Ь — 
различные атомы и А^а, В&Ъ, то М(ЛГШ)!=0, поэтому Д ^ / ) ь . Отсюда сле
дует, что множество всех атомов инъективно вкладывается в счетное мно
жество всех конечных объединений интервалов и поэтому само не более 
чем счетно. 

После этого, для того чтобы доказать утверждение теоремы, достаточно 
построить бесконечную последовательность атомов. С этой целью будет 
построена бесконечная последовательность р.п. полумер Ри Р2,..., Рт,..., 
по которой будет определена последовательность попарно различных ато
мов di, d2,.. . , dw , . . . 

Фиксируем некоторую взаимно-однозначную и эффективную нумера
цию множества {(хи х2,х3) \xfiN при K i < 3 и х2Фх3}. Пусть <хи х2, х3У 
обозначает номер тройки (хи х2, х3) в этой нумерации, г|), т, ц — общере
курсивные функции, обладающие свойством i|)(<#i, х2, х3У)--=хи 
T ( \ # I , х2, х3У) ===х2, т) (\#i, x2l х3У) =х3. 

При х, y&Q* и n^N по определению 
x~ny++l(x)=l(y)&Vi(n^i-+Xi=yi); 

для любых путей a, Oi определим 

Нам потребуется вспомогательное отношение Ф(ь,д,х,у), где №N, 
q — сеть, х, y$Q*. Предварительно с каждым алгоритмическим оператором 
А свяжем монотонную (по отношению <=) функцию 

Л ( я ) = т а х {u\Rz(zczx&(z,u)GA&l(u)<l(z))}. 

Нетрудно показать, что 
A(x)czA(x/) при х<=х\ 
Л(со)=Л(со), если A((u)£Q. 

Пусть {Ai} — вычислимая последовательность всех алгоритмических 
операторов (такая последовательность легко может быть построена с по
мощью теоремы об универсальном р.п. множестве [17]). Полагаем Р{==А{. 

После этого определим 
(3.5) Ф (г, д, х, у) +-*l(x) =l(y) &3.j'3.u(j<i&u~wx&u 

согласовано е^.<о(у))» гДе ^=и>(/, ql(x)). 

file:///xfiN
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Мы будем писать x~z вместо x~wz, где w=w(p(l(x)), qHx)), причем 
дальше всегда будет ясно, о какой сети q идет речь. Аналогично O~WG' 
сокращается до <5~о\ где w=w(p(l(on)), ql(m)). 

Мы определим эффективную последовательность эффективных опера
ций Щт}. Операция 9tm выделяет из произвольной сети q сеть qm с ассо
циированным множеством Gm, для которой T(/?(Z(OH))) =m для любого 
a£Gmi и если qm(a)=^il2, то x(p(Z(<jH)))=m или 1\(р(1(о*)))=т. 

Укажем соотношения для определения сети qm. Пусть G — ассоцииро
ванное с q множество, a s — ассоциированная с q функция. Предваритель
но определим 

(3.6) *»(*) = 
fZs(z ) ' если т (р (I (х))) = т, 

1, если ч\(р(1(х))) = т и t3.G1(a1^G(p(l(x)))& 

в противном случае 
и пусть sm(#)==min {1, sm

0(x)}. 
После этого определим 

(3.7) С т-{о |т( /?(г(он)))=т&5^(он)^1&Яо ,(а ,ад&о /-о)}, 
Va.^-em^11)) п р и а е ^ , 

>Tj д(а') при o£Gm, (3.8) qn(o) = 

О для остальных а. 

Так как V ? W ^ W » т о V . ^ ( а ) < V s(z)=5m(a:). 

Отсюда следует, что функция qm удовлетворяет условию (3.1). 
Теперь мы в состоянии определить рекурсивное отношение В, необхо

димое для применения общей схемы раздела 3.2: 

(3.9) B(i,q,o)~&(<)(о")*0& ^ № , о М 1 Ф ( н , ^ ) } < 2 - ( ' в + " , 

где для произвольного т буквой Qm обозначен %m{q)-поток 5. 
Далее в пределах этого раздела q будет обозначать сеть, определенную 

по схеме раздела 3.2 для данного В; G — ассоциированное с q множество, 
s — ассоциированная с q функция. 

Определим qm=$lm{q) для произвольного т. Пусть множество Gm и 
функция sm — ассоциированы с gw, Rm обозначает функцию, определенную 
по qm соотношениями (3.2), Рт обозначает дт-поток. 

Из конструкции легко видеть, что если o,Gf£Gm и о~о', то дт(о) = 
=qm(o'). 

Полумера Р называется непрерывной, если Р({со})=0 для любой 
<D6Q. Для того чтобы доказать, что Рт непрерывна для любого иг, предва
рительно укажем одно достаточное условие непрерывности потока. 

Число п разделяет множество путей Д если для любого пути o$D будет 
Z(oH) >n или Z(aK) <n. 

Л е м м а 3.3. r-поток непрерывен, если Gr разделяется бесконечным 
множеством чисел, а г (с) =г(с1) при oH=OiH и a, efiW. 

5 х обозначает номер x£Q* при лексикографическом упорядочении всех элемен
тов множества Q*. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Р обозначает r-поток и п разделяет Gr. 
Тогда P(x)=R(x)=r((x)n-i,x)R((x)n-i)<r((x)n-i,x)P((x)n-i) для лю
бого х, 1(х)=п. Из условия (3.1) и из условия леммы следует, что 
г((х)п-и х)<1/2. Отсюда P(((o)n)^i/2P(((x))n-l). Так как имеется бесконеч
но много таких п, то П т Р ( (со)п) ==0, т. е. полумера Р непрерывна. 

п 
Для применения этой леммы к полумере Рт достаточно заметить, что 

для любого i число w(i,q) разделяет Gm. 
Л е м м а 3.4. Рт(у) =0 тогда и только тогда, когда qm(o) =0 для неко

торого о такого, что ок^у и G&W. 
Доказательство необходимости очевидно. Для доказательства достаточ

ности предположим, что qm((y)ni (y)n+i)=:i0 для некоторого п<1(у) и тем 
не менее Pm(y)^=0. Из определения qm следует, что sm((y)n)=l. Из 
Рт(у)^0 следует, что должен существовать путь (x, z)£Gm такой, что 
х<=-(у)п и (y)n+iczz. Будем считать, что {х, z) — самый короткий такой 
путь. По определению Gm существует путь (х\ z') такой, что (xr, zr) ~ 
~ (х, z) и (х\ z') &G. Значение sm ((z) n) = 1 определено по первой или по вто
рой строке (3.6). Заметим, что по конструкции в этом случае существует 
путь (и, v)^G такой, что l(v)=n. Из существования в G пути (х\ zf) сле
дует, что для любого пути {uf,v')&G, для которого z#<Z(i/)<Z(z), где 
w=>w(p(l(z)),qlix)), имеем p{l{v'))>p{l{x)) и w(p(l(v'))9 qw))>w. 
В частности, w(p(n), qn)>w. Поэтому из z'~wz следует, что (z')n~(z)n. 
Отсюда, если sm((z)n)=l определено по первой строке (3.6), то sm((z/)n)== 
=1 также будет определено по первой строке (3.6). Пусть sm((z)n)=*l 
определено по второй строке (3.6). Так как i=^p(n)^p(l(x)) и r\(i)=m, 
%(р(1(х)))=т, из свойства нумерации <xux2lx3> следует, что i>p(l(x))\. 
Поэтому из (3.5) и (z/)n~w(z)n следует, что sm((z')n)=l также будет опре
делено по второй строке (3.6). 

Путь (х\ zr) — самый короткий среди путей (и, v)&G таких, что 
u<^{z')n и (z')n+izzv. Поэтому в G1^'1 нет пути (и, v) с таким свойством. 
Отсюда и из того, что qm((z')n, (з')п+1)=г0, следует, что Qm{z')=0, где Qm 
есть Stm(gUz)_1)-поток из определения (3.9). Это равенство противоречит 
тому, что (х\ zr) £(?, так как для того чтобы этот путь попал в G, необхо
димо, чтобы Qm(z/):¥=0. Полученное противоречие доказывает лемму. 

Носителем полумеры Р будем называть множество 
tf={oGQ|Vw (/>((©)„)=*())}. 

Легко видеть, что Е замкнуто в Q лР(Е) =Р (Q). 
Из леммы 3.4 следует, что отношение Рт(у)=0 рекурсивно и носите

лем Рт является множество Em=Q\ (J Г2. 
Л е м м а 3.5. Рт(1)>0 для любого т. _ 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Оценим снизу величину Рт(Q). Пусть SH=> 

= \ Ет(и)~ У qm(о)Ит(оИ). Выберем произвольное n$N. 

1{и)=п oGGm,l(oK)=n 

Легко видеть, что имеет место соотношение 

(3.10) ^ j R ^ ) = YJ (1""*»-(И))Д«(И) + 
l(u)=n + i l(u)=n 

+ £ , qm(0)Rm(0B). 
aG<W(o*)=7i+i 

Если %{р{п))¥=т и у](р(п))¥=т, то sm(u)=0 при 1(и)=п и не сущест 
вует ни одного пути o^Gmi для которого 1(ок)=п. Поэтому Sn+i>Sn. 
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Пусть х(р(п))=т. Предварительно рассмотрим случай, когда 
iv(p(n), qn~i)<n. Пусть 

P(G, и) ^l(GK)==l(u)&U<*GK&'3iz{z<=U&Z~Gli) . 
Тогда из определения s m i s имеют место соотношения 

l(u)=n l(u)=n z~u 

= Z ( X s(oB)/[is(a')])RUu) = 
l(u)=n o.P(o,u) 

= V (s(o')/[l-s(o")] ^ i ? m ( K ) ) = 
oGG,Z(aR)=n и:Р(а,и) 

^ (.(о-)£л-«)-
! ( o K ) = n * ~ о й 

= У\ дт(о)Лт(ан), 

oGG,Z(oK ) = n 

oGGm,Z(a^)=n 

так как для любого G^G такого, что £(aK)=rc, и любого z~Gn имеем 
V Rm(u)<Rm(z)—s{G4)Rm{z)-B этих преобразованиях также 

t c u , ! ( u ) = n , u f o K 

использовалось равенство qm(G)= \ s(oiH) при o^Gm, которое следует 

из того, что g(a) =s(aH) при o^G, и из (3.8). 
Объединяя полученную оценку с (3.10), получим Sn+i>Sn. 
Пусть w{p{n),qn'-1)=n. Тогда 2 5т(ю)Ят(а)<2п/р(л)» так как 

1(и)=п 
sm(u)=-2n/p(n) при 1(и)=п. Объединяя это неравенство с (3.10), получим 
Sn+i>Sn-2nlp(n). 

Пусть г)(р(п)) = т. Тогда \ sm(u) Rm(u) = 2l{Rm(u)\I(и) = п&'3.а 
l(u)=n 

(a б G & Ф (р (тг), g""1, и, aK))} < V 2"(aH+3). Объединяя эту оценку 

(3.10), получим Sn+1>Sn- V 2~(°H+3). 
oeG, i(<j*)=n 

Заметим, что из конструкции раздела 3.2 следует, что соответствие 
o-+Gn при G&G инъективно. Отсюда, из полученных оценок и из S0—l сле
дует, что 

до 

Sn>l- £27p(i)~ £V?H+3>>72 

г = 1 абО 

для всех6 п. Так как Pm>Rm, получим Рт (й) = inf £ Рт (и) > inf 5п>7г. 
п г(и)=п п 

Лемма доказана. 
6 Напомним, что р(0=22*+2. 
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Л е м м а 3.6. При к^т для любого t имеем Ft (£k) №т=ф. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что существует а)&Ек, для которой 

Ft((i))£Em. Положим £=<£, к, тУ. Так как Рт непрерывна и w(i, q)<°°, то 
Km2 {Pm(z) |Ф(г, qn~\ z, (o))n)}=0. Кроме того, Pft((co)n)^0 для всех п. 

п 
Отсюда легко видеть, что для любого п последовательность (со)п имеет 
j-продолжение (в качестве такого /-продолжения подходит со). По лем
ме 3.2 существует путь o^G(i) такой, что 0кс=о). Тогда Ф(г, qn~\ (Ft((o))n, 
ок) выполнено и по определению qm( (Ft((o))n, (Ft(i(o))n+i)=Q, где п= 
=Z(aK), откуда следует, что Ft((a)$Em. Полученное противоречие доказы
вает лемму. 

Следующая лемма даст нам возможность применить закон 0 или 1 к 
мере Рт. Пусть w(i)=w(i, q) и ./*(©) =o)t- для любого i. 

Л е м м а 3.7. Пусть m — произвольное и x(i)=m. Тогда при ri>w(i) 
случайная величина /п не зависит от совокупности случайных величин 
{/i|/^w;(i)} в вероятностном пространстве (Q,Pm). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть y~wa)Z. Из леммы 3.1 следует, что при 
l(x)^w(i) в определении по первой строке (3.6) значения sm{x) может 
быть лишь w(p(l(x)), ql{x))>w(i), при определении во второй строке (3.6) 
может быть лишь p(l(x))>i. Во втором случае т(г.)=а,т|(р(/(дг)))=/?г, 
откуда по свойству нумерации <хи х2,х3> будет p(l(x))>i. Отсюда и из 
(3.7) следует, что для любого пути o&GmVW такого, что (z/)w(i)<=GH<=z/<==0K, 
существует путь G'£GmUW такой, что a/H<=zc:a/K, G/^w{i)G и gm(a)=gm(a /). 

По свойству w(i) при l(v)>w(i) формулу (3.2) можно переписать 
в виде 

Z(aH)>tc(i),oK=-D 

Отсюда, используя результат предыдущего рассуждения, легко полу
чить соотношение 
(3.11) Rrr,(v)/Rm((yw(i))=Rm(v/)/Rm((z)wli)) 
для любых v и i/ таких, что (y)wU/czv^y, (z)wii)^vfczz и l(v)=l{v'). 
Из соотношения (3.3), а также из соотношения (3.11) легко получить 
соотношение 

(3.12) Pm(y)/PMy).w)=Pm(z)/Pm((*U») 
для любых у и z таких, что y~wa)Z. Отсюда и из соотношения, связываю
щего Рт и Рш, легко получить соотношение 

Pm(y)/Pm((y)v:(i))=Pm(z)/Pm((z)W{i)) 

для любых у и z таких, что y~w^)Z. Поэтому условная вероятность 
Pm{yw{x)+i,..., Упу)\я) не зависит от выбора начального фрагмента х по
следовательности у при l(x)=w(i) и l(y)>w(i). В частности, случайная 
величина fj(w)=Wj не зависит от совокупности случайных величин 
/s(co)=o)s при s<w(i)<j. 

С л е д с т в и е 3.1. Для произвольного т для любого A^Q, содержа-
щего вместе с каждой последовательностью все последовательности, отли
чающиеся or нее в конечном числе знаков, будет Рт(А)--=0__или Рт(А) = 
=Pm(Q), в частности, для любого а^й будет Р т ( а ) = 0 или Р т ( а ) = Р т ( 1 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть пи п2,..., nk,... — все элементы мно
жества {w(i) |т(г)=т?г}, взятые в возрастающем порядке. Для примене
ния закона 0 или 1 рассмотрим случайные величины /П1, /п„ . . . , /„ к,... . 

Множество А, удовлетворяющее условию следствия, лежит в о-алгеб-
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ре, порожденной множеством независимых случайных величин /nft, fnk+1--. 
для любого /с, а поэтому лежит в остаточной а-алгебре всей последователь
ности /П1, /П2,..., /n f c , . . . . По закону 0 или 1 будет Рт(-4) =0 или РШ{А) = 
==Рт(й). Следствие доказано. 

Пусть а££ и Р — р.п. полумера._По определению, элемент jP(a) порож
дается множеством {ы^А] (dP/dM) (®)Ф0}Ч где dP/dM— производная 
Радона — Никодима меры Р но мере М, А — произвольное множество та
кое, что а= [Л] . Легко видеть, что гР(а) не зависит от выбора множест
ва А, В новых обозначениях следствие 2.1 можно переписать в следую
щей форме. _ 

С л е д с т в и е 3.2 (из леммы 2.1). Если с^гР(а) и М(с)>0, 
то JP(c)>0. 
_ Завершим доказательство теоремы 3.1. Пусть sm=[Em]. По лемме 3.5, 
jPm(sm)>0, поэтому sm^=0. По лемме 3.6, при кФтгь любые a^Eh и $&Ет не 
сводимы друг к другу, поэтому sAnsm=0. Определим 

dm=ipm (sm) =ipm ( 1 ) . 

Из определения P( i P (a) )=P(a) для любых а и р.п. полумеры Р. По
этому dm=^0. Из dm^sw следует, что dfendm=0 при к¥=т. Допустим, что 
dm=aUb, где а^О, Ь^О и аПЬ=0. По следствию 3.2, Pm (a)>0 и Рт{Ь)>0г 
что противоречит следствию 3.1. Полученное противоречие показывает, 
что dw является атомом для любого т. На этом доказательство теоремы 3.1 
завершается. 

3.4. Безатомные элементы 8. Пусть а4, а2, . . . , aw, . . . — все атомы ал

гебры 8. В этом разделе будет показано, что d = l \ | J a i # 0 . Для любого 
i = l 

ненулевого элемента x^d будет существовать разложение x=X!Ux2, где 
Х!Пх2=0 и xf-^0, х2"^0. 

Т е о р е м а 3.2. Имеем 1\и а*^-0-
г = 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы построим ненулевой элемент е, в котором 
не содержится ни одного атома. Операция 3> будет по произвольной сети q 
с ассоциированным множеством G определять сеть q'\ 

/0, если 3ai(Z(aiK) = Z(aH)&Oi6G[(p(Z(aH)))&aH согла-
q'(o)= совано с Рр(1(оЖ))(а^)) и G£W, 

\q{c) в противном случае. 
Для применения общей схемы определим 

B(i, q, a) ++Q(GK)¥=0 & aK не согласовано с Fi(oK)& 
&2{<?(z) \z согласовано с Fi(aK)&Z(z) =Z(oK)}^2-faH+3), 

где буквой Q обозначен 3)(g)-поток. 
Пусть сеть q определена по общей схеме раздела 3.2, множество G и 

функция s ассоциированы с q. Определим q'=&(q). Пусть Р обозначает 
д'-поток. 

Аналогично тому, как это делалось_в разделе 3.3, нетрудно показать, 
что Р — непрерывная р.п. полумера, Р¥=0 при р(тг) = (тг+2)2, и носите
лем Р является множество E=Q\ (J Г2, где s' — ассоциированная с q' 

функция. 
Покажем, что любые две последовательности из Е не сводятся друг к 

другу. Пусть со, (о'ЬЕ и со^со'. Допустим, что о/=/^(со) для некоторого i. 
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Тогда по лемме 3.2 существует путь o^G(i) такой, что ок<=0). По конструк
ции ок не согласовано с 1<\(вк). Поэтому по определению, ^'(((о')*, 
(со/)м.1)=0, где £=/(ок). Отсюда ы'Ш. Полученное противоречие показы
вает, что со' не сводится к о. 

Определим е=[Е] и i=iP(e). Пусть x^f и х=^0. Выберем Х&х и поло
жим Х'=*ХГ\Е. Легко видеть, что М(Х')Х). По лемме 2.1 Р(Х')>0. Так 
как Х'^Е, любые две последовательности из Хг не сводимы друг_к другу. 
Представим каким-либо ̂ образом Х'=Х^Х9г где Х1Г\Х2=ф и P(Xi)>0, 
Р(Х2)>0. Пусть х1=[Х1] и х2=[Х2] . Тогда х ^ х ^ О , х^О, х2^=0 и 
x=XiUx2. Следовательно, f не включает в себя ни одного атома. Поэтому 

1/Ua»^0. На этом описание доказательства теоремы завершается. 

Из теорем 3.1 и 3.2 вытекает 
ее 

С л е д с т в и е 3.3.1= [J a,-(Jd, где al7 а2,. . . , am , . . . — все атомы алгеб-

ры 8, d — максимальный элемент, не содержащий ни одного атома,! при
чем d^O. 

3.5. Сводимость атомов. Мы введем отношение сводимости на мно
жестве всех атомов 8, аналогичное сводимости по Ю. Т. Медведеву [1], 
которое позволит различать определенные уже атомы и выделить из мно
жества всех атомов естественные атомы сиг . 

Для любых двух атомов а и b алгебры ft будем считать, что а сводится 
к Ь, если для некоторого множества В, порождающего атом Ь, и некото
рого алгоритмического оператора F множество F(B) порождает а. Это 
эквивалентно тому, что_для любых двух множеств А и В, порождающих 
а и b соответственно, М-почти каждая последовательность из А алгорит
мически сводится к некоторой последовательности из В, а к М-почти каж
дой последовательности из В алгоритмически сводится некоторая последо
вательность из Л. 

Ввиду того что при кФтп никакие две последовательности а&Ек и $£Ет 
алгоритмически не сводимы друг к другу, все атомы du d2, . . . попарно 
несравнимы относительно введенной сводимости. Легко видеть, что атом с 
всех вычислимых последовательностей является наименьшим относи
тельно этой сводимости, а атом г всех случайных последовательностей 
является наибольшим элементом. Таким образом, атомы с и г отлича
ются от каждого из атомов du d2,... . Отсюда, в частности, следует, что 
каждый из атомов du d2,. . . порождается нестандартными последователь
ностями. 

Введем операцию, которая позволит по известным атомам строить но
вые атомы. Пару бесконечных или конечных последовательностей равной 
длины а и 43 будем кодировать последовательностью (а, [5), для которой 
(а, Р) 

2г—о̂г и (а, р)гг+1—?*• Используя это кодирование, образуем по про
извольным двум элементам а и b новый элемент аХЬ, который порожда
ется множеством АХВ={(а, $)\а$А, P^S}, где А и В — какие-нибудь 
множества, порождающие а и b соответственно. Легко видеть, что эле
мент аХЬ не зависит от выбора множеств А и В. 

Если Р п Q — произвольные р.п. полумеры, то PXQ будет обозначать 
наименьшую полумеру R, для которой R(x, y)=P(x)Q(y) при l(x)=l(y). 
Нетрудно доказать, что такая полумера существует и она рекурсивно-пе-
речислима. Из (1.1) 

PXQ(z,y) = 1im У P(*)QW = 
п ^=^ 

7(a) = Z(p)=n,*c:a,yc=p 
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= lim( £ Р(а) £ <?(£») = 
l(a)=n)xcz<x Z(P) = n,yczP 

= lim V Р (a)lim У 0 (р) = Р (ж) £ (у). 

Отсюда PXQ = PXQ._ Из определения7 Р ( / Р ( а ) ) = Р ( а ) , поэтому 
МХМ(гмхм(аХЪ))=-МХМ(аХЪ). Отсюда 1мхм(&ХЪ)Ф0, если а^О и Ь^О. 

Т е о р е м а 3.3. Если а гг Ь — атомы, то 1мхм(аХЪ) также атом. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а = [ Л ] и Ъ=[В]. Допустим, что АХВ= 

= Z U 7 , так что ХПУ=у&. Напомним, 4TO_Z=J[CO | Я а ( а ^ & а = © ) } . Так как 
МХМ(АХВ)>0, то МХМ(Х)>0 или . M X M ( F ) > 0 . Пусть имеет место 
второе из этих неравенств. Для произвольных Z^Q и со̂ £2 

Z.={a\(®,a)*Z}. 

Тогда для любой со ̂ 4 

(3.13) Х.иУв=Д, 

Из (3.13) и из того_ что b — атом, следует, что для любой со^/1 
М ( 7 ю ) = 0 _ и л и MjJ*)=M(B). Пусть С±={(о*А\М(Г0)=0} и С 2= 
= { c o ^ ) | M ( F t t ) = ^ / ( 5 ) } . 

Тогда 6'1UC2=4. Покажем, что Cif)C2=0. Допустим, что для некоторых 
co^Ci и со^б'г со^со^. Тогда если a^FQ , то (со, a ) ^ F . Имеем с о ' ^ . Отсюда 
(а', а)$АХВ. Из A^flF=0, (со, a ) £ F и (со7, а) = (со, а) следует, что 
(со7, a ) ^ F , т. е. абУш^ Аналогично показываем, что из a ^ F ^ следует, что 
a^Fto. Значит, F<O==_FG>'. Получаем противоречие с тем, что co^d и со'£С2. 
Следовательно, С±[)С2=ф. 

По теореме Фубини [13] имеем 

(3.14) MXM(Y) = Jjif (Ув)<Ш(ю) = ^M(YQ)dM((d)=M(B)M(C2). 
Q C2 

Поэтому из МХМ(У)_>0 следует, что М(С2)>0. Отсюда и из того, что 
a j - атом, следует^ что М{С2)==М_{А). Отсюда и из (3.14) следует, что 
MXM(Y)=MXM(AXB) и МХМ(Х)=0. Таким образом, мы доказали, 
что для любого Х<==АХВ такого, что (АХВ)\ХПХ=ф, имеем МХМ(Х)=0 
или МХМ(Х)=МХМ(АХВ). Если гМХм(аХЬ)_ не_ является атомом, 
то найдутся_два множеству Х<_и Х^_такие, что Х10Х2=ф, Хи Х2^АХВ, 
M(Xj)>0, M(X2)>0 R_(d(MXM)/dM) (со)ФО при ®ЬХ±[)Х2. По лемме 2.1, 
MXM(Xi)X) и МХМ(Х2)>0. Существование таких множеств Xv и Х2 
противоречит только что доказанному свойству множества АХВ. Следова
тельно, г'мхк(аХЬ) является атомом алгебры 6. Теорема доказана. 

Используя теорему Фубини, как в доказательстве теоремы 3.3, нетруд
но доказать, что произвольные атомы а и Ь сводятся к атому 1Мхм (аХЬ) 
относительно сводимости атомов. Отсюда и из того, что d* и ф при ЬФ] не 
сводятся друг к другу, следует, что JMXM (d^Xd;) при 1Ф] отличается от 
каждого из атомов dt, d 2 , . . . , dm, . . . . Автору неизвестно, будет ли 
IMXM (diXdj)^r. Однако легко дополнить опредление отношения В из 
раздела 3.3 так, что при кФ1 и кФ] любая последовательность a&Ek алго
ритмически не будет сводиться к любой паре (j3, «у), где $&Е{ и ч&Е3. От
сюда следует, что для указанных к, i и / модифицированный атом dft не 

7 Определение гр(а) см. в конце доказательства теоремы 3.1. 
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будет сводиться к атому гмхм(^Хф). Таким образом, гМхм (dt-Xdj) для мо
дифицированных атомов di и dj отличен от с и г. В частности, этот атом 
порождается нестандартными последовательностями. 

В заключение отметим, что вопрос о естественной интерпретации ато
мов 8, отличных от с и г, остается открытым. 

Автор глубоко благодарен А. Н. Колмогорову за обсуждение резуль
татов и ценные замечания, а также В. А. Успенскому, А. Л. Семенову, 
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