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Аннотация. Дано описание рёбер релаксационных многогранников
для булева квадратичного программирования. Установлено соответ-
ствие между инцидентными целой вершине рёбрами такого много-
гранника и связными подграфами полного графа.
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Различные задачи для передачи информации [6] и биоинформати-
ки [2, 4, 13] сводятся к оптимизации функционала на множестве связных
подграфов данного графа. Это объясняет интерес к описанию связных
подграфов, удобному для обработки данных методами линейного про-
граммирования. С другой стороны, такое описание позволяет исполь-
зовать методы перечисления связных графов [3] для изучения много-
гранников, связанных с трудными задачами оптимизации квадратичных
функционалов на множестве вершин многомерного куба [1, 8]. Близкие
задачи описания многогранников рассмотрены в [9–11].

Точки обозначаются через x, y, z, x(k); верхний индекс означает но-
мер точки. Координаты обозначаются курсивом с нижними индексами,
соответствующими осям координат. У точки 1 каждая координата рав-
на 1.

Пусть граф имеет n вершин. Рассмотрим прямую сумму пространств
R
n ⊕ R

N , где N = 1
2n(n − 1). Координаты в R

n обозначим через xi,
в R

N — через xij , где i < j. Координаты в R
n соответствуют вершинам

графа, в R
N — рёбрам графа. Полиэдральный конус Λn размерности

1
2n(n + 1) задан системой 3

2(n
2 − n) неравенств трёх типов: xi > xij ,

xj > xij и xij > 0.
Точке x ∈ Λn соответствует подграф G(x) полного графа Kn с n

вершинами: если xi > 0, то вершина i принадлежит G(x); если xij > 0,
то вершины i и j смежны в G(x). Легко видеть корректность определения
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для точек из конуса Λn: если ребро принадлежит подграфу, то и вершины
этого ребра тоже принадлежат подграфу.

Для n 6 15 количество связных подграфов графа Kn приведены в по-
следовательности A167939 Онлайн-энциклопедии целочисленных после-
довательностей http://oeis.org.

Утверждение 1. Между связными подграфами полного графа Kn

и крайними лучами конуса Λn существует взаимно однозначное соот-

ветствие. Более того, если точка x принадлежит крайнему лучу, то её

ненулевые координаты равны между собой.

Доказательство. Если подграф G(x) несвязный, то точка x рав-
на сумме точек x(k) ∈ Λn, для которых G(x(k)) служат компонентами
связности в G(x); при этом координата точки x(k) равна либо соответ-
ствующей координате точки x, либо нулю. Такая точка x не порождает
крайнего луча конуса Λn. Следовательно, крайнему лучу соответствует
единственный связный подграф.

Пусть точка x принадлежит крайнему лучу конуса Λn. Обозначим
через H компоненту связности остовного подграфа G(x), в котором для
всех индексов i < j вершины i и j смежные, если xij = max

ℓ
xℓ. Обозна-

чим через y {0, 1}-точку конуса Λn такую, что G(y) = H. Предположим,
что H — собственный подграф. Тогда x − εy ∈ Λn для малого положи-
тельного числа ε, при этом x и y линейно независимые. Точка x, равная
сумме линейно независимых точек конуса, не принадлежит крайнему
лучу конуса; противоречие. Следовательно, G(x) = H. Это возможно,
только если ненулевые координаты x равны между собой.

Каждому подграфу соответствует точка конуса Λn, ненулевые ко-
ординаты которой равны 1. Если ненулевые координаты точки x ∈ Λn

равны между собой и граф G(x) связный, то точка x принадлежит край-
нему лучу конуса Λn. Действительно, если x = αy+ βz, где α > 0, β > 0
и y, z ∈ Λn, то обе точки y и z принадлежат одному лучу. Следовательно,
этот луч — крайний. Утверждение 1 доказано.

Для графа H с n вершинами точки x ∈ Λn, для которых G(x) ⊆ H,
составляют грань конуса Λn. Это позволяет рассматривать подграфы
произвольного графа.

Утверждение 1 позволяет описать некоторые рёбра релаксационно-
го многогранника Ln для задачи булева квадратичного программиро-
вания [14]. Этот многогранник имеет 2n2 − 2n фасет и получается из
конуса Λn добавлением новых неравенств вида xi + xj − xij 6 1.

Каждая координата вершины многогранника Ln принадлежит мно-
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жеству
{
0, 12 , 1

}
[14]. Для целых вершин все координаты однозначно опре-

деляются координатами проекции на R
n. Напротив, если каждая коор-

дината проекции на R
n равна 1

2 , то остальные координаты могут неза-
висимо принимать любое из двух значений

{
0, 12
}
.

Группа симметрий n-мерного куба вкладывается в группу автомор-
физмов решётки граней Ln и транзитивно действует на множестве целых
вершин Ln. Поэтому вершина 0 не отличается от других целых вершин.
Таким образом, утверждение 1 позволяет описать смежность целых вер-
шин с остальными. Отметим некоторые частные случаи.

Утверждение 2. Если нецелая вершина v релаксационного много-

гранника Ln имеет нулевую проекцию на R
N , то хотя бы три координаты

проекции v на R
n не равны нулю и вершина v не смежна с 0.

Доказательство. Обозначим через I множество индексов i, для
которых vi =

1
2 . Поскольку все vij равны 0, из неравенств для Ln следу-

ет, что никакая координата v не равна 1. Стало быть, мощность |I| не
меньше 1. Обозначим через ei целую вершину многогранника, у которой
i-я координата равна 1, а остальные равны нулю. Тогда v = 1

2

∑
i∈I

ei. Ес-

ли |I| = 1, то v принадлежит отрезку, соединяющему вершины 0 и ej
для некоторого индекса j, и не является вершиной. Если |I| = 2, то v

принадлежит отрезку, соединяющему вершины ej и ek для некоторых
индексов j и k, и v не является вершиной. Следовательно, мощность
|I| > 3. Тогда точка x = 1

|I|

∑
i∈I

ei является внутренней точкой отрезка,

соединяющего вершины 0 и v. Но точка x принадлежит выпуклой обо-
лочке вершин ei. Тем самым отрезок, соединяющий 0 и v, не является
ребром. Утверждение 2 доказано.

Утверждение 3. Дана вершина v многогранника Ln, которая имеет

нулевую проекцию на R
N , и каждая координата проекции на R

n равна 1
2 .

Вершины v и 1 не смежны в Ln.

Доказательство. По утверждению 2 n > 3. Обозначим через ci це-
лую вершину, у которой все координаты проекции на R

n кроме i-й рав-
ны 1, а i-я равна нулю. Тогда внутренняя точка отрезка, соединяющего v

и 1, 2
nv + n−2

n 1 = 1
n

n∑
i=1

ci принадлежит выпуклой оболочке вершин ci.

Следовательно, отрезок, соединяющий вершины 1 и v, не является реб-
ром. Утверждение 3 доказано.

Число целых вершин у Ln равно 2n. Общее число
{
0, 12 , 1

}
-точек

в многограннике Ln равно
n∑

k=0

n!
(n−k)!k!2

n−k+
k(k−1)

2 . Из них 2n−1(2n− 1) то-
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чек являются серединами отрезков, соединяющих целые вершины, а зна-
чит, не являются вершинами Ln.

Вычисления программой lrs 4.3 (http://cgm.cs.mcgill.ca), реализую-
щей алгоритм из [12], показали, что при n 6 6 все

{
0, 12 , 1

}
-точки в Ln

являются либо вершинами, либо серединами рёбер, соединяющих целые
вершины. Результаты вычислений представлены в таблице.

n 2 3 4 5 6

Число вершин в Ln 4 12 104 1760 48896

Число рёбер, инцидентных вершине 0 3 10 64 973 31743

Вершины булева квадратичного многогранника BQPn суть все целые
вершины многогранника Ln. Для нескольких серий фасет многогранни-
ков BQPn получено явное описание [14]. Однако при больших n задача
распознавания опорных гиперплоскостей к BQPn остаётся алгоритмиче-
ски трудной [5, 9]. Отметим, что BQPn содержит грани с большим числом
вершин, любые две из которых соединены ребром [7].

Из утверждений 2 и 3 следует, что в релаксационном многогранни-
ке L3 каждой нецелой вершине v соответствует единственная нетриви-
альная фасета Φ многогранника BQP3 так, что v смежна целой вершине
тогда и только тогда, когда она принадлежит фасете Φ. Однако много-
гранник BQP6 имеет 116764 фасеты [8], но у L6 лишь 48832 вершины не
являются вершинами BQP6. При больших n отсечения каждой из этих
вершин Ln недостаточно для определения BQPn.
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