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�����	� ���� ��	�� � � 	���	��	 ������� ��	���! " ��������� ��
�	�� ������������ ��	��� ����� � # � m! $���� hn � �	�
����� ���
�����	��
 ��	��� [a, a + n]% ������	��	 ����	��	 qc(m) ��	�	�
	��
 ���
sup{q | lim

n→∞
hn = 0}! $���	�� ����

 � �	���

 �	��� ��
 qc(m)!

§ �� �+,-,"�,

��������������� ������� � ���������  !�� �� ����  � "����#$ %���&"��'�� �
�������( )�&� � )�&���� ����������* ���&� ��+!� )�� ���, !- ������� .���� ����/
'�� �)� ����  &� �+'&� ����&0� 1 ���&�*���� ������� � ������ ���*� q ��� �����
 ��!# ������� 2 �+3�)� � �� ��-�) !- ��������4 ��-�) !� ������� "�� 5��� ��/
-�� ������ ��� ���- ������# ������ ���* q �) � � �� ,�$ � ������� "����-�)��
 ��������� )�&� �� )�&��� 6)� ����!� �������$ ��� ��7�� � ���&�*���� ��� !-
������#$ ���,)����������� 8��!� ������� ���&"��� � ������� ��� � ���������$
�&'��������7��� �� ��$ ��� � ��,)& ��+�#4 ��,)�� "��� ���, !- �������� �����/
�&�� �)� ����

��  �� ��)��* ��� ���� � ����� � ��)���# �� ������������ � ����� �������  �
��������  �� ��!��� 8������!� �������� ������ .������ "��)��,� �# ��� ���!�
"��)��,� ���0 ���&� +!�* "��"��� ! �� ����������� ���&��&�!$ "��)�������'��
�������������� �� �7� �� ��,)& ������� �9��� ��&""��� ���� � 5��� �������� :�/
'� ����� ��"��*�&���� )�� ��)� �� ����������- ���&��&�
 )����*� ���������'�-
� )����*� �����������# .���$  �"�����$ ;�$ �<0� 1 5��- )����*�- ���7� �� "��"�/
�� ! ����� �������������- ��������# .�$ �����, �$  ������!� )�&���0$ � )&���
���&� +!�* "��"��� ! ����� �� ����������- �� �7� �#� =� ����������� ���&�/
�&�! )��, ! &)����������* �"��)���  !� ���+��� ���$  ��!����!� %"��������
����������(� >��* �� ������������ � ����� 2  �#�� �� ���������&� ���&��&�& ���
���&��&�!$ ����������&�'�� ��)�  ��& ������& ������� 6������$ ��� )�� ����* !-
�� ����������- ���&��&� -������� �  ��)� ����  ���*
 ����  �  �������� �������
)�� ! n ��, � "�������* -��� +! �) & ���&��&�&$ ��  �  �� %� ���) ��( ��, �
"�������* "���)�� exp(Cn) ������ !- ���&��&��

=&'�����  !� ���#����� �� ����������- ���&��&� �������� �����, ���* ����/
��* �- ���&���� �� ?&��* � ����� ������ ! ���&��&�!$ ����������&�'�� ��������
)�� ! �$ ���� ��)��* !� ������� @���� ���&��&�!$ "������  !�  � ���, !- �����/
��-$ ��"��*�&���� )�� "������ �� ���&��&�  � �+3�)� � �� 5��- ��������� 1 ��&���
)����*�� ���������'�- � �����������# )�����$ "��)�������'�� ���&��&�&  � �+3/
�)� � �� ��������$ �������� ��-�) !� ���&��&�! � �������� "�))����*��$ � ���,�
��)��,�� )�"�� ����* !� 5���� �!$ �+3�)� ��'�� �- � �)� �� )������

#&'



1 ��+��� ;�< "��)��,� "�)-�) � �� �����������& � ����&$ �� ���  !#  � �)��
�����* ��� ������)�#������ ?��)"���������$ ���  � �� ����������- ���&��&��-
�"��)��� � A& ����$ ��� ����'�� �- �� ������������ ��������� B������ �����&"/
 ���* U "������  !- �� ����������- ���&��&�$ � ����� ������'�� �� ���&��&�  �
�������- )�� ! �� @���� "��! ��)��,�'�-�� � U ���&��&�  � ���, !- �������-
������)�#���&�� )�&� � )�&��� %��� �����&�! � "��+����($ � ���� )�� )�  �# "��!
��, � "�������* �� ���������&� ���&��&�&  � �+3�)� �  �� �������$ � � ����/
������ � U �  �������# ������ ���*� q$ ��)������# � �7 �� &"������'�� ��-�/
 �����$ "����� q ��� +��*7�$ ��� �!7� � ��� �� A& ���� �������� )��  ���#
���&��&�!� 1 ���&�*���� )�� ��)�  ��� "��)��,� �� )������� � +!���� ��������
�"�����* �� ��� �&+�"�����* �� �� ����������� ���&��&���

C�)��*$ ��������������� � )�  �# ����*�$ "��)�������� ��+�# ��������* ��
&"��'� �� 5��# ���&����� 6 �  � "���� )&��  � �����/��+� �� ������������ ��/
)��,� �� � �����)&���� ��� ����� �������������# �+3���� 1����, !  ������!�
��������  !� �+�+'� �� 2  �"�����$ ������ ���* q "���,)� ��  ����� ������� ��/
,�� �������* �� ��� )�� ! n$ �)� �� ����� ��� ����# �����������
 q = min(1, cn−d)$
�)� c > 0 � 0 < d � 1 2 "�������!� ��&��� �����, ���* 2 ��)��* � � ����� ��"���
��������$ � ������# ������� ��"� α � β "���,)��� �+3����'�# ������� ��"� γ � ��/
���� ���*� qαβγ � 1 5��# �-��� ���,� ��,�� +!�* ���)� � ����������* ������ ����
"���,)� �� �� )�� ! ��������

1�� ���� � ��-�) �# ��)���� �)�+ � �"��!���* "������ �+������ �� ��������
��� "����-�)�'�# � )������ �� ����� �$ �)� � ���� � n ��� ����� ������� )��/
 ! n� ?&��* san 2 � )������ ��+!��� %� ������� ������� ������� )�� ! n � ���!�
�� ��� a(� ?��)"���,��$ ��� �  ����* !# ���� � "���&����&�� ��� ������� )�� !
�� � )� m$ � ���*�� � �� D��)� san = 1$ n � m$ a ∈ Z4 � ��� �� san$ n > m$ �"��)���/
���� ���)&�'�� �+������ ?&��* ξabn $ n > 1$ a, b ∈ Z$ a < b < a + n$ 2  ��������!� �
�����&" ���� ��&��# !� ������ !$ "�� ����'�� � ��� �� � � ������ ���*� q � 
� ������ ���*� 1− q� 1����� � ξabn �"��)����� ���&�*��� ������� ��,)& ���������
[a, b] � [b, a+n]� @ ��� �� san �"��)������� "����)������* � )�� n = m+1,m+2, . . .
���)&�'�� �+�����


san = max
0<k<n

saks
a+k
n−kξ

a,a+k
n , .�0

��� ����������&�� n− 1 �����, ���� "������ �� ������� )�� ! n �� )�&- ���, !-
���������

?&��* m A�������� � � hn = P(san = 1) . � ������� �� a0� 8�� � �����&��
"��)��* �� "���)� �� hn "�� ������ !- � ��� ��- q� E���� "������*$ ��� hn ���
A& ���� q  � &+!����� ��� )�  ��� m �"��)���� ����������� � ��� �� qc(m) =
= sup{q | lim

n→∞
hn = 0}�

=��)&�'�� &����,)� �� )���  �, �� � ���- �� ��� �� )�� qc(m)�

D � � � �� � �� ����� ����� ��	
������
 qc(1) � 1

4
�

qc(m) �
(
1 −

√
(m + 1)/2m

)
/(m− 1), m > 1.

D� � � �� � �� ����� ����� ��	
������� qc(m) � 1 − 3−1/r <
ln 3

r
$ �� r =

= [(m + 1)/2]�

C�)������� �� ����)�� C� ��/����� "����!����$ ��� "�� +��*7�- n ������/
����* hn �� q +����� � ��&"� ����# A& ���� �� � ��� ���� 0 � 1� 1 ��+���� "��/
��)���� )�  !� )�� m = 14 h1000 2 ���) �� � ��� �� s01000$ "��&��  �� � � ��"!/
�� ��-�

F � " � � � � �� ��� ����� m � q > qc(m) ����� ����� 	
������� lim
n→∞

hn = 1�

#&(



�������

q h1000

� 0,34 &�&&
&�)' &�#&
&�)( &�'*
&�)+ &�*,

� 0,38 #�&&

B�"��*�&� ����)!$ +������ � )��������*���& ������! �$ ��, � "��&���* ���)&/
�'�� +���� ���+�� &����,)� ��� ��� � �!7�$ r = [(m + 1)/2]�

D � � � �� � �� ���� q >
2

3
�	� r = 1, 2 ��� q >

7

4
· ln r

r
�	� r > 2$ �� lim

n→∞
hn = 1�

=��)&�'�� "������A! ��)��,�� )��������*���� ������ � � �� ���������*����
������! �  � "����)�����

§ �� 	�./0/�,123�+� �,�4,�� �
B� .�0 ���)&��

san �
n−1∑
k=1

saks
a+k
n−kξ

a,a+k
n .

1 ��,)�� ��������� � "����# ����� ��� �,����� sak$ s
a+k
n−k � ξa,a+k

n ��������  ���/
�����!�� ��&��# !�� ������ ���$ ��� ��� �+������ �� �������� [a, a+ k] � [a+ k,
a + n] �"��)�������  �"��������'�����  �+����� ��"��������* !- ��&��# !- ��/
���� ξcdi $ � 5��  �+��!  � �������� ξa,a+k

n � ?�5���& "�� n > m

hn = E san �
n−1∑
k=1

E saks
a+k
n−kξ

a,a+k
n =

n−1∑
k=1

E sak E sa+k
n−k E ξa,a+k

n =
n−1∑
k=1

hkhn−kq.

?�� 1 � n � m ����� hn = 1�

?&��* ������ ! gn ��)����� ���� ������

gn =
n−1∑
k=1

gkgn−kq, n > m, .�0

gn = 1, 1 � n � m. .�0

D��)� hn � gn$ n � 1� B )&����# "� n ����� "������*$ ��� gn � Cn−1$ �)� {Cn}$ n � 0$

2 ����� ������ �$ &)����������'�� ���� �7� ��� C0 = 1 � Cn+1 =
n∑

k=0

CkCn−k$
n � 0�

?&��* f(x) =
∞∑
n=1

gnx
n 2 "������)�'�� A& ���� "����)������* ���� {gn}� ?�/

����*�& Cn � 4n$ 5��� ��) ����� ��)�&� �-�)������  � �� *7�
1

4
� B� .�0 "��&����

gnx
n = q

n−1∑
k=1

(gkx
k)(gn−kx

n−k), n > m. .G0

B� .�0 "��&����

gnx
n = q

n−1∑
k=1

(gkx
k)(gn−kx

n−k) + (1 − q(n− 1))xn, 1 � n � m. .�0

#&+



=&����&� .G0 � .�0 )�� ���- n � 1$ "��&���� )�� f(x) &��� � ��

f(x) = qf2(x) + w(x),

�)� w(x) =
m∑

k=1

(1 − q(k − 1))xk� 6���)�

f(x) =
1 −

√
1 − 4qw(x)

2q
.�0

.�� &� "���) ��� �� �!+�� "����&$ ��� f(0) = 00�

����� �! �������$ ��� q � 1/(m − 1) "�� m � 3$ ���)� ��5AA���� �! � w(x)
 ����������* ! � max

|x|�1
|w(x)| = w(1)� H��� 4qw(1) < 1$ �� A& ����$ �"��)�������

���� ����� .�0$ �������� � ����������# �  �������� ��&�� ��)�&�� R > 1$ ���&)�

���)&��$ ��� � 5��� ��&�� ��)
∞∑
n=1

gnx
n �-�)����$ � ���)������* �$ lim

n→∞
gn = 0 �

lim
n→∞

hn = 0� ?�����*�& 4qw(1) = 4qm − 2q2m(m − 1)$ �! "��&����$ ��� � ��&���

m = 1 )�� �-�)������ hn �  )������� � q < 1/4$ � � ��&��� m > 1 )�� 5����

)������� � q < q0$ �)� q0 = (1 −
√

(m + 1)/2m)/(m − 1) 2 �� *7�# �� )�&- ��� �#
&��� � �� 4qm− 2q2m(m− 1) = 1�

§ �� 	�./0/�,123�+� �,�4,�� �

?&��* � ����� m = 1� ���������� "������ �+������ �� ��������$ � ������ !#
��-�) ��&$  � � ������� �����7����� ���*�� ����� �������$ �)� )�� � -��� +!
�) ��� �� �������� ��� � �� ?&��* tan 2 � )������ ��+!��� %� ������� ������� ��/
����� )�� ! n � ���!� �� ��� a( )�� 5���� "�������� D��)� ta1 = 1 "�� ���- a4
��� � san$ ������ ! tan "�� n > 1 ��, � �"��)����* ���&��� � � ��� A& ���� ��
��"��������* !- ��&��# !- ������ ξcdi 


tan = max
(
ta+1
n−1ξ

a,a+1
n , tan−1ξ

a,a+n−1
n

)
. .I0

E���� )������* � )&����# "� n$ ��� san � tan ��� A& ���� �� Jξcdi K "�� ���- a � n$
���&)� ���)&��$ ��� P(san = 1) � P(tan = 1)�

?���,�� ζan0 = ξa,a+n−1
n "�� n > 1 � ζan1 = ξa,a+1

n "�� n > 2� D��)� .I0 ��, �
"���"����* � ��)�

tan = max
(
tan−1ζ

a
n0, t

a+1
n−1ζ

a
n1

)
, n > 2, � ta2 = ζa20.

L��������� �! ����� )��� � ��)��*� "��������� "� )&���  � ���A� � � �,�/
����� ���7� Z

2$ �)� �� ��,)�# ���7� ! (a, n) �)&� )&�� � ���7� ! (a, n − 1) �
(a+ 1, n− 1)� M&)�� ������*$ ���  ��������!� ��&��# !� ������ ! ζan d �� � ��� �/
���  � � �"��)��� ! "�� ���- a, n ∈ Z, d ∈ {0, 1}$ � P(ζan d = 1) = q� �&�� ��,)&
(a, n) � (a+d, n−1) ��������� ����!��#$ ���� ζan d = 1$ � ����!��# � "����� �� ��&/
���� B )&����# "� n ����� "������*$ ��� tan = 1 5������� � � ���&$ ��� �&'����&��
"&�* "� ����!�!� )&���$ ���)� ��'�# ����& (a, n) �  ������&� ����& (b, 2)$ "��
)�"�� ����* �� &������$ ��� )&�� �� (b, 2) � (b, 1) �������� ����!��#�

�������������!# ���A ������A� ���� ������  �# ���)��� �# ��7����
−→
Z

2�

B����� �$ ��� "�� q >
2

3
 �

−→
Z

2 � ������ ���*� v(q) > 0 �&'����&�� +���� �� !#

"&�* "� ����!�!� )&���$  ��� ��'�#�� � ��)�  �# ����� .��� ;G<$ N ���,� ;�$ ���/

#&,



�� �$ ������� �<0� =��)������* �$ ���� q >
2

3
$ ��

hn = P(san = 1) � P(tan = 1) � qv(q) > 0, n > 1,

���� q � qc(1)� 6���)� ���)&�� qc(1) � 2

3
$ � ���,� qc(2) � 2

3
.��� ��� qc(m)  �

���������� "� m0�

���������*���� "�� r = [(m + 1)/2] > 1 ���)&�� ��# ,� �-���$  � ������ ��7��/
��  � Z

2 ��������������� %&��&" �  ��( ��7����$ ���7� ��� ������# ��������
"�������������! Δ ⊂ Z

2$ ��)��,�'�� r2 ������ ��� (c, k) ∈ Z
2$ k > 0$ "���,��

Δc
k =

{
(a, n) ∈ Z

2 | cr � a < (c + 1)r, (c + k)r � a + n < (c + k + 1)r
}

=

= Δ0
1 + r(c, k − 1).

��� (a, n) ∈ Δc
k$ k > 1$ "���,�� .��� ���& ��0

D0(a, n) = {(b, l) ∈ Δc
k−1 | b = a},

D1(a, n) = {(b, l) ∈ Δc+1
k−1 | b + l = a + n}.

O ������ �$ )�� (b, l) ∈ Δc
k−1$ k > 1$ "���,��

D′
0(b, l) = {(a, n) ∈ Δc

k | a = b}

� )�� (b, l) ∈ Δc+1
k−1$ k > 1$

D′
1(b, l) = {(a, n) ∈ Δc

k | a + n = b + l}.

E���� ��)��*$ ��� (b, l) ∈ D0(a, n) ���)� � ���*�� ���)�$ ���)� (a, n) ∈ D′
0(b, l)$ �

� ������ � )�� D1 � D′
1�

���������� ����#���� ������ tan �� � ��� ����  � �$ �����!� �"��)�������
� ������ � .�0$  � ������&� +������  � "� ���� ��� ��$ "���&����&�'�� � .�0�
O ���  � "���,�� "�� n > m

tan = max
(

max
{k|(a,k)∈D0(a,n)}

takt
a+k
n−kξ

a,a+k
n , max

{k|(a+k,n−k)∈D1(a,n)}
takt

a+k
n−kξ

a,a+k
n

)
. .P0

?�� n � m "������� tan = san = 1� B )&����# "� n . ��� �� � n = m + 10 )����!��/
����$ ��� san � tan "�� ���- a � n�

H��� (a, k) ∈ D0(a, n)$ �� n− k � m � ta+k
n−k = 1� O ������ �$ ���� (a + k, n− k) ∈

∈ D1(a, n)$ �� k � m � tak = 1� ?�5���& .P0 ��, � "���"����* � ��)�

tan = max
(

max
{k|(a,k)∈D0(a,n)}

takξ
a,a+k
n , max

{k|(a+k,n−k)∈D1(a,n)}
ta+k
n−kξ

a,a+k
n

)
=

= max
(

max
(b,l)∈D0(a,n)

tbl ξ
a,a+l
n , max

(b,l)∈D1(a,n)
tbl ξ

ab
n

)
.

@ ��� �� tan "�� (a, n) ∈ Δc
k �"��)������� ����� � ��� �� tbl "�� (b, l) ∈ Δc

k−1 ∪
∪Δc+1

k−1 � � ��� �� ��"��������* !- ��&��# !- ������ ξadn � =�&��# !� ������/

 ! ξadn  ��������! � �����&" ����$ ���&)� ���)&��$ ��� ��&��# !� ������ ! tan$
(a, n) ∈ Δc

k$ &���� �  ��������! � �����&" ���� "�� ������ !- tbl $ (b, l) ∈ Δc
k−1 ∪

∪Δc+1
k−1�

6+�� ���� ����� T d
j = {tan | (a, n) ∈ Δd

j} ������ �� "�)� �,����� Δd
j $ ����� Z 2

"������ ���� � ��� �# T d
j $ ���� � �,����� r

2/��� !- �������� � ���"� � ����  � �$
� ����� � ∈ Z 2 ������$ ��� ���"� � �! �������� ��� ! �

#&*



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Δc
k

Δc
k−1

Δc+1
k−1

(a, n)

(b̄, l̄) (¯̄b, ¯̄l)

D0(a, n)

D1(a, n)

D′
0(b̄, l̄)

D′
1(

¯̄b, ¯̄l)

C �,����� Δ$ D � D′ .r = 50

H��� T c
k−1 = x ∈ Z$ �)� x �= �$ �� tbl = 1 )��  ��������� (b, l) ∈ Δc

k−1 � P(tan = 1) �
� P(ξa,a+l

n = 1) = q )�� ��,)��� (a, n) ∈ D′
0(b, l)� ?�����*�& |D′

0(b, l)| = r$ "��&����
P(T c

k �= � | T c
k−1 = x) � 1 − (1 − q)r = q0� O ������ �$ ���� T c+1

k−1 = y �= �$ ��
P(T c

k �= � | T c+1
k−1 = y) � q0�

���������� )�� ��,)��� x ∈ Z ��&��# &� ������ & ηx = {tan0 | (a, n) ∈ Δc
k} ��

� ��� ���� � Z$ �)� tan0 = max
(b,l)∈D0(a,n)

tbl ξ
a,a+l
n 2 "����� ���"� � �� "����# ����� .	0

"�� T c
k−1 = x� O ������ �$ ���������� ��&��# &� ������ & θy = {tan1 | (a, n) ∈ Δc

k}
�� � ��� ���� � Z$ �)� tan1 = max

(b,l)∈D1(a,n)
tbl ξ

ab
n 2 ������ ���"� � �� "����# ����� .	0

"�� T c+1
k−1 = y� D��)� )�� ��)�  !- x � y "��&���� T c

k = max(ηx, θy)$ �)� max �+�/

� ����� "����"� � � !# ������&� )�&- r2/��� !- ���������

B� �����  ��� �!7� ���)&��$ ��� ���� x �= �$ �� P(ηx �= �) � q0� Q�� "��������
"��)������* ηx � ��)� ζ0η̄x + (1− ζ0)¯̄ηx$ x ∈ Z$ �)� ζ0 2  � ������'�� �� x ��&��# ��
������ � �� � ��� ����  � �$ )�� ������# P(ζ0 = 1) = q0$ � η̄x � ¯̄ηx 2 ��&��# !�
������ ! �� � ��� ���� � Z$ "����� P(η̄x = �) = 0 "�� x �= �� O ������ �$ θy ��, �

##&



"��)������* � ��)� ζ1θ̄y + (1 − ζ1)
¯̄θy $ y ∈ Z$ �)� ζ1  � ������� �� y � ����� ����� ,�

���"��)��� ��$ ��� ζ0$ � P(θ̄y = �) = 0 "�� y �= ��
�������������!� ��&��# !� ������ ! ������ ! )�� ������ !- k � c� ���� ����

)�� T c
k "�� ����� ��)

T c
k = max

(
ζck0η̄

c
kx + (1 − ζck0)¯̄η

c
kx, ζ

c
k1θ̄

c
ky + (1 − ζck1)

¯̄θcky
)
, .	0

"����� ��� ��&��# !� ������ ! ζck0, η̄
c
kx, ¯̄η

c
kx, ζ

c
k1, θ̄

c
ky,

¯̄θcky  ��������! � �����&" �/
����

���������� ��7���& � ���7� ��� Δc
k$ � ������# ���7� � Δc

k ����� � )&����

� Δc
k−1 � Δc+1

k−1� M&)�� ������* )&�& ��,)& Δc
k � Δc+d

k−1 ����!��#$ ���� ζckd = 1$
� ����!��# � "����� �� ��&���� B� .�0 ���)&��$ ��� ���� ζck0 = 1 � T c

k−1 �= � ���

ζck1 = 1 � T c+1
k−1 �= �$ ��P(T c

k �= �) = 1� 6������$ ��� T c
2 �= � )�� ���- c� B )&����# "� k

����� "������*$ ��� )�� ���� ���+! T c
k �= � �!"�� ����* "����  ���� ��$ )������� �$

���+! �&'�������� "&�* "� ����!�!� )&��� ��,)& Δc
k �  ������!� Δb

2$ �)� b ∈ Z�

?�� q0 >
2

3
������ ���* �&'������� �� ������ "&��  � �� *7� v(q0) > 0$ ���&)�

P(T c
k �= �) � v(q0) "�� ���- k$ � lim

n→∞
hn = 0  � �!"�� ������ ?�5���& ���� ����

q0 = 1 − (1 − q)r =
2

3
)��� ���+&��&� ���- �� ��� �& )�� qc(m)�
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