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А л г е б р а и логика , 12, № 5 ( 1 9 7 3 ) , 512-S29, 

У Д К 517.11:518.5 

О Н Е К О Т О Р Ы Х П Р И М Е Р А Х В Е Р Х Н И Х П О Л У Р Е Ш Е Т О К 

В Ы Ч И С Л И М Ы Х Н У М Е Р А Ц И Й 

В . В . В Ь Ю Г И Н 

П у с т ь 01 - некоторый класс рекурсивно-перечислимых ( р . п . ) мно -

жеств. Ч е р е з L [01) б у д е м обозначать верхнюю полурешетку вычисли -

мых нумераций класса 0L . Э л е м е н т а м и L[OL) являются все классы, на 

которые отношение эквивалентности нумераций разбивает множество всех 

вычислимых нумераций класса 01 . Частичный порядок на 
опреде -

лен следующим о б р а з о м : для U, W L [01) if т о г д а и только 

тогда, когда об^.^3 для некоторых ос £.U , j3 €• & . Д л я U, IT Ъ-L [Ot) 

U. U С будет обозначать наименьшую верхнюю грань U и if. U U W 

е с т ь класс всех нумераций ( % , эквивалентных &р для некоторых 

ъсеи . /3 6 4" ( д л я всех n(oL®j})(zn)=olCn),(ot®/iX2i1+0=fiCn) ) . 
Вычислимая нумерация jU класса ОС называется минимальной, е с 

ли класс всех нумераций ОС , эквивалентных JU , я в л я е т с я минимальным 

э л е м е н т о м LC.OL) , то е с т ь для всякой вычислимой нумерации "0 класса 

ОС из J? & jU с л е д у е т )) — fj. . Начальным с е г м е н т о м верхней п о л у р е -

етки L С 01) , определенным вычислимой нумерацией O^Q класса ОС , 

1зывается множество j и '\U&L (ОС) & U £ VQ J , г д е о ^ < £ £ £ . К л а с с 

р.п. множеств называется вычислимым, е с л и он имеет непустую верхнюю 

полурешетку вычислимых нумераций. 

В работе построен класс р.п. множеств ОС , который имеет непус -

тую верхнюю полурешетку вычислимых нумераций L С OL) , обладающую 

следующим свойством: для л ю б о г о CC£.jb(OC) существуют такие 

Се L (ОС) , что g £ С ,Сф6 и Ct^&OC . Из э т о г о с л е д у е т , что L (ОС) 
не содержит минимальных э л е м е н т о в . Д а л е е , для некоторой бесконечной по

следовательности достаточно простых классов р.п. множеств еСQ t •£ f г • • • 

Лп,.-- доказано, что LCrCn»f ) содержит начальный с е г м е н т , н е и з о -

ш 

на 



морфный никакому начальному сегменту Ь(Хуг) при X & П , вследствие 

ч е г о верхние полурешетки L(JLQ) . L (Л f), • • • L СЛП ),• •• попарно неизо -

морфны. 

Вычислимая нумерация fh некоторого класса конечных множеств 

называется с т р о г о вычислимой, е с л и функция CJ , такая, что ^ (х) е с т ь ко

личество э л е м е н т о в j&(X)} является общерекурсивной. 

К л а с с ОС р .п. множеств называется эффективно дискретным ( ф и 

нитно разделяющимся в £ 3 ] ) , е сли существует к л а с с конечных множесть 

Л , имеющий с т р о г о вычислимую нумерацию, такой, что 

а ) для всякого Ае.ОС с у щ е с т в у е т такое рб.Л , чтор&й , 
б ) для всяких / ? , В £ ОС и ре Л из рС;ЙПВ с л е д у е т А~В • 
Л ю б ы е две вычислимые нумерации эффективно дискретного класса эк 

вивалентны [ 3 ] . В работе построен вычислимый не эффективно дискрет -

ный класс р.п. множеств, л ю б ы е две вычислимые нумерации которого э к 

вивалентны, то е с т ь верхняя полурешетка вычислимых нумераций э т о г о 

класса является одноэлементной . Вопрос о существовании такого класса 

был поставлен в [ 4 ] . 

П у с т ь функции С , £ ,4 о существляют канторовскую нумерацию 

всех упорядоченных пар натуральных чисел ( [ 2 } , с т р . 6 3 - 6 5 ) -

&СССХ ,у))=Х, ZCC(X , у )) = С/ • Д л я в с е х Г С £СХ)&Х, ZCX)& X. 
Буквой А/ обозначим множество всех нятуральных чисел, ф - п у с т о е 

множество. 

07 - двойная вычислимая нумерация класса всех р.п. множеств , 

такая, что для произвольной вычислимой нумерации ft произвольного 

класса р.п. множеств найдется такое 6 , что для всех Ж ft С X,) = 

= 77(6,X) С 1 ] . П у с т ь для всех X Л0 СХ )= 77(j0,X) , где j o - т а 

кое, что Яр является нумерацией класса всех р.п. множеств . 7!П(Х,у)-

конечная или пустая ч а с т ь множества 77(Х, tj) , построенная за г} шагов 

вычисления множества 77СХ,Lj) т е м способом, который задает вычислимую 

нумерацию , 37 СС X , у ) = <р . 

Нумерация oi некоторого класса называется позитивной, е с л и м н о 

жество [С(X,Ц)№ СX) = oi С lj) ] рекурсивно-перечислимо. Позитивная 

нумерация является минимальной С З ] . 

Т Е О Р Е М А 1. С у щ е с т в у е т в ы ч и с л и м ы й 

к л а с с р . п. м н о ж е с т в , д л я л ю б о й в ы ч и 

с л и м о й н у м е р а ц и и ув - к о т о р о г о с у щ е с т — 



в у ю т в ы ч и с л и м ы е н у м е р а ц и и Y j и If 2 

э т о г о к л а с с а , т а к и е , 4 т 0 4 $2 •< ^2 & 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Укажем конструкцию искомого класса р .п. м н о 

жеств и его вычислимой нумерации oL . Одновременно мы будем стро -

ить вычислимую нумерацию некоторого класса р.п. множеств , функции 

h / . t~>2. ' / * и р , п ' м 1 Ю ж е с т в о L • Д л я каждого X на шаге П 

будут определены конечные или пустые части oi. (X), cf^X) множеств 

Ы. ( ОС ) , d(OC) соответственно , и значения /}^(Х,0), hgO^t1^). На 

шаге также о п р е д е л я е т с я конечная или пустая часть L, м н о ж е с т в а / . 

Ш А Г 0. Д л я всех х определим h/(X,0)=3x , /? ^(0^,0)-
= 3x+f,oC°(X)={hf(X.O), h2Cx,0) } , <?°СХ) = ф, 1°=ф. 

Ш А Г п (п > •/) . П у с т ь —rrz. . Рассматриваем один из четырех слу

чаев, исключающих друг друга. 

С Л У Ч А Й I . На предыдущих шагах значение f (г~П ) еще не было 

определено и существует такое у £ П , что hf(rtl,П-/) 6. Jf П(£(/П),у ) , 

В гаком с л у ч а е определим J*(m ) — (J0 , г д е ljg - наименьшее 

такое у . Переходим к ( * ) . 

С Л У Ч А Й 2. На одном из предыдущих шагов значение £ ( т ) было 

определено, и fcm) 6 57£CZ(rr) )). 
В гаком случае определим L П — L U {hj(m,r>4)) • Перехо

дим к ( к ) . 

С Л У Ч А Й 3. На одном из предыдущих шагов значение /'(т)быпо оп 

ределено, f(m)4 57 " ( г С т )) , 

h2 Cm, п-У)£ТГП (£(m),f(m)), (m).fcrn)) Ш п~' - ф. 

В таком с л у ч а е определим h j ( m , гг )=hg П - У), И % (т, П) =Z, 

где Z - наименьшее число вида 3к +2. , не принадлежащее ни одному 

из множеств ОС (Х){это число находится эффективно), (ГП) » 

Переходим к ( « ) . 

С Л У Ч А Й 4. С л у ч а и 1-3 места не имеют. 

В этом с л у ч а е переходим к ( * ) . ш 

( # ) Д л я всех X , е с л и ОС (х) еще не определено, то определим 

Oi (X)=ot ( х ) , е с л и О ^а?)ешё не определено, то определим 

сГ Cx)-S < " : £ ) , . при у = / , 2 , если значение hj С X, П ) еще не оп-



реаелено, то определим 1 j ( 'X , п ) — п у СХ, Г)-1') • Е с л и ^ еще не оп¬ 

ределено, то определим L —L . Переходим к шагу П * / .На этом 

описание конструкции закончено. 

Для всех X Ы(ОС)=1УОСПСХ), d~ ( X ) = U J П ( X ) . 
nt-0 П г О 

L, = U L • Пусть ОС = •• oL СЭС); X S- О \ . Из эффективности постро¬ 

ения следует , что Сх - вычислимая нумерация класса UC 

Следующие утверждения 1) - 3) указывают некоторые э л е м е н т а р 

ные свойства конструкции, которые будут использоваться в дальнейшем. 

1) Для всех X, n oincx)-dnU(X))~ [hj cx,n), h2(X,n)}, 

для л ю б о г о ЦфХ СХ , П ), h 2 СХ, п ) 4- оС°С IJ ) . Е с л и значение fCx) 

было определено на шаге, не превосходящем П , то Н^(Х,л)£5ТП(£СХ), 

f СХ)). 

Это утверждение л е г к о доказать индукцией по /7 

2) Пусть X, HQ такие, что при всех П , таких, что П П0 и 

£(П ) = X , случай 3 места не имеет на шаге п . Т о г д а при всех 
n > nQ hjCX,n) = hjCx.,n0)£oLcx), h2ccc,n)=h2cx,nc>)ec<cx), 

а для всякого у ± X будет h ^ С X , П Q ) ф Ы С у) • 

П у с т ь имеется бесконечное множество шагов П , таких, что ССп.)= 

= X , на каждом из которых имеет м е с т о случай 3. Т о г д а СX) = сТ£СХ) 

Это утверждение л е г к о с л е д у е т из 1) и из конструкции. 

И, наконец, непосредственно с л е д у е т из конструкции следующее у т 

верждение. 

3) Для всех Х , у , Л , е с л и h 4 С X , П ) £ Ысу ), то &Су) =£СХ). 

Л Е М М А 1. П у с т ь 2J Г) Ы(Х) ф ф . Т о г д а с у щ е с т 

в у е т т а к о е Г} , ч т о ^ f / 7 _) = X и с л у ч а й 2 и м е 

е т м е с т о н а ш а г е / 1 ? . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . П у с т ь у £ I П Ы С X ) • Т о г д а по конструкции 

множества Z существуют такие /г? , П , что h^C^^^ hj[rn,n-1) & L 
€ С n) = /77 , и случай 2 имеет м е с т о на шаге /7 . В этом с л у 

чае значение ^*^/т? ) было определено на меньшем шаге и f С /77 ) £. 

€ ft' q (Z С гг> ) ) . Так как при всех t 1 П будет £СЛГ>)€.%'$ CZ (m ) ) , 

на всех шагах £ , таких, что ^ 5 /7 и €с t ) = m , случай 3 места не 

имеет. Т о г д а из 2) с л е д у е т , что при всех 2 ^ /77 будет ^ф.Ы(2 ) . О т 

сюда следует , что /77 - X . Л е м м а доказана. 

Л Е М М А 2. П у с т ь ^ т а к о е , ч т о ОС- {fi~CC,y)\ Ц О | . 

Т о г д а а) д л я к а ж д о г о •< f С С С L , к )) о т\ р э-



д е л е н о ; 

5 ) е с л и < т а к о е , чтоЬЛ&С(С ,к)=ф}т о и м е -

е г с я б е с к о н е ч н о е м н о ж е с т в о ш а г о в / 7 , 

т а к и х , ч т о £(n)**C(Ctk),via. к а ж д о м и з к о -

• т о р ы х и м е е т м е с т о с л у ч а й 3, и cV ССС,к)= 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . П у с т ь к произвольное . Допустим, чторСССС,к)) 

не определено . Т о г д а случай 3 не может иметь м е с т а ни на одном шаге 

п , таком, что £(п)= ССС,к). Т о г д а , п о 2 ) л п р и всех /7 >/ О будет 

hf(C(i,k "),n)-hj(C(C,k)p} -Так как ОС = {цГ(6,у ) | у 1 О } . с у щ е с т в у 

ет такое Цр , что J7(t,y0) =&С С(,, к ) . По построению, h^CC С С ,к),0) £ 

€OiCC0,k). Т о г д а с у щ е с т в у е т такое П , что п > О . С С П ) = С С С, к), 

hi (СС С,к),-П-/) = h i (С С С , к ),0)£17П( С ,у0) и у0 й п . На шаге 

П имеет м е с т о случай 1 и значение fCCCl,k)) будет определено . 

Противоречие. Значит, для всех к f СС С С,к ) ) определено . 

П у с т ь к такое, что LOcLQCCtk) = ф . Н а некотором шаге П0 

значение fCC СС > к )) будет определено . Допустим , что с у щ е с т в у е т такое 

П j , что Л^^Лд и на в с е х шагах П Ъ / 7 ^ , £с^7) ~ С СС, к), случай 3 

места не имеет. Т о г д а из 2) с л е д у е т , что при всех /7 > / Т у будет 

hzCCCt,k),n)-= h2C С С С , к ) , rtj ) , при всех t ( i , k ) б у д е т 

Ь^СС(0,ку,П^)ф.^Сй). Так как значение f(CCt,k )) б ы л о о п р е д е л е 

но на шаге, меньшем, чем /7^, то из 1) с л е д у е т , что к) j (С (С , к f ) & 

37 Ct ,fCCCi,k))). 37Ct,f( С ( С,к ))) £СХ, п о э т о м у ,f(C(i, к ») = 

= оСССС\к). По построению, СССС.к ) , nf) £ Ы С СС, к ) . Т о г д а с у щ е с т 

вует такое п , что П > / 7 / , £ С П)= CCi,k) п ( с ( С , к ) , / 7 - / J = 

= h 2 (С С С, к), r>f) £ Я п'с С , fee С С, к))) . 

По выбору < L ПО(ССС,к)= ф . Значит, L "~*П J7nCi,f'СС С t;,.<))) = ф. 
f(C(t,k)£j70

nCk), 
так как в противном случае на шаге /7 имел бы м е 

сто случай 2 и тогда было бы L ПoiС(0, к) ^ ф . П о э т о м у на шаге ?7 

имеет место случай 3. Т з к как П > Г)у , п о л у ч а е м противоречие с п р е д 

положением. Отсюда немедленно с л е д у е т первая часть утверждения б ) . 

Применяя 2 ) , получаем, что С (С, к ) — &(С•) . Л е м м а доказана. 

ЛЕ.ЧМА 3. П у с т ь / $ - в ы ч и с л и м а я н у м е р а -

ц и я к л а с с а ОС , С т а к о е , ч т о С X ) = 37 ( С, СС ) 

д л я в с е х ОС . Т о г д а (?(с) €. ОС и /Ь С сГ( С )) н е р.п. 



м н о ж е с т в о . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . П у с т ь So такое, что 77 0 (50)=ф . Т о г д а 

случай 2 не может иметь места ни яа одном шаге п , таком, что £(г?) = 

= 0(6,S^y Т о г д а из л е м м ы 1 с л е д у е т , что 1г ЛЫ С(С , SQ) — ф , и ,по 

л е м м е 2 , б у д е т Ы. С (С , £ 0 ) = d'(С ) . Значит, &(i ) £ CZ и Lnd(l) = <ф . 

Допустим, что у5 ^( d (С ) ) - р.п. множество. Т о г д а с у щ е с т в у е т та 

кое к , что /Ь = Я0 (к) . Предположим, что ЬП dC (С,к)фф. 

Т о г д а ( п о л е м м е 1,на некотором шаге П , г д е £(Л) = С(С,к), имеет 

м е с т о случай 2. Так как в этом случае значение J?(C (С, к")) б ы л о о п р е 

делено на меньшем шаге, из 1) с л е д у е т , что (Q(L,k),n)€.7i(L,f(C(i,k))). 

По случаю 2,f(CU,k))eSr%(k). Так как п р и £ » / 7 fCC(i, к))б7г£ С к ) , 
на всех шагах t > /7 , £(t)= С(С, к) , случай 3 м е с т а не имеет, и из 2) 

с л е д у е т , что при всех ГС ф С (С,к) будет h у ( С? ( С , к ) , П)ф Ы(ОС). 

J7(i,f(C(t,k)))eOC , значит, J7(i,f(C(C,k)))=0(a(t,k). Так как 

ЬП&(С)=ф , будет ОС" С (С,к) £d(i).Следовательно, f(C(C,к))ф(Г&) 
)if(CCt,k))€.J70(k ) . П о л у ч а е м противоречие с у6~ i(d(C)) = 77 0 (к) • 
Значит, нам о с т а е т с я р а с с м о т р е т ь предположение L ОЫС(С,к) = 0 . 

По а ) л е м м ы 2 , значе ние f(C(C, к Сбудет определено на некотором 

шаге По • f(C (С ,к)) ф-Т^о (к) , так как в противном с л у ч а е на н е к о т о 

ром шаге П > nQ, £(Л)= С(С,к), б у д е т f(Q (i,k))G. 7>0

П(к) , то е с т ь 

будет выполнен случай 2, и тогда Ь П Oi С ( С > к ) Ф ф , что противоре -

чит предположению. 77(С, f(С (С, к))) £ ОС, значит, 77(C,f(C(t, к)))=Ы(Х) 
для некоторого SC . Из 1) с л е д у е т , что h)/(CLC,k),n0)£37(L,fCC(C, к))). 

Тогда , применяя 3 ) , получаем, что £(32)=С • Допустим, что Jj П оС(Х)фф. 
Т о г д а для всех достаточно больших п будет X ^ '/7 7''ГV <•, fCC СС ,к») ^ 

Ф ф , вследствие ч е г о на всех достаточно больших шагах /7 , таких, 

что £(/"))= С (С, к) , случай 3 не б у д е т иметь м е с т а . Так как 

L П Ы. С С С , к) = ф , получаем противоречие с утверждением б) л е м м ы 

2. Значит, L Ло((ОС)= 0 • Т о г д а } п о б ) л е м м ы 2 , б у д е т Ы (CC)=d(6) . 

Итак, п о л у ч а е м , что /3f( С С С , к ))= &( С ) и f( С С1,к)) £ 7?0 ( к ) • В м е с 

те с fl* (d(C)) = 77Q (к) это приводит к противоречию. С л е д о в а т е л ь 

но, исходное предположение незерно, то есть уЗ *(d(C)) не р.п. мно -

жество. Лемма доказана. 

Докажем, что класс ОС удовлетворяет условию т е о р е м ы . П у с т ь 

- произвольная вычислимая нумерация класса ОС . 6 / . t Q та -

кие, что tif Ф С 2 и при к = /, 2 fi(X )= 77 С С^. , X) для всех X . 



Нумерация tf! > детеннля в [ i ] , .. ч апает тем свойством, что для 

всякой вычислимой нумерации fi сушэствует бесконечно много таких 

i , что СХ) = !77(Ь,Х) для всех X .) 

По лемма 3, d"( С f ) , dc С2 ) £ . П у с т ь к равно / или 2 . 

Если ре такое, что для каждого j при ^Су)Фс^ • 3j^oC(X) , то, 

так как 3 СС £ oi ( СС ) , будет £сХ)=с\к . Если к тому же ЬЛЫ(Х)= 
- ( ! ) , то, по утверждению б ) л е м м ы 2, будет ( X ) = d ( £^ ) . Как за

мечено в доказательстве л е м м ы 3, d( 1>к) О L = ф и сУ(С^)=Ыс((.^,£0) 

для некоторого . Тогда , из 3 ) , следует , что для всякого J n\inCcj) ф 

4 С к будет 3 j ф & С О к ) . Из всего этого следует , чтс ОС — \jd(i ^ ) | = 

= ( Х\Х£ Ос $< СЬ п х Ф ф v 3jc £cj) * i k £ 3j£ X ))} . 

jb^(^-{cfak)\)={x\ln ъ сх)Фф vJjct (jHtk$3je/i(x))}-

непустое р.п. множество. П у с т ь облерекурснвная функция J?^ перечисля

ет это мно-кество. Определим облерекурспвную функцию и вычисли -

мую нумерацию у ^ класса ОС следующим образом: 

% \ «1с при X =0, 

[fk СХ - / ) • П Р И , где fi(ak) = d( Ск) , 
^кСХ)= ji(^k СХ) для всех X . По л е м м е 3 } / 6" / С if С С ̂  ) ) не р.п. 

множество, у jj С d С С^)) - одноэлементное множество. Следовательно , 

.9 4 Ук • 
Из определения © ^ - /3 • Докажем, что jh - $j ® • ^ У с т ь 

h CX) = jU i.( X =fj(C ) V X = / > 2 < ' £ ) ) (определение Ц -оператора см . 

в [ 2 ] ) . Так как Зс С С / , Sa ) £ dcii) ~d( C2), dtij) Ф-6" (. t2), тогда 

^ ' ^ - ( Л ^ ) } ) U S~*(_(JC-[d(iz ) } ) = А / . Значит, функция h являет 

ся общерекурсивной. Нетрудно проверить, что функция 

f 2hcx)+2 , если х л Сх)), 
С X) — ] 2 h СХ ) + 3 , если ОСф^(Л(Х)) 

сводит 3 к @ у^. С л е д о в а т е л ь н о , у в = / у © ^2 • "*"ак к а к fi£ // и 

г> Ф 2 • т о У-f £ #2. н / 2 4 У-1 • Теорема доказана. 

С Л Е Д С Т В И Е . С у щ е с т в у е т в ы ч и с л и м ы й 

к л а с с р. п. м н о ж е с т в , к о т о р ы й н е и м е е т 

м и н и м а л ь н ы х н у м е р а ц и й . 

З А М Е Ч А Н И Е . На с а м о м деле по всякой вычислимой нумерации уЗ 

построенного класса ОС можно эффективно построить вычислимую н у м е 

рацию у* э т о г о класса, такую, что у 4 уЗ и jb £ У . П у с т ь h - ч а с -



тично рекурсивная функция, такая, что для всякого С h(t,X) о п р е д е л е 

но для всех X и множество значений функции ytxh(C,1X) е с т ь 

е с л и последнее множество не пусто , и h (6,ас)не определено для всехзс 

в противном с л у ч а е . 

'/>(С ( С,50 )) , е с л и X = 0 -л f(C (С,30))опреаепеко , 

^(С,Х)- i h i i , Х-1) , е с л и X >0 и h(C, X - / J о п р е д е л е н о , 

не определено - в противном с л у ч а е , 

где f> - функция из конструкции, такое , что 37q ( $0)*= ф. С у щ е с т в у 

ет общерекурсивная функция 3 . такая, что для всех X , С • для к о т о 

рых П(£,Х) определено , будет /77 (С ,ф(С,Х)) = 37 ( ЗС С ) , OS) . Н е т р у д 

но теперь проверить, что е с л и yg - нумерация ОС и fi(X)s7J(C,X) 

для всех X , то нумерация у , определенная У С ЗС)-77(3(С),хУ для всех 

СС , является нумерацией класса ОС и для нее у j£ и р £ у . *^ 

Д л я всякого П>/2 существуют максимальные множества гМ£г.. 
MJP , такие, что при L f-j О М j — Л/ . Эти множества м о ж 

но построить следующим о б р а з о м . П у с т ь Д/ - максимальное множество . 

Для j = 1,2, -П п у с т ь £j ~[пх + j - У | X >у О } . V Е • = А / . 

Л е г к о видеть, что в с е множества £j , кроме о д н о г о , содержатся , за 

исключением, быть может, конечного множества э л е м е н т о в , в А/ . П у с т ь 

этим множеством я в л я е т с я Е \ П у с т ь ф ^ (СС ) = ОС для всех СС и при 

( я г , х 4 Е < п и £ П з . 

Ф?(X) = ^ 
зс - j * / , аз е ^ 

Мj = Cpj С М ), j — J, 2 Г7 , Mj - максимальное множество . Н е 

трудно проверить, что при С ^ j Л/~(М^ О Afj ) конечно или пусто . 

Л е г к о теперь видеть, что, добавляя, е с л и э т о необходимо , к множествам 

М^ конечные множества э л е м е н т о в , п о л у ч а е м максимальные множества 

, Mg , • • • , удовлетворяющие у с л о в и ю : при С ^ J 

М2 О Mj = А/. 

Э т о т факт сообщил автору С . А . Б а д а е в . 



П у с т ь при п > г А п = П М% п . . . п мп

п 

Г?= Ы2п МП

3П... ПМП

п М " п . . . n M t i 'пмп п 

Нетрудно проверить, что при С =f=j ( J" О - Дп ) П (Г^-Дп ) = ф , 

U Г Г = А/ , при С = 7, Л ,... Л Г Г- А-
сжато, так как совпадает с д о -

L = 4 С / 7 

полнёнйем к М' 0 . При Л > 2 определим класс ОС n-1 AnU\оС| \ 0C.£flf^ . 
Т Е О Р Е М А 2. П р и / Т ! 4 £ в е р х н я я п о л у р е ш е т 

к a L С ОС2 ЛЛ ̂ с о д е р ж и т н а ч а л ь н ы й с е г м е н т , 

н е и з о м о р ф н ы й н и к а к о м у н а ч а л ь н о м у 

с е г м е н т у в е р х н е й п о л у р е ш е т к и 1г( ОС ) 

п р и ^ i a i m . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Д л я С = / ^ 2 , . . . /7 определим к л а с с ы = 

= | б' j 1С j | Х£ - /7^ j и их вычислимые нумера : 

ации 

г д е - n 

np 

j?rJ - общерекурсивная функция, такая, что f'? перечисляет и 

™'*Фу /'с(х> ЛС^^7' а6'6С£Гс°-^г7- Я с н о - ч т о 

=|(й(^^?^)£/:7/7с7|а^,||не рекурсивно, так как в противном с л у ч а е е г о допол -

нение 5 ) = | г с | / ' 2 С Л ) € Г 2 - (йп U {а" } ) } - Р.п. множество , что в л е 

чет рекурсивную п е р е ч и с л и м о с т ь f2 С & ) = — С^Л ^ {а2})- кото -
рое сжато . А н а л о г и ч н о ^^(A^U^S^ | ) н е рекурсивно. В с е остальные 

множества в имеют по одному номеру. Т о же самое верно для Oi. ^ . 

Нумерации , < У ^ являются позитивными, (У^ ^fec*^ _ из свойств номер -

ных множеств . Нумерация С^ф d2 © Ф dn • г д е d^u |о<^ , Ы \ } , 

Ь=1,2,...Л , является нумерацией в с е г о класса ОСп . Она является 

позитивной, как прямая с у м м а позитивных нумераций непересекающихся 

классов, следовательно , она минимальная. В с е г о с у щ е с т в у е т 2 ^ таких н у 

мераций. Р а з о б ь е м их на пары вида у = df ф d2 ф ...ф S^ и у' = 

= сГ/ф d'2 ® . .. ф d'n . г д е 



<У i , если (?i — °^ , 

Ы ̂  , если C?i — d £ , d = /,2 , . . . П. 

П у с т ь у1щ ^ , у2 , у'2 ' •• • "й"'' ' / г " - ' - в с е т а к и е п а р ь 1 -

= Ф О ^ © . . . ® ^ . Т о г д а faQfi? = / 2 />-<Ф/ 2 '"- ' = 

s © сУу ф с / , ® ° ^ 2 © . . . ф 0^/7 ф . И з свойств номерных 
т т 

множеств нумераций ЫI и OL^ с л е д у е т , что все нумерации tfj , У • • 

"' fa""1
 ' f~2n'f

 п о п а Р н о несравнимы. 
П у с т ь теперь П = 2 , ГГ7&2 • Докажем, что существуют /77 пар 

. ft, > Н г . h z ••~><firri • , т а к и е - ч г о д л я в с я к о й « У м е Р а н и и 

>>=ст; Ф « ^ ф . . . ф . г д е сГк£ { f i k 9 t i k } , k~-f,2,-m, б у д е т 

iff • П у с т ь @j , 0£ , . . . 62m ~ в с е п о с л е д о в а т е л ь н о с т и , с о -

0 и / длины /77 . Определим для £ =* 1 , 2 , . . . ,/77 » стоящие из 

к = 1,2 1 . . . t 2 / n 

( oik , е с л и на £ м е с т е в бк с тоит О 

^ g \ Ы к • е с л и на £ м е с т е в 6 к стоит 1 

/ 2 2™ 
^ & ~ ^ в ® ^£ ® ' * ' ® ^ £ > 

g»" k { <U к , е с л и на £ м е с т е в 6 к с тоит 0 

^ с /^ , е с л и на £ м е с т е в 6 к с тоит / , 

S £ = £ g © £ ^ ф • • • ф S £ . 
Ясно, что пара нумераций £ £ , s'^ является одной из пар у ^ t у! 

t = S,2 2п-' . п у с т ь )> = с Г / Ф с Г 2 Ф . . . ф гю<Гкб\Вкш£к}, 
к = 1, 2, •• • /77 . П у с т ь 6jo ~ такая п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь , 

что на к - м е с т е у неё стоит О , е с л и d'к

в &к, и / , если = %/ к . 

Т о г д а при £ " ,/77, е с л и do = £р , б у д е т 5 , ° °= Ô w . е с л и - £л , 

будет £^ = olj0 . Значит, в с / / 3 , где /3 - нумерация класса 0Сп~ 
— 7jQ • Так как ^ = (У у ф . . . ф с У у ^ Ф •••°>,' и а £ 1 ~ с л е д у е т <^ j f l ^ 
~^'j0' ч т 0 невозможно. Значит, у ̂  £ . 

Допустим, что в hC&x) j 2 £ се £ rn t и м е е т с я начальный 

с е г м е н т , изоморфный начальному с е г м е н т у верхней полурешетки h C[OLn) , 
определенному нумерацией сУ^ © o/J ф Ы2 ® &2Ф ••• ф оСп © ot'n . 

Т о г д а существуют попарно несравнимые вычислимые нумерации класса & х, 

/ 3 / , /3 .̂ , /32 , fi'i р т , /&Г

т ,/Л , такие, что JJ. - минимальная 

нумерация, / 3 / © p'f = fi2 ®/}'г = . . . = fim © f i т , /V ^ уЗ у © ^ , 

и для произвольных dl ё. | /3^ , /3^ J , i = / , 2 , - . . /77 , б у д е т jU ^ d/ Ф С^Ф... 



... Ф т • Соответствующий начальный с е г м е н т в L(OCx") о п р е д е л я 

ется нумерацией fij © уЗ' . 

П у с т ь JU(X)b( /3 у ф уЗ\/ ) fCx) для всех X . Д л я т о г о , чтобы не 

усложнять доказательства р а з б о р о м случаев , б у д е м считать , что оба мно -

ж естия | X | f (X ) - четно | и | х \ f( X ) - нечётно | непустые . 

Чтобы добиться э т о г о , в м е с т о у? рассмотрим другую сводящую функцию 

^ , определенную следующим о б р а з о м : д L0)-2a.0, гдеуЗуС'О!^.) = JU (О), 
$(1) = 2а/ * 1 , где /b'lCCtj) = jU (j) , и <](X)=fCX ) при X* 2 . Т о 

же самое б у д е м предполагать во всех аналогичных с л у ч а я х в дальнейшем. 

Л е г к о видеть, что существуют вычислимые нумерации yUy с е м е й с т в а 

<£СХ) - четно } и jUg с емейства | fj СХ) \ <j (X) - нечёт 

но } , такие, что JU = /Ц^ ф и / J 1 i j i i , р 2 * fl'i • Нз fj&/i2®£ 

следует , что и, 4 fi2 Ф fl'g и ~ /^2 ® ^ 2 * А н а л о г и ч н ы м о б р а з о м 

получим, что существуют вычислимые нумерации непустых подклассов Л д. 

Н-п • Нп • Pzi * Мг2 • т а к и е - ч т о ^ э ^ / Ф А / 2 ' Л?5Нг1®Ргг 
и ^ ^ , ^ ^ 2 , / / ^ ' г* 22 ^ /*'г • И э п Р е Д Ы Д У Ш е г о с л е д у е т , 

что / / „ , ^ , M2i.^ze. * К • К р о м в Э Т О Г 0 . А = / ' у / Ф / ^ / 2 © 

®/~*2* ® / ^ 2 2 ' Продолжая рассуждения для С ~ 3,4 ,...vm , получаем , 

что существуют вычислимые нумерации , f ... fj'^m непустых п о д 

классов <#д. , такие, что у£/ = y t / / Ф ф ... ф/^рг? и Д л я всякой пары 

/3^ .уЗ^- , i - 1, Z , . . . т , каждая из нумераций jUj , jU2 fj'2m 
сводится к y3j или к . П у с т ь « ф = | ^ СЖ.) | X г 0 | , 1=1,22^. 
Д л я 6 = ^2 . . . . * Z/ { Y I X 6 5 ^ * } = /Vе . — сжато, п о э 

т о м у при 1,2, •••2™ ей:^ не м о ж е т р а з д е л я т ь на два б е с к о н е ч 

ных подкласса (так как в противном с л у ч а е р.п. множество U\ Х\Я€.<AiL, } 
разделяло бы Г/ —Д^, на два бесконечных п о д м н о ж е с т в а ) . ? / ^1, = 0С<£ . 

с х let к 

Отсюда следует , что для всякого к = 1,2,... ,Х найдется такое i к , что 
.— X 
у , содержится, за исключением, б ы т ь может, конечного множества эле¬ 

ментов в <4-i U = Clx , п о э т о м у ju'i® ju[ ® • • • ®^'с х 

л я е т с я нумерацией в с е г о &х > э а исключением, б ы т ь может , конечного 

множества э л е м е н т о в . Е с л и таких э л е м е н т о в не с у щ е с т в у е т , положим Li[- = 

~J^lj. П у с т ь такие э л е м е н т ы с у щ е с т в у ю т и ими я в л я ю т с я B Q , B ^ , . / . 
Определим jU^ (С) - Bt при Is 0,1 ,...,t-1, JU^Ct)-fj'^ С ^ - Й ) п р и 

l> 2 t . Т о г д а Н'с^ ® H'i2 ® '" ®Н\ я в л я е т с я нумерацией в с е г о (X sc. » 

л е г к о видеть , что она сводится к и для всякой пары ^ f J& ^ f 

ks 1,2,. . . /77, каждая из нумераций » с в о д и т с я к fi^ 

я в -



или к / 3 ^ . Так как ^ - минимальная нумерация, y£/S jU1^ ф / V ^ ф . . . 

. . . ф fl'i . П у с т ь /и" 4, <fj , где dje{ Pi } • и п р и ^ = 2.3,.. . X 

пусть ^ ' г д е {Afc 'At) • Т о г д а ^ ^ ф С ^ в • - • ф ^ * , 

£С ^ /г? . Отсюда легко получаем противоречие с предположением. Значит, 

исходное предположение не верно. Теорема доказана. 

С Л Е Д С Т В И Е . С у щ е с т в у е т б е с к о н е ч н а я п о 

с л е д о в а т е л ь н о с т ь в ы ч и с л и м ы х к л а с 

с о в р. п. м н о ж е с т в . ^ , ° С « £ „ , • • • . т а к а я 

ч т о п р и С Ф J в е р х н и е п о л у р е ш е т к и , 6 ( ' ) 

и 1, С Xj ) н е и э о м о р ф н ы . 

Такой последовательностью является 2 

Х 0 * а г , Л, - ct£ , • • • -Сп = л г г ' п • 
Автору стало известно, что ранее Ю.Л.Ершов и И .А .Лавров получили 

аналогичное следствие для классов р.п. множеств, у которых начальные 

сегменты в верхних полурешетках вычислимых нумераций имеют одинако -

вое строение. 

Т Е О Р Е М А 3. С у щ е с т в у е т в ы ч и с л и м ы й н е 

э ф ф е к т и в н о д и с к р е т н ы й к л а с с к о н е ч 

н ы х м н о ж е с т в , в с е в ы ч и с л и м ы е н у м е 

р а ц и и к о т о р о г о э к в и в а л е н т н ы . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . П у с т ь ^ - строго вычислимая нумерация к л а с 

са всех конечных множеств. Укажем конструкцию искомого класса, е г о в ы 

числимой нумерации G/L и вспомогательной функции у . Ч е р е з oi^ ( X) 

будем обозначать множество чисел (конечное или п у с т о е ) , перечисленных 

вЫ(Х) за П шагов конструкции. На шаге П число называется неис -

пользованным, если оно нечётно и на предыдущих шагах не было ещё пе -

речислено ни в одно из множеств О 1 ( X ) . Мы будем использовать поня -

тия правого и левого последователя . В ходе конструкции некоторые числа 

могут быть сделаны зависимыми о т некоторых пар. 

Ш А Г 0. О делаем левым последователем О . Число О з а с ы л а е м 

в ol (О). Переходим к следующему шагу. 

Индукционное предположение. При П>. / после т о г о как были выпол -

нены все инструкции шага Л- / , каждое число, меньшее Л , имеет х о 

тя бы одного л е в о г о последователя и может иметь не б о л е е одного право

г о последователя, причём, е с л и оно не имеет правого последователя , г о 

левый последователь - единственный. 



ШАГ /Z(tl^-f). Все да имеет место один из четырех случаев, ис -

ключаюших друг друга. П у с т ь О ~ 3к + t . где О 4 t - 2 . 

С Л У Ч А Й 1. П - 3 к , число £ С к У не имеет ещё правого после -

дователя ,и существует такое X 6. 71 дП ( £ С к )) , что jf(cC) £ 0^П £ 

где X.Q - левый последователь £(к)(если £(к) не имеет правого п о с л е 

дователя, то , по предположению индукции г4(к) имеет единственного л е в о г о 

последователя, так как £(к)<п)-

В этом случае делаем следующее. Наименьшее число Z , которое 

не является ещё последователем, делаем правым последователем £Ск) 

Пусть LJ j и - наименьшие два неравных неиспользованных числа. lj^ 

засылаем в оС(Х0). Lf^ и 2 £(k ) засылаем в Ы ( Z ) . Е с л и существует 

хотя бы одна пара ^ i , j > , такая, что значение было определено 

на одном из предыдущих шагов и XQ = то делаем £ С к У зависи

мым от каждой такой пары. Переходим к ( * ) . 

С Л У Ч А Й 2. П-Зк+J , значение f( ££( к) , Z £(к)) ещё не было 

определено на предыдущих шагах и существует число 2 , которое явля -

ется правым или левым последователем некоторого числа и для которого 

Z) = 77 п(££ (к), ziCky). 

В этом случае определим f ( £ £ ( k ) , z £ ( k ) ) - Z 0 , где Z a - наи -

меньшее такое % . Переходим к ( ж ) . 

С Л У Ч А Й 3. П = 3 к + 2 . число £ (к ) имеет правого последовате 

ля и существует хотя бы одна пара ^i>)]'>, от которой зависит £(к)а для 

которой ЫП Z0) - 71П(L ,j) > г Д е Z 0 - правый последователь £(к). 

В этом случае делаем следующее . Число £ С к ) делаем независимым 

от каждой такой пары. Освобождаем ZQ . Для каждого X , л е в о г о по¬ 
/7-/ 

следователя £ (к), все элементы Ы (X) з асылаем ъ о( (ZA ) , все э л е 

менты с£ CZQ ) з асылаем в Ы С ОС) . %о делаем левым последователем 

£ С к ) . Наименьшее число t . которое не является ещё_ последовате -

л е м , делаем правым последователем £ С к) . Наименьшее неиспользован -

ное число и число 2£ С к ) з асылаем в Ы ( t ) . Переходим к ( * ) . 

С Л У Ч А Й 4. Случаи 1-3 не имеют места . В этом случае переходим к (я). 

( * ) Наименьшее число lj , которое не является ещё последователем ,де 

лаем левым последователем rl . Число 2 Г) засылаем в Перехо

дим к шагу П *• / . 

На этом описание конструкции закончено. Л е г к о проверить, что индук

ционное предположение выполнено. 



Пусть CZ^i^Cx) | ОС ^ О } . Из эффективности построения 

следует , что Ы - вычислимая нумерация класса ОС , функция f - час 

тично рекурсивная. 

Число ОС называется постоянным левым (правым) последователем 

/77 , е с л и на некотором шаге СС было сделано левым (правым) после -

дователем /77 и в дальнейшем оно не освобождается . 

1) Всякое число является постоянным левым или постоянным правым 

последователем некоторого числа. Всякое число получает л е в о г о последо — 

вателя и может иметь не более чем одного постоянного правого последо -

вателя. 

Л е г к о видеть, что всякое число становится последователем на неко — 

тором шаге. Число , являющееся левым последователем, освобождаться не 

мзжет. Если на некотором шаге число, бывшее правым последователем , о с 

вобождается, то на том же шаге оно становится л е в ы м последователем . 

Отсюда следует первая часть утверждения 1 ) . Вторая часть э т о г о утвер -

ждения непосредственно следует из конструкции. 

2) Если ОС и iy оба постоянные л е в ы е последователи одного чи -

ела, то Ы СоС ) = Ы С у) • 

Это утверждение л е г к о следует из конструкции в случае 3. 

3) Рассмотрим конструкцию сразу после т о г о ( к а к были выполнены 

все инструкции шага /7 . П у с т ь число /77 имеет л е в о г о последователя 

ОС . Тогда если /77 не имеет правого последователя , то С( f а?.) = |2/77 j . 

Если ГП имеет правого последователя , скажем Lj , то о£ П СХ) и с/ (у) 

имеют хотя бы по одному нечетному элементу каждое и о(. ̂ (Х ) П d n ( У) = 

= ^2MJ- Е с л и X, у - последователи различных чисел, то Ы^СХ) ПЫ-^Су)-

- </>• 
Это утверждение л е г к о доказать индукцией по /7 

4 ) Пусть X , у - постоянные левый и правый последователи /77 . Т о г 

да Ы (X) П Ы (у) = { 2 ГГ>) я oi (X) фЫ(у). Е с л и X и у - какие-либо 

постоянные последователи различных чисел, то о(С0С)Па/(С/)- Ср• 

Это утверждение л е г к о с л е д у е т из 3 ) . 

5) Всякое нечётное число может быть элементом не б о л е е чем одного 

множества из ОС 

Из 1 ) , 2 ) и 4 ) следует , что пересечение любых двух неравных мно -

жеств из ОС либо пусто , либо состоит из одного чётного числа. 

6) Пусть СС - постоянный последователь /77 . Тогда 2 £ . oL СХ) , 
а при уфт 2у4°£(х)-



Это утверждение л е г к о с л е д у е т из конструкции. 

7) Нумерация СУ является позитивной. 

(X ) = Ы С у ) 4—> С СС = У ) V" (на некотором шаге Sf и 

1у - оба левые последователи одного ч и с л а ) . 

Л Е М М А 4. Д л я к а ж д о г о X м н о ж е с т в о о ( ( Я ) 

к о н е ч н о . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть на некотором шаге Па число X с т а н о 

вится постоянным левым (постоянным правым) последователем /77 . 

2me.ol(x), значит, <sL (X) ф ф . Если X - постоянный правый п о с л е д о 

ватель ГТ7 , то на шагах, больших /7 д . СУ С X) не будет получать новых 

элементов. П у с т ь на шаге Q X становится постоянным левым п о с л е 

дователем /77 . Если на шаге /7 > Пд <U СХ) получает новые элементы, 

то п - 3 к или г? - 3 /с / 2 , £(к J - /77 , и имеет м е с т о случай 1 

или 3. Если на некотором шаге число /77 теряет правого последователя ,то 

на том же шаге получает нового. Поэтому случай 1 может иметь место 

на не более чем одном шаге Г) - 3 к , £ (к) = /77. Если на шаге П = 

= Зк-*2, £(к) = /77, имеет м е с т о случай 3, то в начале этого шага д о л 

жна существовать хотя бы одна пара, о т которой зависит /77 , а на шаге 

/7 число гп будет сделано независимым по крайней мере от одной из 

таких пар. Число /т? может быть сделано зависимым от некоторых пар 

только по случаю 1 на шаге /7. = 3. к , £ (к) = гг?. Как доказано, может 

существовать не б о л е е чем один такой шаг. На этом шаге имеется не б о 

л е е чем конечное множество пар, от которых /77 может быть сделано 

зависимым. И з этого следует , что имеется не более чем конечное множе

ство шагов /7 , таких, что /7 - 3 к + 2 "и £(к) - /77, на каждом из 

которых имеет место случай 3. Значит, Ы (X ) конечно. Л е м м а доказана. 

ЛЕММА 5. К л а с с ОС н е э ф ф е к т и в н о д и 

с к р е т н ы й. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Допустим противное. Т о г д а для некоторого /77 

классы ^У(Х)\Х& Tig (/г?)] и ОС удовлетворяют условиям а) и б ) о п 

ределения эффективно дискретного класса. На некотором шаге п 0 (Пдяегп) 

число /77 впервые получит л е в о г о последователя , обозначим е г о Х0, И з 

условия а) определения эффективно дискретного класса следует , что су -

цвствует такое у6. Я0 С ГП ) , что у(у)£ а((Х0) . Т о г д а найдется 

такое п , что П > П0, П = Зк , £ск)=т, ЦОП^ (т) и /(%) G 
£oL ( Х0 ) . Т о г д а е с л и /77 не имеет ещё правого последователя , го 



на шаге /7 имеет м е с т о случай 1, по которому ГП получит правого п о 

следователя . Значит, на некотором шаге П у > П0 б у д е т и м е т ь м е с т о с л у 

чай 1, по которому /77 получит в первый раз правого п о с л е д о в а т е л я . В 

этом с л у ч а е для некоторого Ж £ 7Т0(т) б у д е т у ( X ) & Ы ( Ха) . И з 

3) с л е д у е т , что Ос °' *(Х0)={2т} . Значит, ч / С X) £ \2гп\ . Е с л и /7? 

теряет правого п о с л е д о в а т е л я на шаге г) , т о п - 3 к * 2 , £ ( к ) - т t 

на этом шаге имеет м е с т о случай 3, при э т о м ГП получает , нового п р а 

вого п о с л е д о в а т е л я . Как замечено в д о к а з а т е л ь с т в е л е м м ы 4, и м е е т с я не 

б о л е е чем конечное множество таких шагов. П о э т о м у ГП получает п о с т о 

янного правого последователя , обозначим е г о ZQ . И з 4) с л е д у е т , что 

Ы Сх0)фЫСХ.0)1л f(X)u [2m}=oL СХа)ПоС CZ0) . П о л у ч а е м про -

тиворечие с у с л о в и е м б ) определения эффективно дискретного класса . С л е 

довательно , класс ОС не эффективно дискретный. Л е м м а доказана. 

Л Е М М А 6. Д л я к а ж д о й в ы ч и с л и м о й н у 

м е р а ц и и /3 к л а с с а Л с у щ е с т в у е т т а к о е 

гп , ч т о п р и в с е х я т f (П7 , а ? ) о п р е д е л е н о и 

/3 С X) - ос" у* (/77, "ОС) , т о е с т ь / в ^ О * . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . П у с т ь ji - произвольная вычислимая нумерация 

ОС , С у щ е с т в у е т такое /77 , что при всех ОС = ( ГН, X) , 

П у с т ь X - произвольное натуральное число . Т а к как Ж гг?,Х)£, ОС, 

существует такое Z , что 97(ГН,Х)- ЫС£\ Так как множество Ы(Х) 
/7 - / /7 

конечно, для всех достаточно больших /7 б у д е т Ос" (Z ) - (тгХ). 
Д л я всех достаточно больших /7 в начале шага /7 число Z б у д е т по -

с л е д о в а т е л е м . Из э т о г о л е г к о п о л у ч а е м , что с у щ е с т в у е т такой ш а г /7о = 

= 3k+2t £ (к )я С (rnx), на котором б у д е т и м е т ь м е с т о с л у ч а й 2, по к о 

торому значение /77,X) б у д е т определено . По с л у ч а ю 2 ,по окончании ша

га П-/ число f("r>7tx) я в л я е т с я правым или л е в ы м п о с л е д о в а т е л е м н е 

которого LJ . П у с т ь число Uf имело по окончании шага П0- / правого 

последователя . Т о г д а из 3) с л е д у е т , что СХ (£СГГ?-,Х')') содержит н е -

/7 " f Г) 

чётный элемент . В с л у ч а е 2 Ы 0 Cf(rH,X ) ) =» 0(гп,Х). По 5 ) , н е 

чётное число может б ы т ь э л е м е н т о м не б о л е е чем одного множества из 

. П о э т о м у aifC гп ,х ) = (F(m,x ) " jSCx). 
П у с т ь число Lj не имело по окончании шага Г70- / правого п о с л е д о -

вателя . Т о г д а в начале шага Пд число f (ГН,Х)является л е в ы м п о с л е д о 

вателем Lj и в дальнейшем не перемещается . И з 3) с л е д у е т , что 

oL 0 (/ст,х)) - [2ц] . ъя&чк1,2цеЯ(гп,х), 9^сгп,х) е ОС, 



значит, 7/(rrt, Х) = Ы С О ) для некоторого i> . По 1 ) > ч и с л о С я в л я е т е ; 

левым или правым постоянным п о с л е д о в а т е л е м некоторого числа. Так как 

2 у €. oL С0) , из 6 ) с л е д у е т , что С - постоянный (правый или л е в ы й ) 

п о с л е д о в а т е л ь у . . Е с л и С - постоянный левый п о с л е д о в а т е л ь у , то 

из 2) с л е д у е т , что у ( m , Л ) = ol ( i ) s . Т о г д а 

Ы у с m , <х) = Я с m , х ) я /3 с х ) . 
Докажем, что число ( , не может б ы т ь постоянным правым п о с л е д о 

вателем у . Допустим противное. Т о г д а на некотором шаге П / > П^плс -

ло Ц впервые п о л у ч а е т правого п о с л е д о а а т е л я > п о с л у ч а ю 1. На 'этом ша-

г э число 1у будет сделано зависимым от пары < rntX>. С у щ е с т в у е т такое 

П > n i , что П = 5к+2 , £ск)-у, <Ы.П~'( {,) = fin'(П7,Х) и в начале 

шага /? число С является правым п о с л е д о в а т е л е м ly и в дальнейшем 

не освобождается . Т о г д а е с л и в начале э т о г о шага у зависит о т </"?"?, а?> , 

т о ^ о случаю 3 > ч и с л о С б у д е т освобождено, что противоречит предполо -

жению. , Значит, на некотором шаге /7 2 > имеет м е с т о случай 3, по к о 

торому у б у д е т с д е л а н о независимым от < гп t ссу. Ч и с л о Za из с л у ч а я 

3 было правым п о с л е д о в а т е л е м U по окончании шага / • ? ? - / . П о э т о м у » 

по 3 ) , СХ С 2 0 ) содержит нечётный элемент . oi е (Z0)~7i ( f>7,x ) . 

Из 5 ) с л е д у е т , что ОС С )-У>(т,сс)= Ы (<,) . П о конструкции число З а 

будет постоянным л е в ы м п о с л е д о в а т е л е м Lj . Так как по предположению, 

С - постоянный правый п о с л е д о в а т е л ь 1у , п о л у ч а е м противоречие с 

4 ) . Значит, t не может быть постоянным правым п о с л е д о в а т е л е м (у 

С л е д о в а т е л ь н о , для всех X f(m,<X) определено и /3 СХ) = oCjfCm, сс). 

Л е м м а доказана. 

По 7 ) , нумерация oL является позитивной и, с л е д о в а т е л ь н о , мини -

мальной . И з э т о г о замечания и л е м м ы в с л е д у е т , что все вычислимые ну

мерации класса ОС эквивалентны & . Т е о р е м а доказана. 

А в т о р благодарен С . А . Б а д а е в у за ценные замечания . 
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