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Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к СССР 
1974. Том 217, № 4 

УДК 517.11 МАТЕМАТИКА 

В. в. вьюгин 

О ВЕРХНИХ ПОЛУРЕШЕТКАХ НУМЕРАЦИЙ 

(Представлено академиком П. С. Новиковым 15 I 1974) 

А. X. Лахлан получил в работах (2, 3 ) некоторые описания начальных 
сегмецтов верхних полурешеток обыкновенных и р. п. (рекурсивно пере­
числимых) яг-степеней. В этой заметке предлагаются некоторые анало­
гичные результаты для сегментов верхних полурешеток нумераций про­
извольных не более чем счетных множеств и сегментов верхних полуре­
шеток вычислимых нумераций классов р. п. множеств. 

Так же как в ( 3 ) , под порядковой структурой мы будем понимать па­
ру (Р, =^) , где Р — множество натуральных чисел, =^ — транзитивное и 
рефлексивное отношение на Р. Порядковая структура (Р, =^) к о н е ч н а я , 
«если Р —конечное множество. А с с о ц и и р о в а н н ы м с п о р я д к о в о й 
с т р у к т у р о й (Р, =^) частично упорядоченным множеством называется 
пара ((?, < ) , где () —множество всех классов, на которые Р разбивается 
отношением эквивалентности х^у<=>х=^у&у=^х, а < —частичный поря­
док на (?, индуцированный отношением Последовательность порядко­
вых структур {.(Pf, ==v)} называется в о з р а с т а ю щ е й , если Р ^ Р г + 1 

для всех i и x=^iy=^x^i+iy для всех х, у^Ри П р е д е л о м такой после­
довательности называется порядковая структура (Ро, =^(о), где Р ш = U Р* 

t>0 
и х^ыу^^1(х^у) для х, у^Р<*. Пусть (Р, =<) и (Р*, =<*) — порядко­
вые структуры. (Р*, =^*) называется к о и д е а л о м (Р, =^), если Р*^Р и 
для всех х, у^Р из х^Р* и х=^у следует у^Р\ а является ограниче­
нием =^ на Р*. 

1. Пусть S — непустое не более чем счетное множество, (L(S), <) — 
в е р х н я я полурешетка произвольных нумераций S (L (S) — множество 
в с е х классов эквивалентных нумераций S, < — частичный порядок на 
L(S), индуцированный отношением сводимости нумераций ( ' ) ) . В этой 
ч а с т и изучается структура сегментов (1/(5), < ) вида {ЬаЪ, <аь), где 
a, be=L(S), a^b, Lab={x\x^L(S)&a<x<b}1 ^ a b — ограничение < на Lab9 

а также сегментов вида (L a, ^ a ) , где a<^L(S), La={x\x^L(S)&x<a}, 
^ а — ограничение ^ на L a . Сегменты второго типа называются н а-
ч а л ь н ы м и . 

Т е о р е м а 1. Пусть S — непустое не более чем счетное множество, 
a, b^L(S), a < 6 и L — непустая верхняя полурешетка, изоморфная сег­
менту (Lab, <ab) • 

Тогда L удовлетворяет следующему условию: существует возрастающая 
последовательность конечных порядковых структур { ( A , =^t)} с пределом 
ф ш , =^ш) такая, что ассоциированное с (Dm =^0) частично упорядоченное 
множество изоморфно L и выполнены условия: 

1) {0, 1 } ^ А , для любого i и для всех я<=Д 0=4цХ, я=^Л; 
2) для всякого i ассоциированное с (Д , =^ t) частично упорядоченное 

множество, которое обозначим Li9 является дистрибутивной решеткой; 
3) если х, у, z^Di и z представляет объединение в Ь{ элементов, пред­

ставленных х и у, то z также представляет объединение в Li+i элементов, 
-представленных хиу. 
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В (2« 3 ) показано, что непустая верхняя полурешетка L изоморфна на­
чальному сегменту m-степеней тогда и только тогда, когда она удовлетво­
ряет заключению этой теоремы. 

Т е о р е м а 2. Пусть S не более чем счетно и содержит не менее двуаг 
элементов, a^L(S) и L —верхняя полурешетка, удовлетворяющая заклю­
чению теоремы 1. 

Тогда существует b^L(S) такое, что а<Ь и сегмент (L a b , <аъ) изомор­
фен L. 

Т е о р е м а 3. Пусть S — счетное множество. 
Тогда непустая верхняя полу решетка F изоморфна начальному сегмен­

ту (L(S), тогда и только тогда, когда существует верхняя полу решет­
ка L, удовлетворяющая заключению теоремы 1, такая, что F изоморфна 
некоторому коидеалу L. 

Если S конечно, то L(S) содержит наименьший элемент, поэтому,, 
если S конечно и содержит не менее двух элементов, то начальные сегмен­
ты (Z/(iS), ^ ) описываются теоремами 1 и 2. 

2. Пусть % — вычислимый класс р. п. множества, ( £ Б (Я) , < ) — верхняя 
полурешетка вычислимых нумераций класса % (LB(9t) — множество всех 
классов эквивалентных вычислимых нумераций St, ^ — частичный порядок 
на ЬВ(Щ, индуцированный отношением сводимости нумераций). В этой 
части изучается структура сегментов (LB(§t),=^) вида (L a b, ^ а ь ) и 
(L a, < а ) , которые определяются аналогично тому, как это делалось в пер­

вой части. Основным результатом этой части является характеризация на­
чальных сегментов верхней полурешетки вычислимых нумераций класса 
всех р. п. множеств. 

Т е о р е м а 4. Пусть % — вычислимый класс р. п. множеств, а, Ь^ЬВ(Щ 
а<Ь и L — непустая верхняя полурешетка, изоморфная сегменту (L a b , < a b ) . 

Тогда L удовлетворяет следующему условию: существует возрастающая 
последовательность конечных порядковых структур {(Д,=^<г)} с пределом 
(D^ = ^ ( й ) , такая, что L изоморфна ассоциированному с фыч =^ю) частично 
упорядоченному множеству, выполнены условия 1)—3) теоремы 1 и, кро­
ме того: 

4) {Д} — строго вычислимая последовательность конечных множеств; 
5) существует рекурсивное отношение R такое, что х=^,^у^=^ 

-^VuRvR(г, х, у, и, и) при х, 1 / ^ Д ; 
6) существуют рекурсивные функции П и U такие, что для всех i, х, у 

таких, что x,y^Du будет ()(i,x,y), \}(i,x,y)^Di и ()(i,x,y), U(i,x,y) 
представляют соответственно пересечение и объединение в L t элементов,, 
представленных х и у. 

Заметим, что из доказательства этой теоремы можно считать, что . Д = Л ^ 
где N — множество всех натуральных чисел. 

В ( 3) показано, что непустая верхняя полурешетка L изоморфна на­
чальному сегменту р. п. яг-степеней тогда и только тогда, когда она удовле­
творяет заключению этой теоремы. 

Т е о р е м а 5. Пусть 91— вычислимый класс р, п. множеств такой, что 
существует вычислимая нумерация v некоторого его подкласса такая, что 
v ( 0 ) c = v ( l ) c . . . и [}v(i)m. 

iS* О 

Тогда для любых а^Ьв(Щ и верхней полу решетки L, удовлетворяющей 
заключению теоремы 4, существует Ь<=ЬВ(%) такое, что а^Ь и сегмент 
(L a b , < а ь ) изоморфен L. 

Т е о р е м а 6. Пусть 9t — вычислимый класс р. п. множеств и L — на­
чальный сегмент (LB (Я), < ) . 

Тогда существует возрастающая последовательность конечных поряд­
ковых структур { (Д, =ф)} с пределом (iV, =<<„) и коидеал (D\ =^„*) 
структуры (N, =^ш) такие, что ассоциированное с (D\ =<«,*) частично упо­
рядоченное множество изоморфно L, выполнены условия 1)—6), и если 
класс 31 имеет однозначную вычислимую нумерацию, то выполнено 
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7) существует рекурсивное отношение R* такое, что для всех х 

x<=D*<=>KiVn>№mVkmR*{х, п, m, I) 

и для всех xf уу если х^&уЛ то для всех п, кроме, быть может, конечного 
числа, будет 

ЯтУШ1Г(х, п, пг, Аг, 1)=>ЪтЧкШ*(у, п, т, к, I). 

Если % — дискретный класс (т. е. для всякого существует конечное 
множество D^A такое, что для всякого если В¥=А, то DCjCB), то вы­
полнено 

7 ' ) существует рекурсивное отношение R* такое, что 

x^D*o'ZiVn'&mR*(х, i, п, ш). 

Если Я — класс конечных множеств, то выполнено 
7 ") существует рекурсивное отношение R* такое, что 

x<=D*<=>T&iVnr&mVkR*(x, i, щ m, k). 

Следующая теорема дает обращение одного из этих условий. Буквой F 
обозначаем класс всех р. п. множеств. 

Т е о р е м а 7. Пусть непустая верхняя полу решетка L удовлетворяет 
следующему условию: существует возрастающая последовательность конеч­
ных порядковых структур {(А, = ^ г ) } с пределом (N, =^<*) и =^<**) — 
коидеал структуры (N, =^ш) такие, что L изоморфна ассоциированному 
с (/>*, =^ю*) частично упорядоченному множеству и выполнены условия 
1)—7). Тогда существует начальный сегмент ^), изоморфный L. 

Так как класс F имеет однозначную вычислимую нумерацию ( 4 ) , из: 
теорем 6 и 7 получаем 

С л е д с т в и е 1. Непустая верхняя полу решетка L изоморфна началь­
ному сегменту (LB(F), ^ ) тогда и только тогда, когда она удовлетворяет 
условию теоремы 7. 

Из этих же теорем можно получить 
С л е д с т в и е 2. Непустая конечная верхняя полурешетка изоморфна 

некоторому начальному сегменту верхней полурешетки вычислимых нуме­
раций некоторого класса р.п. множеств тогда и только тогда, когда она изо­
морфна некоторому коидеалу некоторой конечной дистрибутивной ре­
шетки. 

Нетрудно построить верхнюю полурешетку, удовлетворяющую условию 
теоремы 7 и не изоморфную ни одной из полурешеток, удовлетворяющих 
тому же условию, с тем лишь исключением, что в нем 7) заменено на 7 " ) . 
Отсюда получаем 

С л е д с т в и е 3. В верхней полу решетке (LB(F),^) имеется начальный 
сегмент, не изоморфный ни одному из начальных сегментов верхней полу­
решетки вычислимых нумераций любого класса конечных множеств, лю­
бого дискретного класса. 

Остается невыясненным, существует ли верхняя полурешетка вычисли­
мых нумераций, некоторый начальный сегмент которой не изоморфен ни­
какому начальному сегменту (LB (F)<). 

Московский государственный университет Поступило-
им. М. В. Ломоносова 7 I 1974 
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